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Streszczenie

Ponizszy artykut jest zmodyfikowanym i wzbogaconym ttumaczeniem
artykulu Lagariasa [1].
Rozwazamy tu nieréwno$é¢ (zwana nieréwnoscia Lagariasa)

dla n > 1 zachodzi Y d < H, + exp(H,) - In(Hy),
dln

|
dzie H, = -.
& =25

=1
Okazuje sie, ze tak prosta i elementarna nieréwnos¢ jest réwnowazna hipotezie
Riemanna. Sposrdéd wielu rownowaznych sformuowan HR, to jest o tyle
szczegdlne, ze nie zawiera przej$é granicznych, statych (typu v Eulera), nie
jest kwantyfikowane po nieprzeliczalnym zbiorze, oraz obie strony nieréwnosci
sg zdefiniowane konstruktywnie. Dzieki tak prostej strukturze nieréwnosé
ta tatwo poddaje sie badaniom, oraz analizie numerycznej.
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1 Wprowadzenie

W przypadku tak waznej i trudnej do wykazania hipotezy, jak HR, wartos-
ciowym wynikiem jest przeformuowanie jej w rownowazny sposob na jak
najwiecej sposobdéw. Z jednej strony daje to szanse na to, ze ktéras kole-
jna teza rownowazna HR zostanie wreszcie udowodniona lub obalona. Jak
wszyscy wiemy byloby to niezwykle waznym, historycznym wynikiem. Z
drugiej strony, dzieki mnogim sformuowaniom réwnowaznym, badacze z
roznych dziedzin, natrafiajac na jeden z takich probleméw, maja szanse
podejé¢ do danego zagadnienia w odpowiedni sposéb. W zaleznosci od
swej decyzji moga oni przystapi¢ do pracy badawczej lub zrezygnowaé z
poswiecania czasu tak trudnemu problemowi.
By ujednolicié¢ notacje, zdefiniuje kilka pojec.

Definicja 1.1. Niech:
n
1
Hnim 2 o
=1
dln < d dzielin,

o(n) = Z d,

dln
m(x) == §{p € P;p <z},
v:= lim H, —Inn,

n—oo

f(n) =

Przypomnijmy sformuowanie postawionej w 1859 roku hipotezy Riemanna.

a(n)
nlnlnn’

Hipoteza 1.2 (Riemann). Wszystkie nietrywialne (zespolone) zera funkcji
¢ znajdujq sie na prostej krytycznej R(z) = 1/2.

Powszechnie znane jest spostrzezenie Gaussa, ze m(z) jest dobrze przy-
blizone tzw. caltka logarytmiczna.

Definicja 1.3. Catke logarytmiczng oznaczaé bedziemy

Li(x) := /; dt

Int

Wiadomo réwniez, ze

Koch w roku 1901 wykazal, ze nastepujacy problem jest réwnowazny HR.

Problem 1.4 (Koch). Istnieje taka stata C, Ze

|m(z) — Li(z)] < Cyzrlnz



W pracy Edwardsa [3] zostalo to delikatnie przeformuowane.

Twierdzenie 1.5. Hipoteza Riemanna jest prawdziwa wtedy 1 tylko wtedy,
gdy dla kazdego € > 0, istnieje dodatnia stala Ce taka, Ze

|m(x) — Li(z)| < Cexl/?Fe
dla kazdego x > 2.

Nastepne w tancuchu réwnowaznosci, jest sformuowanie uzyskane przez
Robin’a w pracy [2].

Twierdzenie 1.6 (Robin). Hipoteza Riemanna jest prawdziwa wtedy i
tylko wtedy, gdy

o(n) <e'nlnlnn dla kazdego n > 5041,

gdzie v jest stalg Fulera.
Oraz pokrewne z nim twierdzenie z tej samej pracy.

Twierdzenie 1.7 (Robin). Jesli hipoteza Riemanna jest falszywa, istniejg
wtedy stale 0 < < %, oraz C' > 0, takie zZe nieréwnosé

Cnlnlnn

(Inn)s

o(n) > e'nlnlnn +

zachodzi dla nieskonczenie wielu n.
Nierownosci Robina sg bardzo subtelne, zwazywszy na ponizsze twierdze-

nie z pracy Gronwall’a [4].

Twierdzenie 1.8 (Gronwall). Funkcja o(n) spelnia nastepujaca zaleznosé

asymptotyczng
o(n
lim sup (n) =e".

n—oo ninlnn

W pracy [1], ktéra jest podstawa tego artykulu, Lagarias wychodzi
od dwo6ch wspomnianych wezesniej twierdzen Robina (1.6, 1.7), stawia
ponizszy problem i dowodzi twierdzenie 1.10.

Problem 1.9 (Lagarias). Dla kazdej liczby naturalnej n > 1, zachodzi
o(n) < Hy, + exp(H,,) - In(Hy),
z réwnoscig dlan = 1.

Twierdzenie 1.10 (Lagarias). Problem 1.9 jest réwnowazny hipotezie
Riemanna.

Zakladam, ze twierdzenie 1.5 jest powszechnie znanym faktem. Za-
czne od krotkiego przedstawienia rozumowania i pojeé stosowanych przez
Robina w pracy [2] przy dowodzie twierdzen 1.6 i 1.7. Nastepnie opierajac
sie na tych twierdzeniach Sciéle udowodnie dwa lematy Lagariasa i zakoncze
dowodem twierdzenia 1.10.



2 Rozumowanie Robina

Przedstawimy tutaj schemat rozumowania prowadzacego do dowodu twierdzen
1.6 oraz 1.7.

Okazuje sig, ze przy badaniu asymptotycznego zachowania funkcji o
kluczowsa role odgrywa nastepujaca klasa liczb.

2.1 Liczby kolosalnie obfite

Definicja 2.1. Liczbe naturalng N nazwiemy kolosalnie obfitq, jesli ist-
nieje € > 0 takie, Ze

o(n) _ o(N)
<
nl—i—a Nl-{—e

dla kazdego mn > 1.

Liczby kolosalnie obfite, stanowia zbior nieskonczony, pierwsze z nich,
to 2,6,12,60, 120,360, .. .. Jest ich zaledwie 22 w przedziale [1,10'%].
Konsekwencja lematu 2.3 jest, ze jezeli istnieje kontrprzyktad na nieréwnosé
w twierdzeniu 1.6, to istnieje kontrprzyktad bedacy liczba kolosalnie obfita.
Ten sam wynik daje sie osiagna¢ w przypadku nieréwnosci w problemie 1.9.
To wlaénie dlatego badania ekstremalnych wartosci funkcji f opieramy na
badaniu liczb kolosalnie obfitych.
Zauwazmy, ze

1 1
on)=J] O+p+... 49" =n]] (1++...+a>,
p*|In pel|n p p

gdzie iloczyn jest liczony po takich (p, ), ze p*|n, oraz p**1 { n.
W celu badania rozktadu liczb kolosalnie obfitych, definiuje si¢ funkcje F'.

Definicja 2.2. Dla liczby rzeczywistej, x > 1, oraz catkowitego o > 1,
zdefiniujmy

1 1 1
F(z,a) = 1H(1+x+x2+__+xa) =In R /lnx.
’ Inx 1+1+.  +2

Zwroémy uwage na kilka wtasnosci funkcji F'. Dla ustalonego, catkowitego
a > 1, funkcja x — F(z,«a) jest malejaca, oraz ,na RT”, na przedziale
(1,00). Ponadto przy ustalonym z, F'(x,«), maleje wraz ze wzrostem «.

Rozwazmy réwniez, dla dowolnego = > 1 ciag xy, taki ze F(xy, k) =
F(z,1). Oznaczmy przy tym € := F(x, 1), oraz oczywiscie x1 = x.

W dalszej czesci tego paragrafu Robin podaje lemat szacujacy rozktad
ciagu x, w zaleznosci od z, oraz od F(z,1) =e.



2.2 Szacowanie o(n) przy zalozeniu HR

Zaczynamy od lematu, dowodzacego, ze ekstremalne wartodci f zawsze sa
przyjmowane na liczbach kolosalnie obfitych.

Lemat 2.3 (Robin). Gdy 3 < N < n < N, oraz liczby N, N’ sq kolejnymi
liczbami kolosalnie obfitymi, wtedy

f(n) < max(f(N), f(N')).

Dowdd. Jest to 7-linijkowe szacowanie i korzystanie z definicji LKO. 1

Robin korzysta z lematu Erdosa z pracy [5].
Lemat 2.4 (Erdos). Niech e ¢ {F(p,a);p € P,a > 1}, oraz niech funkcja

Zl(ﬁz osigga maksimum w pojedynczym punkcie N. Wtedy rozktad N na

czynniki pierwsze jest nastepujgcy

N = Hpap(e)
P
In(p'*te — 1) —In(p* — 1
ap(e) = \‘ ( lilp ( ) — 1.

Poprzez analize funkcji F', oraz w oparciu o lemat 2.4, otrzymujemy,
ze jedli N jest liczba kolosalnie obfita dla statej €, oraz z; sa to stale
zdefiniowane wraz z definicja F', to

N 1 1 1
U(N)— I <1+)- 11 (1++2)~.... (2.1)
To<p<T p T3<p<T2 p p

Lemat 2.5 (Robin). Przy zaloZeniu hipotezy Riemanna, istnieje liczba
naturalna ng, taka, Ze f(n) < e, dlan > ng

Dowdd. Ograniczamy rozwazania do liczby kolosalnie obfitej N, ze stalg €,
korzystamy ze wzoru (2.1), szacowania rozkladu liczb x dla F(x,1) = ¢,
oraz wynikéow Nicolasa i Edwardsa, by oszacowaé

—0,782... 1
f(N) ée'yexp (\/m—i-O (\/m>> )

gdzie x jest takie, ze F(x,1) = e. Stala pojawiajaca sie¢ na gérze utamka,
jest to 2 —2v2 4+ 3 o #, gdzie suma jest brana po nietrywialnych zerach
funkcji ¢. Ponadto korzystajac z definicji funkcji F', x — oo, przy N — oo,
co daje teze dla dostatecznie duzych N. |

Przechodzac przez zmudne szacowania, dowodzimy, ze dla liczb N o
odpowiadajacej im wartosci z > 20 000 twierdzenie 1.6 zachodzi, mniejsze
wartosci n sprawdzamy wprost i okazuje si¢, ze nieréwnos¢ z twierdzenia 1.6
nie zachodzi dla doktadnie 27-miu wartosci n, sposréd ktorych najwigksza
to 5040.



2.3 Szacowanie o(n) przy zalozeniu falszywosci HR

Nietrywialne zera funkcji ¢ leza symetrycznie wzgledem prostej krytyczne;j,
wiec jezeli w ogole istnieja nietrywialne zera funkcji ¢ po za nia, to istnieja
tez na prawo od niej. Ponadto wykazano, ze dla dowolnego zera p funkcji
¢, zachodzi R(p) < 1. Wobec tego HR jest réwnowazna nie istnieniu zer w
pasie 1/2 < R(z) < 1
Analizujac nieréwnosé w twierdzeniu 1.7, dowodzimy (w oparciu o wyniki

Nicolasa, oraz wyniki poprzednich paragraféw), ze stala 8 musi spelniaé
1—=R(p) < B < 1/2, dla pewnego p takiego, ze ((p) = 0. Ponadto wykazu-
jemy, ze jezeli juz taka stala da sie dobraé, to dobierzemy rowniez stala
C > 0 tak, ze nieréwnoé¢ bedzie zachodzi¢ dla nieskoniczenie wielu n.

3 Rozumowanie Lagariasa

Lemat 3.1 (Lagarias). Dla n > 3 zachodzi nierdwnosé

exp(Hy) -In(Hy) > e'nlnlnn

Dowdd. Ustalmy n > 3. Niech [t], {t} oznaczaja odpowiednio cze$¢ catkow-
ita i utamkowa liczby t. Mamy wtedy

tJdt Z to1 =H, -1,
[ ey [5-%(-7)

Hn:1—|—/ t_2{t}dt:lnn+1— {—g}dt. (3.1)
1 t 1t

wiec

Przepiszmy powyzsze rownanie
nt
Hn—lnnzl—/ %dt.
1t
Gdy teraz przejdziemy do granicy, otrzymamy

> {t}
=1- [ Y
v=1- 1

I po podstawieniu do (3.1) uzyskamy

Hn:lnn+’y+/ @dt

n
wiec
exp(Hy) > exp(lnn + ) = e'n.
Oczywiscie Hy,, > Inn, wiec In(H,,) > Inlnn, mnozac stronami z powyzszym

rOwnaniem otrzymujemy teze

exp(Hy) - In(H,) > e'nlnlnn.



Lemat 3.2 (Lagarias). Dla n > 20 zachodzi nieréwno$é

7
H, +exp(H,) -In(H,) < e¢'nlnlnn + 1—n
nn

Dowdd. Réwnosé (3.1), po zlogarytmowaniu, w szczegdlnosci oznacza, ze

In(H,) <In(Inn+1) <Inlnn + FCESIE (3.3)
Z kolei korzystajac z réwnosci (3.2) otrzymujemy, ze
exp(H,) = exp (1 1y,
p(Hy) =exp|(Inn+~v+ S
- oo dt
< e'nexp /n )
=e"nexp(l/n). (3.4)

Oczywiscie skoro exp(x) < 1+ 2z, dla 0 < z < 1, to powyzsza nieréwnosé
przyjmuje postaé

2
exp(Hy) < e'n (1 + ) .
n
Mnozac to stronami przez nieréwnosé (3.3) otrzymujemy

e'n
In(n+1)

6
<e'nlnlnn + n , dlan > 10.
Inn

exp(H,) -In(H,) < e'nlnlnn + +2e"(Inlnn + 1)

Korzystajac ponadto z faktu, ze H, <Inn+1, oraz - > Inn + 1 dla
n = 20, otrzymujemy teze. |

3.1 Final

Dowdd twierdzenia 1.10.
= Zal6zmy, ze hipoteza Riemanna jest prawdziwa, wtedy twierdzenie
1.6, oraz lemat 3.1 w sumie daja

dla n > 5041, zachodzi o(n) < e'nlnlnn < Hy, + exp(H,,) - In(H,).

Dla 1 < n < 5041 sprawdzamy wprost, ze nieréwnos$é jest spelniona oraz,
ze dla n = 1 zachodzi réwnosé, co konczy dowdd problemu 1.9.

< Zalézmy, ze teza problemu 1.9 jest prawdziwa. Przez sprzecznosé
przyjmijmy mimo to, ze hipoteza Riemanna jest falszywa. Wtedy stosuje
sie twierdzenie 1.7 i dla nieskonczenie wielu n, oraz pewnych statych
0<pB< %, oraz C > 0, zachodzi

Cnlnlnn

(Inn)s

o(n) > e’ninlnn +



Jednak dla dostatecznie duzych n

Cnlnlnn S n
(Inn)s Inn’

natomiast z lematu 3.2, dla n > 20
™m
e'ninlnn + i > H, + exp(H,) - In(H,),
nn

czyli podsumowujac

Cnlnlnn
(Inn)?

>e'nlnlnn + ﬁ
Inn

> H, + eXp(Hn) : ln(Hn) > U(n)

o(n) > e'nlnlnn +

UzyskaliSmy wiec oczekiwana sprzeczno$c.
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