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1 Uwagi ogdlne

Do kwalifikacji nalezy rozwiazaé¢ wszystkie zadania o maszynach Turinga, oraz kilka zadan matematycz-
nych — niekoniecznie wszystkie, chociaz oczywiscie im wiecej, tym lepiej. W razie trudnosci w zmaganiach
z zadaniami, prosze napisa¢ o nich do mnie — bede dawal wskazowki i nie bedzie wplywaé to na kwalifika-
cje, o ile zadanie ostatecznie zostanie rozwiazane. Nie trzeba wysylaé¢ wszystkich rozwigzan naraz, mozna
stopniowo. Jezeli nie jestescie pewni, czy zadanie jest rozwiazane poprawnie, albo czy wasze rozwigzanie
jest wystarczajaco przekonujace, to pamietajcie, ze zadania mozna poprawia¢ az do ostatecznego terminu,

oraz im wczeéniej mi je wy$lecie, tym szybciej moge wam wystaé na ich temat opinie i tym wiecej czasu
macie na ewentualne poprawki.

2 Maszyny Turinga
2.1 Wprowadzenie

Podstawowym modelem obliczen uzywanym w teorii obliczen jest maszyna Turingal Cho¢ poczatkowo
moze wydawaé sie by¢ skomplikowany, w gruncie rzeczy jest to w miare prosty i intuicyjny model, do
czego (mam nadzieje) uda mi sie was dosé szybko przekonaé.

O maszynie Turinga nalezy mysleé jako o glowicy, ktéra czyta symbol z przypietej do niej (obustronnie
nieskoniczonej) tasmy, po czym, na podstawie przeczytanego symbolu oraz wewnetrznego stanu, zgodnie

7 zaprogramowanymi regutami, zapisuje na tasmie nowy symbol, zmienia wewnetrzny stan i przesuwa sie
o jedna pozycje w lewo lub w prawo.

Rysunek 1: Artystyczna wizja maszyny Turinga
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Rysunek 2: Praktyczna wizja maszyny Turinga. Na tasmie, oprécz blankéw (czyli startowych symboli,
oznaczanych tu jako 0), znajduja sie jeszcze symbole 1, 1, oraz B. Maszyna jest w stanie g1, a glowica
znajduje sie nad pozycja na lewo od pierwszej jedynki.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Maszyna_Turinga

Bardziej formalnie, (deterministyczna) maszyna Turinga sklada sig z:
1. skohczonego zbioru standw Q = {q1,...,qn}
2. skonczonego alfabetu symboli taémowych I', ktéry zawiera wyrdzniony symbol B oznaczajacy blanka

3. zbioru symboli wejéciowych ¥ C T' — {B} — dane wejéciowe maszyny Turinga to ciag symboli
wejSciowych zapisany w kolejnych komérkach tasmy (we wszystkich pozostalych komérkach na
starcie sg blanki)

4. poczatkowego stanu ¢y € Q
5. stanu akceptujacego f € Q

6. funkcji przejécia d, ktéra opisuje, jak na podstawie aktualnego stanu wewnetrznego i aktualnie wezy-
tanego symbolu decyduje, do jakiego stanu wewnetrznego przejsé, jaki symbol zapisa¢ na tasmie,
oraz gdzie sie przesunaé¢ (w lewo, w prawo, albo w ogéle). Innymi stowy, d to funkcja ze zbioru par
(Stan wewnetrzny maszyny, wezytany symbol) do zbioru tréjek (Nowy stan wewnetrzny, symbol do
zapisania, kierunek przesuniecia).

Dzialanie maszyny jest proste: startujemy z glowica w zerowej komodrce tasmi i maszyna w poczatko-
wym stanie gg, po czym w petli wezytujemy symbol z tadmy i na podstawie aktualnego stanu i wezytanego
symbolu, glowica zapisuje nowy symbol, zmienia stan i przesuwa sie¢. Jezeli w ktérym$ momencie maszyna
przejdzie do stanu akceptujacego f, to koficzy bieg (zatrzymuje sie).

2.2 Przykladowa maszyna

Dla przyktadu, opiszemy maszyne Turinga REV, ktora, dla danego na tasmie wejsciowego stowa, w
wyniku da to samo stowo, ale zapisane w odwrotnej kolejnosci — czyli, jezeli damy jej na wejsciu stowo
0100110, na wyjséciu dostaniemy stowo 0110010.

Alfabet symboli tasmowych to I' = {B, P,0, 1}. Alfabet symboli wej$ciowych to X = {0, 1}

Zbiér standéw wewnetrznych maszyny REV to

Q = {Start, OznaczPoczatek, [dzNaK oniecSlowaW ejsciowego, WrocDoOstatniegoZnaku

Skopiuj Pierwsze0, Skopiuj Pierwszal, Zapisz Pierwsze0, Zapisz Pierwszal,
IdzDoSlowaW ejsciowego, ZaniesODoOdwr, Zanies1 DoOdwr, (1)

ZnajdzMiejsce DlaOW Odwr, ZnajdzMiejsce DlalW Odwr, IdzN aPoczatekOdwr,

UsunPoczatek, Koniec}

Stan poczatkowy to oczywiscie Start, stan koncowy to Koniec. Dzialanie maszyny jest nastepujace: na
poczatek idziemy jedna pozycje na lewo od stowa wejSciowego i zapisujemy w niej symbol P —symbolizuje
on dla nas poczatek tasmy. Nastepnie, idziemy na koniec stowa wejSciowego, bierzemy ostatni znak ze
stowa wejéciowego i go usuwamy z tasmy, idziemy dwie pozycje w prawo, zapisujemy ostatni znak ze stowa
wejsSciowego — bedzie on pierwszym znakiem stowa wyjsciowego. Nastepnie, wracamy do slowa wejsciowego
(juz krotszego o jeden znak), bierzemy ostatni znak, idziemy do slowa wyjsciowego, zapisujemy go na
koncu stowa wyjsciowego i powtarzamy te procedure, az trafimy na znak poczatek. Wtedy, usuwamy go,
po czym konczymy dziatanie.

Bardziej formalnie, funkcja przejscia d jest zdefiniowana na nastepnej stronie. Uwazny czytelnik zauwa-
zy, ze nie dla wszystkich mozliwych kombinacji (Stan, Symbolztasmy) wartosé funkeji 0 jest okreslona, ale
jak tatwo sie przekonaé, pozostale kombinacje nigdy nie wystapia, zatem mozna je zdefiniowaé dowolnie.
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2.3 Zadanie

Po tym niezwykle meczacym opisie, czas na faktyczne zadanie. Polega ono na napisaniu w dowolnym
jezyku programowania symulatora maszyny Turinga. Program ma wczytywaé opis maszyny wraz z wej-
Sciem, symulowac jej dzialanie na podanym wejsciu, a gdy osiggnie stan koncowy, wypisaé¢ wyjsciowy
stan tasmy.

2.3.1 Format danych wejSciowych

Dane wejsciowe rozpoczynaja sie od linii zawierajacej liczbe 2 < @ < 1000. Oznacza ona liczbe standéw
wewnetrznych maszyny.

Nastepne @ linii zawiera nazwy poszczegélnych stanéw. Nazwa stanu sklada sie z co najwyzej 255
znakow i moze zawiera¢ male lub duze litery alfabetu tacinskiego oraz cyfry.

Nastepna linia zawiera nazwe stanu poczatkowego (ktéry jest jednym z wezedniej podanych @ stanéw).

Nastepna linia zawiera nazwe stanu koficowego (uwaga jak wyzej).

Nastepna linia zawiera jednag liczbe 1 < G < 100, oznacza liczbe symboli taémowych.

Nastepne G linii zawiera nazwy symboli alfabetu tasmowego. Symbol alfabetu taémowego to ciag co
najwyzej 10 znakéw i moze zawieraé¢ male lub duze litery alfabetu lacifiskiego, cyfry, oraz znaki ,#$_-+=".



Nastepna linia zawiera nazwe symbolu blanka.

Nastepna linia zawiera jedna liczbe 0 < N < 100000, ktéra jest liczbg podanych relacji przejscia.

Nastepne N linii zawiera opis funkcji przejécia. Kazda linia sktada si¢ z pieciu oddzielonych spacjami
stéw ¢ « ¢’ 8 k. Oznacza ona, ze maszyna znajdujaca si¢c w stanie ¢, po wezytaniu z tasmy symbolu «,
ma, przej$¢ do stanu ¢, zapisa¢ na tasmie symbol 3, oraz zmienié¢ pozycje zgodnie z nakazem stowa k
(k € {Lewo, Prawo, Zostan}).

Nastepna linia zawiera liczbe 0 < K < 1000, oznaczajaca liczbe znakéw w stowie wejSciowym.

Nastepne K linii zawiera kolejne symbole slowa wejSciowego.

2.3.2 Przykladowe dane wejSciowe

Przykladowy opis maszyny Turinga (maszyna przechodzi na koniec stowa wejéciowego, dopisuje znak X
i sie zatrzymuje):
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Start
IdzNaKoniec
DopiszX
Koniec
Start
Koniec

~NW< X WmWw

Start X IdzNaKoniec X Zostan
Start Y IdzNaKoniec Y Zostan
Start B IdzNaKoniec B Zostan
IdzNaKoniec X IdzNaKoniec X Prawo
IdzNaKoniec Y IdzNaKoniec Y Prawo
IdzNaKoniec B DopiszX X Zostan
DopiszX X Koniec X Zostan

3

Y
X
Y

2.3.3 Symulacja maszyny

Dzialanie maszyny symulujemy wedle wyzej podanego opisu. Dla uproszczenia, zakladamy, ze tasma nie
jest obustronnie nieskonczona, ale ma 100000 komérek numerowanych od 0, a stowo wejéciowe zapisujemy
rozpoczynajac od komérki o numerze 0. Na poczatku glowica znajduje si¢ na pozycji 0. Gdyby relacja
przejécia w pewnym momencie nakazata wyjscie poza zakres 0 — 99999, nalezy zwréci¢ biad i zakonczyé
dziatanie. Podobnie, gdyby w pewnym momencie maszyna znalazta sie w stanie oraz wczytata symbol,
ale nie istnialaby odpowiednia relacja przejécia dla danej pary, nalezy zwréci¢ blad i zakonczyé¢ dziatanie.

2.3.4 Dane wyjSciowe

Na wyjsciu program ma wypisa¢ w czytelny sposéb zawarto$é¢ tasmy, od pierwszej pozycji, ktéra nie jest

blankiem, do ostatniej, ktora nie jest blankiem. Innymi stowy, pomijamy poczatkowe i koncowe blanki.
Nalezy réwniez wypisaé liczbe krokow, ktore wykonata maszyna w trakcie dzialania.

2.3.5 Przykladowe dane

Na stronie warsztatow mozna znalezé plik z powyzsym opisem maszyny dopisujacej X, jak rowniez z

opisem maszyny odwracajacej wejicie.

2.4 Drugie zadanie

Drugim zadanie polega na napisaniu pewnych maszyn Turinga



2.4.1 Maszyna kopiujaca wejscie

Nalezy opisa¢ maszyne, ktéra dla wejscia bedacego ciagiem 0 i 1, skopiuje je obok po znaku dolara.
Przyktadowo, dla wejscia 001011, wynikiem dziatania ma by¢ 001011$001011. Opis maszyny ma polegaé
na podaniu alfabetu tasmowego (ktéry oczywiscie moze byé wiekszy niz alfabet wejciowy), wypisaniu
stanéw i dokltadnym opisie funkcji przejscia — to znaczy, w opisanej powyzej postaci wejéciowej do naszej
implementacji symulatora maszyn Turinga.

2.4.2 Maszyna mnozaca liczby

Druga maszyna, o implementacji ktérej nalezy pomysleé, to maszyna mnozaca liczby. Bardziej formal-
nie, alfabet wejsciowy maszyny ma sie sklada¢ ze znakéw 1,z,=, a maszyna, dla wejscia w postaci
11---11 % m = ma w stanie akceptujacym zostawi¢ na tasmie dokladnie n - k£ kolejno ulozonych
~—~——" kjedynek
n jedynek
jedynek, czyli przyktadowo wynikiem dzialania maszyny na wejsciu 111x1111=maby¢ 111111111111111.
Tym razem nie trzeba (choé¢ mozna) podawaé dokladnego opisu maszyny w postaci wejsciowej do
naszego symulatora — wystarczy poda¢ dokladny alfabet tasmowy, z grubsza opisaé¢ stany, oraz to, jak
i kiedy maszyna zmienia stany, oraz co robi w kazdym stanie. Akceptowalny bedzie mniej wiecej taki
opis, jak powyzej w opisie maszyny odwracajacej wejscie (chodzi tutaj o opis zaczynajacy sie od stow
,dzialanie maszyny jest nastepujace”).

2.5 Palindromy

Opisa¢ maszyne Turinga, ktéra sprawdza, czy wejsciowe stowo jest palindromem parzystej dtugoscei. Al-
fabet wejéciowy sklada sie ze znakéw a,b. Maszyna ma sprawdzié¢, czy zapisane na tadmie na wejsciu
stowo jest parzystej dtugosci, oraz czytane od tylu daje to samo stowo. Jezeli tak jest, to maszyna ma
zakonczy¢ bieg z tasma zawierajaca dokladnie jeden znak a, a w przeciwnym wypadku dokladnie jeden
znak b. Dokladnos$é opisu moze by¢ taka, jak w poprzednim zadaniu.

2.6 Zbidér wszystkich stéw jest rekurencyjnie przeliczalny

Napisz w dowolnym jezyku programowania funkcje, ktéra na wejéciu przyjmuje zbiér (albo tablice, liste,
lub wektor, mozna wybraé, ktére wygodniej) znakéw, a ktérej dziatanie polega na wypisaniu wszystkich
mozliwych stéw (czyli dowolnych skonczonych ciagéw), ktére mozna ulozyé z tych znakéw, kazde z nich
dokladnie raz. Poniewaz wszystkich stow jest nieskonczenie wiele, taka funkcja oczywiscie nigdy nie
skonczy dzialania, ale nie nalezy sie tym przejmowaé — wystarczy ze bedzie wypisywac¢ tak dlugo, jak
tylko jest w stanie (tzn. dopdki nie przekreci sie typ liczbowy, albo nie zabraknie pamieci), czyli ma
dziataé¢ przy zalozeniu nieskonczonej ilosci pamieci, nieskoficzonej dtugosci typu liczbowego itd.

3 Troche matematyki

Z kazdego z ponizszych dzialéw wypadaloby rozwiazaé przynajmniej po dwa zadania.

3.1 Troche teorii zbioréw

1) Niech X,Y beda dowolnymi zbiorami. Pokazaé, ze injekcja prowadzaca ze zbioru X w zbiér Y istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja ze zbioru Y na zbior X.

2) Dla pewnego zbioru A, niech P(A) oznacza zbiér jego wszystkich podzbioréw. Powiemy, ze funkcja
f: P(A) — P(A) jest addytywna, jezeli f(X UY) = f(X)U f(Y) dla dowolnych zbioréw X, Y C A.
Czy kazda funkcja addytywna ma wtasnosé¢ f(X) = ey f({z})?

3) Niech f: X — Y bedzie dowolna funkcja. Przypominamy, ze dla dowolnego podzbioru A C X, f[A4]
oznacza obraz zbioru A przy funkcji f, czyli zbiér:

fIA] ={f(z)|lz € A} (34)
, a dla dowolnego podzbioru B C Y, f~1[B] oznacza przeciwobraz zbioru B przy funkcji f, czyli zbiér:

Bl ={zr € X : f(z) € B} (35)



Niech NN oznacza zbiér wszystkich funkcji N — N. Okreslmy funkcje F : N¥ — P(N) nastepujaco:

F(f) = f{1)] (36)
Czy F jest injekcja? Czy jest surjekcja? Znalezé obraz zbioru funkcji stalych, oraz przeciwobraz zbioru
{{10}} przy dzialaniu funkcji F.
3.2 Troche indukcji

1) Pokazaé¢ przez indukcje, ze n-ta liczba Fibonacciego F), (ktére sa zdefiniowane jako Fy = 0,F; =
1,Fhy9 = F,y1 + F,) spelnia F,, < 2" dla kazdego n > 0.

2) Na koperte nalezy naklei¢ znaczki o lacznej wartosci dokladnie n groszy. Mamy nieograniczony zapas
znaczkow o wartosci 5 1 12 groszy. Pokazaé, ze jezeli n > 44, to na pewno znaczki da sie tak nakleic.

3) Podzielono plaszczyzne n prostymi na pewna liczbe regionéw. Pokazaé, ze mozna pomalowaé wszystkie
regiony dwoma kolorami tak, zeby zadne dwa regiony, ktore granicza ze soba wspdélnym odcinkiem,
nie mialy tego samego koloru.
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