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Streszczenie

Praca poswiecona jest zagadnieniom zgrubnej geometrii odwoltujacym sie do funkeji linio-
wych (afinicznych) lub asymptotycznego zachowania funkeji, a wigc niezmienniczym wzgle-
dem quasi-izometrii. Badana jest zmiennosé¢ tych charakterystyk w obrebie klasy przestrzeni
zgrubnie rownowaznych. W szczegélnosci pokazujemy, ze dla dowolnej przestrzeni metrycz-
nej o ustalonym wymiarze asymptotycznym istnieje zgrubnie i homeomorficznie réwnowazna
metryka hiperboliczna, w ktérej przestrzen ma taki sam wymiar asymptotyczny Assouada-
Nagaty. Prezentujemy twierdzenie logarytmiczne dla wymiaru produktu oraz twierdzenie typu
Hurewicza dla wymiaru asymptotycznego i innych rozwazanych wariantéw wymiaru.
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Wprowadzenie

Geometria wielkiej skali Geometria wielkiej skali — nazywana réwniez topologia wielkiej
skali — bada przestrzenie metryczne!, ,patrzac na nie z duzych odleglosci”. O ile z punktu
widzenia klasycznej topologii, metryki d(.) oraz min(d(.),c) sa réwnowazne (¢ > 0), a wiec
duze wartosci metryki sa ignorowane (chociaz ¢ mozna ustali¢ dowolnie mate w zaleznosci
od potrzeb), o tyle topologia wielkiej skali lekcewazy to, co dzieje sie lokalnie. Dlatego tez
bywa nazywana ,zgrubna geometria”. Dobra ilustracja tego podejscia jest nastepujace utoz-
samienie: przestrzen metryczna oraz jej podzbiér Y taki, ze pewna jego R-otoczka Npr(Y) jest
cala przestrzenia, uznaje si¢ za rownowazne. W szczegélnosci kazda przestrzen ograniczona
jest réwnowazna przestrzeni jednopunktowe;j.

Historia i zastosowania dziedziny Chociaz takie podejscie do przestrzeni metrycznych
moze wydawaé sie obce topologii lub wrecz bezuzyteczne, nie zostalo ono wprowadzone bez
powodu. Historia dziedziny ma juz blisko p6t wieku. Pierwsze idee nalezace do geometrii wiel-
kiej skali pojawily sie u Mostowa (twierdzenie o sztywnosci - Mostow rigidity theorem), a po-
tem u Gromova (dowdd hipotezy Milnora). Zgrubna topologia znalazta zastosowania w takich
dziedzinach matematyki jak nieprzemienna geometria, analiza funkcjonalna, czy geometria
rozniczkowa. Jednym z nowszych i waznych wynikéw jest opublikowane w 1998 r. przez Yu
[Yu98] nastepujece twierdzenie o stynnej hipotezie Novikova, ktére zwigkszylo zaintereso-
wanie teoria wymiaru asymptotycznego (zgrubnego odpowiednika wymiaru pokryciowego)
i poprzedzilo cata serie podobnych wynikéw?.

Twierdzenie 0.1. Niech I' bedzie skoriczenie generowang grupg, ktorej przestrzen klasyfiku-
jaca BT jest homotopijna z pewnym skoriczonym CW-kompleksem i ktorej wymiar asympto-
tyczny asdiml jest skoriczony. Wowczas dla T prawdziwa jest hipoteza Novikova.

W 2004 [Dr04] zostalo ono uogdlnione przez Dranishnikova do twierdzenia prezentowanego
ponizej. Méwi ono o prawdziwosci hipotezy Novikova w sytuacji, gdy wymiar asympotyczny
grupy I' moze by¢ co prawda nieskonczony, ale tzw. funkcja wymiaru nie rosnie zbyt szybko.

Twierdzenie 0.2. Niech I' bedzie skoriczenie generowang grupg i niech funkcja wymiaru
dla T’ ma co najwyzej wielomianowe tempo wzrostu. Wowczas I' ma wlasnosé A, w szczegdl-
nosci dla T prawdziwa jest hipoteza Novikova®.

LA takze pewne uogdlnienia przestrzeni metrycznych.

2Por. wstep do [BDO07] i dwa ostatnie rozdziaty [BDO5].

3Definicje wlasnosci A przestrzeni metrycznej mozna znalezé w [Yu00]. Wtasnoéé A jest niezminnikiem
quasi-izometrii, czyli nie zalezy od obranej metryki dtugosci stowa na I'; a zatem mozna jednoznacznie mowié
o wlasnosci A skoniczenie generowanej grupy I'.



Tematy poruszane w tej pracy a szerszy kontekst Zgodnie z tytutem, w niniejszej
pracy ze szczegbdlng uwaga omawiane sg te zagadnienia geometrii zgrubnej, w ktorych poja-
wiaja sie funkcje afiniczne. W praktyce oznacza to, ze funkcje, ktérych odpowiedniki w ogdlnej
teorii geometrii zgrubnej moga byé¢ dowolne lub rozbiezne do nieskonczonoéci, beda musiaty
by¢ (ponadto) afiniczne. Powyzsze twierdzenia przytoczono m.in. po to, by ukazaé¢ kontekst
zagadnien, ktére zostang oméwione. Pierwsze twierdzenie odnosi sie do klasycznego juz — jak
na standardy dziedziny — pojecia wymiaru asymptotycznego wprowadzonego przez Gromo-
va na poczatku lat 90-tych [Gr93]. Tutaj oméwimy zmodyfikowane nieco definicje wymia-
ru asymptotycznego (przede wszystkim wymiar asymptotyczny Assouada-Nagaty asdimay
a takze liniowo kontrolowany wymiar asymptotyczny l-asdim), konfrontujac je z definicja ory-
ginalng. Wiele zaprezentowanych wynikéw bedzie prawdziwych w przypadku zaréwno asdim
jak i asdiman (lub nawet l-asdim i innych). Najwazniejsze z tych twierdzen to twierdzenie
sogarytmiczne” szacujace wymiar iloczynu kartezjanskiego przestrzeni przez sume wymiaréw
czynnikéw oraz twierdzenie typu Hurewicza szacujace wymiar dziedziny przez sume wymiaru
obrazu i tak zwanego wymiaru funkcji. Drugie z cytowanych twierdzen jeszcze blizej dotyka
kwestii podejmowanych w tej pracy. Bedziemy bowiem pokazywaé, ze pojawiajace si¢ w je-
go sformutowaniu tempo wzrosu funkcji wymiaru jest niezmiennikiem badanych przez nas
quasi-izometrii, a nie jest niezmiennikiem klasycznie rozumianej zgrubnej réwnowaznosci.

Quasi-izometrie Niejako centralnym punktem wszystkich rozwazan beda quasi-izometrie,
ktérych niezmiennikami jest — oprécz wyzej wspomnianego tempa wzrostu funkcji wymia-
ru — wymiar asymptotyczny Assouada-Nagaty asdiman oraz liniowo kontrolowany wymiar
asympotyczny l-asdim (ktére jednak nie musza by¢ zachowywane przez zgrubne réwnowaz-
nosci), a takze wymiar asymptotyczny, jako ze quasi-izometria jest szczeg6lnym przypadkiem
zgrubnej réwnowaznosci. Wskazemy przyktady przestrzeni quasi-izometrycznych i — znajdujac
odpowiednie niezmienniki quasi-izometrii — udowodnimy, ze pewne przestrzenie nie mogg by¢
quasi-izometryczne (chociaz sa zgrubnie réwnowazne). Méwiac o quasi-izometriach, warto za-
znaczy¢, ze w pewnym sensie lepiej odpowiadaja one intuicji patrzenia z duzej (dazacej do nie-
skonczonosci) odleglosci anizeli zgrubne rownowaznosci. Przestrzenie sa quasi-izometryczne,
jezeli odlegtosci miedzy punktami w jednej przestrzeni szacuja sie z gory i z dotu przez afinicz-
ne funkcje od odlegtosci odpowiednich punktéw w drugiej przestrzeni. Oznacza to, ze asymp-
totyczne zachowanie metryki jest takie samo (z dokladnos$cia do pewnych stalych) w obu
przestrzeniach, co nie musi byé prawda w przypadku zgrubnej rownowaznosci, a co wydaje
sie wlasnoscig pozadana.

Wktad wlasny autora Poza zebraniem, przetlumaczeniem, korektg i podsumowaniem
dotychczas publikowanych rezultatéw, a takze ujednoliceniem / modyfikacja definicji i sfor-
mulowan twierdzen tak, aby zminimalizowaé¢ zlozonos¢ dowoddéw i podkresli¢ zwigzki miedzy
pojeciami, oraz uzupelnieniem brakujacych dowodéw (2.16, 2.19, 2.21), autor znalazl samo-
dzielnie kilka odpowiedzi, zaleznosci i przyktadéw. Mozna tu wymienié konstrukcje (poprzez
homeomorficzng zmiane metryki) zgrubnie réwnowaznej przestrzeni o dowolnie duzej funkcji
wymiaru (2.28) lub afinicznej funkcji kontroli (co zaswiadcza o zgrubnej trywialnosci wy-
miaru asymptotycznego Assouada-Nagaty i jest chyba najwiekszym osiggnieciem niniejszej
pracy, 3.18) oraz rozwiazania dwoch probleméw Dranishnikova®(3.26, 3.27). Ponadto wigk-
szo$¢ prezentowanych przykltadéw pochodzi od autora (dla pozostalych podano Zrédlo) —
w szczegblnoscei znaleziono pewne niezmienniki quasi-izometrii $wiadczace o tym, ze prezen-
towane w odpowiednich przyktadach przestrzenie nie sa quasi-izometryczne. Skonstruowano
przestrzen o dowolnie wolno rosnacej funkcji wymiaru (2.24) lub podliniowej funkeji kontroli



(3.4). Wprowadzono tez pojecie funkcji objetoscei (réowniez niezmiennik quasi-izometrii), kté-
ra pozwala w elementarny sposéb odrézniaé¢ od siebie przestrzenie R" ze zgrubnego punktu
widzenia. Sformutowano prosty warunek rownowazny quasi-geodezyjnosci przestrzeni, uwage
o trywialnej réwnowaznosci warunkéw dotyczacych wymiaru asymptotycznego (2.17) i wska-
zano na ciekawe zaleznosci miedzy réznymi definicjami wymiaru przy odpowiednich zatoze-

niach (3.14, 3.20, 3.25).

4Problemy te zostaty opublikowane i rozwigzane (innymi metodami niz w niniejszej pracy) np. w [BDLM].
Zdaniem autora przyktady z [BDLM] sa w pewnym sensie mocniejsze, jednak wlasne przyktady uwaza za prost-

sze.






Czesc 1

Roéwnowaznosci przestrzeni
metrycznych w wielkiej skali






Rozdziatl 1

Quasi-izometrie i zgrubne
rownowaznoscil

1.1. Definicje i warunki r6wnowazne

W rozdziale wprowadzamy definicje fundamentalne dla niniejszej pracy i prezentujemy pod-
stawowe fakty /przyklady.

Definicja 1.1. Funkcjg zgrubnie jednostajng miedzy przestrzeniami metrycznymi f : X — 'Y
nazywamy dowolng funkcje f, dla ktdrej istnieje taka niemalejoca funkcja Cy : [0,00) —
[0,00), Ze prawdziwa jest nieréwnosé:

d’(f(a:l),f(m)) <Cp (d(x1,9€2)) Vi z0eX,

gdzie d, d' to metryki odpowiednio na X, Y.

Funkcja zgrubnie jednostajna (large-scale uniform) to wg nazewnictwa [Ro03] funkcja
bornologiczna (bornologous).

Uwaga 1.2. Funkcje Cy z powyziszej definicji nazywaé bedziemy funkcjq kontroli funkcji f
( ,coarseness control function” wg [BDLM]) i niekiedy bedziemy dopuszczaé, by przyjmowala
wartosci nieskonczone.

Definicja 1.3. Funkcja lipschitzowska wielkiej skali' (w skrocie ws-lipschitzowska) to taka
funkcja bornologiczna, dla ktorej istnieje afiniczna funkcja kontroli:

d’(f(m),f(@)) SC-d(r1,72) +a Ve zex-
Bedziemy tez pisaé, ze taka funkcja jest (C,A)-ws-lipschitzowska.

Zauwazmy, ze ztozenie funkcji zgrubnie jednostajnych jest zgrubnie jednostajne, a ztozenie
funkcji ws-lipschitzowskich jest ws-lipschitzowskie.

Definicja 1.4. Duwie funkcje fi, fo : X — Y miedzy przestrzeniami metrycznymi sq bliskie?,
jezeli M = sup{d'(f1(z), f2(x)) | x € X} < 00, gdzie d’ jest metrykq na'Y . Bedziemy oznaczaé
fi~ fa.

LAng.: large scale Lipschitz
2Ang.: close.
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Zauwazmy, ze powyzsze definiuje relacje réwnowaznosci na funkcjach X — Y. Relacja ta
dobrze zachowuje si¢ przy skladaniu funkcji zgrubnie jednostajnych: jesli f ~xy f/, h ~y z I/
(wszystkie zgrubnie jednostajne), to ho f ~x z h' o f’.

Przedstawmy podstawowe pojecie zgrubnej geometrii.

Definicja 1.5. Dwie przestrzenie metryczne (X,d), (Y,d') sq zgrubnie réwnowaine®, jezeli
istnieje para funkcji f : X =Y, g:Y — X zgrubnie jednostajnych takich, ze f o g ~ idx
oraz go f ~ idy.

Dzieki przechodniosci dla bliskosci funkcji zgrubna réwnowazno$é przestrzeni réwniez ma
wlasnos$é przechodniodci.

Zauwazmy, ze powyzsza definicja opiera sie na identycznym schemacie jak inne matema-
tyczne pojecia stuzgce utozsamianiu réznych obiektow: izomorfizmy w algebrze, homeomor-
fizmy lub homotopijne réwnowaznosci przestrzeni topologicznych.

Definicja 1.6. Powiemy, Ze podzbior A przestrzeni metrycznej X jest zgrubnie gesty w X,
jesli pewna jego R-otoczka (R < o0) jest calq przestrzenig: Nr(A) = X.

Przyktad 1.7. Dia dowolnego zgrubnie gestego podzbioru A przestrzeni metrycznej X prze-
strzenie (X, d) oraz (A,djaxa) sa zgrubnie réwnowazne.

Dowdd. Istnieje R takie, ze Ngr(A) = X, zatem dla kazdego = € X \ A istnieje a, € A
takie, ze d(r,a;) < R. Zdefiniujmy f : X — a C X. Niech fix\4(7) = x4 oraz fi4(a) = a.
Odnotujmy, ze f jest R-bliskie idx, zatem d(f(z), f(z')) < d(z,2")+2R, wiec funkcja kontroli
dla f jest C¢(r) = r+2R. Niech g bedzie naturalnym wtozeniem A w X (Cy(r) = r). Zlozenie
fog=1ida, ztozenie go f = f ~ idx. 0

Stwierdzenie 1.8 (Charakteryzacja zgrubnych réwnowaznosci).

Przestrzenie metryczne (X, d), (Y, d') sq zgrubnie réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
przekszatalcenie f: X — Y, ktdrego obraz jest zgrubnie gesty w X, oraz monotoniczne
i rozbiezne do nieskoniczonosci funkcje C,c: [0,00) — R takie, Ze spelniona jest nierdwnosé:

c(d(xhx?)) < d/(f(x1>vf($2)) < C(d(xhx?))'

Dowdd. —> Zauwazmy najpierw, ze gdy Y jest przestrzeniag ograniczona, to X tez — ztoze-
nie* g o f jest funkcja ograniczona, jako zlozenie funkcji ograniczonej i zgrubnie jednostajnej,
a poniewaz jest bliskie idx, wiec idx jest funkcja ograniczona, czyli X = im(idx) jest prze-
strzenia ograniczona. Wéwczas implikacja jest trywialna. Dalej zakladamy, ze X,Y oraz f, g
$g nieograniczone.

Za funkcje f z tezy przyjmiemy f z definicji zgrubnej rownowaznosci. Prawa nieréwnosé
mamy za darmo, wystarczy wykazaé lewa. Niech M oznacza stata zaswiadczajaca o bliskosci
funkcji f o g iidx. Mamy wiec

(w1, w2) —2M < d(g(f(21)). 9(f(22)) < Cy(d (F(21), f(w2)).

Niech C; ' [0,00) — [0,00) bedzie dane wzorem: C, ' (r) = inf{s € RT | Cy(s) > r}. Z nie-
ograniczonosci g wynika nieograniczonos¢ Cy, a zatem zbidr, ktérego infimum liczymy jest

3Ang.: coarsely equivalent.
4Ztozenie funkcji f, g z definicji zgrubnej réwnowaznosci.
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zawsze niepusty, C I przyjmuje tylko skoficzone wartosci. Z monotonicznoéci Cy dostajemy

tez nieograniczonos¢ Cy 1. Mamy zatem:

€, (dlar.) — 201) < 6 €y (& (). £(20) ) < (o). Sa),

i zauwazenie monotonicznosci oraz nieograniczonosci funkcji ¢(r) = C;*(r — 2M) kohczy
dowdd.

<= Niech funkcja f z definicji bedzie funkcja f z uwagi. Jest ona oczywiscie zgrubnie
jednostajna wobec prawej nieréwnosci. Niech funkcja go : im(f) — X spelia fo go(y) = y
(pewnik wyboru). Jest ona zgrubnie jednostajna: jesli d’'(y1,y2) < R, to mamy:

e(d(g0(y1) 90(12))) < d'(f © golyr): £ © go(y2)) = d'(y1,32) < R

i z tego, ze ¢ rozbiega monotonicznie do nieskoniczonosci, wnioskujemy, ze d(go(y1), go(y2) jest
ograniczone przez pewnng stala.

Niech z kolei iy : Y — im(f) spetnia: iy |im(f)y = idim(y) Oraz iy ~ idy (Wystarczy wziac
funkcje g : Y — im(f) z dowodu przyktadu 1.7). Niech g = go o iy (zgrubnie jednostajna
jako zlozenie zgrubnie jednostajnych). Mamy f o go = idiy(f), zatem fo g = fo gooiy ~
idim(f) ¢} iy = iy ~ Zdy

Zauwazmy, ze f(go f(z)) = fog(f(z)) = f(z). Z lewej nier6wnosci dostatecznie duza
odleglo$é x oraz go f(x) implikuje nieréwnosé¢ ich obrazéw przy f, wiec d(x, go f(x)) szacuje
sie przez pewna stala N, co oznacza, ze go f ~ idx. O

Warto wspomnie¢ w tym miejscu, ze [Ro03] w definicji zgrubnej réwnowaznosci 1.5 zada
od funkcji f oraz g, by byly nie tylko zgrubnie jednostajne, ale ponadto metrycznie wlasciwe
(ang. ,metrically proper”), tzn. by przeciwobraz zbioru ograniczonego byl ograniczony. Funk-
cje majace obie te wlasnosci nazywa zgrubnymi (,coarse”). Lewa nieréwnosé powyzszej uwagi
dowodzi de facto, ze wystarczy zadaé, by obie funkcje byty zgrubnie jednostajne, a wowczas
beda musialy tez by¢ metrycznie wlasciwe, a nawet Srednica przeciwobrazu bedzie sie szaco-
wala przez $rednice zbioru (w [Ro03] nazywane jest to efektywna wlasciwoscia: effectively
proper”, a w polaczeniu ze zgrubna jednostajnoscia daje szorstko$é: ,rough”).

Konwencja 1.9. Funkcje f z powyzszego stwierdzenia bedziemy niekiedy nazywac zgrubng
rownowaznodciq przestrzeni X 1 Y. Zauwazmy, Ze zloZenie zgrubnych réownowainosci jest
zgrubng rownowaznosciq.

Definicja 1.10. Dwie przestrzenie metryczne X, Y nazywamy quasi-izometrycznymi, jezeli
istniejg funkcje ws-lipschitzowskie f, g takie, Ze fog ~idx oraz go f ~ idy.

7 faktu, ze ztozenie funkcji ws-lipschitzowskich jest ws-lipschitzowskie, wynika wtasnosé
przechodnio$ci quasi-izometryczno$ci.

Stwierdzenie 1.11 (Charakteryzacja quasi-izometrycznosci). Quasi-izometryczno$é prze-

strzeni X, Y jest rownowazna istnieniu przeksztalcenia f: X — Y takiego, Ze jego obraz jest
zgrubnie gesty oraz dla pewnych statych dodatnich spelniona jest podwdjna nieréwnosc:

c-d(z1,22) —a < d(f(x1), f(z2)) < C-d(z1,72) +a .
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Dowdd. = Analogicznie jak w dowodzie uwagi 1.8: jesli Cy(r) = Dr + B, to za C'g_1
_ d(zy)—2M—-B <
= 5 <

r—

przyjmujemy® C;l(r) = DB, dostajac ostatecznie %d(:c,y) — 2MD+B

d'(f(x), f(y))-

<= Jedynie szacowanie funkcji kontroli dla g i gg nie przenosi sie wprost z dowodu

uwagi 1.8. Twierdzimy, ze g jest ws-lipschitozwska ze stalymi %, %. Mamy bowiem:

c-d(z1,22) —a < d'(f(z1), f(22))
c-d(go(y1), 90(y2)) —a < d'(fogo(yr), fogo(y2)) =d(y1,y2)

1 A
d(g0(y1), 90(y2)) < = - d'(y1,y2) + -

Funkcja iy skonstruowana jak w dowodzie 1.7, jest ws-lipschitzowska ze staltymi mulitpli-
katywna 1 oraz addytywna 2R, gdzie R jest stala odpowiadajaca gestosci im(f) w Y. g jako
zlozenie jest ws-lipschitzowska. O

Konwencja 1.12. Jesli przy oznaczeniach powyzszego stwierdzenia zachodzi c = C~1, to funk-
cje f nazywamy (C,A)-quasi-izometrig. Zauwazmy, ze zloZenie quasi-izomelrii jest quasi-
1zometriq.

W dalszych rozdziatach kluczowe beda takze nastepujace pojecia:

Definicja 1.13. Zbiorem r-dyskretnym nazwiemy taki podzbior A ustalonej przestrzeni me-
trycznej, ze dla dowolnych a,a’ € A (a # a') ich odleglo$é wynosi przynajmniej r.

Definicja 1.14. r-skladowq przestrzeni metrycznej X (lub dowolnego podzioru) nazwiemy
dowolng klase abstrakcji relacji rownowaznosci na X generowanej przez utozsamienie punktow
lezgeych w odleglosci mniejszej niz r od siebie.

Warto zauwazy¢, ze r sktadowe sa r-roztaczne.
Definicja 1.15. Zbior nazywamy r-spdjnym, jesli ma tylko jedng r-skladowg.

Uwaga 1.16. Zauwazmy, zZe zwarta przestrzen metryczna jest spojna wtedy ¢ tylko wtedy,
gdy jest r-spdjna dla dowolnie matego r > 0 (implikacja = nie wymaga zwarto$ci).

Definicja 1.17. r-lanicuchem lgczacym punkty x,y przestrzeni metrycznej (X, d) nazwiemy
cigg punktow xo, . .., Ty, taki, ze d(x;, i) <r dla 0 <i<n—1.

r-Lancuchem nazwiemy analogiczny cigg, od ktérego wymagamy jedynie d(x;, Tir1) < 7.
Liczbe n 4+ 1 nazwiemy dlugoscig laricucha.

Uwaga 1.18. r-skiadowa zbioru A jest zatem maksymalnym podzbiorem, w ktérym dowolne
dwa punkty mozna polgczyé r-taricuchem.

Definicja 1.19. Metryka na grupie jest wiasciwa, jezeli dowolna kula w tej metryce jest
skoriczona. Ogdlna przestrzen metryczna jest wlasciwa, jezeli dowolna kula jest prezwarta.

Podajmy takze definicje zgrubnej wlasciwosci wg [BDLM], ktérej nie nalezy mylié¢ ze
wspomniang wezesniej metryczna wlasciwoscia wg [Ro03):

®Nie jest to ta sama funkcja, ktéra dostalibyémy stosujac definicje z dowodu uwagi 1.8: tamta funkcja to
minimum naszej funkcji oraz funkcji zerowe;j.

W [BDLM] ,pr-chain” odpowiada naszemu r-Lancuchowi, a ,r-component” jest definiowany przez ,r-
chain”, a wiec inaczej niz u nas. PrzyjeliSmy taka definicje, aby podzial na r-sktadowe byl najdrobniejszym
mozliwym podziatem na r-roztaczne zbiory.
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Definicja 1.20. Przeksztalcenie przestrzeni metrycznych nazywamy zgrubnie wlasciwym ( ,co-
arsely proper”), gdy przeksztalca zbiory ograniczone na zbiory ograniczone.

Przypomnijmy jeszcze oznaczenia uzywane przy rozwazaniach asymptotycznych.
Konwencja 1.21. Niech dane bgdg f,g: Rt — RT. Powiemy, Ze:

1. f jest co najwyzej tego samego rzedu co g (ozn. f = O(g)), jezeli dla dostatecznie duzych
argumentéw r, zachodzi nieréwnos$é f(r) < C - g(r) (dla pewnej stalej dodatniej C);

2. g jest przynagmniej tego samego rzedu co f (ozn. g = Q(f)), jezeli f jest co najmniej
tego samego rzedu co g;

3. f jest rzedu mniejszego niz g (ozn. f = o0(g)), jezeli dla dowolnej stalej ¢ > 0, istnieje
takie R < oo, Ze dla r > R zachodzi nieréwnosé f(r) < c-g(r);

4. g jest rzedu wiekszego niz f (ozn. g = w(f)), jezeli f jest rzedu wiekszego niz g;

5. f,g saq tego samego rzedu (ozn. f = ©(qg)), jezeli istniejq stale ¢,C > 0, Ze dla dosta-
tecznie duzych r zachodzg nieréwnosci

c-g(r) < f(r) <C-g(r).

Jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, bedziemy pisaé f(r) = O(g(r)), np. f(r) = O(r?)
lub w skrécie f = Q(g(r)), np. f = Q(r?).

1.2. Przestrzenie quasi-geodezyjne

Zacznijmy od przypomnienia definicji przestrzeni geodezyjnej, by nastepnie przeniesé te de-
finicje w $wiat wielkiej skali. Odnotujmy, Ze przestrzenie geodezyjne bywaja definiowane
inaczej, jednak dla nas wlasnie taka definicja jest najbardziej odpowiednia (pochodzi ona

2 [Ro03)).

Definicja 1.22. Przestrzen metryczna X jest geodezyjna, jezeli dla dowolnych punktéw
z,y € X odleglych o d(x,y) = r istnieje funkcja g : [0,7] — X, lgczaca te punkty: g(0) = x,
g(r) =y, ktdra jest izometrig na swdj obraz. Funkcja g nazywana jest geodezyjng laczacq x
1.

Definicja 1.23. Przestrzenn metryczna X jest quasi-geodezyjna, jesli istniejq takie stale
L,C > 0 Ze dla dowolnej pary punktow x,y € X odleglych o d(x,y) = r istnieje funkcja
g :[0,7] = X lgczqca punkty x iy (g(0) = z, g(r) = y), ktora jest (C,A)-quasi-izometrig
na obraz.

Przyktad 1.24. Przestrzen geodezyjna jest quasi-geodezyjna, w szczegolnosci drzewo z na-
turalng metrykq jest przestrzeniq quasi-geodezyjng.

Przyktad 1.25. Przestrzen quasi-izometryczna z quasi-geodezyjng jest quasi-geodezyjna.

Dowdd (szkic). Zlozenie quasi-izometrii jest quasi-izometria, a stale szacuja sie jednostajnie.
O
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Zauwazmy, ze w przypadku przestrzeni geodezyjnych wystarczy sprawdzaé, czy istnieje
1-lipschitzowska funkcja g, a natychmiast dostajemy, ze jest ona izometrig’. Chcieliby$my
dosta¢ podobng charakteryzacje dla przestrzeni quasi-geodezyjnych.

Twierdzenie 1.26 (Charakteryzacja quasi-geodezyjnosci). Przestrzen X jest quasi-geodezyjna
wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje taka stala L, zZe dla dowolnych dwéch punktow z,y € X, ist-
nieje L-lipschitzowska funkcja l: [0,7]) "N — X lgczqca x z L-otoczeniem y.

Dowédd. = Wystarczy obciaé¢ quasigeodezyjna do [0,7] NN, i przyja¢ L = C + A.
<= Zajmijmy sie najpierw przypadkiem trywialnym. Gdy d(z,y) = r < 2L, to przyjmu-
jemy g([0,7)) = {z}, g(r) = y. Takie funkcje spelniaja

d(a,b) — 2L < d(g(a), g(b)) < d(a,b) + 2L,

sa wiec (1,2L)-quasi-izometriami na obraz.

Dalej zaktadamy r > 2L. Bedziemy dowodzié¢, ze mozna tak zmodyfikowaé pewna L-
lipschitzowska funkcje f laczaca x z otoczeniem y, by byla quasi-izometria na obraz taczaca
x iy i by odpowiednie stale mialy jednostajne szacowanie. Wybierzmy takie n € N oraz
funkcje f: {0...n} — X, ze f laczy x z L-otoczniem y i n jest minimalne.

Zachodzi nieréwnosé d(i,j) < [d(f(i), f(4))] + 1 (z minimalnosci!). Zatem f jest quasi-
izometria:

Zmodyfikujmy f do f’ ustalajac f’(n) = y. Nieco zmieniaja si¢ oszacowania:
d(i,j) —1— L <d(f'(i), f'(5)) < L-d(i,j) + L.

Mamy % < n. Mozna ,rozciagnac” zbiér {0...n} przez I-jednoktadnosé na zbiér K C [0, 7].
Odlegtosci miedzy punktami K szacujg si¢ przez 2L: . < TT;LL < 2L. Niech funkcja p prze-
prowadza punkt a € [0,r] na najblizszy punkt z K (gdy sa dwa takie punkty, wybieramy
dowolny). Mamy:

d(i,j) — 2L < d(p(a),p(b)) < d(a,b) + 2L.

Zlozenie funkeji p, jednoktadnodei i funkcji f/ jest quasi-izometria taczaca x i y i stale sza-
cuja si¢ jednostajnie. Biorac maximum statych dla przypadku r < 2L oraz r > 2L dostajemy
uniwersalne stalte z definicji przestrzeni quasi-geodezyjne;j. O

Przestrzen quasi-geodezyjna jest wiec przestrzenia, dla ktorej istnieje stata L taka, ze do-
wolne punkty x i y mozna polaczyé L-lancuchem o dilugosci [d(x,y)] + 1. Taka przestrzen
jest w szczegdblnosei L-spdjna. Zachodza tez nastepujace znane (np. [NY12]) fakty:

Stwierdzenie 1.27. Funkcja zgrubnie jednostajna f z przestrzeni quasi-geodezyjnej X jest
ws-lipschitzowska.

Dowdéd. Niech z,y € X ir = |d(z,y)]. Niech C bedzie funkcja kontroli dla f. Z twierdzenia
charakteryzujacego quasi-geodezyjno$¢ dostajemy ciag r + 2 punktéw x;, z ktérych kazde
dwa kolejne sa odlegle o co najwyzej L (niezalezne od z,y) oraz zyp = x,x,+1 = y. Mamy
wiee d'(f (@), f(y)) < Xz d'(f (i), f(2it1)) < i Cp(d(wi, xiy1)) < (r+1)Cy(L), a zatem
Cy(r) =r-C¢(L) + Cf(L) jest funkcja kontroli dla f. O

"Gdyby ¢ nie byta réznowartosciowa, to ,nie siegnelibyémy” do y, gdy mamy réznowartosciowosé, iden-
tycznie wnioskujemy, ze odwrotna nie moze powigkszaé¢ odlegtosci punktéw, bo woéwczas g zmniejszataby ja
i ponownie nie ,siegnelibySmy” y.
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Whniosek 1.28. Jesli dwie przestrzenie quasi-geodezyjne sq zgrubnie rownowazne, to s¢ quasi-
1zometryczne.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze zaswiadczajace o zgrubnej réwnowaznosci zgrubnie jed-
nostajne funkcje f,g (ktérych zlozenia sa bliskie identycznosciom) sa wobec poprzedniego
stwierdzenia ws-lipschitzowskie. O

1.3. Przyklady

Po wprowadzeniu definicji i poznaniu warunkéw réwnowaznych warto zobaczy¢ kilka przy-
ktadow.

1.3.1. Grupy

Definicja 1.29. Metrykq diugo$ci stowa na skoniczenie generowanej grupie G pochodzgcg
od skonczonego zbioru generatorow S bedziemy nazywali nastepujgce metryke:

d(g,h) =g Al =min{n | g 'th=g1...gn A (gi €SV g;' €9}
Wobec twierdzenia charakteryzujacego quasi-geodezyjnosé natychmiast widzimy, ze:
Przyktad 1.30. Grupa z metrykg diugo$ci stowa jest przestrzenig quasi-geodezyjng.

Lemat 1.31 ([BDLM)]). Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup wyposazonych w lewo-
niezmiennicze metryki. Jesli f jest zgrubnie wlasciwa, to jest zgrubnie jednostajna.

Dowdd. Ustalmy r > 0. Kula B(1g,7) jest ograniczona, wiec jej obraz jest ograniczony —
miesci sie¢ w pewnej kuli wokét 1 o promieniu R. Jesli wiec dG(x, y) <r,toxly € B(lg,r),
wiee d (f (@), f(y)) = d" (1, f(z™1y)) < R. -

Zauwazmy, ze z powyzszego wynika, iz dowolny zgrubnie wiasciwy homomorfizm z quasi-
geodezyjnej grupy (np. grupy z metryka dlugosci stowa) jest ws-lipschitzowski.

Przyktad 1.32 ([Sm05]). Niech G bedzie grupg. Dla dowolnych lewo-niezmienniczych i wla-
Sciwych (tzn. takich, Ze dowolna kula jest skoriczona) metryk d,d’ na G, przestrzenie (G,d), (G, d’)
sq zgrubnie réwnowazne.

Dowaod. Poniewaz kule w obu przestrzeniach sa skonczone, wiec identycznosci w obie strony
sg funkcjami zgrubnie wtasciwymi, a zatem zgodnie z lematem sg zgrubnie jednostajne. [

Przyktad 1.33. Dowolne metryki dlugosci stowa na skoriczenie generowanej grupie generujg
quasi-izometryczne przestrzenie.

Dowdd. Wynika natychmiast z tego, ze zgrubna rownowaznos¢ miedzy przestrzeniami quasi-
geodezyjnymi jest quasi-izometria. ]
1.3.2. Drzewa

Po oméwieniu podstawowych przyktadow dotyczacych grup przyjrzyjmy sie dzialajacemu
na wyobraznie przyktadowi z drzewami o ustalonym rozgatezieniu. Zbadanie quasi-izometrycznosci
takich drzew jest zaproponowane jako zadanie w [NY12].

Przyklad 1.34 (zadanie z [NY12]). Niech T,, oznacza drzewo, ktorego kazdy wierzcholek ma
stopieni n, z naturalng metrykq. T, oraz T,, sq quasi-izometryczne (n,m > 3).
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Dowdd. Wykazemy, ze dowolne drzewo T, jest quasi-izometryczne z drzewem T3. Ogranicz-
my sie wpierw do zbioréw wierzchotkéw V,,, V3 obu drzew, ktére sa oczywiscie zgrubnie geste
w obu drzewach, a zatem w mys$l oszacowan z dowodu 1.7 quasi-izometryczne z nimi. Uko-
rzeniajac drzewo T, i przypisujac numery 0...m synom korzenia, oraz 0...m — 1 synom
pozostatych wierzchotkéw, mozemy utozsamiaé Vj, z nastepujacym podzbiorem ZN:

Wi = {5 € RY [ 5(0) € Zu U {1}, 5(i) € Zin 1 U{~1}, s(i) = =1 pw. },

gdzie i > 0, a ,pw.” oznacza prawie wszedzie, tzn. s(i) # —1 dla jedynie skoniczenie wielu 4
(s = —1 odpowiada korzeniowi, (0,—1,...) synowi o numerze 0, (ag, ... an, dpt1,—1,...) od-
powiada synowi wierzchotka (ag, . ..an,—1,...) oznaczonemu numerem a,1). Przez dlugosé
I wierzchotka (a,) € W, rozumieé¢ bedziemy jego odleglosé od korzenia (w V), a zatem
najwicksze takie n, ze a, # —1 (dla korzenia zero). Metryka d na W,, zgodna z metryka
na V,, wyraza sie nastepujaca formuta;:

d((an), (b)) = 1((an)) +1((bn)) — 2p((an), (bn)),

gdzie p((an), (by)) réwna sie min{n € N | a, # by} — 1, gdy (an) # (by), oraz I((a,)) w prze-
ciwnym przypadku. Funkcja p zwraca po prostu dtugosé¢ najdtuzszego wspolnego prefiksu
(an) 1 (by) bez minus jedynek (w drzewie odpowiada temu gleboko$é najmlodszego wspélne-
go przodka obu wierzchotkéw).

Skonstruujmy quasi-izometrie f : T, — T3. Niech f przeprowadza korzen na korzen:
f(=1) = —1. Podzielmy n synéw korzenia na 3 mozliwie réwnoliczne grupy po ng,ni, ne
wierzchotkéw (zadamy by |n; — nj| < 1). W kazdej grupie wprowadZmy numeracje od 0
do nj — 1. Niech Vyen,; f(v)(0) = j. Pozostato okredli¢ f(v)(i) dla i > 0. Zeby nie mnozyé
indekséw ustalmy grupe j-ta. Niech d = |log, nj| > 0, niech v = 24 iniech N = v—(n;—v)—1.
Rozpatrzmy wierzcholek v o numerze k (wewnatrz swojej grupy). Wprowadzmy oznaczenie

fi= f()(@).

1. Jesli £ < N, to niech fi...f; bedzie réwne binarnej reprezentaql liczby k (w razie
potrzeby dodajemy wiodace zera). Dla ¢ > d przyjmujemy f; =

2. Jedlik > N, toza fi ... f; przyjmujemy binarna reprezentacje liczby N —|— [ W a far1
okreslamy jako (k — N — 1) mod 2. Dla ¢ > d + 1 przyjmujemy f; =

Dalej postepujemy indukcyjnie. Chcac okredlié f na k-tym (0 < k& < n — 2) synu v
wierzchotka w, ustalamy f(v)(i) = f(w)(i) dla i < I(f(w)) a dalej postepujemy jw. To
znaczy: niech d = |logy(n—1)] > 0, niech v = 2% i niech N = v — ((n—1) —v) — 1 — wéwczas:

1. Jeslik < N, toniech fi(f(w)) " fi(f(w))+d—1 bedzie robwne binarnej reprezentacji liczby k.
Dla i > I(f(w)) + d — 1 przyjmujemy f; = —

2. Jesli k > N, to za fi(rw))  Ji(f(w)+d-1 przyjmujemy binarna reprezentacje liczby
N + [5], a fl ))+a Okreslamy jako (k — N — 1) mod 2. Dla i > I(f(w)) + d
przyjmujemy f; =

Idea stojaca za powyzszymi formalnymi napisami jest nastepujaca: gdyby liczba synéw
wierzchotka w wynosita 2¢, to f przeprowadzitoby ich na (wszystkich) potomkéw f(w) odda-
lonych od f(w) o d. Gdy liczba synéw nie jest potega dwdjki, to obrazy czesci wierzchotkéw
zamiast w odleglosci d znajduja sie w odleglosci d + 1 od obrazu ojca. Robimy to tak,
ze dla kazdego u potomka f(w) lezacego w odleglosci d od f(w) albo w jest w obrazie albo
obaj jego synowie s w obrazie.
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Rozpatrzmy zbiér f, zlozony z potomkéw wierzchotka f(v) odleglych od niego o co naj-
WYyzej

D = max <ﬂog2(n - 1)],mjaxﬂog2(njﬂ + 1) .

Latwo widaé, ze suma rodziny {f, | v € T,,} pokrywa cale T3. W szczegblnosci obraz f jest
zgrubnie gesty w T3.

Poniewaz odlegtos¢ ojca od syna nie przekracza D, wiec f jest lipschitzowska ze sta-
la D (w szczegblnodci ws-lipschitzowska). Niech Ly, ., (v) = I(v) — p(v, w) bedzie odlegtosciag v
od najmlodszego wspélnego przodka v, w. Mozemy szacowac L (y) r(w)(f(v)) Przez Ly, (v).
Niech

4= min (minllog(n;)) + 1, [logs(n)) ).

Wéwcezas L), fw)(f(v)) = d- (Lyw(v) —1) — musimy odja¢ 1, poniewaz najmlodszy wspélny
przodek w przeciwdziedzinie nie musi by¢ obrazem najmtodszego wspdlnego przodka w dzie-
dzinie (moze by¢ jego potomkiem niemltodszym niz obrazy potomkdéw). Ostatecznie mamy:

d-d(v,w) —2d < d(f(v), f(w)) < D -d(v,w).

Przyktad 1.35 (zadanie z [NY12]). Przestrzenie T1,Ts, T35 nie sq zgrubnie réwnowazne.

Dowadd. Ty i 11 jako przestrzenie ograniczone sa quasi-izometryczne i nie sg zgrubnie réwno-
wazne z T» = R oraz T3. Pozostaje wykazac¢, ze R i T3 nie sa zgrubnie réwnowazne.

Jesli wyréznimy w T3 korzen v, to mozemy wyrdzni¢ 3 galezie (poddrzewa) wyrastajace
z tego korzenia. Niech f : R — T2 bedzie zgrubng réwnowaznoécia R w T2 (o zgrubnie gestym
obrazie) spelniajaca®

c(d(z1, 22)) < d'(f(x1), fx2)) < C(d(21,22)),

dla pewnych monotonicznych i rozbieznych do nieskoniczonosci ¢, C. Bez straty ogdlnosci
f(0) = v. Niech k£ = lim,_,+ C(r) + 1. Dla dostatecznie duzych wartosci r > R f(r) musi
by¢ przynajmniej w odleglosci k od korzenia. Jesli wiec f(R) znajduje sie¢ w jednej z trzech
galezi, to dla » > R f(r) réwniez znajduje sie w tej galezi. (Odleglo$é miedzy punktem
w galezi pierwszej odleglym o przynajmniej k£ od korzenia, a takim samym punktem w galezi
drugiej wynosi przynajmniej 2k, czyli funkcja, ktorej ,nieciagtodé” szacuje sie przez k nie
moze ,przeskoczy¢” miedzy galeZzmi.). Podobnie jest dla dostatecznie malych r funkcja f(r)
réwniez musi byé w ustalonej galezi. Tym samym dla |r| > R’ punkt f(r) nie znajduje
sie w jednej z galezi. Obraz f([—R’, R']) jest oczywiscie ograniczony. Wnioskujemy zatem,
ze obraz f nie moze by¢ zgrubnie gesty w drzewie, ktore sktada sie z trzech nieograniczonych
gatezi, sprzecznosc. O

W kolejnej sekeji znajdziemy niezmiennik, ktéry pozwoli natychmiast odréznié T, (n > 3)
i R,

8R i T3 sg przestrzeniami quasi-geodezyjnymi, wiec istniejg afiniczne funkcje ¢, C, ale poradzimy sobie bez
tej obserwacji.
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1.3.3. Przestrzenie R” i ich podprzestrzenie, funkcja objetosci

Definicja 1.36. Niech X — niepusta przestrzen metryczna i x € X. Funkcjg objetosci dla X
nazywaé bedziemy funkcje ob = ob% dang formulq:

ob% (j,r) = sup {|D;| | D; € B(w,m)},
gdzie |A| oznacza liczbe elementow w A (lub 00), a D; to dowolny zbior j-dyskretny.
Uwaga 1.37. Rzqd funkcji objetosci nie zalezy od punktu wyréznionego.
Dowdd. Latwo widaé, ze ob% (4,7) < ob% (4,7 + d(x,y)). O

Stwierdzenie 1.38. Tempo wzrostu funkcji objetosci jest niezmiennikiem quasi-izometrii,
tzn. dla dowolnej pary przestrzeni quasi-izometrycznych X, Y dla pewnych stalych mamy

obx (j,r) < oby(cj — A,Cr+ A).
Dowdd. Rozpatrzmy funkcje f : X — Y spelniajaca podwdjng nieréwnosc:
c-d(x1,z2) —a <d(f(x1), flx2)) < C-d(x1,72) + a .

Wystarczy zauwazyé, ze dowolna r-kula o srodku w x przechodzi przez f w (Cr + A)-kule
o srodku w f(x), a dowolny j-dyskretny podzbiér na (cj — A)-dyskretny podzbidr o tej samej
mocy (o ile ¢cj — A > 0). O

Dysponujac takim narzedziem mozemy w inny sposéb pokazaé, ze R i T3 nie sg quasi-
izometryczne: funkcja objetosci dla R ma wzrost liniowy (przy ustalonym j), a funkcja objeto-
Sci dla T3 ma wzrost wykladniczy. Mozemy tez w elementarny sposéb odréznié (ze zgrubnego
punktu widzenia) przestrzenie R i R™ dla m # n (patrz ponizej). Typowe podejscie polega
na udowodnieniu, ze wymiar asymptotyczny R* wynosi k, gdzie szacowanie z géry wymaga
nieco pracy (patrz twierdzenie 4.4), a szacowanie z dolu uzyskuje sie, powolujac sie na kla-
syczna teorie wymiaru. Nalezacy do tej klasycznej teorii fakt, ze dimR* > k nie jest jednak
trywialny.

Whniosek 1.39. Przestrzenie R™ i R™ dla m # n nie sq zgrubnie réwnowazne.

Dowdd. Ustalmy metryke supremum. Latwo widaé, ze ({%J + 1)k < obgk (4, 7) < (27"1# _
pierwsza nieréwnos¢ pochodzi od wypelnienia r-kuli punktami kratowymi (,rozmiar” kraty:
j), druga nier6wno$¢ wynika z tego, ze jesli wokét punktéw zbioru j-dyskretnego wyznaczymy
j/2-kule, to beda one rozlaczne i zawarte w j/2-otoczce tego zbioru (liczmy iloraz objetosci
(r + j/2)-kuli i dzielimy przez objeto$¢ kuli o promieniu j/2).

Niech n < m. Zalézmy, ze R™ i R™ sa zgrubnie réwnowazne. Jako przestrzenie quasi-
geodezyjne sa zatem quasi-izometryczne. Wobec poprzedniego stwierdzenia istnieja takie sta-

le, ze obrm (j,r) < obgrn(cj — A,Cr + A). Ustalmy j > %. Mamy wiec

(] 1)< o)
J

(cj— A ’

ale lewa strona ma wzrost wielomianowy rzedu m, a prawa rzedu n, sprzecznoscé. ]

Dwa kolejne przyktady dotycza pewnych ciggdw liczb dodatnich. Pokazujemy, ze wszystkie
te ciagi sa zgrubnie réwnowazne, ale zadne dwa nie sa quasi-izometryczne.
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Przyktad 1.40. Dia dowolnych rozbieznych do nieskoriczonosci ciggéw dodatnich (ay), (by)
przestrzenie A = {>"1"_1a; | n € N}, B={>""",b; | n € N} sq zgrubnie réwnowazne.

Dowdd. Niech ¢, = Y1 a;, dy, = Y i~ bi. Niech funkcja zaswiadczajaca o zgrubnej réwno-
waznosci bedzie f : A — B dana wzorem f(c,) = d,,. Funkcja f jest zgrubnie jednostajna,
poniewaz dla dowolnego r < oo istnieje tylko skonczenie wiele par punktéw, ktore sa odlegte
od siebie o co najwyzej r. Mozemy wiec ustali¢ C'(r) jako supremum odleglosci ich obrazéw.
Funkcja odwrotna do f jest zgrubnie jednostajna z tego samego powodu. Ich zlozenia sa
identycznosciami. O

Przyktad 1.41. Zadne dwie réine przestrzenie A(a;) = {31 a; | n € N}, gdzie ap, = n®
dla pewnego a = 0 lub a, = B" dla pewnego B > 1 nie sq¢ quasi-izometryczne.

Dowdd. Przypusémy, ze miedzy ktérymis przestrzeniami istnieje quasi-izometria f spelnia-
jaca

d(d(z,y)) =c-d(z1,22) — B < d'(f(z1), f(z2)) < C-d(z1,22) + B = C'(d(z1, x2)).

Bez straty ogdélnosci mozemy zakladaé, ze f(0) = 0. r-skladowa zera w dziedzinie zawiera
sie w (cr — B)-sktadowej zera w obrazie. Zaobserwujmy jakie sa rozmiary r-sktadowych zera
w wyzej wymienionych przestrzeniach.

Zacznijmy od N, czyli przypadku a, = n® z o = 0. (1 4 ¢)-sktadowa zera to caly zbiér,
a w pozostatych przypadkach kazda skladowa zera bedzie ograniczona. Obserwacja, ze r-
skladowe przechodza w C’(r) skladowe dotyczy réwniez zgrubnych réwnowaznodci, z czego
wnioskujemy, ze N nie jest nawet zgrubnie réwnowazna z zadna z pozostatych przestrzeni
(zgrubna réwnowazno$¢ musiataby odwzorowywaé zbiér nieograniczony w ograniczony).

Dla a, = n® (a > 0) rozmiar (n® + ¢)-skladowej to ©(n®*!) i ogdlniej rozmiar r°-
sktadowej to O(r®*!), zatem rozmiar r-sktadowej to @(r“‘é).

Dla a,, = 8" rozmiar r-skltadowej to oczywiscie ©(r).

Widaé wiec, ze przestrzenie z a,, = n® nie sa quasi-izometryczne miedzy soba ani z zadna
przestrzenia z a, = [". Pozostalo wykazaé, ze przestrzenie z a, = (" dla réznych [ nie sg
quasi-izometryczne.

Zauwazmy, ze dla ustalonego j funkcja objetosci obg(j,7) = ©(logg(r)). Gdyby anali-
zowane przestrzenie dla § < 3’ byly quasi-izometryczne to zgodnie z 1.38 mieliby$my (dla
odpowiednio duzego j):

@(logﬁ(r)) = obg(j,7) < obg(cj — A,Cr + A) = @(logﬁ,(CT +A) = @(logﬁf (r)),
sprzecznosc. O

Do badania rozmiaru r-sktadowych jeszcze wrécimy (w wiekszej ogélnosci) omawiajac
funkcje Gromova i funkcje kontroli.

Teraz zajmiemy sie¢ poréwnywaniem wykreséw funkcji wielomianowych. Otéz wykresy
wielomianéw sa zgrubnie rownowazne z prosta, ale dla wielomianéw parzystego stopnia nie
jest to quasi-izometria, a dla wielomianéw nieparzystego stopnia tak. Ponadto dwa wielo-
miany parzystego stopnia sa quasi-izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy jest to ten sam
stopien.

Przyktad 1.42. Wykres dowolnego wielomianu nieparzystego stopnia jest quasi-izometryczny
z prostq. (Zamiast wielomianu mozna braé funkcje sgn(x)|z|™ dla m > 1. Ma ona wykres

. R ; iy
izometryczny z wykresem sgn(x)|z|m , wiec warunek na m mozna rozluznié: m € R*.)
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Dowod. Wystarczy rozwazy¢ wielomian unormowany w. Poza pewnym symetrycznym odcin-
kiem (—s, s) pochodna w jest wieksza niz % a ponadto wartosci sa dodatnie na prawo od tego
odcinka i ujemne na lewo. Wewnatrz tego zbioru wielomian w jest oczywiscie ograniczony,
wiec bez straty ogélnodci mozemy ograniczy¢ si¢ do wykresu Gy wielomianu w obcietego
do pozostalej czesci prostej rzeczywistej (ta cze$é wykresu jest zgrubnie gesta w calosci).
Rzutujac Gy na o OY dostajemy quasi-izometrie o gestym obrazie. Jako rzut funk-
cja ta na pewno jest ws-lipschitzowska. Z drugiej strony funkcja odwrotna (z obrazu) jest
v/5-lipschitzowska na obu pélprostych f((—oo, —s]), f([s,0)) (pochodna w wynosi przynaj-
mniej %, czyli pochodna w™!, to maksymalnie 2; /22 4+ 12 = /5), wiec jest (v/5,25)-ws-
lipschitzowska. ]

Ponizej kolejny przyktad, kiedy wykresy sa quasi-izometryczne.
Przyktad 1.43. Wykresy dwéch wielomianow parzystego stopnia n sq quasi-izometryczne.

Dowdd. Ograniczmy sie do wielomianéw unormowanych. Pokazemy, ze dowolny wielomian
unormowany f stopnia n ma wykres quasi-izometryczny z wykresem x". Podobnie jak po-
przednio ogarniczmy sie do pewnych dwoch symetrycznych potprostych — zadamy, by pochod-
ne obu wielomianéw na ujemnej polprostej byly ujemne, a na dodatniej dodatnie, kolejne
wymagania wobec pélprostych beda wynikaly z dalszej czesci dowodu.

Dla dostatecznie duzych r mamy nieréwnosci f(r) < r™ oraz (—r)" < f(—r) (lub sy-
metrycznie, bez straty ogdlnosci przeanalizujemy ten przypadek). Mozemy wiec zrzutowaé
réwnolegle do OX ramiona ,paraboli” f (bez $rodkowego fragmentu, gdyz ograniczyli$my
sie do dwo6ch pélprostych) na ramiona ,paraboli” z™ (dla ustalonego kierunku nieréwnosci
rzutujemy w kierunku —oo). Twierdzimy, ze taki rzut jest funkcja bliska tozsamosciowemu
wlozeniu w R2.

Zauwazmy, ze f(r) —r™ = O(r"~!). Zmiana r o ustalony czynnik k powoduje zmiane
g(r) = r™ o sktadnik ©(r"~1) (przy czym staly przy tym sktadniku mozemy uczynié¢ dowolnie
duza powiekszajac k). Zatem, zmieniajac warto$¢ argumentu r o staly czynnik ograniczony
przez pewna stata K do r/, mozemy sprawié, ze f(r) = (r')". Tym samym rzutowanie jednego
wykresu na drugi jest funkcja K-blisks identycznosci. O

Ponizej dwa negatywne przyklady dotyczace quasi-izometrii. Trzeci przykiad pokazuje,
ze w tych przypadkach mamy jednak zgrubne réwnowaznosci.

Przyktad 1.44. Wykres wielomianu parzystego stopnia w(zx) = z™ lub funkcji w(x) = |z|™
(1 < m € R) nie jest quasi-izometryczny z prostq.

Dowdd. Stosujac argument podobny jak dla R i 73, wnioskujemy, ze quasi-izometria f: R —
Graph(w) musi przeprowadzaé¢ (z dokladnoscia do bliskosci) dodatnia pélprosta na czesé
wykresu o dodatniej (ujemnej odpowiednio) pierwszej wspolrzednej i ujemna na czesé wykresu
o ujemnej (dodatniej odpowiednio) pierwszej wspolrzednej. Oczywiscie bez straty ogdélnosci
zakladamy f(0) = (0,0), adlar #01 f(r) = (a,b) zakladamy sgn(ra) = 1.

Poniewaz d(f(0), f(r)) = O(r), wiec f(r) = (a,a™), gdzie a = @(r%) (wykorzystujemy
zalozenie, ze wykladnik jest nie mniejszy od 1). Majac wiec i f(r) = (b% b) = (@(r%), o(r)),
mozna znalezé takie ' = O(r), ze f(—r') = (—c%,c) ic=b+0M, gdzie € [-1,1] a M
jest stala zaswiadczajaca o gestosci obrazu R w Graph(w). Tym samym d(f(r), f(—r')) =
@(r%) # 0(r) = O(|r — 1'|), sprzecznosé. O

Przykltad 1.45. Wykresy funkcji |x|™ i |z|™ dla wiekszych od 1 liczb m # n nie sq quasi-
1zometryczne.
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Dowaod. Tak jak poprzednio bez straty ogdlnosci zakladamy, ze zero jest odwzorowywane
na zero, a znak pielrwszej Wspélrzgdnej jest zachowywany. Nilech n>m. Rozpatrzmy trojke
punktéw: (0,0), (an,a),(—an,a) oraz ich obrazy (0,0),(—bm,b),(—cm,c); a,b,c > 0. Aby
odleglos¢ drugiego i trzeciego punktu od zera oraz odleglosci ich obrazéw od zera byty pro-
porcjonalne, musi byé¢ b,c = O(a). Jednakze woéwczas d(( - bi,b), (ci,c)> = Q(a%> +

@(a%) :d((—a%,a),(—ai,a)), sprzecznosé. O

Przyklad 1.46. Wykres dowolnego wielomianu parzystego stopnia lub funkcji |x|™ (m € RY)
jest zgrubnie réwnowazny z prostg, a dla m € (0,1] mamy nawet quasi-izometrie.

Dowdd. Rozpatrzmy przypadek wielomianéw lub m > 1. Wystarczy dowodzié¢ dla jednomia-
néw z™ (i funkcji |z|™ dla m > 1).

Niech f((ex,z™)) = e-a™ dla z > 01i e € {—1,1}. Jest jasne, ze na pdlplaszczy-
znach ex > 0 i ex < 0 odwzorowanie jest lipshitzowskie ze stala 1. Rozpatrzmy dwa punkty
(x,2™), (—y,y™) (x,y > 0) odlegte o 7. Musi by¢ max(z,y) < r, a wigc odleglosé¢ ich obrazéw
szacuje sie przez 2r"™. Zatem funkcja Cy kontroli dla f to Cy(r) = max(r,2r™)

Latwo widaé, ze odwzorowanie odwrotne jest (2,2)-ws-lipschitzowskie:

\/(x —ey)? + (2™ — y")? < [z—ey|+|2" —y"| < 2+[2" ey )+ —ey™| < 2[2" —ey™ |+2.

Dla |z|™ przy m € (0, 1] szukana quasi-izometria jest rzut na o$§ OX. Funkcja odwrotna
jest ws-lipschitzowska, poniewaz po usunieciu dowolnej kuli o srodku w zerze z dziedziny
funkcja |x|™ jest lipschitzowska (podobnego argumentu uzyliémy wezesniej dla wielomianéw
nieparzystego stopnia). O

Whniosek 1.47. Wykresy funkcji |x|™ (m > 1) i wielomianéw parzystego stopnia nie sqg
przestrzeniami quasi-geodezyinymi.

Dowdd. Gdyby byly, to wobec faktu, ze prosta réwniez jest przestrzenia quasi-geodezyjna,

zgrubna réwnowazno$¢ z poprzedniego przyktadu bytaby quasi-izometria, sprzeczno$é z 1.44.
O

Dla porzadku odnotujmy:
Whniosek 1.48. Quasi-geodezyjnosé nie jest zgrubnym niezmiennikiem.

Dowdd. Kontrprzyktad stanowia przestrzenie z poprzedniego wniosku, ktére nie sa quasi-
geodezyjne, a sg zgrubnie rownowazne z prosta rzeczywista R. O

Powyzszy wniosek mozna wzmocnic:

Przyktad 1.49. Dla dowolnej nieograniczonej przestrzeni quasi-geodezyjnej istnieje zgrubnie
rownowazna przestrzen, ktora nie jest quasi-geodezyjna.

Dowdd. Niech X bedzie nieograniczong przestrzenia quasi-geodezyjna z metryka d. Rozpa-
trzmy X z metryka d' = V/d (na mocy lematu 2.26 d’ jest metryka i obie przestrzenie sa
zgrubnie i homeomorficznie réwnowazne).

Nie wprost. Zalézmy, ze L jest taka stala, dla dowolnych z,y € X istnieje ciag |d'(x,y)]|+2
punktéw, z ktérych pierwszy jest réwny x, ostatni y, a dwa kolejne sa odlegle o co najwyzej
L w metryce d' (1.26). Oznacza to, ze w metryce d te kolejne punkty sa odlegle o co najwyzej
L?. Dostajemy wiec, ze w metryce d dowolne punkty x,y mozna polaczyé L?-Lancuchem
dlugosci |/d(z,y)| + 2, a wigc z nieréwnosci tréjkata te punkty sa odleglte o co najwyzej
L?. (L\/d(az, y)| + 1) = O(\/d(z,y)), sprzecznos¢ (wobec nieograniczonosci X). O

23






Czesc 11

Teoria wymiaru asymptotycznego:
liniowe funkcje kontroli
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Rozdzial 2
Wymiar asymptotyczny asdim

Wymiar asymptotyczny jest klasycznym pojeciem zgrubnej geometrii, zatem bedziemy za-
ktadaé, ze Czytelnik zna lub w razie checi moze tatwo znalezé potrzebne informacje na temat
tego pojecia. Dla porzadku przedstawiamy jedynie definicje, a ponadto fakty, ktore beda
pomocne w zrozumieniu dalszej czesci pracy. W tym rozdziale omawiamy réwniez pojecie
funkcji wymiaru.

2.1. Definicja wymiaru asymptotycznego asdim

Na poczatek przypomnijmy i sprecyzujmy kilka niezbednych definicji.

Definicja 2.1. Powiemy, Ze rodzina X C 2% podzbiorow X pokrywa przestrzen X, jesli
UXx=X.

Pokryciem przestrzeni topologicznej (X, T) nazwiemy takq rodzine U C T zbiordw otwartych,
ktora pokrywa X .

Definicja 2.2. Krotnoscig rodziny X pokrywajgcej przestrzen X jest najmniejsza liczba na-
turalna n € N taka, ze kazdy punkt x € X nalezy do co najwyiej n zbiorow Y € X.

Definicja 2.3. Niech X, C 2%. Powiemy, ze rodzina X rozdrabnia rodzine Y, jesli kaidy
element X € X zawiera sie w pewnym Y € Y.

Konwencja 2.4. Od tej pory, jezeli nie zaznaczono inaczej, przestrzenn X zawsze bedzie
przestrzenig metryczng wyposazong w metryke d.

Definicja 2.5. Dia dowolnego podzbioru Y przestrzeni metrycznej (X,d), jego Srednicg na-
zywamy najmniejsze ograniczenie na odleglosci miedzy jego elementamsi:

diamY = sup{d(y,vy’) | v,y € Y}.

Rodzina X C 2% podzbioréw przestrzeni metrycznej X jest jednostajnie ograniczona, gdy
istnieje pewna stala dodatnia ograniczajgca Srednice jej elementow Y € X.

Jestesmy gotowi, by zdefiniowaé¢ wymiar asymptotyczny.

Definicja 2.6. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Mowimy, Ze wymiar asymptotycz-
ny przestrzeni X nie przekracza n € NU{—1}, gdy dla kazdego jednostajnie ograniczonego
pokrycia V, istnieje jednostajnie ograniczone pokrycie U o krotnosci co najwyiej n+1 takie,
ze V rozdrabnia U. Oznaczenie: asdimX < n.

Wymiar asymptotyczny przestrzeni X to najmniejsza taka liczba n, ze asdimX < n. Ozna-
czamy asdimX = n.
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Zauwazmy, ze definicja wymiaru asymptotycznego jest dualna do definicji wymiaru pokry-
ciowego Lebesgue’a. Réznica polega na tym, ze zamiast szuka¢ pokrycia o okreslonej krotnosci
rozdrabniajacego dane, szukamy pokrycia ,grubszego”, pamietajac jednak o tym, ze musi by¢
ono jednostajnie ograniczone.

W tym miejscu warto jest wspomnie¢, ze duzy wymiar indukcyjny Ind oraz maty wymiar
indukcyjny ind réwniez maja swoje zgrubne odpowiedniki asInd i asind.

2.2. Warunki ré6wnowazne dla asdim

Wré6émy do pojecia wymiaru asymptotycznego. Z punktu widzenia dalszych rozwazan bar-
dziej uzyteczne od definicji beda inne (réwnowazne) charakteryzacje. Aby je wprowadzié,
ustalmy kilka definicji.

Definicja 2.7. Odlegloscig dwdch podzbiorow Y,Z C X przestrzeni metrycznej (X,d) na-
zwiemy infimum odlegto$ci elementow tych podzbiorow:

dist(Y, Z) = inf{d(y,2) |ye Y,z € 2z }.

Powiemy, Ze rodzina X C 2% podzbioréw przestrzeni metrycznej X jest r-rozlgczna, gdy
odlegtosé dowolnych rézinych elementow Y,Y' € X jest nie mniejsza niz r: dist(Y,Y’) > r.t

Definicja 2.8. Niech X C 2%, gdzie X jest przestrzeniq metryczng, orazr < oo. r-krotonscig
rodziny X nazwiemy najmniejszq takg liczbe n € N, Ze dowolna kula otwarta o promieniu r
B(z,r) przecina co najwyzej n zbiorow Y € X.

Definicja 2.9. Liczbg Lebesgue’a L(X) rodziny X pokrywajacej (zwykle pokrycia) przestrzen
X nazwiemy najwiekszq takq liczbe (lub o0o) N, zZe dowolny zbidr Z C X o $rednicy mniejszej
niz A\ jest zawarty w pewnym elemencie Y € X rodziny X .2

Przypomnijmy jeszcze kilka definicji dotyczacych komplekséw symplicjalnych.

Definicja 2.10. (Geometrycznym) sympleksem S w rzeczywistej przestrzeni liniowej nazwie-
my powloke wypuklq skonczonego zbioru K punktow tej przestrzemi. Powiemy, ze zbior K
rozpina sympleks S.

Naturalna sytuacja jest rozpinanie sympleksu S poprzez zbior K ztozony z n+ 1 punktéw
afinicznie niezaleznych. Powiemy wéwczas, ze sympleks S jest wymiaru n (jest to najmniejsza
moc zbioru rozpinajacego S pomniejszona o jeden). Zauwazmy, ze wewnatrz sympleksu S,
mozna wyrdzni¢ mniejsze sympleksy rozpiete przez rézne podzbiory K. Sa one nazywane
Scianami sympleksu S, a jedli ich wymiar to 0, to sa ponadto wierzchotkami. Tu dochodzimy
do definicji abstrakcyjnego kompleksu symplicjalnego.

Definicja 2.11. Abstrakcyjnym kompleksem symplicjalnym® nazywamy dowolng rodzine K
skonczonych zbiorow zamknietqg na branie podzbiorow. Elementy rodziny K bedziemy nazywadé
jej Scianami lub po prostu sympleksami*. Wymiarem Sciany kompleksu S nazwiemy liczbe
|S| —1. 0-wymiarowe Sciany to wierzcholki. Wymiar kompleksu to supremum wymiaréw Scian

kompleksu.

![BDLM] podaje definicj¢ réwnowazna, wg [BD05] natomiast nieréwno$é w definicji powinna by¢ ostra.
2Zauwazmy, ze definicja jest poprawna, gdyz supremum liczb A spelniajacych warunek z definicji

(VZ C X :diam(Z) < A = 3Y € X : z CY) réwniez spelnia ten warunek.
3Niekiedy pomija sie stowo ,abstrakcyjny”.
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Definicja 2.12. Niech J = {v | {v} € K} bedzie zbiorem wierzcholkéw abstrakcyjnego kom-
pleksu IC. Geometryczng realizacjq abstrakcyjnego kompleksu symplicjalnego K nazywamy ro-
dzine |KC| symplekséw w przestrzeni l3(J) skladajacq sie z (geometrycznych) symplekséow sko-
jarzonych z sympleksami abstrakcyjnymi z KC:

K| = {conv(ej)jex | K € K},

gdzie conv(v;)icr jest powlokq wypukle wektorow v;, a wektor e; to taka funkcja nalezqca
do la(J), ktora przyjmuje wartosé 1 dla j € J i zero w przeciwnym przypadku.

Rodzine |K| nazywaé bedziemy kompleksem symplicjalnym?.

Niekiedy bedziemy utozsamiaé kompleks |K| z jego sumg ||| = U |K|.

Definicja 2.13. Przez gwiazde wokdl zbioru symplekséw H w kompleksie symplicjalnym |K]|
rozumieé¢ bedziemy zbior St(H,G) wszystkich symplekséw z |K|, ktére majg Sciany nalezgce
do H. Czesto bedziemy utozsamiaé St(H, |K|) C |K| z USt(H,|K]) C ||K].

Definicja 2.14. Przeksztalcenie f : X — ||K|| z przestrzeni metrycznej w kompleks sympli-
cjalny jest jednostajnie koograniczone, jezeli rodzina przeciwobrazow qwiazd wokdl wierzchol-
kéw |K| w kompleksie |K| jest jednostajnie ograniczona.’

Wreszcie jestesmy gotowi do przedstawienia najwazniejszego twierdzenia tej sekcji. Przed-
stawiamy jedynie cze$ciowy dowdd, ktérego fragment prezentujemy bezposrednio pod twier-
dzeniem, a jedna implikacje (jedyna nieco trudniejsza) omawiamy w formie osobnej uwagi
2.16. W dowodzie warto zwroéci¢é uwage na istnienie liniowych zaleznosci miedzy stalymi
z twierdzenia — te zaleznosci sa przyczyna, dla ktorej wprowadzono uwage 2.16, gdyz pelny
dowéd z [BDO05] nie traktuje osobno odpowiedniej implikacji (uzasadnia ja jako konsekwencje
innych), nie gwarantujac réwnie dobrych zaleznosci miedzy statymi.

Twierdzenie 2.15 (Charakteryzacja wymiaru asymptotycznego, [BDO05]). Niech X bedzie
przestrzeniq metryczng. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. asdimX < n

2. dla kazdego r < oo istnieje n + 1 jednostajnie ograniczonych r-rozigcznych rodzin U;
(i =0,...,n) podzbioréw X takich, ze ich suma \J;U; pokrywa X .

3. dla kazdego d < oo istnieje jednostajnie ograniczona rodzina V pokrywajgca przestrzen
X, ktorej d-krotnosé nie przekracza < n+ 1

4. dla kazdej A < oo istnieje jednostajnie ograniczone pokrycie’ W przestrzeni X, ktérego
liczba Lebesgue’a L(W) > A, a krotnosé nie przekracza < n + 1

5. dla dowolnego € > 0 istnieje kompleks symplicjalny wymiaru n i jednostajnie koograni-
czone, e-Lipschitzowskie przeksztalcenie w geometryczng realizacje tego kompleksu.

1Uwazny Czytelnik zauwazy niejednoznaczno$é wprowadzonych tu pojeé, jednak nastepna definicja uza-
sadni owg wieloznaczno$é. Gdy chcemy uniknaé wieloznacznosci, mozna uzyé sformutowania ,abstrakcyjny
sympleks” dla odrézniania od geometrycznego sympleksu z 2.10.

5Czesto pomija sie rozréznienie na abstrakcyjny kompleks i jego geometryczng realizacje podobnie, jak
w przypadku ,abstrakcyjnego sympleksu” (patrz poprzedni przypis) i geometrycznego sympleksu.

6Zgodnie z obowigzujacymi konwencjami i wezesniejszymi zapowiedziami, w definicji utozsamiamy kom-
pleks oraz gwiazde z ich sumami mnogosciowymi.

"Zamiast pokrycia wystarczy wzigé rodzine pokrywajaca. Aby z rodziny pokrywajacej otrzymaé pokrycie
o tej samej liczbie Lebesgue’a, wystarczy zastapi¢ rodzine zbiorow rodzing wnetrz tych zbioréw.
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Dowdd. Dowodzimy jedynie 2 — 3 — 4 < 1.

Implikacja 2 = 3 wynika z tego, ze suma n + 1 r-roztacznych rodzin jest rodzina
o 5-krotnosci nie przekraczajacej n + 1.

3 = 4 Wystarczy zauwazy¢, ze jesli d-krotnoé¢ rodziny V nie przekracza n+ 1, to krot-
no$¢ rodziny d-otoczek elementéw rodziny V réwniez nie przekracza n+1 (a liczba Lebesgue’a
to przynajmniej d).

Roéownowaznosé 1 <= 4 wynika z tego, ze z jednej strony dla znalezienia rodziny U takiej,
ze dana rodzina V rozdrabnia U, wystarczy wzia¢ pokrycie o liczbie Lebesgue’a wiekszej niz
ograniczenie $rednic elementow pokrycia V. Z drugiej za$, jezeli potrafimy znalezé pokrycie
»grubsze” od dowolnego, to w szczegblnosci mamy pokrycie grubsze od pokrycia kulami
o promieniu A\, czyli pokrycie o liczbie Lebesgue’a > A.

Pomijamy dowody implikacji dotykajacych warunku nr 5, poniewaz znane autorowi do-
wody® sa doéé techniczne lub wymagaja dodatkowych obserwacji dotyczacych kompleksow
symplicjalnych. O

Uwaga 2.16 (O odchudzaniu, implikacja 4 == 3). ? Jesli warunek nr 4 z 2.15 jest
prawdziwy ze stalg A, to prawdziwy jest rowniez warunek nr 8 ze stalg d = %

Dowdd. Niech W bedzie pokryciem X o liczbie Legesgue’a A (lub wigkszej). Wykazemy naj-
pierw, ze kula o promieniu A/2 wokél dowolnego = € X zawiera sie¢ w pewnym elemencie
pokrycia W € W (*). Rozpatrzmy rodzine kul B, = B(z,A/2 — 1). Kazda taka kula, jako
zbiér o srednicy < A zawiera sie w pewnym W € W. Poniewaz krotno$¢ W to maksymalnie
n+ 1 (w szczegdlnosci w x przecina sie skonczenie wiele elementéw pokrycia), wiec istnieje
zbiér Wy € W taki, ze nieskonczenie wiele sposréd kul B,, zawiera sie w nim. Zatem suma
tych kul, czyli kula B(z, A/2) réwniez zawiera sie w Wj.
Rozpatrzmy rodzing V = {W' | W € W}, gdzie W’ jest zdefiniowane nastepujaco:

W' ={zxew | Blz,\/2) Cw }.

Wobec (*), V pokrywa X. Sprawdzmy, czy jej %—krotnoéc’ nie przekracza n + 1. Wezmy do-
wolny y € X i rozpatrzmy kule B(y, %) Ustalmy dowolne W’ € V nietrywialnie przecinajace
B(y, %). Dla kazdego € W' N B(y, 5) mamy oczywiscie d(y, ) < A\/2, a jednoczesnie z kon-
strukeji W’ wiemy, ze B(x,\/2) C W, a zatem y € W. Zbioréw W' przecinajacych B(y, %)
jest wiec nie wiecej niz zbioréw W, do ktérych nalezy y. O

Powyzsza uwaga konczy czesciowy dowdd 2.15 w ogélnym przypadku. Ponizej przedsta-
wiamy uwage méwiaca o réwnowaznoséci warunkow 2, 3 i 4 w przypadku n = 0, uznajac,
ze studiowanie szczegdlnych przypadkow bywa pomocne w glebszym zrozumieniu badanych
zagadnien.

Uwaga 2.17 (O trywialnych réwnowaznosciach). Warto zauwazyé, Ze w przypadku n = 0
warunki 2, 31 4 sq trywialnie rownowazne. To znaczy, ze gdy w ich sformutowaniach pomingé
kwantyfikatory ogdlne i przyjoé r = d = A\, to pozostajg one rownowazne. Mozna tez przyjeé
U?:o U; =V =W i wskazaé najdrobniejszq'® rodzine Uy =V = W spelniajgcq te warunki.

8Mamy na my$li dowody 4 = 5 oraz 5 = 2 z [BD05].

9Uwaga 2.16 zostala napomknigta w [DS10] (w nieco innym sformultowaniu). Dowéd w catoéci pochodzi
od autora.

1OW sensie 2.3.
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Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze kazdy warunek jest réwnowazny temu, ze podzial na r =
d = X-skladowe (przypomnijmy: klasy abstrakcji relacji réwnowaznosci indukowanej przez
utozsamienie punktéw odleglych o mniej niz < r = d = X (1.14)), jest jednostajnie ogra-
niczony. Jest tak, poniewaz ( = ) kazda relacja réwnowaznosci wyznaczona przez podzial
U?:o U; =V = W jest nadzbiorem relacji bycia w r = d = A-skladowej (méwiagc poglado-
wo: kazdy element podzialu jest suma pewnej liczby skladowych). Ponadto (<) podzial
na sktadowe, o ile jest jednostajnie ograniczony, to spetnia zadane warunki.

Dla warunku 2 jest oczywiste, ze ( = ) dowolny r-roztaczny podzial skleja r-sktadowe
oraz (<=) podzial na r-skltadowe jest r-roztaczny. Podobnie jest dla 3: ( = ) rozpatrzmy
dowolny punkt x, nalezy on do jakiego$ elementu rodziny, zatem cata d-kula wokét x nalezy
do tego samego elementu; (<=) poniewaz kazdy punkt nalezy do jakiej$ d-sktadowej wraz
z calg d-kula, a sktadowe sa roztaczne, wiec d-krotnosé rodziny sktadowych to 1. W przypadku
4: (=) krotnos¢ 1 wymusza to, ze wraz z punktem w elemencie pokrycia znajduje sie cala
A-kula; (<=) A-skladowe oczywiscie tworza pokrycie o liczbie Lebesgue’a przynajmniej .

7 tego, ze

1. kazdy podzial spelniajacy 2 lub 3 lub 4 jest jednostajnie ograniczony i jest ,grubszy”
niz podzial na r/d/A-sktadowe (implikacja = );

2. podzial na r = d = A\-skladowe spelnia 2, 3 i 4 (implikacja <);

3. spelnianie 2, 3, 4 przenosi si¢ na ,grubsze” podzialy (odpowiadajace wigkszym relacjom
réwnowaznosci), o ile sa jednostajnie ograniczone (latwo widaé);

wynika, ze mozna przyja¢ Uy =V = W (niekoniecznie réwne podzialowi na sktadowe). [

2.3. Funkcja wymiaru

Istnieje wiele przestrzeni o nieskonczonym wymiarze asymptotycznym. Co wiecej, skonczo-
nos¢ wymiaru asymptotycznego nie zachowuje sie przy tak naturalnej operacji jak branie
przestrzeni ilorazowej (nawet w przypadku ilorazu grup'!). Dlatego poszukiwano wtasnosci
stabszych niz skonczono$é wymiaru asymptotycznego — jedna z takich wlasnosci jest asymp-
totyczna wlasnosé C [Dr00]. Poprzez bardziej wnikliwa analize przestrzeni z asymptotycz-
na wilasnoécia C, uogdlniono przyjmujacy wartoéci naturalne wymiar asymptotyczny asdim
do tzw. pozaskoficzonego wymiaru asymptotycznego trasdim!2, [Ra06].

Inna warta badania (o czym wspominaliSmy juz we Wprowadzeniu) cecha przestrzeni
o nieskonczonym wymiarze asymptotycznym jest jej funkcja wymiaru, a dokladniej tempo
wzrostu tej funkcji, ktére jest niezmiennikiem quasi-izometrii.

Definicja 2.18. Funkcje wymiaru przestrzeni metrycznej X okreslamy nastepujgcg formudg:

dx () = min {m(U) — 1| LU) > A, supdiam(U) < oo, U pokrywa X},
veu

gdzie m(U) to krotnosé rodziny U, a L(U) to jej liczba Lebesgue’a. Jest to najmniejsza krot-
nosc jednostajnie ograniczonej rodziny pokrywajgcej X o liczbie Lebesgue’a przynajmmniej X —
pommniejszona o jeden.

HKonkretny przyktad mozna znalezé w [BDO5], a po wiecej szczegdtéw Autorzy odsytaja do [Ro03].
12Na marginesie warto dodaé, ze podobnych rozszerzen dokonywano réwniez w stosunku do asind i asInd,
jednak te rozszerzenia okazywaly sie trywialne, patrz odpowiednio [Ra06] i [Ra05].
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Funkcja wymiaru jest oczywiscie niemalejaca i w nieskonczonosci zbiega do asymptotycz-
nego wymiaru przestrzeni.

Zauwazmy, ze definicja funkcji wymiaru $cisle nawiazuje do warunku nr 4 z twierdzenia
charakteryzujacego wymiar asymptotyczny 2.15. Powyzsza definicja zostata przyjeta za star-
szymi pracami Dranishnikova (patrz [Dr04], [BD05]) i wydaje si¢ standardowa, chociaz w li-
teraturze mozna spotkaé¢ réwniez definicje nawiazujace do innych warunkéow z 2.15: w [CSY§]
pojawia sie definicja nawiazujaca do warunku nr 3, a w 2010 roku w [DS10] sam Dranishnikov
uzywa definicji nawiazujacej do warunku nr 2.13

Zauwazmy, ze z czedciowego dowodu 2.15 oraz z uwagi 2.16 wynika odpowiednio, ze przej-
scie od warunku nr 2 do warunku nr 3 i dalej do warunku nr 4 oraz od warunku nr 4 do warun-
ku nr 3 moze odby¢ sie kosztem zmniejszenia statej r — d — A i odpowiednio A — d o staly
multiplikatywny czynnik. Konkretnie mamy oszacowania: dx2(z) > dx3(5) > dx4(5) oraz
dx4(r) > dx3(5), czyli tempo wzrostu funkcji wymiaru zdefiniowanej przez warunek 3 i 4
jest takie samo i nie wigksze niz tempo wzrostu funkcji zdefiniowanej przez warunek 2. Nieste-
ty znane autorowi przejscie (patrz [BD05]) od warunkéw nr 3 i 4 do warunku nr 2 odbywa sie
kosztem stalej ¢(n) (przynajmniej rzedu ny/n), co a priori (!) oznacza, ze gdy zlozenie funkeji
wymiaru dx (A) wg warunku 3 lub 4 i funkcji ¢ jest przynajmniej liniowe: ¢(dx (X)) = Q(X)
(a wiec np. dx(\) = Q(A¥/3)), to od pewnego miejsca nie mamy zadnych oszacowai na funk-
cje wymiaru wg warunku 2 (moze by¢ np. od tego miejsca nieskoficzona). W [DS10] Autorzy
prowadza podobng dyskusje, réwniez pozostawiajac ostatnie pytanie bez odpowiedzi.

Podazajac za [BDO5] w 2.19 i 2.21 pokazemy, ze tempo wzrostu funkcji wymiaru jest
niezmiennikiem quasi-izometrii.

Stwierdzenie 2.19. Dla quasi-izometrycznych przestrzeni X,Y istniejg pewne state B, C,
ze prawdziwe jest nastepujgce oszacowanie:

dy (\) < dx(CA+ B).
Dowdd. Wiemy, ze istnieje quasi-izometria f : Y — X spelniajaca:

c-d(y,y) —a <d(f(y),fy)) <C-dy,y) + B.

Majac n-krotna rodzine V pokrywajaca X, mozemy poprzez wziecie przeciwobrazéw skon-
struowaé co najwyzej n-krotna rodzine W pokrywajaca Y (*). Co dzieje sie ze stalymi? Jezeli
Srednice zbiorow V € V byly ograniczone przez M, to N = MTM ogranicza $érednice zbio-
réw W € W, a zatem dostajemy jednostajnie ograniczona rodzine. Podobnie, jezeli liczba
Lebesgue’a dla V to A, to liczba Lebesgue’a dla W to przynajmniej %. O

Uwaga 2.20. Zauwazmy, Ze jesli w powyiszym dowodzie zastqgpic pojecia liczba Lebesgue’a
A7 oraz krotnosé n” przez ,r-rozlgcezne” rodziny w liczbie n+17 lub ,d-krotnosé co najwyzej
n+ 17, to otrzymamy dowody analogicznej vwagi dla definicji funkcji wzrostu nawigzujgce)
do warunkow odpowiednio 2 1 8 z 2.15.

7 powyzszych uwag wynika nastepujacy

Whiosek 2.21. Tempo wzrostu funkcji wymiaru dx jest niezmiennikiem quasi-izometrii (nie-
zaleznie, czy definicje funkcji wymiaru oprzemy na warunku 2, 3 lub 4 z 2.15).

13Dla unikniecia kompletnego chaosu w ramach jednej pracy nadaje sie tym funkcjom nieco inne oznaczenia
i nazwy jak ,dimension function”, ,dimension growth” czy ,asymptotic dimension growth”, jednak zupelnie
brak tu konsekwencji miedzy pracami czy autorami. Uzyte w niniejszej pracy oznaczenie i nazwa sa zgodne
z [BDO5].
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Dowdd / komentarz. Sprecyzujmy, co méwi powyzszy wniosek. W [DS10] dwie monotonicz-
ne funkcje f,g maja ten sam wzrost, gdy istnieja takie stale a,tg, ze dla t > ty zachodza
nieréwnosci: f(t) < g(at) oraz g(t) < f(at). Przy takich definicjach wniosek jest trywialny.
My jednak chcemy pokazaé, jak powyzsze zaleznoéci przektadaja sie na asymptotyke.

Otéz, jezeli prawdziwa jest ktoras z réwnosci dx(A) = O(NP), o(AP), Q(AP) lub w(AP)
dla p > 0, to dla przestrzeni Y quasi-izometrycznej z X prawdziwa bedzie analogiczna réwnosé
dla dy. Podobnie bedzie dla innych niezbyt szybko rosnacych funkeji np. A¥ In’ A Ponadto za-
chowywane jest wykltadnicze tempo wzrostu, tzn. jesli dx (\) = O(a?), o(a?), Q(a?) lub w(a?)
dla a > 1, to istnieje takie b > 1, ze dy = O(b"), o(b*), Q(b*) lub w(b*).

Z uwagi 2.19 latwo wynikaja oszacowania uzywajace notacji O oraz o (w przypadku
funkcji wyktadniczych mozna wziaé b = a). W przypadku notacji Q oraz w stosujemy uwage
2.19 dla przestrzeni X i Y zamienionych rolami, dostajac dx(\) < dy(C'\ + 1B’), 7 Czego

natychmiast otrzymujemy teze (dla funkcji wykladniczych mozna przyjaé b = ac”). O

7 powyzszego wynika natychmiast wniosek:

Whniosek 2.22. Tempo wzrostu funkcji wymiaru skoriczenie generowanej grupy jest mieza-
lezne od obranej metryki dlugosci stowa. [NoDFW']

Przykltad 2.23 ([BDO05]). dla skoriczenie generowanej grupy G z metrykq dlugosci stowa
istnieje takie o, Ze prawdziwa jest nierownos$é:

dg(\) < e

Dowdd. Niech S bedzie zbiorem generatoréw G wyznaczajacym metryke dtugoéci stowa na G.
Niech H = {g7! | g € S} UG i n = |H|. Wéwczas moc kuli o promieniu A jest mniejsza niz
(n +1)*. Rozpatrzmy rodzing U = {B(y,\) | v € G}. Liczba Lebesgue’a takiego pokrycia to
przynajmniej A a krotnoéé nie przekracza (n 4 1)*. O

W [Dr04] mozna tez znalezé twierdzenie pozwalajace stwierdzié, ze tempo wzrostu funkcji
wymiaru grupy spelniajacej okreélone zalozenia jest co najwyzej wielomianowe.

2.4. Wzrost funkcji wymiaru — zaleznos¢ od wyboru przestrzeni
zgrubnie rownowaznej

W twierdzeniu 2.28 pokazemy, ze przestrzen o dowolnie wolno rosnacej funkcji wymiaru jest
zgrubnie réwnowazna pewnej przestrzeni o dowolnie szybko rosnacej funkcji wymiaru. Tym
samym udowodnimy, ze choé¢ wzrost funkcji wymiaru jest niezmiennikiem quasi-izometrii,
to nie jest zgrubnym niezmiennikiem. Dla kompletnosci naszego rezultatu pokazmy najpierw,
ze istniejg przestrzenie o dowolnie wolno rosnacej funkcji wymiaru.

Przyktad 2.24. Dla dowolnej monotonicznej i nieograniczonej funkcji f : [0,00) — N ist-
nieje przestrzen X o funkcji wymiaru dx(X) < f(N) @ taka, Ze asdimX = oo. [NoDFW]

"NoDFW - niezaleznie od definicji funkecji wymiaru. Znaczy to, ze twierdzenie jest prawdziwe niezaleznie
od tego, czy definicje funkcji wymiaru oprzemy na warunku 2, 3 czy 4 z tw. 2.15. Bedziemy te notacje stosowaé
w kolejnych twierdzeniach.
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Dowdd. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze f jest prawostronnie ciagla. Dla kazdego n € im(f)
mamy wigc najmniejsza liczbe I(n) > 0 taka, ze f(I(n)) = n. Niech {n,,} = im(f) bedzie
ciggiem rosnacym. Rozpatrzmy przestrzen

(e.)
X = l(nm) - ({1} x 2") C ¢
m=1
(zanurzamy tak, by funkcje z réznych zbioréw postaci {1} x Z™ mialy rozlaczne nosniki).
Zauwazmy, ze da(A) = sup(da,(N)), jesli A jest A-roztaczna suma A; [NoDFW]. Poniewaz

k
asdimX; o] asdim( U L(nm) - ({1} x an)) <ng B
m=j

oraz
ka+1,oo (l(nk—i—l)) = Sup(O) =0,

a X jest I(ng41)-roztaczna suma X 1 Xii1,00, wiee dx (I(ng+1)) < nyg, co konczy dowdd.
O

Lemat 2.25 (O zmianie metryki). JeZeli dla funkcji c : [0,00) — [0,00) zachodzi:
1. ¢(0) =0,
2. ¢ nie jest toZsamosciowo réowna zero,

3. ¢ jest wklesta;

to dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X,d), para (X, cod) réwniez jest przestrzenig me-
tryczng.

Dowdd. Trzeba sprawdzié¢ czy c o d spenia definicje metryki. Z 1. wynika, ze cod(x,z) = 0.
Z2.13. mamy: c(r) =0 = r =0, a zatem cod(z,y) > 0 dla x # y. Symetria jest oczywista.
Pozostaje sprawdzi¢ nier6wno$é tréjkata. Niech d(z,y) = p, d(y,2) = q, d(z,z) =7 < p+¢q
oraz p,q,r # 0. Wobec 2. i 3. funkcja ¢ jest niemalejaca, a zatem, gdy » < p lub r < ¢,
to natychmiast dostajemy nieréwnosé tréjkata c(r) < c(p) + ¢(q). Zalémy zatem p,q < 7.
Korzystajac z monotonicznosci ilorazéw réznicowych funkcji wklestej dostajemy:
c(r) nier.A  e(r c(r) wklestod¢ ¢ c
cod(x,z) =c(r) = T'Q < p-Qqu-(i) < p'@—{—q@ = cod(z,y)+cod(y, 2).
r r r D q
O

Lemat 2.26. Przy zaloZeniach poprzedniego lematu, gdy ponadto c jest funkcjg nieograni-
czong, przestrzenie (X, d) oraz (X,cod) sq zgrubnie réwnowazne. Gdy ponadto c jest ciggla
w zerze, to sq one homeomorficzne.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze identyczno$é id : (X,cod) — (X,d) (z/ — z) jest zgrub-
na réwnowaznoécia i homeomorfizmem. Dzigki zalozeniu o nieograniczonoéci ¢ istnieje ¢ =1
(réwniez monotoniczne i rozbiezne do nieskoniczonoéci)!®. Oznaczmy c o d przez d'.

C_1 (d/(l‘,, y/)> < d(x,y) < C_l (d/(l‘/, y/))

Jedli ¢ jest ciagla w zerze, to identycznoéé id—! : (X,d) — (X, cod) jest ciagta. Ponadto
¢! jest ciggla jako monotoniczna i wypukla, wiec identycznosé id jest ciagla. O

5Korzystamy z tego, ze asdimZ™ < n oraz asdim( U:.;l Xi) = max(asdimX;). Dow6d obu faktéw mozna
znalezé np. w [BD05]. Ponadto powyzsza nieréwnosé wynika z tw. 4.4, a dow6d réwnosci mozna potraktowaé
jako éwiczenie (wskazéwka: warunek nr 2 z 2.15).
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Lemat 2.27 (O wpisywaniu funkcji wklestej). Dla dowolnej funkcji f : R™ — N monoto-
nicznie rozbieznej do nieskoriczonosci istnieje funkcja c : [0,00) — [0,00) spelniajgca:

1. ¢(0) =0 i ¢ jest liniowa na pewnym otoczeniu zera,
2. ¢ rozbieina do nieskonczono$ci,
3. ¢ wklesla,

a ponadto od pewnego momentu ¢ < f.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze f jest lewostronnie ciagla. Dla kazdego n € im(f) =
(n;)$2, mamy wiec najwicksza liczbe r(n) € R taka, ze f(r(n)) = n. Zauwazmy, ze r(n;)
rozbiega monotonicznie do nieskoficzonosci oraz ng > 0. Niech ¢ na przedziale [0, r(ng)] bedzie
liniowa taka, ze ¢(0) = 01 ¢(r(n2)) = na. Zauwazmy, ze ¢ dla > r(n1) jest nie wigksza niz f.
Kontynuujemy indukcyjnie.

Zalézmy ze funkcja jest okreslona do r(ng) i c¢(r(ng)) = ng. Jezeli przedluzenie liniowe
do punktu ¢(r(ng+1)) = nk+1 powoduje, ze ¢ przestaje byé wklesta, to prébujemy przedtuzyé
do punktu ¢(r(ng4+2)) = ngyo itd. Jezeli w koncu uda sig, to krok indukeyjny uznajemy za za-
konczony. Jezeli zadne przedluzenie nie jest mozliwe, to funkcje na (r(ny), co) przedluzamy
liniowo tak, by miala pochodna w r(ny). O

Jestedmy juz gotowi, by udowodnié¢ twierdzenie o zgrubnej réwnowaznosci przestrzeni
o wolnym i szybkim wzroécie funkcji wymiaru.

Twierdzenie 2.28 (O ogromnej funkcji wymiaru). Dla dowolnej przestrzeni (X,d) takiej,
ze asdimX = oo, istnieje zgrubnie i homeomorficznie réwnowazna metryka d = c o d taka,
ze funkcja wymiaru dla'Y = (X, d’) ros$nie nie wolniej niz dowolny ustalony homeomorfizm B
pdlprostej nieujemnej [0,00). [NoDFW]

Dowdd. 7 lematu 2.27 istnieje funkcja ¢ spetniajaca zalozenia lematu 2.26 taka, ze od pewnego
miejsca ¢ < | B tody |, gdzie dx jest funkcja wymiaru dla X. Wobec lematu 2.26 przestrzeh
(Y,e) = (X, cod) jest zgrubnie réwnowazna przestrzeni X . Ponadto z liniowosci ¢ na otoczeniu
zera dostajemy, ze ta zgrubna réwnowaznosé jest homeomorfizmem. Udowodnimy, ze dy (\) =
Q(B(X)).

Zauwazmy, ze jednostajnie ograniczona rodzina o liczbie Lebesgue’a A i ustalonej krotnosci
istnieje dla X wtedy i tylko wtedy, gdy dla Y istnieje analogiczna rodzina o liczbie Lebesgue’a
¢(N\) (uzywamy $cislej monotonicznosci ¢). Tak samo jest dla rodziny o ustalonej d- lub ¢(d)-
krotnosci (warunek 3 z 2.15) oraz dla r- i ¢(r)-roztacznych rodzin (ktérych liczba jest ustalona)
(warunek 2).

Zatem dy()\) = dx(c (\)). Z tego, ze od pewnego miejsca ¢ < |B~!odx]| mamy
(nier6wnoéci sa prawdziwe na pewnych pélprostych w [0, 00)):

id:coc_1<B_1odXoc_1

B<dxoc'=dy

Dostajemy zatem:

1

16Jedli ¢ jest nieciagta w 0, to ¢! : im(c) — [0,00) mozna przedtuzyé do funkcji z [0, 00), przyjmujac 0

na [0,00) \ im(c) = (O,IimeOJr c(O)).
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Whiosek 2.29 (O dwdch funkcjach wymiaru). dla dowolnych monotonicznych funkcji f, F :
R* — N rozbieznych do nieskoriczonosci istnieje para zgrubnie i homeomorficznie réwnowasz-
nych przestrzeni metrycznych X, Y takich, e dx = O(f) oraz dy = Q(F)'7. W szczegélnosci
tempo wzrostu funkcji wymiaru nie jest zgrubnym niezmiennikiem. [NoDF W]

Dowdd. Wynika natychmiast z przyktadu 2.24 oraz ostatniego twierdzenia wobec tego, ze dla do-
wolnej funkcji monotonicznej F' : RT™ — N istnieje homeomorfizm B : [0,00) — [0, 00) taki,
ze B =Q(F). O

Uwaga 2.30. Twierdzenia 2.28 nie mozna odwrocié, tzn. nie dla kazdej przestrzeni metrycz-
nej o asdim = oo i homeomorfizmu s pélprostej nieujemnej, istnieje zgrubnie réwnowazna
przestrzen, ktorej funkcja wymiaru to O(s).

Wiecej: dla kazdej przestrzeni quasi-geodezyjnej X i dowolnej zgrubnie rownowaznej prze-
strzeni Y istnieje takie D, zZe od pewnego miejsca dy (\) > dX(%). W szczegolnosci istnieje
taka rozbieina monotonicznie do nieskoriczonosci funkcja so : R™ — N, Ze dla dowolnego Y
Jw. od pewnego miejsca dy (X) = so. [NoDFW]

Dowdd. Niech X bedzie quasi-geodezyjna, a zgrubna réwnowaznos¢ wyznacza funkcja f :
X — Y. Poniewaz kazda zgrubnie jednostajna funkcja z przestrzeni quasi-izometrycznej
jest ws-lipschitzowska (z pewnymi parametrami C, A), dostajemy, ze dx(\) < dy (C\ + A)
(rodzing/rodziny dla X znajdujemy biorac przeciwobrazy rodziny/rodzin dla Y18). Jegli
% > 0, to mozemy napisac dx(%) < dy(XA). Dla dostatecznie duzych A\ zachodzi wiec
dX(C%rl) < dy(A). Dowdéd w zasadzie mozna uznaé¢ za zakonczony, pozostal szczegdl tech-
niczny w postaci konstrukeji funkcji sg.

Niech sg|[p,1) = dx. Niech sg|(1,4,](A) = max(so(1), dx (%)) iniech as bedzie takie, ze so(1) <
dx (%) > 2. Na przedziale (ag,as] niech zachodzi so|(4y,45(A) = max(so(ag),dx(%)) i niech
az bedzie takie, ze so(az) < dx (%) > 3. Dalej analogicznie. Latwo widziec, ze na [ag, c0)
zachodzi nier6wnosé so|(q,,00)(A) < dx (%), a zatem dla kazdego Y i dostatecznie duzego A
oraz k zachodzi: dy (\) > dx(%ﬂ) > dX(%) > so(A). O

"Dla O, mozna prayjaé stala multiplikatywna 1. Dla O nieréwnoséé jest prawdziwa na calej pélprostej
dodatniej.

8Mowa o rodzinie z warunku 3 lub 4 z 2.15 lub o rodzinach z warunku 2. Jak wielokrotnie pisano warunkéw
tych uzywa si¢ do definiowania réznych wariantéw funkcji wymiaru.
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Rozdziat 3

Warianty pojecia wymiaru, ktérych
definicje odnosza sie do funkcji
liniowych:

micdimay, dimay, asdimay, l-asdim

3.1. Funkcja Gromova i funkcja kontroli

Zaczniemy od pojeé¢ pierwotnych dla wariantéw pojecia wymiaru, ktére omawiamy w tej
sekcji. Zaczniemy of funkcji Gromova wprowadzonej w [Gr93].

Definicja 3.1. Funkcjg Gromova dla nieréwnosci asdimX < n nazywamy funkcje dang
nastepujgcym wzorem:

vx (A) = inf {diam(L{) | U jest pokryciem X, L(U) > A, m(U) < n+ 1},

gdzie przez diam(U) rozumiemy supy ey diam(U).

Uwaga 3.2. Warunek asdimX < n jest réwnowazny temu, Ze funkcja Gromova dla nierdw-
nosci asdimX < n przyjmuje tylko skonczone wartosci.

W dalszej czesci tej sekcji uzywaé bedziemy definicji funkcji podobnej do funkcji Gromova,
ale niejednoznacznej — to znaczy: funkcja nie bedzie wyrazala sie¢ przez infimum po zbiorze,
ale przez liczbe ze zbioru lub wieksza. Szczegdly ponizej.

Definicja 3.3. n-wymiarowq funkcjg kontroli wg warunku ¢ = 2, 3 lub 4 (odpowiednio)
nazywamy dowolng funkcje Dx = D%, : RT — [0, 00| spelniajacg:

Vaer+Jycax  diam(U) < Dx (M),
gdzie U jest odpowiednio:
2. sumg n+ 1 A-rozlgcznych rodzin pokrywajgcg X,
3. rodzing o A-krotnosci ograniczonej przez n + 1 pokrywajgcq X,
4. rodzing pokrywajgcqg X o liczbie Lebesgue’a przynajmmniej X i krotnosci ograniczonej

przezn 4+ 1.
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Z dowodu 2.15 wynika nastepujace szacowanie: Dx2(2A) > Dx3(A) = Dx4(A)—2), az do-
wodu 2.16 kolejne: Dx4(2A\) > Dx3(\). Ponadto analiza pelnego dowodu twierdzenia 2.15
w [BDO05] daje oszacowanie Cy - Dx4(Cy-\) > Dxa(\) dla pewnych stalych dodatnich C1, Co
(stata Cy zalezy od n). Tym samym potrafimy przej$¢ od definicji 4 do 2 i 3 bez zmiany
asymptotyki funkcji oraz z 2 do 3, jednak metody, ktérymi dysponujemy przy przechodzeniu
z 2 lub 3 do 4 (zatem réwniez z 3 do 2), powoduja, ze funkcja rosnie o sktadnik liniowy. Nie
da sie tego uniknaé¢, poniewaz z jednej strony tatwo widaé, ze dla dowolnej nieograniczonej
przestrzeni metrycznej funkcja kontroli wg warunku 4 nigdy nie bedzie o(\) (rodzina o liczbie
Lebesgue’a A + & musi mie¢ Srednice przynajmniej A — oczywiscie pod warunkiem, ze w prze-
strzeni istnieja zbiory o $rednicy \). Z drugiej strony nie jest to prawda dla warunku nr 2 (a
w mysl nieréwnosci Dx2(2)\) > Dx3(\) réwniez dla warunku nr 3).

Przyktad 3.4 (podliniowa funkcja kontroli). Przestrzern X = {22" | n € N} ma 1-wymiarowq
funkcje kontroli wg warunku 2 rzedu mniejszego niz liniowy".

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze Dx dana wzorem

Dx(r) — 22"71 dla 22n B 227171 <r < 22n+1 _ 22n

on—1 n—o00

jest funkcja kontroli wg warunku 2 oraz 0. Rodzina rodzin z definicji funkcji

2
927 _2271,71

kontroli to: U = U; Ulhs, gdzie U; = { {22" |m<n-1} } oraz Us = { {22} |m> n} O
Mamy nastepujacy oczywisty fakt:

Uwaga 3.5. Funkcja kontroli jest monotoniczna, tzn. jesli Y C X ¢ Dx jest n-wymiarowg
funkcjqg kontroli wg warunku 2, 3 lub 4 dla przestrzeni X, to Dy = Dx jest n-wymiarowq
funkcjq kontroli wg warunku 2, 3 lub 4 (odpowiednio) dla przestrzeniY . Jako infimum funkcji
wymiary wg warunku 4 funkcja Gromova jest rowniez monotoniczna w tym sensie.

Dla funkcji kontroli zachodzi nastepujacy analog twierdzenia o ogromnej funkcji wymiaru
(2.28).

Twierdzenie 3.6 (O liniowej funkcji kontroli). Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng
a Dx n-wymiarowq funkcjg kontroli wg warunku 2, 3 lub 4. Wowczas istnieje zgrubnie i ho-
meomorficznie réwnowazna metryka d', ze dla przestrzeniY = (X, d’) mamy Dy (\) = O(A).

Dowaod. Dzieki temu, ze funkcje wymiaru mozna dowolnie powiekszaé wystarczy udowodnicé,
ze istnieje Y taka, ze Dy (\) = O(\). Wykorzystamy lemat 2.26 — wystarczy znalezé odpo-
wiednia funkcje c. Postepujemy indukcyjnie. Niech ¢jjg 11(r) = r (to gwarantuje, ze otrzymamy
homeomorfizm).

Zakladamy wigc Dx (1) = sup,¢jo1) D(r). Niech ¢(r) na [a1, az] bedzie liniowa i na koficach
przedzialu przyjmuje wartosci 1 oraz 2, gdzie a; = 1 a ag € N wynosi przynajmniej D(aq)
i jest takie, by ¢jjo,q,] Dyla funkcja wklesta. Na [a;, a;11] definiujemy c jako afiniczna funkcje
taczaca wartosci i oraz i + 1, przyjmujac a;+1 € N takie, by a;+1 > D(a;) oraz cjjgq,,,] byla
funkcja wklesta. Uzywajac lematu 2.26 okreslamy Y jako X z metryka d' = cod.

Bez starty ogdlno$ci mozemy zakladaé, ze dla dowolnego n € N zachodzi Dx(n) =
SUP,.¢[0,n] Dx () — jedli tak nie jest, to mogg zdefiniowaé D'y takie, ze D'y (r) = min (Dx (r), Dx(n))
dla r € [0,n]. Oczywiscie, zeby bra¢ minimum i nie podpieraé sie przejSciami granicznymi
operacje zmniejszenia wartosci mozemy wykonaé¢ w kazdym punkcie tylko skonczenie wie-
le razy. Gdyby indukcyjne zmniejszanie prowadzito do nieskonczenie wielu zmian w jakims$

!Oczywidcie przestrzen X ma asdim = 0, wiec przyktad jest nieco sztuczny.
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punkcie, to mielibySmy podciag ny taki, ze Dx(ng) < M dla pewnego M i moglibySmy
przyja¢ Dx(\) = M = O(\), co natychmiast konczytoby dowdd.

Przy powyzszym zalozeniu z konstrukcji latwo widaé, ze Dy (A) < |A] + 2, dowdd zostal
zakonczony. O

Po przedstawieniu przyktadu i twierdzenia o charakterze negatywnym nadszed! czas na za-
prezentowanie wynikow pozytywnych. Pokazemy, ze rzad funkcji kontroli jest niezmiennikiem
quasi-izometrii.

Stwierdzenie 3.7. Dla pary przestrzeni quasi-izometrycznych X, Y i ustalonej n-wymiarowej
funkcji kontroli Dx wg warunku 2, 8 lub 4 istniejq takie stale dodatnie B,C, K, L, Ze praw-
dziwa jest nieréwno$é:

Dy(\) < K-Dx(CA+ B) + L.

Dowdd. Niech f: X — Y bedzie zgrubng réwnowaznoscia przestrzeni X, Y spelniajaca nie-
rownosé:

c-d(z1,22) —a < d(f(z1), f(22)) < C-d(w1,22) + B
(dla pewnych statych ¢, C, A, B). Biorac przeciwobraz rodziny V (wg warunku 2, 3lub 4) dla Y’

i stale] C\+ B dostaniemy rodzine U dla stalej \. Jesli diam(U) = R, to diam(V) > cR — A,
diam(V)+A Dx(CXMB)+A . 0

zatem R < c

. Ostatecznie mamy: Dy (\) <
Natychmiast dostajemy wiec:

Whniosek 3.8. Tempo wzrostu infimum n-wymiarowych funkcji kontroli wg warunku 2, 8 lub
4 dla nierownosci jest niezmiennikiem quasi-izometrii. W szczegolnosci tempo wzrostu funkcji
Gromova dla nieréwnosci asdim < n jest niezmiennikiem quasi-izometrii.

Stwierdzenie 3.7 mozna uogélni¢ w nastepujacy sposéb.

Uwaga 3.9. dla zgrubnie rownowaznych przestrzeni metrycznych X,Y | istniejg pewne roz-
biezne monotonicznie do nieskoriczonoéci funkcje ¢,C : RT — R, ze ¢ (Dy(\)) < Dx(C(N)).

Dowdéd. Analogiczny jak dla 3.7. Jesli mamy

c(d(zy,x2)) < d'(f(21), f(22)) < C'(d(w1,22)) ,

dla pewnych monotonicznych i rozbieznych do nieskoniczonosci funkceji ¢, C’, to, biorac prze-
ciwobraz rodziny V dla przestrzeni Y i stalej C’(\) 4 ¢ (epsilon jest potrzebny dla warunkéw
314, gdyz nie mamy gwarancji, ze funkcja C' jest §cisle monotoniczna) dostaniemy rodzing U
dla przestrzeni X i stalej A. Gdy diami/ < R, to diam)V > lim,_,p- ¢/(r), zatem przyjmujac
¢(R) =lim,_,z- ¢(r) oraz C(\) = C'(\) + ¢, dostajemy teze. O

3.2. Definicje, przyklady i zaleznosci dla wymiaréw micdimay,
dimpy, asdimpy, l-asdim

Po krotkim wstepie dotyczacym funkeji Gromova oraz funkcji kontroli jesteSmy przygotowani,

by zdefiniowaé rézne warianty pojecia wymiaru (asymptotycznego).

Ze wzgledu na to, ze zajmowacé sie bedziemy funkcjami kontroli o charakterze liniowym
rozréznianie miedzy funkcjami kontroli wg warunkéw 2, 3 lub 4 jest niepotrzebne.

Konwencja 3.10. od tej chwili przez funkcje kontroli bedziemy rozumieli funkcje kontroli wg
warunky 2.
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3.2.1. Definicja i natychmiastowe obserwacje

Definicja 3.11. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng.

Mowimy, zZe wymiar Assouada-Nagaty przestrzeni X nie przekracza n, gdy ma ona linio-
wa n-wymiarowq funkcje kontroli. Piszemy dimanX < n.

Mowimy, ze mikroskopijny wymiar Assouada-Nagaty przestrzeni X nie przekracza n,
gdy ma ona n-wymiarowq funkcje kontroli lintowg na pewnym otoczeniu zera. Pisze-
my micdimanX < n.

Mowimy, ze asymptotyczny wymiar Assouada-Nagaty przestrzeni X nie przekracza n, gdy
ma ona afiniczng n-wymiarowq funkcje kontroli. Piszemy asdimanX < n.

Mowimy, ze lintowo kontrolowany wymiar asymptotyczny przestrzeni X nie przekracza n,
gdy ma ona n-wymiarowq funkcje kontroli lintowg na pewnym nieograniczonym zbiorze
S CRY, tzn. .cp+VsesDx(s) = ¢+ s. Piszemy l-asdimX < n.

Zauwazmy, ze w definicji l-asdim mozemy rownie dobrze uzy¢ funkcji afinicznych — jesli

istnieje funkcja kontroli spelniajaca Dx|g = cs + A, to istnieje tez funkcja kontroli D'y
spetniajaca D/X|S\(0 SO)(S) = stigso)s, gdzie sg jest dowolnym elementem S.

Podobnie mozna argumentowaé, ze w definicji asdimay mozna rownowaznie zadadé, by ist-
niala funkcja kontroli liniowa na pewnej (dowolnej lub z géry ustalonej) polprostej. Przej-
Scie od oryginalnej definicji do zmodyfikowanej wykonujemy jak dla l-asdim, a przechodzac
od zmodyfikowanej do oryginalnej, definiujemy D' (r) = cr + Dx(sg), gdzie ¢ jest stala
zaswiadczajaca o liniowosci Dx na pewnej pélprostej [sg, 00).

Wobec powyzszych obserwacji z definicji natychmiast wynikaja nastepujace fakty.

Stwierdzenie 3.12.
max(micdiman X, asdimanX) = diman X

Stwierdzenie 3.13.
asdimanX > l-asdimX > asdimX

Odnotujmy ponadto nastepujaca wtasnosé:

Przyktad 3.14. dla przestrzeni liniowej X z metrykq generowanq przez quasi-norme (tzn.
norme r-jednorodng) warunki: dimanX < n, micdimanX < n, asdimanX < n, l-asdimX <
n, asdimX < n sg rownowaine temu, zZe dla pewnego R istnieje n+ 1 R-rozlgcznych ¢ jedno-
stajnie ograniczonych rodzin pokrywajgcych X .

Dowdd. Rodziny dla R’ # R uzyskujemy poddajac wyjSciowg rodzine jednokladnosci (o

skali (%)%) Ograniczenie zmienia si¢ proporocjonalnie do R’, czyli funkcja kontroli jest
liniowa. O

Dzieki rozwazaniom z poprzedniego rozdzialu natychmiast dostajemy tez kolejne wnioski:

Whniosek 3.15. Wymiar asdim, l-asdim, asdimay, diman oraz micdimayn jest monotoniczny,
to znaczy wymiar podprzestrzeni nie przekracza wymiary przestrzeni.

Dowdd. Natychmiast z uwagi 3.5. O
Whniosek 3.16. Wymiar l-asdim oraz asdiman s¢ niezmiennikami quasi-izometrii.

Dowdd. Natychmiast ze stwierdzenia 3.7. O
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Whniosek 3.17. Wymiar asdim jest zgrubnym niezmiennikiem.
Dowdd. Natychmiast z uwagi 3.9. O

Whiosek 3.18 (O zgrubnej trywialno$ci wymiaru Assouada-Nagaty).
dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X,d), ktorej wymiar asymptotyczny asdimX nie prze-
kracza n istnieje zgrubnie réwnowazna metryka d' taka, ze dla Y = (X,d')

asdimanY < n.

Ponadto mozna wybraé takq metryke d' , ktéra jest funkcjq d, a zgrubna réwnowaznosé
jest homeomorfizmem.

Dowdd. Korzystajac z twierdzenia 3.6 dostajemy przestrzen Y = (X, d’) taka, ze Dy (r) = O(r).
Zatem istnieje takie R oraz ¢, ze Dy (r) < cr dlar > R. Dlar < R mozemy oczywiscie przyjaé
Dy (r) < Dy(R). Funkcja Dy (r) = ¢ - r + Dy (R), jest funkcja kontroli dla Y. O

Komentarz.

Powyzszy wniosek, chociaz niepozorny, moze by¢ uznany za centralne i najwieksze osiagnie-
cie niniejszej pracy. Méwi on, ze dowolna przestrzen o wymiarze asymptotycznym n jest —
z dokladnoscia do zgrubnie rownowaznej zmiany metryki — przestrzenia o asymptotycznym
wymiarze Assouada-Nagaty réwnym n. Wobec 3.24 mozemy tez dalej zmodyfikowaé metryke
(w sposé6b nieciagly) lub wziaé 1-dyskretny i 1-gesty podzbiér i dostaé¢ zgrubnie réwnowazna
przestrzen o wymiarze Assouada-Nagaty dimayn rownym n. Uogdlniamy wiec i wzmacniamy
wyniki z [DZ04] i [BDLM], uzyskujac rezultat podobny do twierdzenia z [BDLM2].

W [DZ04] Dranishnikov i Zarichnyi skonstruowali przestrzen uniwersalna M, dla prze-
strzeni wlasciwych o asdim = n majaca dimanM, = n, tym samym udowodnili gléwng czesé
naszego wniosku?(wzmocnionego o 3.24) dla przestrzeni wtasciwych.

W [BDLM] udowodniono gtéwna cze$¢ naszego wniosku w przypadku przeliczalnej gru-
py z dowolna wtasciwa i lewo-niezmiennicza metryka, zachowujac przy tym wtasno$é¢ lewo-
niezmienniczoéci®.*

W [BDLM2] dla dowolnej przestrzeni metrycznej ustalonego wymiaru asymptotycznego
znaleziono zgrubnie réwnowazng i hiperboliczng metryke, dla ktérej wymiar Assouada-Nagaty
dimay jest rowny wyjsciowemu wymiarowi asymptotycznemu. Metryka ta przyjmuje jedynie
wartosci naturalne, wigc nie ma tu mowy o homeomorfizmach, z konstrukcji nie wynikaja tez
pewne dobre wlasnosci tej metryki, ktére charakteryzuja nasza metryke (patrz nizej). W roz-
dziale 3.3 pokazujemy, jak metodami lematu 2.26 przy zastosowaniu pomystu z [BDLM2]
zmodyfikowa¢ dowolna metryke do hiperbolicznej, co pozwala polaczyé w jednym twierdze-
niu 3.39 zalety naszego wniosku i twierdzenia z [BDLM?2].

Uwazna lektura rozumowan, na ktérych opiera sie nasz wniosek oraz konstrukcja z [BDLM?2],
pokazuje, ze oba w gruncie rzeczy opieraja sie na tej samej idei. Odnotujmy jednak, za autor
nie znal wyniku z [BDLM2], gdy dowodzil swdj wniosek.

Zauwazmy, ze bardzo prosta zalezno$¢ metryki d’ od wyjéciowej metryki d (i ogdlniej, pro-
sta zalezno$é Y od X) gwarantuje rézne dobre wlasnosci otrzymanej przestrzeni Y. Na przy-
ktad dla grup, czyli czestego obiektu badan geometrii zgrubnej, dostajemy, ze: otrzymana
przestrzen ma identyczna strukture grupowa, zgrubna réwnowazno$¢ jest homeomorfizmem,
zachowywana jest wlasnoéé lewo-niezmienniczosci i wladciwosci metryki. Mozna jednak zna-
lez¢ warunek, ktory nie musi by¢ zachowany: d’ pochodzaca od metryki dlugosci stowa d nie

27 tym zastrzezeniem, ze ich twierdzenie daje zgrubnie réwnowazna przestrzen, a nie metryke.
SWiadciwosé jest réwniez zachowywana, ale jest to ogélna wlasnoéé zgrubnych réwnowaznosci.
4 s . »

Nasza metryka oczywiscie tez ma te wlasnosé.
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musi by¢ metryka dlugoéci stowa®. W przyktadzie 4.1 korzystamy za$ z tego, ze jezeli d*X*Y
jest metryka produktowa, tzn. dX*Y ((az,y), (x’,y’)) = max (dX(as,a:’),dY(y,y’)), to dXxY’
rowniez jest metryka produktowa.

Moralnie wniosek mozna interpretowa¢ na dwa sposoby. Z jednej strony okazuje sie, ze po-
zornie mocny warunek mowiacy o afinicznosci funkcji kontroli jest tatwo spelnié¢. Z drugiej
strony wnioskujemy, ze ze zgrubnego punktu widzenia (!) wprowadzanie pojecia wymiaru
asymptotycznego Assouada-Nagaty obok pojecia wymiaru asymptotycznego jest trywialne.

Komentowane twierdzenie moze mie¢ pewne znaczenie praktyczne — pozwala sprowadzic¢
dowodzenie twierdzen o wymiarze asymptotycznym asdim (przy zalozeniach dotyczacych tego
wymiaru) do dowodzenia twierdzen o wymiarze asymptotycznym Assouda-Nagaty asdimay
(przy pozornie mocniejszych zalozeniach). Ponadto pozwala z niektérych wynikéw dla asdim
otrzymywaé wyniki dla asdimay — patrz np. 4.1. O

3.2.2. micdimay

Przyjrzyjmy sie po kolei zdefiniowanym przed chwila wariantom pojecia wymiaru, konfrontu-
jac je z wymiarem pokryciowym dim oraz asymptotycznym asdim, a takze ze soba nawzajem.
Zacznijmy od niemajacego zgrubnego charakteru wymiaru mikroskopijnego.

Twierdzenie 3.19. Metryczna ¢ zwarta przestrzen X taka, Ze micdiman X < N ma wymiar
co najwyzej n: dim X < N.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego pokrycia U istnieje pokrycie rozdrabniajace
V o krotnosci co najwyzej N + 1. Ze zwartosci X dla pokrycia U istnieje pewna liczba
Lebesgue’a A. Na pewnym otoczniu zera mamy tez Dx(r) = cr. Dla r < % istnieje NV + 1

rodzin r-rozlacznych, ktérych suma pokrywa X i ktérych érednica jest ostro mniejsza niz 2.

2
Biorac ich otoczki o promieniu R = min(Z, %), dostajemy N + 1 rodzin roztacznych zbioréw

otwartych o $rednicach mniejszych niz A\. Sumujac te rodziny dostajemy pokrycie V. O
Uwaga 3.20. Powyzisze twierdzenie jest rowniez prawdziwe dla

a. osrodkowych przestrzeni metrycznych, ktore przedstawiajq sie jako przeliczalna suma
podzbiorow zwartych,

b. (szczegdlny przypadek a) przestrzeni wlaSciwych, tj. takich, w ktérych dowolna kula
domknieta jest zwarta.

Dowdd. Ad a. Wystarczy uzy¢ twierdzenia o wymiarze przeliczalnej sumy zbioréw domknie-
tych dla przestrzeni osrodkowych. Oto jego tresé¢ ([BD07]): ,,Niech X bedzie przestrzenia
osrodkowa i niech X = U2, X;, gdzie X; = X;. Wéwcezas dim X = sup;(dim X;).” Wpierw
uzywamy poprzedniego twierdzenia dla zbioréw zwartych X; (uzywamy monotonicznosdci wy-
miaru — 3.15), a nastepnie, stosujac cytowane twierdzenie, dostajemy teze (zbiér zwarty
w przestrzeni metrycznej, czyli Hausdorffa, jest domkniety).

Ad b. Dowéd w tym przypadku jest bezposredni, ale za to techniczny. Niech x € X
i niech B(z,r,0) oznacza kule otwarta o érodku w z i promieniu r a B(x,r,0) odpowiednia
kule domknigta. Niech ponadto B(z,n,m) = B(z,n) \ B(z,m).

Rozpatrujemy dane pokrycie U przestrzeni X i szukamy jego rozdrobnienia o krotnosci
ograniczonej przez N + 1. Niech A/ bedzie liczba Lebesgue’a dla U obcigtego do B(x,n,0)

SW praktyce czesto przestanie byé metryks dtugosci stowa, poniewaz dwie metryki dtugosci stowa wyzna-
czone przez skonczone zbiory generatoréw sa quasi-izometryczne, a nasza zgrubna réwnowaznosé nie moze by¢
quasi-izometria, jesli ma zmienia¢ wymiar asymptotyczny Assouada-Nagaty.
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i niech A, = min(1, \}). Stosujac rozumowanie z dowodu poprzedniego twierdzenia, dla do-
wolnie matego » mozemy znalezé r-ograniczone pokrycie X o krotnosci co najwyzej N + 1.
Jedli A\, jest ciggiem oddzielonym od zera, to wspomniane pokrycie dla r < inf A,, rozdrabnia
U. W przeciwnym przypadku postepujemy jak nastepuje.
Dla B(z,1) znajdujemy R; = %—ograniczone (zatem rozdrabniajace U) pokrycie Vi g
o krotnosci nie przekraczajacej N+1. To pokrycie ma pewna liczbe Lebesgue’a l1. Dla B(z,2,1) C
A3 U1

B(z,2,0) znajdujemy Ry = min (T? §>—ograniczone (zatem rozdrabniajace U) pokrycie Vo 1

(o krotnosci co najwyzej N +1). Rodziny V1 g1 Va1 dla B(z,1,0) i B(z,2,1) nalezy przerobi¢
do otwartego w B(x,2,0) pokrycia Vs, o krotnoéci co najwyzej N + 1 rozdrabniajacego U.

Podzielmy Vs 1 na zbiory Vﬁ”l przecinajace sie z B(z,1,0) oraz pozostale Vgﬁt. Poniewaz,

rodzina Vé”l jako podrodzina V, 1 ma $rednice co najwyzej %, wiec kazdy zbior Vo1 € Vﬁ”l
po przecieciu z B(w,1,0) zawiera si¢ w pewnym zbiorze Va1 € Vi (by¢ moze zawiera sig
w wielu, ale decydujemy sie na jeden z nich). Niech zatem

Va0 = { (Vl,O \ B(z,1, 1)) u J Va ‘ Vip € Vio, Vai € Vénl} uVsy.
V2/,1:V1¢0

Oznaczmy pierwszy ze sktadnikéw przez V2170. Rodzina Vs g pokrywa B(z,2,0), poniewaz
zbiory z Vi o pokrywaja B(z,1,0), a zbiory z Va1 pokrywaja B(x,2,1). Jest tez ograniczona
przez Ry 4+ 2Ry < %)\2, czyli rozdrabnia U. Pozostalo pytanie o otwarto$é. Dla x ¢ B(x,1,1)
zawieranie si¢ pewnego otoczenia w ustalonym zbiorze V5o € Vo o zawierajacym x jest oczy-
wiste. Rozpatrzmy x € B(x,1,1) i zbiér Vo € Vao zawierajacy x. Istnieja pewne zbiory
Vip € Viporaz Vo1 € Vﬁ”l zawierajace x i bedace ,skladnikami” V3. Oba te zbiory sa Slada-
mi zbioréw otwartych w B(x,2,0), a wiec zawierajacych pewne kule wokét z. Z konstrukcji
widzimy, ze mniejsza z tych kul jest zawarta w Vo .

Kontynuujemy indukcyjnie. Wyjaséni¢ jednak trzeba kilka rzeczy. Po pierwsze, ze mozna
kontunuowaé. Otéz zbiory rodziny VQI?O sq zawarte w B(z,1 + Ro,0), a zatem, dzieki temu,
ze Ry < % < %, s roztaczne z B(x,2,2). Zatem tylko zbiory z V54" moga niepusto przecinaé
sie z B(w,2,2). Wynika z tego, ze zdefiniowane analogicznie V3 bedzie skladaé sie z VQIVO,

elementéw pochodzacych ze sklejania Vzoﬁt z Vg”ﬁ (ktérych érednica jest ogranioczona przez

Ry 4+ 2R3 < %)\3) oraz z ngét (diam < R3 < %), czyli faktycznie E@dzie rozdrabniaé U.
Ponownie tylko zbiory z V5% beda mogly niepusto przecinaé¢ sie z B(z,3,3), wiec mozna
kontynuowa¢ analogicznie. Po drugie, dzieki temu, ze elementy rodziny Vé,o cv! +1,0 naleza

do wszystkich V,,, dla m > n mozemy zdefiniowaé¢ V jako infimum zbioréow V,. O

Uwaga 3.21. Warto odnotowaé, ze w dowodzie czesci b powyzszej uwagi nie korzystaliémy
bezposrednio z micdimanX < n, a jedynie z tego, ze dla dowolnej kuli domknietej istnieje
pokrycie o dowolnie malej $rednicy i krotnosci nie przekraczajgcej n+ 1, co jest konsekwencjq
dim B(x,n) < n. Tym samym udowodniliémy, ze dla przestrzeni wtasciwych prawdziwa jest
rownosc
dim X = sup dim B(z,n).0
neN

Przeanalizujmy kilka przyktadéow. W mysl uwagi 3.14 dla pokazania powyzszych wlasnosci
dla R™ wystarczy sprawdzi¢ warunek dla ustalonego R. Dla R wystarczy rozpatrze¢ dwie
rodziny {[2n,2n + 1] | n € N} oraz {[2n + 1,2n + 2] | n € N}, ktére sa l-ograniczone

5Udowodnili$my nieréwnosé < natomiast nier6wnosé przeciwna wynika z nieréwnosci dim X > dim A (gdzie
A C X)), ktéra jest trywialnym faktem teorii wymiaru.
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i 1-rozltaczne. Dla R? mozna wzia¢ domkniete szesciokaty formene pokrywajace plaszczyzne
(podzielone na 3 R-rozlaczne rodziny — wystarczy by stykajace sie szesciokaty byly w réznych
rodzinach). Dla R? mozna tak samo uzyé¢ oémioscianéw &cietych: mozna nimi tak wypetnié
przestrzen, by ich $rodki znajdowaty sie w punktach Z3 (pierwsza grupa) oraz (%, %, %) + 73
(druga grupa). Wéwczas w ramach jednej grupy stykaja sie tylko te oSmiosciany $ciete, ktérych
srodki sa odlegle o 1 (w normie suma modutéw wspélrzednych), mozna wiec te grupe podzieli¢
na dwie rodziny o$mioscianéw $cietych o §rodkach w punktach (ew. punktach przesunietych
0 (%, %, %)), ktérych norma jest parzysta lub nieparzysta odpowiednio. Tak utworzone rodziny
sa 1-roztaczne i jednostajnie ograniczone.

Skrupulatne przeliczenie przyktadu dla R? mogloby by¢ zmudne, a w wyzszych wymiarach
wyobraznia zaczyna zawodzi¢, wiec jasne jest, ze potrzebujemy jakiegos narzedzia do szaco-
wania wymiaru przestrzeni R". Tym narzedziem bedzie twierdzenie 4.4 o wymiarze produktu.
Mowi ono, ze dla dimay, micdimpy, asdimpay, oraz asdimX wymiar skonczonego produktu
jest ograniczony przez sume wymiaréw mnozonych przestrzeni. W szczegélnosci wymiar R”
jest nie wiekszy niz n. Korzystajac z uwagi 3.20 (punkt a lub b, oba stosuja sie do R™), gdyby
wymiar micdiman (wobec 3.14 réwnowaznie: kazdy inny wyzej wymieniony wymiar a ponad-
to l-asdim) byl mniejszy niz n, to dim R"™ bylby mniejszy niz n, co zgodnie z klasyczna teoria
wymiaru jest nieprawda. Mamy wiec przyktad:

Przyktad 3.22 (podstawowy).
dim R"™ = micdimanR" = dimanyR" = asdimanyR"™ = l-asdimR"™ = n
Tak samo uzasadniamy:
Przyktad 3.23. dim0, 1]" = micdiman|0, 1]" =n

Udowodnimy teraz uprzednio wspomniany fakt, ze wymiar micdimay nie ma charakteru
asymptotycznego.

Przyktad 3.24. dla dowolnej niepustej przestrzeni X istnieje przestrzen Y quasi-izometryczna
taka, Ze micdimanY = 0.

Dowdd. Podajemy 3 rézine przyklady przestrzeni Y. Konstrukcja pierwsza (podstawowa).
Niech Y bedzie zgrubnie gestym w X podzbiorem 1-dyskretnym, tzn. takim, ze d(y,y') > 1
dla dowolnych réznych y,y’ € Y. Taka podprzestrzen istnieje dzieki lematowi Kuratowskiego-
Zorna: rozpatrujemy wszystkie podzbiory 1-dyskretne uporzadkowane przez inkluzje. Kaz-
dy tancuch w takiej rodzinie jest ograniczony przez swoja sume, ktéra jest oczywiscie 1-
dyskretna. Istnieje zatem element maksymalny. Element maksymalny Y musi by¢ 1-gesty,
bo w przeciwnym przypadku istniatby punkt w X, ktorego odleglo$é od Y wynosi przynaj-
mniej 1.

Dla niepustej przestrzeni c-dyskretnej Y istnieje O-wymiarowa funkcja kontroli spelniajaca
Dy o, (r) = 0 (i nie istnieje zadna —1-wymiarowa funkcja kontroli).

Konstrukcja druga.
Zmodyfikujemy metryke na X. Niech A bedzie maksymalnym 1-dyskretnym podzbiorem
X. Dowolnemu punktowi = € X przyporzadkujmy pewien punkt a(x) € A spelniajacy
d(z,a(x)) < 1. (Funkcja a jest identycznodcia na A.) dla x # y niech d'(z,y) = d(a(z),a(y))+
[x # a(x)] + [y # aly)], gdzie [¢p] = 1, gdy ¢ jest prawdziwe i 0 w przeciwnym przypadku.
Jest jasne, ze tak zdefiniowana funkcja jest metryka. Ponadto Y = (X, d’) jest przestrzenia 1-
dyskretna, a wigc micdimanY = 0. Poniewaz A CY jest podzbiorem (1+¢)-gestymi A C X
jest podzbiorem 1-gestym, wiec Y, A oraz X sa quasi-izometryczne.

44



Konstrukcja trzecia.
Zmodyfikujemy metryke na X. Niech d'(z,y) = d(x,y)+[d(z,y) > 0]. Przestrzen Y = (X, d’)
jest oczywiscie 1-dyskretna i quasi-izometryczna z X.

Ostatnia konstrukcja jest deterministyczna, wiec d’ ma pewne dobre wlasnosci, np. w przy-
padku grup dziedziczy po d niezmienniczo$¢ na przesuniecia. O

7 drugiej strony dowolna przestrzen X o micdimanX = 0 jest quasi-izometryczna wobec
(bo gesta w) pewnej przestrzeni o micdiman = n lub oco. Wystarczy wzia¢ produkt przestrzeni
X z ograniczona przestrzeniag o odpowiednim wymiarze micdimay (dla n wystarczy wziaé
[0,1]™ a dla oo zadziala [0,1]*° z metryka supremum, zawierajaca [0, 1]™ dla kazdego m).

3.2.3. l-asdim

Zauwazylidmy, ze l-asdimX < asdimanX. Naturalnym pytaniem jest, czy (kiedy?) te nie-
rownoé¢ mozna odwrdécié. Zainteresowal sie nim Dranishnikov, a kontrprzyktad zostat przed-
stawiony w [BDLM]. My zaprezentujemy wlasny kontrprzyktad”, ale najpierw udowodnimy
pewien ogélny fakt, ktory przy okazji pokazuje, jak mozna uzy¢ pojeé wielkiej skali do for-
mutowania twierdzen wielkiej skali.

Uwaga 3.25. Niech l-asdimX = n. asdimanX = l-asdimX wtedy ¢ tylko wtedy, gdy istnieje
R < 00 oraz n-wymiarowa funkcja kontroli dla X, ktora jest liniowa na pewnym R-spojnym
i mieograniczonym podzbiorze S pétprostej RT.

Dowdd. Jesli asdimanX = l-asdimX = n, to istnieje afiniczna n-wymiarowa funkcja wymia-
ru, a zatem istnieje n-wymiarowa funkcja wymiaru liniowa na [1,00) — zbiorze nieograniczo-
nym i spéjnym (zatem R-spéjnym dla dowolnego R > 0).

Gdy za$ mamy n-wymiarowa funkcje kontroli spetniajaca Dxg(r) = cr, gdzie S jest
R-spéjny i nieograniczony, to istnieje funkcja kontroli spelniajaca D/X|[so,oo) (r)y =cr+cR
(gdzie sg € S), a zatem réwniez funkcja kontroli spelniajaca D% (r) = cr + ¢so + ¢R, a wiec
afiniczna. O

Powyzsza uwaga jest wskazowka w konstrukcji kontrprzyktadu dla szacowania asdiman
przez l-asdim.

Problem 3.26 (Pierwszy problem Dranishnikova). Istnieje przestrzii X C N taka, zZe l-asdimX <
asdimanX. Konkretnie mamy: l-asdimX = 0 oraz asdimanX = 1.

Dowdd. Niech X; = {0,1}. Dla n > 2 niech

X, = k - .
U {i mex ()}
Niech X = U X, = {0,1;2;4,6; 12, 18, 24; 48, 72, 96, 120; 240, 360, 480, 600, 720; 1440, . . .}. La-

two widzieé¢, ze dla dowolnego z'** = max,cx, (r) podzial na x]'*-skladowe jest z)'**-

n
ograniczony, zatem istnieje funkcja kontroli taka, ze Dx|xmas (r) = r, gdzie RT D X™Ma? —
{zme® | n € N*}. Jednakze dowolny podzial na r-roztaczne podzbiory laczy r-spéjne skla-
dowe (patrz tez 2.17), a dla dowolnego r > z]'®* podzial na r-skladowe ma $érednice przy-
najmniej (n + 1) - 2" 7z czego wynika, ze nie moze istnie¢ 0-wymiarowa funkcja kontroli,
ktéra na jakiejkolwiek pdlprostej bytaby liniowa, czyli asdimanX > 0. Oczywiscie X C R,

wiec w my$l 3.22 oraz 3.15 mamy 1 = asdimanR > asdimanX > 0. L]

"Przyktad z [BDLM] jest o tyle ciekawszy, ze dotyczy torsyjnej grupy abelowej G z wlasciwa metryka
niezmiennicza na przesuniecia i jest bardzo mocny, poniewaz asdimanG = 0o, natomiast l-asdimG = 0. Nasz
przyktad (i dow6d) jest jednak istotnie prostszy, dotyczy podzbioru liczb naturalnych z naturalng metryka.
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Innym zagadnieniem zwiazanym z l-asdim jest pytanie dualne do poprzedniego: czy moz-
na szacowaé l-asdim przez asdim. Pochodzi od Dranishnikova i tak zostalo sformulowane
w [BDLM]:

Problem 3.27 (Drugi problem Dranishnikova). ZnaleZé przestrzen X o minimalnym asdimX
takq, Ze asdimX < l-asdimX.

Rozwigzanie. Stosowny przyktad omawiamy w 3.32. O
Ponizej prezentujemy rozwiazanie z [BDLM].

Twierdzenie 3.28. Istnieje wlasciwa, niezmiennicza na przesuniecia metryka d na G =
o Ly, taka, Ze 0 = asdimG < l-asdimG.

Dowdd. Niech g, = 1z, bedzie generatorem Z,,. Przypiszmy mu dlugo$é len(g,) = n. Roz-
szerzmy te definicje dlugosci na G: len(g) = min (Y |ky| - len(gn)), gdzie minimum bierzemy
po takich k, € Z, ze g = >k, - gn (przez mnozenie rozumiemy takie mnozenie jak w G
rozumianym jako modul nad Z). Latwo widaé, ze d(g,h) = len(g — h) jest niezmiennicza
na przesuniecia i wlasciwa (dzieki temu, ze dlugosci kolejnych generatoréw rosna) metryka
na G.

Podzial na n-sktadowe sktada sie z przesunie¢ zbioru @Z;; Zy,, a zatem jest jednostajnie
ograniczony, asdimG = 0.

Pokazmy, ze minimalna O-wymiarowa funkcja kontroli Dg dla G nie szacuje si¢ przez
liniowa na zadnym nieograniczonym podzbiorze R™. Zauwazmy, ze w (n + €)-sktadowej zera
znajduje si¢ g;, dla i < n, a wigc réowniez ¢g" = Y 1", {%J - gi- Mamy d(0,¢™) = >"1", [%J 1>
en?, dla pewnego ¢ > 0. Zatem Dg(r) > c([r] — 1)3 = O(r3), wiec Dx nie szacuje sie przez
funkcje liniowa na zadnym nieograniczonym podzbiorze R, l-asdimG > 0. O

Dla porzadku odnotujmy:

Whiosek 3.29. Istnieje przestrzen X spetniajgca asdimX < l-asdimX < asdimanX, a wiec
wobec 3.18 wymiar asdiman oraz l-asdim nie sq zgrubnymi niezmiennikami.

3.2.4. Przyklady

Przestrzenie prezentowane w tym rozdziale sa to mniej wiecej te same przestrzenie, ktére
z punktu widzenia quasi-izometrii i zgrubnych réwnowaznoéci omawialiSmy w rozdziale 1.3
(pomijamy przyklady dotyczace grup, gdzie obliczanie wymiaru jest nietrywialne). Inne cie-
kawe przyktady obliczen wymiaréw mozna znalez¢ w poprzednich podrozdziatach o wymiarze
micdimay oraz l-asdim (obliczenia nie zawsze dotycza jedynie wymiaru z tytulu rozdziatu).

Przyktad 3.30. Dowolne nietrywialne drzewo T ma dimanT = 1.

Dowdd. Uzyjemy dowodu z [BD05] (dowodzi sie tam, ze asdimT < 1, ale rozumowanie stosuje
sie réwniez do dimaNT < 1). Warto zauwazy¢ na poczatek, ze poniewaz [0,1] C T, wiec
1 = dim[0, 1] < micdiman][0, 1] < micdimanT. Ponadto jesli T' jest nieograniczone to jako
przestrzen spdjna ma 0 < asdim7’ < asdimanT'.

Ustalmy pewien wierzcholek v € T'. Ustalmy r i poszukajmy Dr(r). Podzielmy drzewo

na pierscienie o $rodku w v: Ay, = {ZL‘ eT|d(z,v) € [kr, (k+1)r) } Dzielac pierscienie na dwie
rodziny dla parzystych i nieparzystych k odpowiednio dostajemy dwie r-roztaczne rodziny
U, U] pokrywajace T'. Rozmiary pierscieni moga by¢ jednak nieograniczone, w szczegdlnosci
nie szacowaé sie liniowo przez r.
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Ustalmy & > 0 (diamA( < 2r) i dokonajmy podzialu Ay na r-rozlaczne podzbiory. Okresl-
my relacje rownowaznosci: x ~ y, jesli geodezyjne taczace x z v oraz y z v zawieraja ten sam
punkt z bedacy w odlegtosci (k — %)7‘ od v. Rodzina klas réwnowaznosci tej relacji jest r-
roztaczna i 3r-ograniczona.

Dzielac Ai (k > 0) w U] na klasy réwnowaznoséc jw. dostajemy dwie r-rozlaczne i 3r-
ograniczone rodziny Uy, U; pokrywajace T. Mamy wiec Dp(r) = 3r. O

Powyzszy przyklad jest o tyle ciekawy, ze np. drzewa o stalym rozgalezieniu T,, (n > 3)
dalece nie zanurzajg si¢ w zadnym R™. T,, w kuli domknietej wokét korzenia o promieniu k

zawiera 1 —|—n(1 +(n—1)4...4(n— l)kfl) =1+ n(T;L:lgk > (n— 1)]C wierzchotkéw (wyktad-
niczo duzo), tymczasem dowolny podzbiér R™ o érednicy 2k ma objetosé rzedu co najwyzej
k™ (wielomianowa), a zatem nie moze zawiera¢ 1-dyskretnego podzbioru wykladniczej mocy.
Widaé wiec, ze przestrzenie o malym wymiarze moga nie zanurzaé¢ si¢ w — wydawatoby sie
kanonicznych — przestrzeniach o duzym wymiarze. Pokazuje to, ze pojecia objetosci (rozu-
mianej wg naszej definicji lub jako moc kuli w przestrzeni 1-dyskretnej, np. Z™, przestrzeni

wierzchotkéw drzewa lub grupie z metryka dtugoéci stowa) oraz wymiaru sa do$é odlegte®.

Przyktad 3.31. Przestrzen A(a;) = {>.i—; a; | n € N} dla dodatniego ciggu (a;) rozbieznego
do nieskoriczono$ci ma wymiar asymptotyczny zero. Gdy (a;) = i* (o > 0) jest ciggiem
0 wzro$cie wielomianowym, to wymiar asdiman oraz l-asdim wynosi 1, gdy ciggiem o wzroscie
wyktadnoczym (a;) = B° (B > 1), to l-asdima < asdimana = 0. Jako przestrzenie aj-
dyskretne, majg micdimanya = 0, zatem diman = asdimay.

Dowdd. do asdima = 0, wystarczy nam by podzial na r-sktadowe byl jednostajnie ograni-
czony. Oczywiscie jest, bo a, — oo.

Ciagi o wzroscie wielomianowym %, a > 0. Do pokazania l-asdima = 1 = asdimanA4,
wystarczy pokazaé l-asdima > 0, bo oczywiscie l-asdima < asdimana < asdimanR = 1.
Najmniejsza mozliwa 0-wymiarowa funkcja kontroli (pochodzaca od podziatu na r-sktadowe)
wyraza si¢ wzorem:

1

ras X
Dx(r)= Y *=0(([¥r-1)"") =er'*s),
=1

a zatem nie jest co najwyzej liniowa na zadnym nieograniczonym podzbiorze RT.
Ciagi o wzroécie wyktadniczym (a;) = 3%, 3 > 1. Aby otrzymaé asdiman A = 0, wystarczy
oszacowal Dy przez funkcje liniowa od pewnego miejsca.

[logz r]—1

Dx(r)= Y g =0l =6 =)
i=1

O]

Whniosek 3.32. Przestrzen A(ay,) dla a, =n® (a > 0) ma wymiar 1 = l-asdim > asdim = 0,
tym samym stanowi rozwigzanie drugiego problemu Dranishnikova 3.27.

Przyktad 3.33. Wymiar asymptotyczny asdim wykresu dowolnego wielomianu, funkcji po-
staci |z|™, oraz funkcji postaci sgn(x)|z|™ (m € RT) wynosi 1.

8Chociaz wniosek 2.22 pokazuje pewng (luzng) zaleznosé.
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Dowdd. w przyktadach 1.42 i 1.46 pokazujemy quasi-izometrie miedzy wykresem funkcji po-
staci sgn(z)|z|™ dla m € RT lub wielomianu nieparzystego stopnia a prosta oraz zgrubna
réwnowazno$¢ miedzy wykresem funkcji postaci |z|™ dla m € RT a prosta. Wystarczy wiec
wiedzieé, ze asdimR = 1, a to zostalo pokazane w 3.22°. 0

Przyktad 3.34. Wymiary asdimpy,l-asdim wykreséw wielomiandw, funkcji postaci |z|™,
oraz funkcji postaci sgn(zx)|x|™ (m € RT) sq réwne 1.

Dowdd. Wobec (1) 1.42 oraz (2) 1.46 mamy (1) quasi-izometri¢ z prosta wykreséw wielo-
mianéw nieparzystego stopnia i funkcji sgn(z)|z|™ dla m € Rt oraz (2) wykreséw funkcji
|z|™ dla m < 1, mozemy wiec powolaé sie na 3.22: l-asdimR = asdimanyR = 1. Pozostalo
wykazaé twierdzenie w przypadku |z|™ dla m > 1 i wielomianéw parzystego stopnia. Wykres
wielomianu parzystego stopnia n wobec 1.43 jest quasi-izometryczny z wykresem wielomianu
2", czyli wykresem |z|™ dla m = n.

Oczywiscie asdimay, l-asdim > 0, poniewaz wykres ciaglej funkcji rzeczywistej jest spdjna
nieograniczong przestrzenia. Wystarczy zatem pokazaé, asdimay < 1. Ustalmy r € RT.
Podzielmy wykres funkcji f(x) = |z|™ Graph(f) na poziome ,plastry”:

P = {(z,y) € Graph(f) | y € [kr,(k+ 1)r)} Vien

Kazdy plaster Py rozpada sie¢ na czesci P, PkJr , gdzie ¢ < 0 oraz x > 0 odpowiednio.

Zauwazmy, ze $rednica kazdego P,:r /~ nie przekracza r + (1 + r), (wysoko$é + szeroko$¢,
korzystamy z tego, ze poza [—1,1] pochodna ma modul przynajmniej niz 1, wiec szerokos$é
szacuje sie przez wysokos$é). Dzielac zbiory Py na dwie rodziny dla parzystych i nieparzystych
k odpowiednio, dostajemy dwie r-roztaczne rodziny pokywajace Graph(f). Zbiory Py nie sa
jednak jednostajnie ograniczone, poniewaz sktadaja sie z odlegtych zbioréw P,j i P, — jesli
wiec dist(P,j ,P,) > r, to zamiast zbioru P, bierzemy obie jego cze$ci. W ten sposob $rednica
zbioréw szacuje si¢ przez dist(P;, P, ) +sup diam(P,j/_) <3r+1, czyli Dx(r) = 3r+1 jest
afiniczng funkcja kontroli. O

Przyktad 3.35. Wymiar micdiman wykresu wielomianu lub funkcji |x|™, lub funkcji sgn(z)|x|™
(m € RT) wynosi 1.

Dowdd. dla wielomianow stopnia -1, 0 i 1 twierdzenie jest trywialne.

Rozaptrzmy najpierw przypadek m > 1 (i wielomianéw przynajmniej kwadratowych).
Funkcja taka jest Lipschitzowska na dowolnym zwartym podzbiorze, a jej pochodna jest mo-
notoniczna na pétprostej dodatniej i uyjemnej (po usunieciu pewnego zwartego otoczenia zera).
Mozemy wiec wybraé¢ takie M > 0, ze |f'(z)| > 1 dla |z| > M. Niech 0 < r < M. Wéwczas
istnieje pewien przedzial [— K, K| zawarty w [—2M,2M] i zawierajacy [M, M], ktérego diu-
gos¢ jest nieparzysta wielokrotnoscia r. Podzielmy przedzial [— K, K| na rodzine U’ kolejnych
przedzialéw [-K, —K +r],[-K +r,—K +2r|,...,[K —r, K|. Rodzine U’ mozna w oczywisty
spos6b podzielié na dwie r-roztaczne podrodziny U, US (niech U] zawiera nieparzyscie wiele
przedzialéw). Na [—2M,2M] O [— K, K] funkcja f jest Lipschitzowska z pewna stala L, wiec
fragment wykresu odpowiadajacy przedziatowi [-K + kr, —K + (k + 1)r] ma $rednice ogra-
niczong przez (1 + L)r. Rodzinom U] odpowiadaja wiec r-rozlaczne i (1 + L)r-ograniczone

W ogélnoéci w 3.22 odwotywaliémy sie klasycznej teorii wymiaru, zeby udowodnié, ze asdimR™ > n, jednak
w przypadku n = 1 wystarczy zauwazy¢, ze R jest sp6jna i nieograniczona przestrzenia, wiec jej wymiar jest
wigkszy niz 0.
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rodziny V] podzbioréw Graph(f). Jesli wiec V! uzupelnimy o fragmenty wykresu o wysokosci
r (n € N) (ich rzuty na o$ OX sa przedziatami domknigtymi):

Pl ={(z,y) € Graph(f) | x >0, y— f(K + 1) € [nr,(n+ 1)r]}
P ={(z,y) € Graph(f) |z <0, y— f(=K —r) € [nr,(n+ 1)r]},

/

rodziny Vi, Vs beda r-roztaczne i max((1 + L)r, 2r)-ograniczone (rzuty zbioréw P,j /= na OY
maja $rednice r a na OX maja $rednice co najwyzej r, poniewaz modul pochodnej | f’| wynosi
tam przynajmniej 1). Dx (7)j0,a)(r) = (2 + L)r.

Przypadek m < 1 dowodzimy analogicznie: tym razem poza pewnym ograniczonym prze-
dziatem wykres dzielimy ,poziomo” (poniewaz pochodna dazy do zera, wiec rzuty na OY
szacuja sie przez rzuty na OX). Wewnarz przedzialu ograniczonego dzielimy ,pionowo”
i dla funkcji |z|™ (dla sgn(x)|z|™ jest to zbedne) stosujemy trick z poprzedniego przykla-
du: jesli dwie czesci ,,plastra” sa od siebie odlegle o wiecej niz r to dzielimy ,plaster” na dwie
czedci, w przeciwnym przypadku jego $rednica szacuje sie przez r+$érednica czedci. O

gdzie do V; dodajemy P dla nieparzystych n i do V, dla parzystych n; to otrzymane

3.3. Hiperbolicznos$¢ metryki z zachowaniem liniowej kontroli

W tym rozdziale, uzywajac pomyshu z [BDLM2] i lematu 2.26, pokazemy, jak dla metryki d
znalezé zgrubnie i homeomorficznie réwnowazng metryke d’ = co d, ktéra jest hiperboliczna.
Jako wniosek dostajemy wzmocnione twierdzenie 3.18, gdzie metryka d’ jest hiperboliczna.

Definicja 3.36. Niech x,y,p € X. Produktem Gromova x,y wzgledem p nazywamy liczbe

($|y)p _ d(w,p) + d(yép) — d(xvy)

Definicja 3.37. Przestrzen (X, d) lub metryke d na X nazywamy hiperboliczng, gdy istnieje
liczba 0 < 00, ze dla dowolnych z,y,z,p € X spelniona jest nieréwno$é:

(z]2)p = min((z|y)p, (y|2)p) — 6
(dla kazdego tréjkata najmniejszy produkt szacugje sie przez Sredni minus ¢ ).

Twierdzenie 3.38. Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Wowczas, dla c(x) = logy(1+
x) i metryki d = cod, przestrzen Y = (X,d') jest zgrubnie i homeomorficznie réwnowaz-
ng przestrzeniq hiperboliczng. Ponadto, jesli wyjsciowa przestrzenn ma micdimanX = n lub
asdimanX = n, to Y rowniez.

Dowdd. Zgrubna rownowaznosé¢ wynika natychmiast z 2.26, homeomorfizm z tego, ze ¢ oraz
¢! sa ciagle w zerze.
Wykazmy punkty dotyczace micdimay i asdiman. Jesli Dx(A) < CA+ A, to

Dy (log(1 + ) <log(1+ CX+ A) < log(max(C, A+ 1) - (14 X)) < A +log(1 + \),

a zatem Dy (\) < A+ A'. Jedli za§ na pewnym przedziale [0,a] mamy Dxjq(A) < CA,
to na przedziale [0, c(a)] bedzie: Dy g @) (c(N)) < ¢(CA) < C-¢()), poniewaz c jest wklesta
ic(0)=0.

Pozostalo wykazaé hiperbolicznosé. Uzyjemy pomystu z [BDLM2]. Dowolna tréjke punk-
tow nazwiemy wierzchotkami tréjkata, a odleglo$ci miedzy nimi — bokami tréjkata. Roz-
patrzmy dowolny tréjkat i oznaczmy jego boki jako a > b > c¢. Niech a = logy(1 + A),
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b = logy(1 + B), ¢ = logy(1 + C) (A = ¢ 1(a)) Zauwazmy, najdtuzszy bok tréjkata jest
o co najwyzej jeden dluzszy od éredniego (*):

a =logy(1+ A) <logy(1+ B+ C) <logy (2(1+ B)) <1+ logy(1+ B) = 1+5.

Ustalmy z,y,z,p € Y i pokazmy, ze (z|2), = min((z|y)p, (y|2)p) — 3.

Przypadek 1: wszystkie liczby d'(z, p), d'(y, p), d'(z, p) sa odlegle o nie wiecej niz 1 od pew-
nej liczby ¢ (tzn. max —min < 2). Jesdli d(x, z) nie jest najdluzszym bokiem tréjkata xyz,
to bez straty ogélnosci zalézmy d(x,z) < d(x,y); gdy jest najdluzszym, to wobec (*) bez
straty ogélnosci d(z, z) < d(z,y) + 1. Mozemy wiec szacowac:

-1+ @t—-1)—(d(z,y)+1) (t+1)+(t+1)—d(x,y)

> - —25> - 3.
(el2) . 5 25> (aly) - 3

Przypadek 2: takie ¢ nie istnieje. Nadajmy z,y,z nazwy u,v,w tak, aby d'(u,p) <
d'(v,p) < d'(w,p) i niech te odleglosci beda oznaczone s,m,l (small, medium, large) od-
powiednio. max — min > 2 oznacza zatem s <[ — 2.

Podprzypadek a: m < [ — 1. Stosujac (*) dla tréjkata pvw dostajemy, ze d(v,w) jest rézni
sie 0 co najwyzej 1 od I. Zatem 2(vjw) = m + 1 — d'(v,w) rézni sie¢ od m o co najwyzej 1.
Poniewaz s < m < l—1, wiec d’'(u, w) rdzni sie od | o co najwyzej 1, a wiec 2(u|w) jest rézni sie
od s o co najwyzej 1. Poniewaz d’'(u,v) < m+1, mamy 2(u|v) > s+m—(m+1) = s—1. Jedyna
hipotetycznie zla sytuacja jest wtedy, gdy (u|w) jest najkrétszym produktem i s < m — 4.
Woéwecezas jednak d'(u,v) >m—1is+1=s+m—(m—1) > 2(ulv) > s—1, wiec (u|w) rézni
sie od (u|v) o co najwyzej 1.

Podprzypadek b: m > 1 — 1, czyli s < m — 1. d'(u,v) rézni si¢ o co najwyzej 1 od m, wiec
2(ulv) = s+m—d'(u,v) rézni sie o co najwyzej 1 od s. Podobnie d'(u, w) rézni o co najwyzej
1 od I, wiec 2(u|w) rézni sie o co najwyzej 1 od s. Poniewaz d'(v,w) < | + 1, dostajemy:
2wlw) 2 m+1—(l+1) =m—12> s—11inajmniejszy produkt rézni sie od $redniego
o co najwyzej 1. [

Whniosek 3.39. w twierdzeniu 3.18 mozna zZgdaé, by metryka d' byla hiperboliczna.
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Rozdziatl 4

Uniwersalne twierdzenia teorii
wymiaru

W tym rozdziale przedstawiamy ogoélne konstrukcje, ktére pozwalaja dowodzié¢ twierdzenia
dotyczace réznych wariantéw pojecia wymiaru: asdim, asdimay, diman oraz micdimay.

4.1. Twierdzenie logarytmiczne o wymiarze produktu

W tej czesci udowodnimy zapowiedziane wczesniej twierdzenie, ktére pozwala szacowaé wy-
miar (asdim, asdimay;, diman, micdiman — oprécz l-asdim) produktu A x B przez sume wy-
miaréw przestrzeni A, B.

Naturalnym pytaniem pojawiajacym sie w tym kontekscie jest pytanie o to, czy lub pod
jakimi warunkami wymiar produktu jest dokladnie réwny sumie wymiaréw. Otéz, w [DSm6]
udowodniono, ze dla kozwartej!, spéjnej i wlasciwej przestrzeni metrycznej X zachodzi réw-
noéé: asdimanyX x R = asdimanX + 1 (twierdzenie typu Mority)2. Z drugiej strony znane
s kontrprzyklady dla wymiaru asdim ([BuLe]). Jednym z nich jest skonstruowana w [Dr06]
przestrzen X o asdimX = 2 taka, ze asdimX x R = 2.3 Uzywajac twierdzenia 3.18 za darmo
dostajemy analogiczny kontrprzyktad dla wymiaru asdimay:

Przyklad 4.1. Istniejg przestrzenie Y, R spelniajace® asdimanY = 2, asdimanR > 1 takie,
Ze asdimanY x R = 2.

Dowdd. Bierzemy wyzej wspomniana przestrzen X z [Dr06]. Bez straty ogdlnosci ustalmy
na X x R metryke d poprzez formute d((z,7), (z',7')) = max(d* (z, '), d%(r,r")). Stosujemy
twierdzenie 3.18 dla przestrzeni X x R, dostajac metryke d' = c o d, w ktérej przestrzen
ma wymiar asdimay réwny 2. Metryke d’ mozna w naturalny sposéb obcigaé¢ do X i do R
— dostajemy w ten sposéb przestrzenie Y, R zgrubnie réwnowazne wyjsciowym. Mamy wiec
asdimany R > asdimR = asdimR = 1 oraz asdimanY > asdimY = asdimX = 2. Z inklugzji
Y CY x R wnioskujemy asdimanY < 2, co konczy dowdd. O

!Przestrzen metryczna X jest kozwarta, gdy istnieje jej zwarty podzbiér taki, ze suma jego obrazéw przy
izometriach X jest caly przestrzenia X.

W [BDO07] stwierdzono (bez dowodu), ze dla diman wystarczy zalozyé kozwartogé X.

3Jest to wiec kontrprzyktad nie tylko dla réwnosci w twierdzeniu logarytmicznym, ale takze dla twierdzenia
typu Mority. Twierdzenia typu Mority méwia o rownosci, gdy jednym z czynnikéw produktu jest prosta R.

AW istocie asdimanR = 1: wystarczy zauwazy¢, ze asdimanR = 1 oraz ze afiniczna funkcja kontroli
dla (R, d®) jest funkcja kontroli dla (R, d'™). W ogélnosci zmieniajac metryke na produkcie w celu uzyskania
réwnoéci asdim = asdiman, mozna zazadaé, by rownosé taka zachodzita réwniez dla czynnikéw produktu.
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Twierdzenie o wymiarze produktu i poprzedzajace go lemat oraz definicja pochodza
z [BDLM].

Definicja 4.2. Niech k > n+ 1 > 0. (n, k)-wymiarowq funkcje wymiaru dla X nazywamy
dowolng funkcje Dx : RT — [0,00| takq, Ze dla kazdego r € R istnieje k rodzin U; (i €
{1,...,k}), ktore sq r-rozlgczne, Dx(r) ograniczone oraz dowolny element x € X nalezy
do przynajmniej k — n zbiorow \JU;. Ostatni warunek jest réwnowazny temu, Ze dowolny
(n+ 1) elementowy podzbior {U;} pokrywa X.

W szczegblnosei (n, n+ 1)-wymiarowa funkcja kontroli to po prostu n-wymiarowa funkcja
kontroli.

Lemat 4.3. Niech D?{H bedzie n-wymiarowq funkcjq kontroli dla X. Zdefiniujemy induk-
cyjnie cigg funkcji (DY )isni1 wzorem DY) = D% (3r) + 2r. Wéwczas D% jest (n,k)-
wymiarowq funkcjg kontroli dla X (k> n+1).

Dowdéd. Dowodzimy przez indukcje po k, baza indukcji jest trywialna.

Niech (U;)1<i <k beda 3r-roztaczne i [D% (3r)]-ograniczone i dowolny punkt = € X nalezy
do przynajmniej k — n z nich. Niech U] = {N,(U;) | U; € U;} bedzie zbiorem r-otoczek
zbioréw z U;. Otrzymane rodziny U! sa r-roztaczne i [D% (3r) + 2r]-ograniczone. Pozostato
skonstruowaé¢ dodatkowa rodzine. Niech zatem:

U ={ N U\ U 4

seS k>t ¢S

SC{l,....k}, S| =k—n, Us €Us}.

Zauwazmy, ze dowolny zbiér U | € Uy, jest zawarty w pewnym zbiorze U; € U;, w szcze-
gélnodci jest [D% (3r)]-ograniczony. Potrzeba wykazaé r-roztacznoéé U}, 1

Rozpatrzmy A = NyegUs \ Uigs Ui oraz B = Nyer Up \ Uigr Ui (Us € Us, Up € Uy).
Jedli S =T, to A, B sa trywialnie 3r-roztaczne. W przeciwnym przypadku zatézmy istnienie
elementéw a € A,b € B takich, ze d(a,b) < r. Wezmy dowolne s € S\ T i zauwazmy,
ze a € U, a zatem b € N,.(Us) = UL C U, sprzecznosé.

Pozostato wykazaé, ze dla dowolnego wyboru n 4+ 1 elementowego zbioru indekséw J C
{1,...,k + 1} rodzina U; = U;e,U; pokrywa X. Klopot jest jedynie w przypadku, gdy
k+1 € J ipewien x nie nalezy do zadnego zbioru UL{]’, gdzie k+1 # j € J. Wtedy jednak x
musi naleze¢ do wszystkich zbioréw JU; (i ¢ J), a zatem nalezy do pewnego A € U, 41 U

Twierdzenie 4.4 (o wymiarze produktu). Niech D oznacza asdim, asdimpay, diman lub
micdimayn. Wowczas

D(X xY) < D(X) + D(Y).

Dowdd. Niech D(X)=m, D(Y) =n oraz k = m +n+ 1. Wybierzmy m- oraz n-wymiarowe
funkcje kontroli dla X oraz Y odpowiedniego typu®. Z lematu mamy (m, k)- i (n, k)-wymiarowe
funkcje wymiaru tego samego typu. Mamy wiec takze odpowiednie rodziny U; C 2% i V; C 2V
(i < k) r-rozlaczne i Dx(r)- i Dy (r)-ograniczone, ktorych krotnosci w kazdym punkcie to
przynajmniej k—m i k—n odpowiednio. Niech UV; = {U; xV; | U; € U;, V; € V;}. Rozpatrzmy
dowolny punkt (z,y) € X x Y. Poniewaz x znajduje si¢ w przynajmniej k —m = n + 1 zbio-
rach JU; a y w przynajmniej m+ 1 zbiorach | JU;, wiec istnieje taki indeks j, ze (x,y) € UV;.
Rodziny UV; sa r-roztaczne i [D(X)(r) + Dy (r)]-ograniczone. O

50dpowiedniego wzgledem znaczenia D, a wiec rzeczywiste dla asdim, afiniczne dla asdimay itd.
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4.2. Twierdzenia typu Hurewicza

Twierdzenia prezentowane w tym rozdziale pochodza z [BDLM], cho¢ w definicjach (a zatem
i dowodach) mozna znalezé subtelne réznice. Oczywiscie nie oznacza to, ze wszystkie te
twierdzenia pochodza od Autoréw [BDLM], cze$¢ z nich byla znana wczesdniej.

4.2.1. Jeden lemat i kilka ciekawych wnioskéw
Zacznijmy od uogdlnienia pojeé¢ r-tancucha, r-ograniczonosci i r-spdjnosci.

Definicja 4.5. Niech X,Y - przestrzenie metryczne, f: X —-Y, ACX, rx,ry > 0.
Zbior A jest (rx,ry)-ograniczony, gdy dla dowolnych x,2’' € A mamy d¥(z,2') < rx
oraz d¥ (f(z), f(z') < ry.
Dwa punkty z,x' € X sq (rx,ry)-bliskie, gdy dX(z,2") < rx oraz d¥ (f(x), f(z)) < ry.
(rx,ry)-taricuchem w A nazwiemy cigg punktéw xo, ..., Ty, z ktorych kazde dwa kolejne
sq (rx,ry)-bliskie.
Zbior A jest (rx,ry)-spdjny, gdy dowolne punkty z A mozna polaczyé (rx,ry)-ltaricuchem.
(rx,ry)-skladowq zbioru A nazwiemy dowolny maksymalny (rx,ry)-spdjny podzbidr A.

Latwo widzimy:

Uwaga 4.6. Niech f: X — Y i niech Cy bedzie funkcjq kontroli dla f. Woéwczas r-sktadowe
X sq rowne jego (r,limg_,,.— C¢(s))-sktadowym.

Uwaga 4.7. Niech f : X — Y, A C X, B C Y. Jesli rx-skladowe zbioru A sq Rx-
ograniczone, a ry-skladowe zbioru B sq Ry-ograniczone, to (rx,ry)-sktadowe zbioru A U
f~Y(B) sq¢ (Rx, Ry)-ograniczone.

Dowodu wymaga jednak:

Lemat 4.8. Niech f : X — Y i niech A, B bedq podzbiorami X. Zaléimy, Ze (ri,rid)-
sktadowe zbioru A sq (R4, R{)-ograniczone oraz (r¥,rE)-sktadowe zbioru B sq (RE, RE)-
ograniczone. Jesli R + 2r% < r4 oraz RE + 278 < v, to (r§,r8)-skladowe AU B sq
(2RE + 2r% + R4, 2RE + 2r8 + R{)-ograniczone, w szczegolnosci (RE + 2rs, R + 2ri)-

ograniczone.

Dowéd. Niech z = xp,...x, = 2’ bedzie (rf, rf)-taficuchem w a U B. Pokazemy, ze punkty

z,2' sa (2RE + 2r% + R, 2RE + 2r8 + R{)-bliskie.

Zauwazmy, ze jesli dla pewnych indeksow ¢ + 1 < j wszystkie xx dla ¢ < k < j naleza
do B, to z;41 i wj—1 sa w jednej (r¥,r¥)-skladowej B a wiec d* (v;41,7j11) < RE oraz
d" (f(zir1), f(zj41)) < R

Jedli wiec x;,x; € A, i +1 < j i wszystkie x dla ¢ < £ < j nalezag do B, to mamy
szacowanie: dX (z;, 7)) < d¥ (zi, xiy1) + dX (viv1, xj-1) +dX (vjo1,25) < TR+ RE+78 <rg.
Tak samo dostajemy szacowanie d¥ (f(z;), f(z;)) < {}. Analogiczne szacowania dla i + 1 = j
sa oczywiste. Zatem wszystkie x; € A naleza do tej samej skladowej (rf},ré)—skladowej
zbioru A.

Niech x4, z; beda odpowiednio pierwszym i ostatnim punktem lancucha nalezacym do A.

dX(z,2") < d¥(xo, x5 1)+ d¥(2s_1,xs) + d¥ (zs, 2¢) + d¥ (2, 2051) + dx (Tp41, Tn) <
< RE+r8 +RY +78 + RE =2RE + 28 + RS

Analogicznie dostajemy oszacowanie d¥ (f(x), f(2')) < 2RE + 2r8 + R{. O
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7 powyzszego lematu wynikajg dwa wnioski:

Whiosek 4.9. Niech f: X — Y oraz B; C X, gdzie 1 < i < n. Niech dla kaZdego i (ré, 7% )-
sktadowe B; bedq (R, Ry)-ograniczone. Jesli dla kazdego i < n Ry + 2r'ft < rl oraz

R 4208 <l to (1%, 1)) -skladowe ) By sa (RY + 2k, Ry + 2rl.)-ograniczone.

Dowdd. Przez |a|-skladowa lub |a|-ograniczenie rozumieé¢ bedziemy (ax,ay)-sktadowa lub
(ax, ay)-ograniczenie. Analogicznie |a + b| rozumieé¢ bedziemy jako (ax + bx,ay + by) itd.

7 poprzedniego lematu dostajemy, ze |r?|-sktadowe By U By sa|2R? +2r2 + R!|-ograniczone
i dalej indukcyjnie |r"|-sktadowe |J B; sa |R! + 31 5 2( R + 7%)|-ograniczone. Ostatecznie:

R'D> 2R 40" < R'42R 477+ +2R" +r" ) 4 2R+ 2r") <

=2
< RUGF2RP+r%) 4+ 2R T 2t =
= R' 2R+ + . 2R 4" 4 2R + 2007
< SRR+ 4+2r% = RN+ 2(R* 4 2r%) < R + 201
gdzie R',r® oznaczaja R, r% lub Ri 1t O

Whniosek 4.10. Niech dx bedzie funkcjq wymiaru dla X. Jesli dla dowolnego r > 0 istnieje
podzbior X, C X taki, Ze asdimX, < n oraz dx\x,(r) < n, to asdimX < n.

Dowdd. Niech r bedzie dane, skonstruujemy n + 1 rodzin, ktérych r-sktadowe sa jednostaj-
nie ograniczone. Podzielmy X \ X, na zbiory 4; (0 < ¢ < n), ktérych r-skladowe sa R-
ograniczone. Podzielmy X, na zbiory Bj;, ktérych (R + 2r)-skladowe sa ograniczone przez
pewne M. Z lematu 4.8 r-skladowe A; U B; sa (M + 2(R + 2r))-ograniczone. O

Ponizsza uwaga ma nieco sztuczne sformutowanie, podobnie jak kilka kolejnych, ale pro-
wadza one do eleganckiego wniosku: uwagi 4.18.

Uwaga 4.11. Niech oznaczenia bedq jak w powyzszym wniosku. Jesli istnieje jedna n-wymiarowa
funkcja kontroli D1 dla wszystkich X, to dla dowolnego r < oo przestrzenn X mozna podzielic

nan+1 zbioréw, ktérych r-sktadowe sq (D1 + 2IdR)(D§(X\XT’T)}(r) + 2r)-ograniczone. Funk-
cja Dé(A’"’T)} zdefintowana jest nastepujgcym warunkiem: dla dowolnego 1y istnieje podzial
zbioru Ay, na n+ 1 zbiorow, ktorych ro-skladowe sg D;i(AT’r)}(ro)—ogmniczone.

7 powyzszego wniosku dostajemy zas dwa kolejne, najpierw jednak wprowadzmy jedng
definicje.

Definicja 4.12. Niech {Xs} bedzie rodzing podzbioréw przestrzeni metrycznej. Powiemy,
ze asdimX, < n jednostajnie, jezeli istnieje jedna funkcja D : RT — RT, ktéra jest m-
wymiarowq funkcjg kontroli dla kazdego Xs.

Whiosek 4.13. Niech X = J,cg Xs oraz asdim Xy < n jednostajnie. Jesli dla kazdego r < oo
istnieje podzbior X, C X taki, ze asdimX, < n oraz rodzina {Xs \ X,} jest r-rozlgczna,
to asdimX < n.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze z r-rozlacznosci { X \ X} wynika, ze
dX\XT(r) < sup dXS\XT(’I“) <n
seS

i zastosowaé 4.10. O
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Uwaga 4.14 (wniosek dla innych definicji wymiaru). Jesli przy oznaczeniach 4.13 oraz 4.11

X\ Xr, . . . .
funkcje Dy i Dé{(Us o\Xror)} sq liniowe / afiniczne / liniowe na pewnym otoczeniu zera,

to odpowiednio: dimpanX < n /asdimanX < n / micdimanX < n.

Whniosek 4.15. Niech G bedzie grupg z metrykq lewo-niezmienniczg, a G, bedzie podgrupg
generowang przez B(1g,r). Jesli dla kazdego r < oo asdimG, < n, to asdimG < n.

Dowdd. Wybierzmy reprezentantéw gs warstw w przestrzeni ilorazowej G/G,. Zauwazmy,
ze Yr = Ujg,1£14) 9s - Gr Jest r-rozlaczng suma zbioréw izometrycznych z G, a wige dy, (r) =
dg, (r) < asdimG, < n. Poniewaz G, = G \ Y;, z wniosku 4.10 dostajemy teze. O

Uwaga 4.16 (wniosek dla innych definicji wymiaru). Jesli przy oznaczeniach 4.15 oraz 4.11
funkcje Dy 1 Dé(y"r)} sq liniowe / afiniczne / liniowe na pewnym otoczeniu zera, to odpo-
wiednio: dimanG < n / asdimanG < n / micdimanG < n.

7 powyzszego wniosku mamy natychmiast inny wniosek a z powyzszej uwagi inng uwage:

Whniosek 4.17. Jesli G jest grupg z wiasciwg lewo-niezmienniczg metrykg, to asdimG =
supy (asdimH), gdzie H sq skoriczenie generowanymi podgrupami G.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé <. Poniewaz metryka jest wlasciwa,
czyli B(1¢g,r) jest zbiorem skohczonym, wiec w powyzszym wniosku grupy G, sa skonczenie
generowane. O

Uwaga 4.18 (wniosek dla innych definicji wymiaru). dla grupy G z wlasciwg i lewo-niezmienniczq
metrykg nastepujgce warunki sq rownowazne:

a) asdimG < n / asdimpanG < n,

b) asdimH < n / asdimanH < n jednostajnie dla wszystkich skoriczenie generowanych
podgrup H < G, czyli istnieje funkcja D odpowiedniego typu, ktora jest n-wymiarowq
funkcjg kontroli dla wszystkich H.

Dowdd. Implikacja = jest oczywista.

Implikacja <= wynika z 4.16. Wprost z zalozen wynika, ze za D; mozna przyjaé D.
Dzigki temu, ze Y, jest r-roztaczna suma zbioréw izometrycznych z G, to réwniez za Dy
mozna przyjaé¢ D. O

W powyzszej uwadze nie uwzgledniono micdimay, dimay, poniewaz mamy do czynienia
z przestrzenig dyskretna.
Przydatna bedzie takze nastepujaca obserwacja:

Lemat 4.19. Niech A bedzie podzbiorem X, m > 0, R > 0. Jesli Dy jest m-wymiarowq
funkcjg kontroli dla A, to Dp(x) = Da(x + 2R) + 2R jest m-wymiarowq funkcjg kontroli
dla ,domknietego” R-otoczenia B = N g(A) = U,ea B(a, R) zbioru A.

Dowdd. Niech r > 0. Przedstawiamy A jako " A;, gdzie (r + 2R)-skladowe Al zbioréw A;
sa Da(r + 2R)-ograniczone. Niech B; = Npg(4;) beda podzielone na B! = Ng(Al). Latwo
widzimy, ze B! dla ustalonego i i réznych t sa r-rozlaczne oraz D 4(z + 2R) + 2R ograniczone
oraz ze B; pokrywaja B. O
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4.2.2. Twierdzenia typu Hurewicza dla asdim, asdimayn, dimay 1 micdimay,
wymiar funkcji

Twierdzenia typu Hurewicza moéwia, ze pod pewnymi warunkami, gdy f: X — Y, to
D(X) < D(Y) + D(f),

gdzie D jest pewng funkcjag wymiaru. Oczywiscie nie jest jasne, co rozumiemy przez wymiar
funkcji. W klasycznym twierdzeniu Hurewicza (dla dim) jest to supremum wymiaréw prze-
ciwobrazéw punktu. W [BDLM] prowadzona jest dyskusja nad tym jak rozsadnie zdefiniowaé
wymiar funkcji w przypadku zgrubnym. Ponizszy przyktad pokazuje, ze nie wystarczy wziaé
supremum wymiaréw przeciwobrazéw zbioréw ograniczonych, nawet gdy od f zazadamy,
by byta lipschitzowska. Autorzy proponuja zamiast tego nastepujaca definicje:

Definicja 4.20. Niech f : X — Y. Wymiarem asymptotycznym funkcji f nazywamy warto$é
asdimf réowng supremum wymiaréow asymptotycznych przeciwobrazow zbiorow B C'Y takich,
ze asdimB = 0

W Swietle twierdzenia typu Hurewicza dla asdim okaze sie, ze ta elegancka definicja jest
réwnowazna starszej definicji, ktora za wymiar funkcji przyjmowala najmniejsza taka war-
tos¢ n, ze przeciwobrazy zbioréw M-ograniczonych mialy wymiar nieprzekraczajacy n jedno-
stajnie (dla dowolnego M).

Warto odnotowaé, ze znana przed [BDLM] wersja twierdzenia Hurewicza dla wymiaru
asymptotycznego byla istotnie stabsza: wymagata, by X byla geodezyjna, a f lipschitzowskaS.

Przyktad 4.21. Istnieje lipschitzowska funkcja f : X — Y taka, Ze:

asdimy 2 0 2 sup{asdimf~1(B) | B C Yjest ograniczony},
ale asdimX > 0.

Dowéd. Niech Y skada si¢ z punktéw postaci (27,0) € R?, a X z pionowych odcinkéw dtugo-
Sci n zaczynajacych sie w punktach (2",0). Za f przyjmujemy rzut na Y. Oczywiscie mamy

asdimY 2) 0. f~Y(B) jest zawsze zbiorem ograniczonym, jeéli tylko B jest ograniczony, a za-
tem mamy tez rownoéé b). Jednakze dla dowolnego r > 0 nie da sie ograniczyé rozmiaru
r-sktadowych X (bo zawiera dowolnie dlugie odcinki), a zatem asdimX > 0. O

Zdefiniujmy m-wymiarows, funkcje kontroli dla funkcji.

Definicja 4.22. Niech f : X — Y oraz —1 < m. m-wymiarowq funkcjo kontroli dla f
nazwiemy funkcje Dy : RT x Rt — RT takq, ze dla dowolnych rx, Ry < oo przeciwobraz
dowolnego zbioru B C'Y Ry-ogarniczonego mozna podzieli¢ na m + 1 zbiorow, ktérych rx-
sktadowe sq D¢(rx, Ry) ograniczone.

Wyzej wspomniang definicje wymiaru funkcji odwolujaca sie do jednostajnego szacowania
wymiaru mozna wiec wyrazi¢ w terminach powyzszej definicji — wymiarem funkcji bytoby naj-
mniejsze m dla ktorego istnieje m-wymiarowa funkcja kontroli. Udowodnimy teraz, ze nasza
definicja jest niestabsza od definicji z jednostajnym szacowaniem wymiaru / m-wymiarowa
funkcja kontroli.

Uwaga 4.23. Niech f: X — Y orazm > —1. Jesl asdimf < m, to f ma m-wymiarowq
funkcje kontroli.

SNawet nie quasi-geodezyjna i ws-lipschitzowska odpowiednio!
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Dowdd. Przypadek m = —1 jest trywialny (X = ), zatem niech m > 0. Ustalmy ry, Ry < 0o
i przypuéémy nie wprost, ze dla dowolnie duzego n istnieje y, € Y taki, ze f~! (B (Yn, Ry—l—l))
nie moze by¢ przedstawiony jako m+1 zbioréw, ktorych rx-sktadowe sg n-ograniczone. Zatem
dla C = UB(yn, Ry + 1) mamy asdimf~1(C) > m, a wiec asdimC > 0, w szczegdlnosci
zbiér C jest nieograniczony. Mozemy wiec (ewentualnie przechodzac do podciagu) zazadad,
by dist(yn, {yx | kK <n}) > 2™. Przy takim zalozeniu asdimC' = 0, sprzecznos¢. O

Na wzér (m, k)-wymiarowych funkcji kontroli dla przestrzeni (4.2) zdefiniujmy (m, k)-
wymiarowe funkcje kontroli dla przeksztatcen.

Definicja 4.24. Niech f: X — Y oraz =1 < m < k — 1. (m, k)-wymiarowq funkcjq kontroli
dla f nazwiemy funkcje Dy : RT x Rt — RY takq, Ze dla dowolnych rx, Ry < oo i prze-
ciwobrazu dowolnego zbioru B C'Y Ry -ogarniczonego, istnieje k zbiordw (A;)1<i<k, ktorych
rx-sktadowe sq Dy(rx, Ry) ograniczone, a ponadto takich, Ze dowolny x € A nalezy do przy-
nagmniej k —m spodrod tych zbiorow.

Uwaga 4.25. Niech D?H bedzie n-wymiarowq funkcjg kontroli dla f. Zdefiniujemy induk-
cyjnie cigg funkcji (D;)QnH wzorem D?rl(r, R) = D}(?)r, R) +2r. Wowczas DI; jest (n, k)-
wymiarowq funkcjq kontroli dla f (k> n+1).

Dowdd. Dowdd identyczny jak dla 4.3. O
Yatwo widzimy tez:

Uwaga 4.26. Niech f : X — Y. Jesli Dy jest (m,k)-wymiarowq funkcjg kontroli dla f,
to dla dowolnego B C 'Y, ktdrego ry -skltadowe sq Ry -ograniczone, zbior f~1(B) moina pokryé
k zbiorami, ktérych (rx,ry)-skladowe sq Dy(rx, Ry)-ograniczone i dowolny x € f~!(B)
nalezy do przynajmniej k —m sposréd tych zbiorow.

Dowéd. 7 zatozen (0o, ry)-sktadowe zbioru f~1(B) sa (0o, Ry )-ograniczone. Z definicji funk-
cji kontroli dla kazdej takiej skladowej A’ istnieje jej k podzbioréw (AL)1<i<k, ktorych rx-
sktadowe sa D(rx, Ry )-ograniczone i ktére pokrywaja kazdy punkt tej skladowej przynaj-
mniej k — m razy. Teze dostajemy, biorac rodzine (A;)1<i<k, gdzie 4; = U, AL O

Twierdzenie 4.27 (Najwazniejsze w rozdziale).
Niech k =m+n+1, gdziem,n >0, f : X — Y bedzie zgrubnie jednostajnym przeksztal-
ceniem przestrzeni metrycznych oraz asdimY < n.

asdimX < m + n,

jesli tylko istnieje (m, k)-wymiarowa funkcja kontroli Dy dla f. Ponadto, jesli funkcja kontroli
Cy dla f, n-wymiarowa funkcja kontroli D;L,'H dla’Y oraz Dy sq afiniczne / liniowe / liniowe
na pewnych otoczeniach zera, to X ma (n+m)-wymiarowq funkcje kontroli tego samego typu.

Dowdéd. Niech Cf bedzie funkcja kontroli dla f, a Dy (n,k)-wymiarowa funkcja kontro-
i dla Y (majaca ten sam typ co m-wymiarowa funkcja kontroli D;L,H dla Y, 4.3), a Dy
(m, k)-wymiarowa funkcja kontroli dla f. Mozemy zada¢, by Cy(r) > r, Dy(r) > r oraz
Dy¢(r,R) > r.

Dla ustalonego r < oo znajdziemy Dx (r) i przedstawienie przestrzeni X jako sumy k zbio-
réw (D7)1<j<k, ktorych r-skladowe beda Dx (r)-ograniczone.

Zdefiniujmy indukcyjnie ciag liczb r < RY < ... < r) < RY, gdzie . = Cy(r),

t, = Dy(r}) oraz riy ' = 3R} Niech ponadto ry = ) oraz Ry = D% (ry).

o7



Korzystajac z n-wymiarowej funkcji kontroli dla Y przedstawmy Y jako sume n + 1
zbioréw (B;)o<i <n, ktérych ry-skladowe sa Ry-ograniczone.

Korzystajac z (n, k)-wymiarowej funkcji kontroli dla Y kazdy zbiér (B;)o<i <n mozna
przedstawié¢ jako sume k podzbioréw (Bf Ji<j<k, tak, ze dowolny y € B; nalezy do przynaj-
mniej k —n = m + 1 zbioréw Bg , a ponadto ich r@—skiadowe sa R%;—ograniczone.

Zdefiniujmy indukcyjnie ciag liczb % < R% < ... < r% < RY, gdzie 7% = r, R} =
Dy(rl, Ry) oraz ric ' = 3R%.

Na mocy poprzedniej uwagi dla kazdego 0 < i < n przedstawiamy zbiér f~1(B;) jako
sume zbioréw (Ag)lgjgk tak, aby ich (%, ry )-sktadowe byly (RY, Ry )-ograniczone i by kazdy
x € f~1(B;) nalezal do przynajmniej k —m = n + 1 zbioréw A{

Niech D! = Al N f~Y(B/) i niech D; bedzie suma wszystkich (D?)o<;i <n. Stosujac
trick Kolmogorova, wnioskujemy, ze poniewaz dowolny = € f_l(Bi) nalezy do przynaj-
mniej n + 1 zbioréw A’ oraz do przynajmniej m + 1 zbioréw f~1(B), wiec istnieje takie
lzexe AL n f~YBYH
C DL

Zauwazmy, 7e (rk, ri)-skladowe zbioru D! sa (R}, RL,)-ograniczone: po pierwsze (1, ri,)-
skladowe Dg sa drobniejsze niz (%, ry)-sktadowe A{ , ktére sa (RY, 0o)-ograniczone, a po dru-
gie sa one drobniejsze od (oo, 7%, )-sktadowych f_l(Bg), ktére sa (0o, RY-)-ograniczone.

Z 4.9 wynika, ze dla zbioru DI = Uo<i <n Dg jego (r'%,r})-skladowe sa (3R%,3RY)-
ograniczone. Poniewaz (r%,r}) = (r,Cy(r)), wiec na mocy 4.7 r-skladowe D7 sg 3R%-
ograniczone.

Zauwazmy, ze jesli C'y, Dg}“, Dy, Dy sa afiniczne / liniowe / linjowe na pewnym otoczeniu
zera, to 3RS, jest afiniczna / liniowa / liniowa na jakims$ otoczeniu zera funkcja 7. O

Natychmiast dostajemy wiec wnioski:

Whniosek 4.28. asdimf < m wtedy i tylko wtedy, gdy dla f istnieje m-wymiarowa funkcja
kontroli.

Dowdd. Implikacja = jest trescig 4.23.

Implikacje <= otrzymujemy jak nastepuje. Niech przeksztalcenie f : X — Y ma m-
wymiarowg funkcje kontroli Dy oraz B C Y i niech asdimB = 0. Mozemy obciag¢ f do A =
f~Y(B) — woéwczas przy oznaczeniach 4.27:n = 0, k = m +n+1 = m + 1, wiec Dy jest
(k,m)-wymiarowa funkcja kontroli z zalozen twierdzenia 4.27. Wnioskujemy, ze asdima <
m + asdimB = m, co koniczy dowdd. O

Whiosek 4.29 (Twierdzenie typu Hurewicza dla asdim).
asdimX < asdimf + asdimY

dla dowolnego zgrubnie jednostajnego przeksztatcenia f: X — Y.

Dowdd. z 4.23 dostajemy m-wymiarows funkcje kontroli dla f, gdzie m = asdimf. Z 4.25
mamy (k,m)-wymiarowa funkcje kontroli dla f, gdzie n = asdimY oraz k = m + n + 1.
Na koniec stosujemy powyzsze twierdzenie 4.27. ]

Definicja 4.30. Niech f: X —Y.

diman f to infimum takich liczb m, Ze dla f istnieje m-wymiarowa funkcja kontroli Dy
postaci Dy(rx,Ry) =a -7, +0b- Ry.

asdiman f to infimum takich liczb m, Ze dla f istnieje m-wymiarowa funkcja kontroli Dy
postaci D¢(rx,Ry) =a -7, +b-Ry +c.
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micdiman f to infimum takich liczb m, Ze dla f istnieje ro > 0 oraz m-wymiarowa funkcja
kontroli D¢, ktora dla rx, Ry < rg jest postaci postaci D¢(rx,Ry) =a -1, +b- Ry.

Whniosek 4.31 (Twierdzenie typu Hurewicza dla dimay, asdimay oraz micdimpy).
D(X) < D(f)+D(Y),
gdzie f : X =Y, a D oznacza dimay, asdimayn (ub micdimay.

Dowdd. Zauwazmy, ze twierdzenie 4.25 nie zmienia charakteru (funkcja liniowa, afiniczna,
linjowa w otoczeniu zera) m-wymiarowej funkcji kontroli Dy dla f, gdy konstruuje z niej
(k, m)-wymiarowa funkcje kontroli Dljf (chociaz otoczenie zera si¢ zmniejsza). Teza wynika
zatem z twierdzenia 4.27. 0

Najprostszym wnioskiem z twierdzenia Hurewicza jest twierdzenie o wymiarze produktu
(4.4). Jako bardziej interesujacy przyklad mozemy podaé kolejne twierdzenie.

Whniosek 4.32. Niech1l - K — G Ny | bedzie krotkim ciggiem dokladnym grup, oraz
metryki na H 1 G bedg wlasciwe i lewo-niezmiennicze. Wowczas asdimG < asdimK +asdimH .

Dowdd. Checemy uzasadnié, ze asdimf = k = asdimK. Wpierw upewnijmy sie jednak, ze f
jest zgrubnie jednostajna — jest, poniewaz dowolna funkcja z przestrzeni wlasciwej jest zgrub-
nie wlasciwa, a zatem jako homomorfizm na mocy lematu 1.31 jest tez zgrubnie jednostajna.

dla ustalonego Ry < oo zbiér G g, = f! (E(lH, RH)) zawiera sie w pewnej R-otoczce

zbioru K C G, poniewaz sktada sie ze skonczenie wielu warstw podgrupy K = f~1(1g), a wiec
jego wymiar nie przekracza asdimK. W szczegdlnosci istnieje pewna k-wymiarowa funkcja
kontroli D(-, Ryy) dla Gy g,,. Ponadto, wszystkie zbiory f* (E(h, RH)) sg izometryczne jako

warstwy podgrupy G, gy, wiec D(-, Ry) jest k-wymiarowa funkcja kontroli dla nich wszyst-
kich. Zatem dla f istnieje k-wymiarowa funkcja kontroli, wiec 4.28 i 4.29 konczg dowdd. [

Podobne twierdzenie mozna sformulowaé dla asdimay.

Lemat 4.33. Niech1 - K — G 4 H — 1 bedzie krotkim ciggiem dokladnym grup @ niech
G bedzie skoriczenie generowana. Wowczas istniejg metryki dlugosci stowa d°,d® na G, H
odpowiednio takie, zZe funkcja f jest 1-lipschitzowska i dla dowolnej m-wymiarowej funkcji
kontroli Dg dla K funkcja

Df(Tg, RH) = DK(T‘G + QRH) + 2Ry
jest m-wymiarowq funkcjg kontroli dla f.

Dowdd. Niech S bedzie skoficzonym i symetrycznym zbiorem generatoréw G. Niech d© be-
dzie metryka dlugoéci stowa indukowana przez S, a df metryka dtugosci stowa indukowang
przez f(S). W tej sytuacji f jest oczywiscie 1-lipschitzowska.

Niech B = B(1y,Ry) i A = f~YB). Zauwazmy, ze A C Ng,(K). Faktycznie, gdy
d"(f(a),1y) =1 < Ry, to f(a) = [T}, f(si), dla pewnych s; € S. Zatem f(a) = f(I]s:),
wiec a = [ - [[ s; dla pewnego k € K = ker f, a wiec d%(k - [[si, k) = d%([Is:, 1g) < Ry.

Z lematu 4.19 funkcja Ds( -, Rf) dana wzorem Dy (rg, R) = Dk (rg+2Ry) +2Rp jest
m-wymiarowa funkcja kontroli dla Ng,, (K). Poniewaz wszystkie zbiory f~1 (E( . ,RH)> sa
izometryczne, wiec Ds( -, Ry) jest funkcja kontroli dla nich wszystkich i Dy (-, -) jest funkcja
kontroli dla f. O
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Whniosek 4.34. Niechl - K — G ENy bedzie krotkim ciggiem dokladnym grup i niech
G bedzie skonczenie generowana. Wowczas:

asdiman (G, dG) < asdiman (K, dﬁ{) + asdiman(H, dH)

dla dowolnych metryk dlugosci stowa d©,d" na G, H odpowiednio.

Dowdd. Twierdzenie wystarczy udowodnié¢ dla dowolnych metryk dlugosci stowa, poniewaz
wszystkie sa quasi-izometryczne (1.33), a wiec daja ten sam wymiar asymptotyczny Assouada-
Nagaty (3.16). Ustalmy wiec metryki jak w lemacie: (k = asdimanK)-wymiarowa funkcja
kontroli dla K jest afiniczna, a zatem k-wymiarowa funkcja kontroli Dy z lematu jest afiniczna,
czyli mozemy uzy¢ twierdzenia Hurewicza 4.31. O

Nieco inny charakter ma kolejny wniosek z twierdzenia Hurewicza. Zacznijmy od krétkiej
definicji.

Definicja 4.35. Niech grupa G dziala na przestrzeni metrycznej X . R-stabilizatorem punktu
zo € X nazywamy zbior Wr(xo) = {v € G | d(yxo,z0) < R}.

Twierdzenie 4.36. Niech G bedzie skonczenie generowang grupq dziatajgcg przez izometrie
na X 4 niech asdimanX < oco. Ustalmy punkt xq. Jesli istniejg state a,b,c > 0,k € N takie,
Ze Dy, (r) =a-r+b- R+ c jest k-wymiarowq funkcjqg kontroli dla dowolnego R-stabilizatora
Wgr punktu xq, to:

asdimanG < k + asdimanX.

Dowdd. Niech S bedzie skoficzonym i symtrycznym zbiorem generatowéw G wyznaczajacym
metryke na G. Niech L = max{dX(sxg,20) | s € S}. Zdefiniuyjmy 7 : G — X wzorem
7(7y) = yxo. Zauwazmy, ze jezeli I = d%(g,h) = d%(1,¢g7'h), to g~ h = Hi‘:l 8;, gdzie s; € S,
zatem:

1 jes _
X (r(g), w(h)) = d* (gzo, hao) == d™ (w9, g~ hao) = d¥ (36071_[81' : xo) <

izometrig
-1 J j+1 -1
jw.
< ZdX<Hsrwm H&wxo) LS d (w0, sj41-@0) <1-L=d%g,h)- L,
7=0 =1 i=1 =0

czyli 7 jest L-lipschitzowska. Mamy 7~ (F(:ﬂo, R)) = Wg(xg) a wiec réwniez ! (F(gmo, R)) =
gWr(zo), czyli wszystkie te zbiory sa izometryczne, a wiec Dy, jest funkcja kontroli dla nich
wszystkich. Zatem Dr dane wzorem Dy (rg, Rx) = Dwy (ra) = arg+b-Rx +c jest afiniczng
k-wymiarowa funkcja kontroli dla 7 i twierdzenie Hurewicza 4.31 konczy dowdd. O
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Rozdzial 5

Podsumowanie

Praca konfrontuje geometrie zgrubnag oparta o zgrubne réwnowaznosci i ich niezmienniki
z teorig, u ktorej podstawy leza quasi-izometrie. Wiele naturalnych wtasnosci niezmienni-
czych wzgledem quasi-izometrii (a wigc charakteryzujacych na przyktad grupy skonczenie
generowane z dowolnie obrang metryka dlugosci stowa) okazuje si¢ by¢ istotnie zmiennymi
w ramach klasy przestrzeni zgrubnie rownowaznych. W szczegélnosci dla przestrzeni o ustalo-
nym wymiarze asymptotycznym n i dowolnie szybko rosnacej funkcji kontroli istnieje zgrubnie
rownowazna hiperboliczna przestrzen o afinicznej funkcji kontroli, a wiec o asymptotycznym
wymiarze Assouada-Nagaty réwnym n.

Ponadto prezentujemy pewne uniwersalne fakty dotyczace teorii wymiaru (asdim, asdimay,
dimpy), jak twierdzenie ograniczajace wymiar produktu przez sume wymiaréw czynnikéw
oraz twierdzenie typu Hurewicza. Twierdzenia te prezentowane sg przy stabych zalozeniach
i z eleganckimi dowodami, ktére sa owocem wieloletniego rozwoju dziedziny.
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