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Streszczenie

W pracy przedstawiono niektoére klasyczne wyniki dotyczace réwnan Naviera-Stokesa w trzech
wymiarach przestrzennych: lokalne istnienie i jednoznacznos¢ silnych rozwiazan oraz globalne
istnienie silnych rozwiazan dla malych danych poczatkowych. Ponadto przedstawiono now-
sze rezultaty dotyczace stabilnosci silnych rozwigzan i zbieznosci przyblizen Galerkinowskich.
Jako przyklad zastosowania tych rezultatow zaprezentowano twierdzenie dotyczace nume-
rycznej weryfikacji regularnosci w rownaniach Naviera-Stokesa. Nastepnie czes$¢ z tych wyni-
kow zostala przeniesiona na réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja. W szczegdlnosci
udowodniono dla nich klasyczne wyniki dotyczace silnych rozwigzan: lokalne istnienie i jed-
noznacznos¢ oraz globalne istnienie dla maltych danych. Udowodniono réwniez twierdzenie
o stabilnosci regularnosci dla tych réwnan, co jest gtéwnym nowym rezultatem zawartym
W niniejszej pracy.

Stowa kluczowe

rownania Naviera-Stokesa, przyblizenia Galerkinowskie, stabilnos¢ regularnosci, réwnania
Brinkmana-Forchheimera z konwekcja

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna

35Q30 Navier-Stokes equations

35Q35 PDEs in connection with fluid mechanics
76D03 Existence, uniqueness, and regularity theory
76D05 Navier-Stokes equations

76505 Flows in porous media; filtration; seepage

Tytul pracy w jezyku angielskim

Robustness of regularity and convergence of Galerkin approximations in 3D Navier-Stokes
equations
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Wprowadzenie

W pracy zajmujemy sie klasycznym modelem hydrodynamiki opisujacym ruch lepkich, nie-
scidliwych plynéw w trzech wymiarach przestrzennych. Sa to réwnania Naviera-Stokesa (be-
dziemy uzywaé skrétu NS) nastepujacej postaci :

%—MAu—l—(u-V)u—&-Vp:f,

ot (1)
divu = 0,

gdzie u(x,t) = (u1,u9,us) jest szukanym polem predkosci pltynu, p(z,t) - szukanym ci$nie-

niem, za$ pole f(z,t) = (f1, f2, f3) to dane sily zewnetrzne dzialajace na plyn. Stala p to

dodatni wspotczynnik lepkosci plynu. W calej pracy zakladamy, ze pltyn ma stala gestosé

réwna jeden oraz jest nieScisliwy (warunek bezdywergentnosci).

Model ten jest znany juz od ponad 150 lat. Mimo tego, ze ma on wiele praktycznych
zastosowan w inzynierii i zyciu codziennym, kwestia istnienia globalnych w czasie i regular-
nych rozwiazan rownan Naviera-Stokesa w trzech wymiarach przestrzennych pozostaje nadal
problemem otwartym. Jak powszechnie wiadomo, problem ten znalazl sie na lidcie siedmiu
Probleméw Milenijnych Instytutu Matematycznego Claya.

W niniejszej pracy rozwazamy réwniez inny model hydrodynamiki, ktrérego uzywa sie
do opisu ruchu ptynéw w nasyconych osrodkach porowatych z uwzglednienienim konwekcji
pltynu. W literaturze istnieja dwie konwencje patrzenia na ten model. Powstaje on albo po-
przez dodanie do réwnan Naviera-Stokesa dodatkowego sktadnika (cu+ 3 |u| u), albo poprzez
dodanie cztonu konwekcyjnego (u - V)u do modelu Brinkmana-Forchheimera. Wiecej infor-
macji na temat réwnan Brinkmana-Forchheimera znalez¢é mozna np. w pracach [CKU], [KZ].
W pracy nazywaé¢ bedziemy ten model réwnaniami Brinkmana-Forchheimera z konwekcja
(w skrécie CBF). Réwnania te maja nastepujaca postac:

0
—u—uAu+(u-V)u+Vp+au+ﬁ|u]u:f,

ot (2)

divu = 0,

gdzie funkcje u,p i f oraz stala u sa takie jak w przypadku réwnan (1). Stala u jest nazywana
w przypadku réwnan (2) wspélezynnikiem Brinkmana (lub efektywna lepkoscia). Natomiast
dodatnie state o i 3 oznaczaja kolejno wspélezynnik Darcy’ego (lepkosé podzielona przez
przepuszczalnosé) oraz wspélczynnik Forchheimera (porowato$é materiatu).

Celem tej pracy jest badanie stabilnosci silnych rozwiazan dla obu powyzszych modeli
w kontekscie zbieznosci przyblizen Galerkinowskich. Najpierw prezentujemy znane twierdze-
nia dotyczace stabilnosci i zbiezno$ci przyblizen Galerkinowskich w modelu (1), a nastepnie
pokazujemy jak mozna te idee zastosowaé do wykazania twierdzenia o stabilnosci regularno-
sci w modelu (2). Wyniki uzyskane przez autora oznaczone sa skrétem KH zaréwno przy
sformutowaniach twierdzen, jak i przy ich dowodach.



Praca podzielona jest na cztery gléwne czesci. W pierwszym rozdziale wprowadzamy
przestrzenie funkcyjne oraz operatory uzywane w dalszej czeséci pracy. Wprowadzamy rowniez
interesujace nas réwnania i niezbedne sktadniki potrzebne do klasycznego dowodu istnienia
stabych rozwiazan rownan Naviera-Stokesa za pomoca metody Galerkina.

W rozdziale drugim zajmujemy sie wynikami dotyczacymi istnienia i jednoznacznosci
silnych rozwiazan rownan Naviera-Stokesa. Pokazujemy lokalne w czasie istnienie silnych roz-
wiazan oraz ich jednoznacznosé, jak réowniez globalne istnienie silnych rozwiazan dla matych
danych poczatkowych. Ponadto, przenosimy te klasyczne rezultaty na réwnania Brinkmana-
-Forchheimera z konwekcja. Te wyniki, wedlug najlepszej wiedzy autora, nie byly do tej pory
znane i prezentowane w literaturze.

W trzecim rozdziale przedstawiamy twierdzenie dotyczace stabilnosci silnych rozwia-
zan dla rownan Naviera-Stokesa. Nastepnie dowodzimy analogiczne twierdzenie dla réwnan
Brinkmana-Forchheimera z konwekcja, przy uzyciu wezeéniej sformutowanego lematu doty-
czacego nieréwnosci rézniczkowych. Zaréwno lemat 4.0.2, jak i twierdzenie 4.2.1, zgodnie z
wiedza autora, réwniez sg rezultatami nowymi i nie prezentowanymi wszesniej w literaturze
przedmiotu. Stanowia one gtéwny nowy wynik niniejszej pracy.

Na koniec, w rozdziale czwartym prezentujemy twierdzenie o zbieznosci przyblizen Galer-
kinowskich dla réwnan Naviera-Stokesa. Laczac ten wynik z warunkiem stabilnoéci z rozdziatu
trzeciego, formutujemy twierdzenie dotyczacego mozliwosci numerycznej weryfikacji regular-
noéci rozwiazan w trojwymiarowych rownaniach Naviera-Stokesa. Idee dotyczace stabilnosci
regularnosci oraz zbieznosci przyblizen Galerkinowskich w réwnaniach Naviera-Stokesa po-
chodza z prac [CCRT], [DR] oraz [RRS].

Praca zawiera réwniez dodatek A, w ktérym znajduje sie krotka lista uzywanych w pracy
standardowych twierdzen wraz z garscig przyktadow ich zastosowania.



Rozdzial 1

Informacje wstepne

”If people do not believe that mathematics is simple, it is only because they do
not realize how complicated life is.”

John von Neumann
W niniejszej pracy bedziemy uzywaé nastepujacych, standardowych oznaczen:
o u(t) :=u(-1),

e (-, ) - iloczyn skalarny w L% (Q), tzn. (u, v) := [ uv dx,

1
e |lu| - norma w L% (Q), tzn. |lul| := (fQ |ul? dx) ‘)
o Op = Qx[0,T), 0 := 02 x [0,T) dla T > 0.

Nawias katowy (-, -) bedzie tez oznaczaé czasem pare dualna, np. miedzy przestrzeniami HJ
oraz H~!. Jedli nie bedzie to jasno wynikato z kontekstu, bedziemy na to zwracaé uwage
w tekscie.

Czesto rozpatruje sie réwnania Naviera-Stokesa na zbiorze 2 C R? - otwartym, ograni-
czonym, z gtadkim brzegiem, z zerowym warunkiem brzegowym Dirichleta u|pg = 0. Drugim
waznym przykladem obszaru, (poza caly przestrzenia R3), na ktérym rozwaza si¢ réwnania
Naviera-Stokesa, jest trojwymiarowy torus

Q=T =0, L1] x [0, L] x [0, L]
z periodycznymi warunkami brzegowymi:
u(x+ Liej,t) =u(z,t), dla zeR>t>0,i=1,2,3,

gdzie e; to standardowa baza przestrzeni euklidesowej R3, zaé L; > 0 to okres w i-tym
kierunku.

W tej pracy rozwazaé bedziemy réwnania Naviera-Stokesa oraz réwnania Brinkmana-
-Forchheimera z konwekcjg na tréjwymiarowym torusie z periodycznymi warunkami brzego-
wymi. Dla uproszczenia rozwazan, skupimy sie na przypadku symetrycznym, tzn.

Q=T3=[0,L]*

oraz
u(x+ Leg,t) =u(x,t), dla zeRt>0i=1,23,

gdzie za okres L przyjmiemy 2.



1.1. Przestrzenie funkcyjne

W tej sekcji zajmiemy sie wprowadzeniem uzywanych w pracy przestrzeni funkcyjnych oraz
operatorow i ich podstawowych wtasnosci.

Dla zbioréw €2 jak powyzej interesowaé¢ nas beda nastepujace przestrzenie.

Podstawowa przestrzen, ktorg bedziemy rozwazaé to przestrzen Hilberta funkcji catko-
walnych z kwadratem® L?:

12(Q) = u:Q—>R:/|u!2dx<—|—oo
Q

oraz jednorodna wersja tej przestrzeni:
12 () = {ue L2 (Q) 1 ug = 0},

ktora nie zawiera funkcji stalych réznych od zera. Stata ug oznacza tutaj wartosé érednia
funkcji u na zbiorze :
1
uUQ ::][udxz —/udx.
€2
Q Q

Zakladamy tu oczywiscie, ze miara zbioru € (oznaczamy ja przez |{2|) jest rézna od zera.

Przypomnijmy ponadto standardowe przestrzenie Sobolewa H* () = W2 (Q) C L? (Q)
dla s € N, sktadajace sie z funkcji, ktérych pochodne dystrybucyjne az do rzedu s (wlacznie)
naleza do L2. Dla kazdego s € N przestrzen H* (€2), z iloczynem skalarnym:

(U, V) s () = > /Do‘uDO‘v dx |,

lal<s \Q
tworzy przestrzen Hilberta. Norma indukowana przez ten iloczyn skalarny dana jest wzorem:
[l = 2 (s W)y = X [ 10w dx
o< lof<s
Od tej pory, o ile nie sprecyzujemy inaczej, {2 oznaczaé bedzie zbidr nastepujacej postaci:
Q:=T3=0,27]>.

Bedziemy stosowaé¢ wyrazenia 2 i T% zamiennie.
Przestrzen L? (T?) sklada si¢ z funkcji 27 okresowych w kazdym kierunku, ktére naleza
do L?. Jedli funkcja u € L? (T3), to mozna ja przedstawié w postaci szeregu Fouriera:

VoeeT uz)= nli)rfoo > are™* iy € C,
lkl<n

gdzie k = (ki1, ko, k3) € Z3, zaé wspolczynniki 4, maja nastepujace wlasnosci:

1. 4y =0_y Y keZ3,

2. > |ﬂk|2 < 400.
keZ3

17 fizycznego punktu widzenia warunek f |u|2 dx < 400 odpowiada skoriczonej energii kinetyczne;j.
Q
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Wektor —k oznacza tu wektor (—ky, —ko, —k3), natomiast 4_j, to sprzezenie liczby zespolonej

Uy
Latwo zauwazy¢, ze norma w L? (T?) zadana wzorem:

lul® = > lawl®, (1.1)

keZ3

jest réwnowazna standardowej normie w L? (T?) réwnej
2 2
Jul sy = [ ful? dx.
T3

Moéwiac nieco bardziej precyzyjnie, prosty rachunek (korzystajacy z wlasnosci wspélezynni-
kéw 4y 1 odrobiny calkowania przez czesci) przekonuje nas, ze

[ulloipsy = (27)° D lakl? = (27)° ).
keZ3

Bedziemy rozwazaé przestrzen L? (T?) z norma zadana formuta (1.1). Zeby nieco bardzie]
zaprzyjaznié¢ sie z tym wzorem, przyjmijmy dla kazdego k € Z3

Uy, = aj + ibg,
gdzie ay, by, € R. Funkcja u zapisuje sie wtedy w sposéb nastepujacy:

u(z) =ap + 2 Z [ag cos (k - ) — by sin (k - )],
kez3.

gdzie Z3 = {k = (k1,ko, k3) € Z3\ {(0,0,0)} : k; > 0}. Natomiast norma (1.1) wyraza sie

Wwzorem:
lul® =ag+2 3 (af +57).
keZ?

Zdefiniujemy teraz funkcje z jednorodnej przestrzeni L2 (T3). Przyjmijmy najpierw na-
stepujace oznaczenie:
7’ =7\ {(0,0,0)}.

Funkcje u nalezace do L? (T3) mozna przedstawié¢ (podobnie, jak dla L? (T3)) w postaci
szeregu:
VzeT? u(z)= Z g™,y € C,
keZ3

z analogicznymi relacjami dla wspétczynnikow ay, (dla k € Z3) oraz norma zadana w podobny
sposéb:
lulP = > Jil =2 > (af +0}).
keZ3 keZ3

Wymobg zerowania sie wartoéci $redniej funkcji z jednorodnej przestrzeni L2 (’]I'Q) jest
rownowazny z wzieciem wspblezynnika tig = 0 w rozwinieciu tej funkcji w szereg Fouriera:

ups = 0 <= 19 = 0.



Uwaga 1.1 Rozwazaé bedziemy gltownie funkcje wektorowe z przestrzeni (L2 (Q))3, tzn. takie
funkcje u = (ui,us,u3), ze u; € L?*(Q) dla i = 1,2,3. W tym przypadku wspélczynniki
wystepujgce w rozwinieciu funkcji w szereg sq wektorami, tzn. Gy, € C2. Dla skrécenia notacyi,
bedziemy zazwyczaj pisaé po prostu u € L? (), nie wyrézniajgc wymiaru przeciwdziedziny.
Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien.

Teraz zdefiniujemy interesujace nas przestrzenie Sobolewa H® C L? (T3) dla s > 0:

HS = {u e?(T%) : 3 (1+ k™) il < +oo}

keZ3

Z normag zadan@ wzorenn:

2
lullfe = 30 (14 [K) k| -

kez3
Zauwazmy, ze dla s = 0 powyzsza definicja daje HY = L? (T?).
Warto zauwazyé, ze H! C H® dla 0 < s < t.

Przyktad 1.1 Przykladowo mamy wiec H?> C H' i spelniona jest nieréwnosé:

2 2
el = 32 (1 bl2) laal” < 32 (14 11") linl” = llulze

kez3 kez3
dla kazdej funkcji u € H?.

Jednorodne przestrzenie H® C L2 (T3) definiujemy w sposéb analogiczny:

s = {u e L2 (T%) : > K™ g < +oo} .

keZ3
Wzér ,
ullFe = 1K1 Jdul

keZ3

okre$la norme w przestrzeni H*.
Dla naszych pdzniejszych rozwazan wazny bedzie nastepujacy przyktad.

Przyktad 1.2 WeZmy funkcje u € H*. Policzmy najpierw pochodng Oy, u dla j =1,2,3:
kez3
Stad wynika, Ze norma gradientu u w przestrzeni L2 (T3) jest réwna normie u w H:

3
A 12007, 12 ~ 12 2 2
Onyu =30 [ X Jaal iy ) = 3 fial? (kP =l

Jj= 1 keZ3 keZ3

|Vul? Z\

Latwo mozna obliczyé, ze standardowa norma w przestrzeni L? (T3) pierwszej pochodnej funk-
cji u jest réwnowazna z normg w H' i wynosi:

3 2
IIDuHL2 T%) /IDuI do=(2m)° Y |k laxl” = (2m)? [lull%: -
keZ3
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Uwaga 1.2 W swietle powyzszych rozwazan bedziemy w kolejnych rozdziatach zastepowac
norme gradientu funkcji u € H, normg funkcji u w przestrzeni H:

IVull = ] g -

Zdefiniujmy teraz podprzestrzef przestrzeni L2 (T?) skladajaca si¢ z funkcji bezdywer-
gentnych. Oznaczmy ja przez H C L? (T3):

H = {uEL2 (T3) ;divu:o},

gdzie dywergencja jest tu rozumiana w sensie dystrybucyjnym. Nie jest trudno sprawdzié,
ze warunek bezdywergentnosci dla funkcji u € L? (']I‘S) w postaci szeregu Fouriera daje nam
nastepujaca, rownowazng, definicje przestrzeni H:

H:{ueL2(T3) : akucwce%}.
Mamy bowiem:

0=divu(z) = Z i(ty k) e =, k=0 YkeZ
kez3
Mozemy tez mysle¢ o tej przestrzeni jako o domknigciu przestrzeni Cgo;, (T3) w normie

przestrzeni L2 Przez 0oy Oznaczamy tu przestrzen funkcji gladkich o zwartym nosniku,
ktore dodatkowo sg bezd’ywergentne.

Zdefiniujmy jeszcze podprzestrzenie jednorodnych przestrzeni Sobolewa H® skladajace sie
z funkcji bezdywergentnych V* C H® dla s € N:

VS .= HnN H°.

W szezegdlnosci bedziemy oznaczaé V := V= H N H'.

Przestrzen dualng do H® dla s € N bedziemy oznacza¢ H ™%, zaé przestrzen dualna do V.
przez V'.

Dla naszych rozwazan duze znaczenie bedzie mialo nastepujace klasyczne twierdzenie
o rozkladzie przestrzeni L? (T3).

Twierdzenie 1.1.1 (Rozklad Helmholtza-Weyla) Kazdg funkcje u = (u1,ug,us) z prze-

strzemni (L2 (T3))3 mozna rozloZyé w nastepujgcy sposob:
u=7v+ Vw,
gdzie funkcja v € H (jest bezdywergentna), za$ funkcja skalarna w € H.
Twierdzenie to mozna wypowiedzie¢ rowniez w sposdb nastepujacy:
(1)) = 56,
gdzie G to przestrzen ortogonalna do H (G L H), skladajaca sie z gradientéw funkcji skalar-

nych z przestrzeni Sobolewa H!.
Ponizszy przyktad pokazuje jak wyglada rozktad interesujacych nas funkcji.
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. 3
Przyktad 1.3 Wezmy funkcje u € <L2 (Tg)) w postaci szerequ:

u(z) = are™*, oy e C.

Rozkladajgc wektor ty, na cze$é prostopadlq i rownoleglq do wektora k, mozemy przedstawic
funkcje u w nastepujgcy sposob:
u(xz) =Y ke 4 > Bre*® = Vw + v,

kez3 keZ3

gdzie
ay - k .
Qf = s ﬁk = U — akk.
||

Whniosek 1.1.2 UzZywajgc notacji z twierdzenia 1.1.1 mamy v L w, to znaczy, Ze

0= (v, Vw) = / vVw d.
Q

Stgd oraz z twierdzenia Gaussa-Greena o dywergencyi dostajemy:

/vad:r:/div(wv) dz—/wdivv dx:/div(wv)dx:/w(v~n)dF:0.
~—~—
Q Q Q =0 Q oN

. 3
Czyli dla funkcji u € <L2 (Q)) takiej, ze u = v + Vw, mamy:

/w(v -n)dl' = 0.
o0
Uwaga 1.3 Analogiczne twierdzenie do twierdzenia 1.1.1 jest prawdziwe réowniez dla prze-
strzent (L2 (Q))3, gdzie Q C R3 to zbiér otwarty, ograniczony. Piszqc skrétowo, mamy:
u=v+ Vw,
gdzie v e H(Q) = Coon, () 122 2as w e HY (Q) = W2 ().

W pracy bedziemy réwniez intensywnie uzywaé przestrzeni funkcji o wartosciach w prze-
strzeni Banacha (X, ||-|| ). Wiecej informacji na temat tej teorii mozna znalezé na przyktad
w ksiazce [EV].

Przykladem takiej przestrzeni jest przestrzen C (]0,7]; X) skladajaca sie ze wszystkich
funkeji ciagltych w : [0,7] — X z norma:

= t .
lullego,r:x) onax, Ju(®)]lx < 400

W kontekécie réwnan Naviera-Stokesa najbardziej interesowaé¢ nas beda jednak prze-
strzenie Bochnera LP (0,T;X). Sktadaja sic one ze wszystkich funkcji silnie mierzalnych?
u: [0,7] — X speliajacych dla 1 < p < +o0 warunek:

T P
1l e o, x) = (/ lu(®)]x dt) < +00,
0
za$ dla p = oo, warunek:

[[ull oo (0,7, x) := esssup [[u(t)|| y < +oo.

bt

2Funkcja jest silnie mierzalna, jesli istnieje cigg funkcji prostych, ktéry do niej zbiega dla prawie wszystkich
t€[0,77].
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1.2. Operatory
W tym podrozdziale wprowadzimy podstawowe operatory zwiazane z naszymi rownaniami.
Bedziemy uzywacé ich w dalszej czeéci pracy.

Operator rzutu na podprzestrzen bezdywergentng?:

P: 1.2 (T3> ~H.

Przyktad 1.4 Korzystajoc z twierdzenia 1.1.1, mozZemy napisaé dla kazdej funkcji u € L2:

u=v+ Vw,
gdzie v e H, w € H'. Mamy wtedy:
Pu=wv
Operator Stokesa:
A= —PA.

Jest to nieograniczony operator liniowy
A:D(A)— H,
ktérego dziedzina D (A) = {u € L?(T3) : Au € L? (']I‘3)} = H?. Dla kazdego u € V?:
Au = —Au.

Ponadto A jest dodatnio okreslony (ze wzgledu na iloczyn skalarny w L?) oraz samosprzezony
w H. Posiada wigc ciag funkeji wlasnych {a’ }j cnp Ktore tworzg baze ortonormalna przestrzeni

H. Funkcje a/ € D (A) maja zatem nastepujace whasnoéci:
<ai, aj>:0 dla i#3j,4i,j€N
oraz
o 12
<a3, aj> = HaJH =1 dla j€eN.
Ponadto mamy
Ad? = )\jaj dla j=1,2,...,

gdzie \; to wartosci wlasne operatora Stokesa odpowiadajace funkcjom wiasnym a’. Tworza
one cigg niemalejacy?:
O< A < XA<..., 'lim )\j:+OO.
oo

Funkcje ¢’ maja nastepujaca, przydatna wlasnosé.

Stwierdzenie 1.2.1 Dla kazdego j € N

— )\

12 112
|/, = 9]
H1

3W jezyku angielskim operator ten nosi nazwe ”Leray projector”. Czasem réwniez ”Helmholtz projector”.
4Wynika to z twierdzenia spektralnego. Operator A~! jest zwarty i samosprzezony na przestrzeni Hilberta
H. Wigcej informacji na temat operatora Stokesa mozna znalezé np. w monografii [RT].
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Dowéd. [Stwierdzenia 1.2.1] Dowdd to prosty rachunek polegajacy na catkowaniu przez czesci
i wykorzystaniu wlasnosci funkcji a’:

112
[ve'|

= <Vaj, Vaj> = —<aj, Aaj> = —<]P’aj, Aaj> = —<aj, IP’Aaj> = <aj, —]P’Aaj> =
= <aj, Aaj> =\ <aj, aj> =\

Przyktad 1.5 Wesmy funkcje u(z) = ape’™® takq, ze iy, -k = 0 dla k € Z3. Nietrudny
rachunek pokazuje, ze mamy wtedy:

Au = — |k 4pe™ = — |k|* u.

Staqd:
Au = —PAu = -P (— ]k\Qu) = k| .

Gdyby u byla funkcjg rzeczywistq, to bylaby funkcjq wlasng operatora Stokesa z odpowiadajgcg
jej warto$cig wlasng
A= k%

Powyzszy przyklad 1.5 prowadzi do waznego stwierdzenia, ktére bedzie czesto wykorzy-
stywane w oszacowaniach w kolejnych rozdziatach tej pracy.

Stwierdzenie 1.2.2 Dia kazdej funkcji v € V2 mamy nastepujgcg réwnosé norm:
[ull 2 = [[Aul] -

Dowdd. [Stwierdzenia 1.2.2] Zapiszmy najpierw u w postaci szeregu:

Przyktadajac operator Stokesa i korzystajac z przyktadu 1.5, dostajemy:

Au= > A (ﬁkeik'x) => |k|? dy e

keZ3 keZ3

Whprost z definicji normy w L2 otrzymujemy teze stwierdzenia:

2
|Au? = > ‘!k\Qﬂk = > k[ g = [lulFe -
kez3 keZ3

O

Interesuje nas baza przestrzeni H ztozona z rzeczywistych funkcji wlasnych operatora A.
Funkcje z przyktadu 1.5 sa funkcjami zespolonymi. Korzystajac z wtasnosci wspotczynnikow
i, i wzoru Eulera, mozna na ich podstawie skonstruowaé funkcje wtasne a’ (z) postaci:

vgcos(k-x) oraz wvgsin(k-z).
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Dla kazdego k € VA dobieramy w sposob jednoznaczny (z dokladnoscia do dlugosci) pare
wektoréw vy, v_j, € R3 tak, zeby spelniala nastepujace wlasnoéci:

Vk 1 k, V_k L —k, Uk L V_k.

Normujac tak otrzymane funkcje do jedynki (wystarczy wziaé vy 1= W), otrzymujemy
k

rzeczywista baze ortonormalng przestrzeni H zlozong z funkcji wlasnych operatora A.
Kazda funkcje v € H mozemy teraz zapisa¢ w bazie rzeczywistych funkcji a’, ktére sa

funkcjami wlasnymi operatora Stokesa:
+o0 ]
u(z) = Zuja](:v), uj € R,
j=1

gdzie wspolezynniki u; := (u, a’).
Zauwazmy jeszcze, ze skonstruowane powyzej funkcje a? sa funkcjami gtadkimi:

o €C®(Q) dla jeN.
Dla kazdego s > 0 mozemy zdefiniowaé¢® potegi operatora A. Dla kazdego u € D (A)
definiujemy A® poprzez dzialanie:

oo
S,y . Sor
A’y = Z)\juja .
=1

Przyktad 1.6 Z powyzszych rozwazan wynika, Ze

400
[Au)? =3 (A)? |uy)*.

Jj=1

Dla kazdego n € N oznaczmy przez V,, przestrzen rozpieta przez pierwszych n funkcji
wlasnych operatora Stokesa:
Vo :=1lin{a', ..., a"}.

Przez P, oznaczmy rzut ortogonalny z przestrzeni H na przestrzen V,,:
P,:H—YV,.

Mamy wiec dla kazdego u € H:
n .
up(x) == Pyu(x) = Zujaj(av).
j=1

Przez ), oznaczmy rzut z H na dopelnienie prostopadie przestrzeni V,,:

Qn = Id — P,
Dla kazdego n € N i u € H mamy:
+o0 )
Qnu (x) = u(z) —uy(x) = Z uja’ (x).
j=n+1

Zauwazmy, ze operatory P, i ), komutuja z operatorem Stokesa A.
Ponadto prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

SPatrz np. [RT].
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Stwierdzenie 1.2.3 Z gladkosci funkcji wtasnych operatora A, wynika, Ze dla kazdego m > 0
(VO:= H) i dla kaidego n € N
u, € V"

W kontekécie szeregéw Fouriera, oczywisty jest nastepujacy lemat.

Lemat 1.2.4 Niech X = H,V Ilub V'. Dla kazdego u € X

lunllx < llullx
oraz

Up () d u(z) w X,

to znaczy:
|lu — Poul 5 —=. 0.

W dowodzie twierdzenia o istnieniu stabych rozwigzan réwnan Naviera-Stokesa uzyteczne

jest nastepujace twierdzenie dotyczace funkcji wlasnych operatora A.

Lemat 1.2.5 (Fredrichs) Dla kazdej funkcji u € H' oraz dla kazdego € > 0 istnieje liczba

N
N > 0 oraz zbior funkcji wlasnych operatora Stokesa {ak}kil, taki Ze:

N
lul? < 32 (ult), a*) + < [Vu(@)]>. (12)

k=1

Dowdd. [Lematu 1.2.5] Zacznijmy od wypisania funkcji u w postaci szeregu:

+oo
u(wt) = 3 ex(t)at(2)
k=1
i przedstawienia w tej postaci wszystkich sktadnikéw wystepujacych w nieréwnosci (1.2):
) +o00 ) +o00 N 9 N
lull” =" e I1Vul® = Y men®?, Y (u, db) =3 a(t)
k=1 k=1 k=1 k=1
Nieréwnosé, ktorg chcemy udowodnié, wyglada wiec nastepujaco:
N +00 +00
0< Ck(t)Q +e Z )\kck(t)Q — Z Ck(t)Q =
k=1 k=1 k=1
N N +o00 400
=D a®)?+e D Ma®+ D Ma(®)? | =D ()’ =
k=1 k=1 k=N+1 k=1
+o0 N +o00
== > a®+e | D Ma®+ Y e(®)? ] (1.3)
k=N+1 k=1 k=N+1

Korzystajac z wlasnosci wartodci wlasnych operatora Stokesa A, mozemy oszacowaé (1.3) w
nastepujacy sposob:

400 N 400
— Z Ck(t)Q +e€ Z )\kck(t)z +e Z )\kck(t)g >
k=N+1 k=1 k=N+1
—+o0 N —+o0
> — Z Ck(t)2 +6Z)\kck(t)2+€ Z )\ch(t)z.
k=N+1 k=1 k=N+1
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. . P 1 . .
Wybierajac teraz N > 0, takie ze Ay > 2, dostajemy:

400 N
- Z + € Z )\kck —|— € Z )\ch 2 € Z )\kck(t)z > 0,
k=N-+1 k=N+1 k=1
co konczy dowdd lematu. O

Zdefiniujmy teraz nastepujaca forme tréjliniowa b: V x V x V — R:
b(u,v,w) := / [(w-V)v] - wdx —/ Z uZ w] dx.
Q ’L =1 Z

Forma b ma nastepujace wlasnoéci, ktére beda dla nas niezwykle przydatne w dalszej
czesci pracy:

e antysymetria ze wzgledu na dwie ostatnie wspoélrzedne (wynika z catkowania przez
czedel):
b(u,v,w) = —=b(u,w,v) Y u,v,weV,
e w szczegolnodci zachodza dwie bardzo wazne tozsamo$ci:

bu,v,v) =0 YuveV

oraz

bu,u,u) =0 VueV.

Zdefiniujmy teraz operator dwuliniowy zwigzany z konwekcja B : V x V. — V', Dla
kazdych u,v,w € V polézmy B (u,v) :=P[(u- V)v] € V' z dzialaniem:

(B(u,v), w) == (P[(u-V)v], w).

Ponadto dla kazdego u € V' oznaczmy B(u) := B(u,u).
Zauwazmy, ze dla kazdych u,v,w € V mamy:

b(u,v,w) = (B(u,v), w).

Zdefiniujmy jeszcze operator zwigzany z dodatkowsa nieliniowoscia pochodzaca z rownania
Brinkmana-Forchheimera C. Dla kazdych funkcji u,v € L3 (']I‘?’) oznaczmy:

C(u,v) := |u|v

Ponadto przyjmijmy oznaczenie C(u) := C(u,u).
Operator C' ma nastepujaca, wazng wlasnosé.

Lemat 1.2.6 Operator C' jest monotoniczny. Znaczy to, ze dla kazdych funkejiu,v € L3 (T3)
ma miejsce nastepujgca nierownosé:

(C(u) = C(v), u—v) = (|lu|u—|v|v, u—v) >0.
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Dowéd. [Lematu 1.2.6] Dla kazdego wektora u € R3 rozwazmy najpierw funkcje skalarng
F : R?® — R postaci:

Zauwazmy, ze gradient funkcji F' wynosi:
VF(u) = |u|u.

Mamy wiec nastepujaca relacje:

Korzystajac z elementarnej nieréwnosci:
w-v < Ju] ol

oraz z nieréwnosci Younga (dlap=3ig = %), mozemy bezposrednio sprawdzi¢ monotonicz-
noéé¢ VF. Dla kazdych u,v € R? mamy:

(VE(u) = VE@)) (u—v) = (Ju|u— [v]v) (w = v) = (ju* + [o]*) = (ju] + [o]) wo >
> (Juf* + of*) = (Jul + [o]) [l [o] =
= (JuP + o) = [ul o] = o) Jul >

2 81

3
[ol” = 3 Jul” = 0.

2 1
3 3 3 3
> (Jul® + o) = 5 Juf* = S ol - .

3

Dowdéd konczy stwierdzenie, ze catka zachowuje monotonicznosé. O
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Rozdziat 2

Zagadnienia poczatkowo-brzegowe

W tym rozdziale wprowadzimy rozwazane w dalszej czeSci pracy modele matematyczne opi-
sujace dynamike niescisliwych, lepkich ptynéw. Beda to zagadnienia poczatkowo-brzegowe
wymienione we wprowadzeniu, rozwazane na tréjwymiarowym torusie: réwnania Naviera-
-Stokesa oraz rownania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.

Wyprowadzimy réwniez tzw. pierwszg nierdwnos$é energetyczng i wprowadzimy definicje
stabych rozwiazan rozwazanych réwnan.

2.1. Tré6jwymiarowe réwnania Naviera-Stokesa

Tréjwymiarowe réwnania Naviera'-Stokesa? maja nastepujaca postaé:

{ut(a:,t)—uAu(x,tH(u(x,t).V)u(z,t)+vp(x,t) = f(z,t) na Qr, 1)

divu(z,t) =0 na Qr,
gdzie u(x,t) = (uy,uz,us) jest szukanym polem predkosci ptynu, funkcja skalarna p(z,t) -
szukanym ci$nieniem, za$ pole f(x,t) = (f1, f2, f3) to dane nam sily zewnetrzne dzialajace

na plyn. Stata p to dodatni wspdlezynnik lepkosci ptynu. Rozwazaé bedziemy uktad réwnan
(2.1) z warunkiem poczatkowym:

u(z,0) =u(0) =upg(xr) na £, (2.2)

gdzie funkcja ug € H.
Przypomnijmy, ze rozwazamy réwnania na tréjwymiarowym torusie Q@ = T3 = [0, 27]3
z okresowym warunkiem brzegowym:

u(x+2me;t) =u(x,t) Yoz eR3 Vt>0, i=1,23, (2.3)

gdzie e; to standardowe wersory w przestrzeni R3.
Dokonamy najpierw kilku uproszczen w ukladzie (2.1). Mozemy bez straty ogélnosci za-
ktada¢, ze funkcje v i f maja Srednie przestrzenne réwne zero, tzn.

uQ(t):Kl”/u(t)dX:O oraz  fq(t)=0 VYit>0.
Q

!Claude Louis Marie Henri Navier (10.02.1785 - 21.08.1836) - francuski inzynier i fizyk specjalizujacy sie
w mechanice.
2Sir George Gabriel Stokes (13.08.1819 - 01.02.1903) - irlandzki matematyk, fizyk, polityk i teolog.
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Ponadto przyjmiemy wspoélczynnik lepkoéci 4 = 1. Latwo bowiem sprawdzié, ze jesli
funkcja w (z,t) jest rozwigzaniem ukladu (2.1) z lepkoscia p > 0, to funkcja
U’M (x7 t) = pu (1’, Mt)

spelnia réwnanie (2.1) z u = 1. Oczywiscie nalezy przy tym odpowiednio przeskalowaé¢ odcinek
czasowy [0, 7).
Ostatecznie wigc rozwazaé bedziemy nastepujace rownania Naviera-Stokesa:

ur(z,t) — Au(z,t) + (u(z,t) - V) u(z,t) + Vp(z,t) = f (x,t) na Qr, (2.4)
divu(z,t) =0 na Qr, '

z warunkiem poczatkowym (2.2) i okresowym warunkiem brzegowym (2.3) oraz z funkcjami
u i f majacymi Srednie przestrzenne rowne zero.

Uwaga 2.1 Drzieki przyjeciu $redniej przestrzennej funcji uw rownej zero mamy nierownosSc
Poincarego, ktora pozwala na zastgpienie peinej normy w przestrzeni V- normg gradientu w H
(patrz przyklad A.4).

2.1.1. Nier6wnos¢ energetyczna

Zalézmy teraz przez chwile, ze u jest rozwiazaniem klasycznym réwnania (2.4) i wszystkie po-
nizsze operacje sa uzasadnione. Mnozac skalarnie obie strony réwnania (2.4) przez u i catkujac
po Q otrzymujemy:

Calkujac przez czesci i wykorzystujac opisane wezeéniej wlasnoscei (widzimy, ze bardzo wazny

jest tu fakt ((u-V)u, u)y =0), dostajemy stad nastepujaca zaleznosé:

2 _
ol + V) =

Calkujac teraz po odcinku czasowym [0,¢] dla ¢t € [0,T") otrzymujemy réwnos¢:

1
5 I + / [Fu()]? ds = 5 ()]

Powyzszy rachunek przekonuje nas, ze od rozwiazania u réwnania (2.4) powinni$my ocze-
kiwaé, ze dla ug € H, ograniczone beda nastepujace normy:
HUHLOO(O,T; H) Oraz Hu||L2(0,T; V)

Formalna argumentacja polega na wzieciu przyblizen Galerkinowskich u,, (patrz definicja
2.1.4) dla rozwigzania u. Sa to funkcje gtadkie, wiec dla nich powyzszy rachunek daje:

1 1
5 Hun ?+ / [V (s) =3 lun (0)]* < 3 lu(0)]*

Przechodzac do granicy z n — 400, otrzymujemy ostatecznie nastepujaca nierdwno$é ener-
getyczng dla réwnan NS:

1 1
S sup [lu(t)|? + / IVu(t)? d < 5 u(O)]
te[0,T]
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2.1.2. Stabe sformulowanie

Zajmiemy sie teraz stabym sformulowaniem zagadnienia (2.4) bez sil zewnetrznych, tzn. dla
f = 0. Zdefiniujmy najpierw klase funkcji testujacych.

Definicja 2.1.1 (Klasa funkcji testujacych) Przez D (1) oznaczmy klase funkcji glad-
kich, o zwartym nosniku w Q x [0,T), ktérych dywergencja wynosi zero>:

D(Qr) :={p e Cg°(Qr) : V- =0}.

Zaznaczmy, ze z powyzsze] definicji wynika, iz kazda funkcja ¢ € D (Q27) ma nosnik
oddzielony od prawego konica odcinka czasowego. W szczegdlnoscei ¢ (T') jest funkcja zerowa
na ), tzn.:

b (T) = 0.

Wezmy teraz funkcje ¢ € C§° (2r) 1 pomnézmy przez nia obie strony réwnania (2.4)
(z sila f = 0). Calkujac przez czesci po Qp, dostajemy:

T T T T
—/<u, i) dt+/(Vu, Vo) dt+/<(u-V)u, ) dt—l—/(Vp, ) dt =
0 0 0 0

=—<MT%MT»4%WM¢@D- (2.5)
——
=0

Rozkladajac funkcje ¢ zgodnie z twierdzeniem 1.1.1 na czesé bezdywergentna i gradient
funkcji skalarnej:

P(t) = @(t) + V(1)
wstawiajac do (2.5) i calkujac przez czesci, otrzymujemy dwa réwnania, z ktérych jedno
zawiera tylko pole predkosci w:

T T T
—/<u, o) dt+/<Vu, ) dt+/<(u-V) w, @) dt = (ug, ¢ (0)) (2.6)
0 0 0

za$ drugie okresla zwiazek cisnienia p z u:

T T
/((u -V)u, Vy) dt + / (Vp, V) dt = 0. (2.7)
0 0

Przyktadowo, w powyzszym rachunku, sktadnik (Vp, ¢) znika, poniewaz

(Vp, ©) = /Vpgo dx = /div (pp) dx — /pdivgo dx = /div (pp)dx = /p(gpn) dr = 0.
Q Q Q =0 Q o0

Réwnanie (2.7) pozwala nam znalez¢é ci$nienie p, gdy mamy juz pole predkosci u. Wiecej
o istnieniu i rekonstrukcji ci$nienia dla znanej predkosci u mozna przeczytaé np. w pracy [G].
Skoncentrujmy sie wiec teraz na stabym sformutowaniu réwnania na predkosé.

Na podstawie réwnania (2.6) oraz nieréwnosci energetycznej z paragrafu 2.1.1, mamy
nastepujaca definicje stabego rozwiazania rownan Naviera-Stokesa bez sit zewnetrznych.

3Funkcje bezdywergentne nalezace do C$° nazywa sie czasem (w fizyce nawet czesciej) funkcjami soleno-
idalnymi.
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Definicja 2.1.2 (Stabe rozwigzanie réwnan NS) Powiemy, ze funkcja u jest stabym roz-
wiazaniem réwnarn Naviera-Stokesa (2.4) z warunkiem poczgtkowym uy € H i z silg zewnetrz-
ng =0, jesli

we L®(0,T;H)NL?(0,T;V)

oraz

T
/ dt+/ Vu(t), Vo(t)) dt+/ ) V) ult), o(t) dt = (ug, ¢ (0))
0

dla kazdej funkcji solenoidalnej p € D (Qr).

Istnieje wygodniejsza, rownowazna definicja stabego rozwiazania, w ktérej funkcje testowe
zaleza tylko od zmiennej przestrzennej®.

Rozwazmy funkcje postaci ¢y, (z,t) = ¢ (x) 8y, (t), gdzie p € D (Q) = C§%;y (), zas Oy, (s)
jest funkcja z przestrzeni C3° ([0,7)), ktéra jest réwna jeden dla s < ¢ oraz réwna zero dla
s > t + h, dla ustalonego t € [0, T). Widzimy, ze ¢y, (z,s) = ¢ (z) dla s < t.

Biorac w definicji 2.1.2 funkcje ¢ (x,t) := vy, (x,t) 1 zbiegajac z h — 0, dostajemy wiec
nastepujaca definicje.

Definicja 2.1.3 Powiemy, Ze funkcja u jest stabym rozwiazaniem réwnan Naviera-Stokesa
(2.4) z warunkiem poczatkowym ug € H i z silg zewnetrzng f =0, jesli

we L®(0,T;H)NL*(0,T;V)
oraz

(w(t), )~ (w0, @) + [ (Vu(s), V) ds+ [ ((u(s)- V)u(s), ) ds=0
0

dla kazdej funkcji solenoidalnej ¢ € D () i dla kazdego t € [0,T).

7 definicji 2.1.3 wynika nastepujacy lemat nadajgcy sens warunkowi poczgtkowemu dla
stabego rozwiazania.

Lemat 2.1.1 Kazde stabe rozwigzanie v réwnarn Naviera-Stokesa jest L? stabo ciggle wzgle-
dem czasu, tzn.:

lim (u(t), v) = (u(to), v)

t—to
dla kazdego v € L? i dla kazdego to € [0,T).
Dowdéd. [Lematu 2.1.1] WeZzmy najpierw v € D (2). Dla kazdego ustalonego ¢ty € [0,T),
odejmujac stabe sformutowania z definicji 2.1.3 dla czaséw t i tg, mozemy napisaé, ze

t t

(ult), v) — (u (to), v) = — / (Vu(s), Vo) ds — / (u(s) - V) u(s), v) ds.

to to

Funkcje v i Vo sa ograniczone za$ u € L? (0,7;V) N L* (0,T; H). Prawa strona powyzszej
réwnosci jest wiec catkowalna. Dlatego zbiega do zera, gdy t — tg.

4Doktadniejsze wyprowadzenie znalezé mozna na przyktad we wspomnianej juz pracy [G].
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7 gestoéci, funkcje v € L? przyblizamy ciggiem funkcji z D (Q) i korzystamy z faktu, ze
u € L>®(0,T; H), zeby przej$¢ do granicy. O

Z lematu 2.1.1 wynika, ze kazde stabe rozwigzanie réwnan NS spelnia warunek poczatkowy
w nastepujacym sensie:
u(t) ~wup, gdy t—0.

Ma miejsce nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.2 (Istnienie stabych rozwigzan réwnan NS) Dia kazdej funkcji ug €
H istnieje co najmniej jedno stabe rozwigzanie trojwymiarowych réwnan Naviera-Stokesa. To
rozwigzanie jest stabo ciggle w L? wzgledem czasu i dodatkowo spelnia nieréwno$é energe-
tyczng:

t
1 1
o a1 + [ 19l ds < 3 luol (28)
0

dla kazdego t € [0, T). W konsekwencji u(t) — ug silnie w L? dla t — 0.

Jak juz wiemy kazde stabe rozwiazanie réwnan Naviera-Stokesa jest stabo ciagle wzgle-
dem czasu. Jednakze do tej pory nie wiadomo, czy kazde stabe rozwiazanie spelnia nieréwnosé
energetyczna. Silna zbieznos¢ do warunku poczatkowego jest konsekwencja stabej ciaglosci
i nieréwnosci energetycznej (2.8). Nie wiadomo wiec takze, czy kazde slabe rozwiazanie zbie-
ga silnie w L? do warunku poczatkowego. Kwestia jednoznacznosci stabych rozwiazan jest
rowniez problemem otwartym.

Rozwiazania z powyzszego twierdzenia 2.1.2 nazywa si¢ powszechnie stabymi rozwigza-
niami Leraya-Hopfa, gdyz zostaly one skonstruowane po raz pierwszy przez Leraya® (1934)
w calej przestrzeni R® i HopfaS (1951) dla zbioréw otwartych, ograniczonych Q C R3.

Twierdzenie 2.1.2 jest bardzo klasycznym wynikiem, znanym od dawna. Jego dowdd po-
lega na zastosowaniu metody Galerkina i nie bedziemy go tu przedstawiaé. Mozna go znalezé
w wielu miejscach, miedzy innymi w pracach: [G], [JH], [JR], [MP]. Nadmienmy tylko, ze
wiekszos¢ potrzebnych sktadnikéw tego dowodu zostata juz wprowadzona.

Ponizej przedstawiamy schemat tego dowodu.

1. Sformutowanie przyblizen Galerkinowskich .

2. Rozwiazalnos$¢ uktadu rownan zwyczajnych na przyblizenia Galerkinowskie i oszacowa-
nia a priori dla u,,.

©w

Oszacowania a priori na pochodne czasowe %un.

e

Przejscie graniczne.
5. Nier6wnosé energetyczna.
6. Zbieznos¢ do warunku poczatkowego.

Ograniczymy sie tu do podania, waznej dla dalszych rozwazan, definicji przyblizen Ga-
lerkinowskich dla rozwiazania rownan Naviera-Stokesa.

5Jean Leray (07.11.1906 - 10.11.1998) - francuski matematyk. Zajmowal si¢ topologia algebraiczna, analiza
funkcjonalng i réwnaniami rézniczkowymi. Byt cztonkiem Francuskiej Akademii Nauk i Honorowym Czlonkiem
Polskiej Akademii Nauk.

SEberhard Frederich Ferdinand Hopf (17.04.1902 - 24.07.1983) - urodzony w Austro-Wegrzech matematyk
i astronom. Jeden z twércéw teorii ergodycznej i pionier teorii bifurkacji.
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Definicja 2.1.4 (Przyblizenia Galerkinowskie dla NS) Niech {aj };;OT bedzie ortogonal-
ng bazq przestrzeni V1 zloZong z funkcji wlasnych operatora Stokesa. Funkcje

U (x,t) 1= Zc’; (t)d’ (z)

J=1

nazywamy n-tym przyblizeniem Galerkinowskim, jesli spetnia uklad réwnan

<§tun (0, aj> +(Vun (1), Vol )+ ((u (8)- V) ua (0, /) =0 ¥ j=1,..0m

z warunkiem poczgtkowym
up (2,0) = Pyug,
gdzie

n

Pyug = Z <uo, aj> al.

j=1

2.2. Tréjwymiarowe réwnania Brinkmana-Forchheimera z kon-
wekcja

Rozumujac podobnie jak w przypadku rownan Naviera-Stokesa, wyprowadzimy teraz stabe
sformutowanie dla réwnan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja. Model ten w jezyku an-
gielskim nosi nazwe: ”Convective Brinkman-Forchheimer equations” (patrz np. prace [YZ],
[KZ]). W literaturze (patrz np. praca [RZ]) wystepuje réwniez inny (blizszy naszemu) punkt
widzenia, okreslajacy te réwnania jako modyfikacje réwnan Naviera-Stokesa. Nazywa sie je
wtedy w jezyku angielskim: ”Tamed Navier-Stokes equations”.

Roéwnan Brinkmana-Forchheimera uzywa sie w opisie ruchu ptynéw w nasyconych oérod-
kach porowatych. Pojawiaja sie one takze w teorii cieczy nienewtonowskich. Analogiczne
réwnania uzywane sa rowniez w dynamice pltywow.

Tréjwymiarowe nieéciéliwe réwnania Brinkmana’-Forchheimera® z konwekcja maja naste-
pujaca postac:

(2.9)

up — pAu+ (u-V)u+Vp+oau+ flulu=f  na Qp,
divu =0 na Qrp,

gdzie u(x,t) = (uy,uz,us) jest szukanym polem predkosci ptynu, funkcja skalarna p(z,t) -
szukanym ciSnieniem, za$ pole f(x,t) = (f1, f2, f3) to dane nam sily zewnetrzne dzialajace
na plyn. Stata p to dodatni wspdlczynnik Brinkmana (efektywna lepko$é ptynu). Dodatnie
state a i 3 to odpowiednio wspoétczynnik Darcy’ego”’ (przepuszczalnoéé materialu porowate-
go) oraz wspOtczynnik Forchheimera (proporcjonalny do porowatosci materiatu). Rozwazaé
bedziemy uklad réwnan (2.9) z warunkiem poczatkowym:

u(z,0) =u(0) =up(x) na £, (2.10)

gdzie funkcja ug € H.

"H. C. Brinkman - niemiecki fizyk i inzynier. Mozna znalezé jego prace z lat 1931-1951.

8Philipp Forchheimer (07.08.1852 - 02.10.1933) - austriacki inzynier, pionier w dziedzinie inzynierii ladowej
oraz hydrauliki.

9Henry Philibert Gaspard Darcy (10.06.1803 - 03.01.1858) - francuski inzynier, ktéry mial znaczacy wktad
w dziedzine hydrauliki.
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Tak jak w przypadku réwnan Naviera-Stokesa, zagadnienie (2.9) rozwazamy na tréjwy-
miarowym torusie Q = T3 = [0, 271]> z periodycznym warunkiem brzegowym:

u(x +2me;t) =u(z,t) YeeR3 V>0, i=1,23. (2.11)

Podobnie jak dla réwnan NS, przyjmiemy w réwnaniu (2.9) wsp6tczynnik lepkosci p réwny
jeden oraz $rednie przestrzenne funkcji u i f réwne zero.

Wspdlezynniki o i 6 maja w naszych rezultatach jedynie wplyw na wielko$é¢ statych ¢
w oszacowaniach. Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy wiec w naszym modelu a = § = 1.
Latwo mozna przesledzi¢ zalezno$¢ wspomnianych statych ¢ od tych wspélczynnikéw.

Ostatecznie, rozwaza¢ bedziemy réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja postaci:

{ut_Au+(u-V)u+Vp+U+U|uzf na  Or, (2.12)

divu =0 na Qp,

z warunkiem poczatkowym (2.10) i okresowym warunkiem brzegowym (2.11) oraz z funkcjami
u i f majacymi Srednie przestrzenne rowne zero.

2.2.1. Nier6wnos¢ energetyczna

Pokazemy teraz nieréwno$é¢ analogiczng do nieréwnoéci energetycznej dla rownan Naviera-
-Stokesa.

Zakladajac, ze u jest funkcja gladka, mnozac obie strony réwnania (2.12) przez u i caltkujac
po ) dostajemy:

(ug, u) + (—Au, u) + ((u - V) u, u) + (Vp, u) + (u, u) + (Ju|u, u) = 0.

Po calkowaniu przez czesci otrzymujemy nastepujaca tozsamosé:

Sl [l + s = 0.

Calkujac teraz po odcinku czasowym [0,¢] dla t € [0,7T), mamy réwnosé:

t t
1
5 ) aﬂwu Pas+ [ () ds+ [ ul)Es ds = ).
0 0

Powinni$my wiec oczekiwaé, ze dla ug € H, rozwiazanie u réwnan (2.12) bedzie mialo
nastepujaca regularnosé:

we L*®(0,T; H)NnL*(0,T; V)N L? (o,T; L3) .

Przechodzac przez przyblizenia Galerkinowskie, mozemy napisaé¢ pierwszqg nierdwno$c
energetyczng dla réwnan CBF, postaci:

2 t€[0,T

T T

1 1

= sup [lu(t) —I—/HVu vt [Iu@l? de+ [l de< o e@)®. (213)
0 0
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2.2.2. Stabe sformulowanie

Zajmiemy sie teraz stabym sformulowaniem zagadnienia (2.12) bez sit zewnetrznych, tzn. dla
f=0.
Podobnie jak dla réwnan NS, wezmy najpierw funkcje testowa ¢ € C3° (Qr), postaci:

Y=+ V.

Mnozac obie strony réwnania (2.12) (z f = 0) przez funkcje 1, a nastepnie calkujac stronami
po czasoprzestrzeni Qp, otrzymujemy réwnania na funkcje predkosci u:

—/T(u, ©t) dt—i—/(Vu, V) dt+/<(u-V)u, @) dt +
0 0

+/ dt+/<|uyu, o) dt = (ug, 0 (0))  (2.14)
0

oraz na cisSnienie p w zaleznoéci od u:

T
/ u-V)u, Vy) dt—l—/ Vp, Vv) dt+/ lu| u, V) dt = 0. (2.15)
0

Tak jak w przypadku réwnan Naviera-Stokesa, skupimy sie na stabym sformutowaniu
réwnania na predko$é. Z réwnania (2.14) oraz nieréwnosci energetycznej (2.13) wynika na-
stepujaca definicja stabego rozwiazania rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja bez sit
zewnetrznych.

Definicja 2.2.1 (Stabe rozwigzanie réwnan CBF) Powiemy, Ze funkcja u jest stabym
rozwiazaniem rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg (2.12) z warunkiem poczgtko-
wym ug € H i z silg zewnetrzng f =0, jesl

we L™ (0,T; H)N L? (0, T; L3) NL2(0,T;V)

oraz spelniona jest rownosé
T
/ ) di+ / (Vu(t), V(b)) di+ / ) V) ult), () di+
0

+/ dt—l—/ (lu(t)| u(t), ¢) dt = (ug, ¢ (0))
0

dla kazdej funkcji solenoidalnej p € D (Qr).

Korzystajac z réwnowaznej definicji stabych rozwiazan réwnan CBF (dla funkcji testo-
wych zaleznych tylko od zmiennej przestrzennej), mozemy udowodni¢ lemat o stabej ciagto-
$ci rozwiazan w L?. Dowéd pomijamy, gdyz przebiega analogicznie jak w przypadku réwnan
Naviera-Stokesa.
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Lemat 2.2.1 KazZde stabe rozwigzanie u rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcjq jest
L? stabo ciggle wzgledem czasu, tzn.:

lim (u(t), v) = (u(to), v)

t—to
dla kazdego v € L? i dla kazdego ty € [0,T).
Dodajmy jeszcze nastepujaca uwage notacyjna do nastepnych rozdzialéw.
Uwaga 2.2 Dodatnie stale ¢, ¢; dla i € {1,2,3,4} jak réwniez c*, ktére wystepujg w osza-

cowaniach w rozdziatach 3, 4 i 5 oznaczajg ogdlne stale, ktorych wartosci mogq sie zmieniac
(i czesto z tej mozliwosci korzystajg) z linigki do linigki.
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Rozdziat 3

Rozwigzania silne

W tym rozdziale zajmiemy sie klasycznymi wynikami dotyczacymi silnych rozwiazan dla réw-
nan Naviera-Stokesa w trzech wymiarach przestrzennych. Pokazemy lokalne w czasie istnienie
silnych rozwiazan, ich jednoznacznos¢ oraz globalne istnienie dla matych danych poczatko-
wych. Nastepnie przeniesiemy te wyniki na réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.
W otrzymaniu tych rezultatéw niezwykle pomocne beda pewne oszacowania a priori.
Wyniki zawarte w tym rozdziale dotyczace réwnan Naviera-Stokesa sa znane od dawna.
Dlatego przedstawiamy tu formalne rachunki, ktore obrazuja gtéwne idee dowoddéw. Mozna
je uzasadni¢ i podaé¢ w pelni rygorystyczne dowody stosujac przyblizenia Galerkinowskie .
Zalézmy wiec, ze ug € V' i pomnézmy obie strony réwnan Naviera-Stokesa (2.4) bez sil
zewnetrznych przez Au (znéw zakladajac, ze u jest gladkim rozwiazaniem i wszystkie ponizsze
operacje sa uzasadnione). Calkujac obie strony po zbiorze 2, otrzymujemy réwnosé:

(ut, Au) + (Au, Au) + (B(u), Au) + (Vp, Au) = 0.

Dla wigkszej jasnosci, wykonajmy formalny rachunek dla pierwszego sktadnika. Caltkowa-
nie przez czesci daje nam:

1d

(g, Au) = (V (up), V) = <jtVu, Vu> o (Vu, Vu) = th L gul?.
Mozemy wiec napisaé dalej réwnoscé:
2 IVl + Al + (Buw), Au) =0 (31)
Calkujac teraz po czasie na odcinku [0, T], otrzymujemy:
T
%(HVU(T)H V(o) /HAu dt+/<B(u), Au) dt = 0.
0

Ostatecznie mamy nastepujaca drugg nierowno$c¢ energetyczng dla réwnan NS:

T

1 1

> s [|[Vu(t) —l—/HAu dt+/<B(u), Au) dt < [ Vu(O)]
te[0,77] 0

Dla ug € V! mamy wiec ograniczone nastepujace normy:

HUHLOO(O,T;Vl) oraz ”UHL2(0,T;V2)'

Mozemy teraz zdefiniowac, co rozumiemy pod pojeciem silnego rozwigzania réwnan Naviera-
-Stokesa.
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Definicja 3.0.2 (Silne rozwigzanie réwnan NS) Powiemy, Ze pole wektorowe u jest sil-
nym rozwiazaniem réwnan Naviera-Stokesa (2.4) z silg f = 0, jesli dla warunku poczgtkowego
ug € V, u jest rozwigzaniem stabym i dodatkowo posiada wyzszq reqularnosé, tzn.:

ue L™ (O,T; V1> N L2 (0, T: V2) .

Analogiczny formalny rachunek dla réwnan Brinkmana-Forchheimera (2.12) bez sil ze-
wnetrznych daje nam:

(ug, Au) + (Au, Au) + (B(u), Au) + (Vp, Au) + (u, Au) + (C (u), Au) = 0.

Po catkowaniu przez czesci dostajemy wiec réwnosé:

th L Iul® + Al + [Vl + (Bw), Au) +(C (w), Au) =0

Calkowanie po czasie na odcinku [0, 7] daje:

T

1

5 (192 = |Vu(0) /Hvu dt+/HAu( dt+/ ) di+
0

+ [ (C(u), Au) dt = 0.
0/

Dostajemy zatem nastepujaca drugg nieréuwnosé energetyczng dla rownan CBF:
T

T
1
) +/HVU dt+/||Au(t)”2 dt+/<B(u), Auy di+
2 tefo,1) J J

+O/(C(u), Au) dt < % IV (0)]|.

Dla ug € V! mamy wiec ograniczone nastepujace normy:

HUHLOO(O,T;Vl) oraz ”UHL2(0,T;V2)'

Wynika stad ponizsza definicja silnych rozwiazan réwnan Brinkmana-Forchheimera z kon-
wekcja.

Definicja 3.0.3 (Silne rozwiagzanie réwnan CBF) Powiemy, Ze pole wektorowe u jest
silnym rozwiazaniem rdwnan Brinkmana-Forchheimera z konwekcjq (2.12) z silg f =0, jesli
dla warunku poczgtkowego ug € V', u jest rozwigzaniem stabym i dodatkowo posiada wyzszq
reqularnosé, tzn.:

ue L™ (o,T; Vl) N L2 (0, T, v2) .
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3.1. Lokalne istnienie silnych rozwigzan

W tym rozdziale wykazemy lokalne w czasie istnienie silnych rozwigzan dla réwnan Naviera-
-Stokesa oraz dla réwnan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.

Oszacujmy najpierw wyrazenie (B(u), Au). Korzystajac z nier6wnosci Holdera, Sobolewa
i Younga, mozemy oszacowaé to wyrazenie w nastepujacy sposob:

1 1
[(B(u), Au)| < / Jul [Vl [Au] dx < lull o [Vull gs [[Aull 2 < e [Vl [Vl 2 [Vull 26 | Aul] <
Q

3 3 1
< | Vul? [|Au|? < || Vull® + 3 [ Aul?. (3:2)
Przyda nam sie réwniez nastepujacy lemat, ktérego dowdd polega na catkowaniu przez

czedel 1 rézniczkowaniu modutu. Mozna go znalezé w pracy [RS].

Lemat 3.1.1 Dia kazdego k > 2, jesli u € H?, to:

/—Au\u|k_2udz> /|Vu|2|u|k_2 dz.
Q Q

W szczegdlnosci, na mocy lematu 3.1.1 mozemy napisaé¢ dla interesujacego nas operatora
C (oraz dla bezdywergentnej funkcji u € V?2), ze:

(Au, C(u)) = /—Au\u|udx > /|vu\2\u|dx >0, (3.3)
Q Q

3.1.1. R6éwnania Naviera-Stokesa

Zacznijmy od réwnan Naviera-Stokesa, dla ktorych lokalne istnienie silnych rozwiazan jest
wynikiem znanym od bardzo dawna (Kiselev i Ladyzenska!, 1957).
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.2 (Lokalne istnienie silnych rozwigzan réwnan Naviera-Stokesa)
Dila kazdego ug € V1 istnieje takie T > 0, ze rozwigzanie startujgce z ug jest silnym rozwig-
zaniem réwnan Naviera-Stokesa (2.4) z silg f = 0 na przedziale czasowym [0,T].

Dowéd. [Twierdzenia 3.1.2] Wstawiajac oszacowanie (3.2) do réwnosci (3.1) otrzymujemy
nastepujaca nieréwnos¢ rézniczkowa:

1d 1
L LIVl + 5 Aul? < e[Vl ®. (3.4
Oznaczajac przez X (t) = Hu(t)H%p, zapisujemy interesujaca nas nieréwnos$¢ (3.4) w po-
staci: p
X0+ | Aul|® < eX (1)3.

Opuszczajac norme || Aul|?, otrzymujemy zatem nastepujace zagadnienie rézniczkowe:

{X’(t) < eX(t)3,

3.5
X(0) = [luo| 31 - (39

10Olga Aleksandrovna Ladyzhenskaya (07.03.1922 - 12.01.2004) - sowiecka i rosyjska matematyczka. Byta
znana z pracy nad réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi i mechanika pltynéw.
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Rozwazmy wiec zwiazane z nier6wnoscia (3.5) zagadnienie Cauchy’ego:

Y'(t) = Y (t)3,
{ Y (0) = X(0),

ktore potrafimy rozwiaza¢. Rozwiazanie tego réwnania:

Y (0)

V) == 2¢Y (021

wybucha w skoficzonym czasie:

1

2¢Y (0)?
Zauwazmy, ze na mocy zasady poréwnawczej, rozwigzanie nieréwnosci rézniczkowej (3.5)

jest dla wszystkich mozliwych czaséw ¢ > 0 ponizej rozwiazania réwnania rézniczkowego
(3.6):

1
Xt)<Y(t) da 0<t<——p.
2¢ ||uol[ g
W szczegoblnosei, na przyktad dla 0 < ¢ < %7 mamy:
éLcHuOHH1
2 2
la(®) 2 = X(t) < ——oll o Juollp:

i 2cfulint 11

Wracajac do nieréwnosci (3.4) widzimy teraz, ze

6
L ITu)? + LAuo)” < e |[Fuol < %
1
2

Calkujac te nieréwno$é po czasie dla t € [O, mﬁ} uzyskujemy nieréwnosé:
H1
td 2 ! > ol
@) ds [ ) e ds < 0 g
0 ds 0

O

Mamy wiec:

t 6
2 2 2 o | 71 1 V2 2
w7 — lu(0) |5 +/ [u(s)[ 72 ds < eo—2 — = — llwollz
0 (\ﬁ) delluollyr 2
2

co ostatecznie mozemy zapisa¢ w postaci nieréwnosci:

t V2
(@) + [ )l ds < (2 * 1) ol

Pokazalidémy zatem, ze

1

T
/ Hu(s)”?p ds < const. dla T := —_
‘ 4c ||uol[ g

co konczy dowdd. O
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3.1.2. Réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja

Dla réwnan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja ma miejsce analogiczne twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.3 (Lokalne istnienie silnych rozwigzan réwnan CBF, KH) Dia kaz-
dego uy € V' istnieje takie T > 0, Ze rozwigzanie startujgce z ug jest silnym rozwigzaniem
rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg (2.12) z silg f = 0 na przedziale czasowym
[0, 7).

Dowéd. [Twierdzenia 3.1.3, KH| Réwnanie (2.12) w postaci funkcjonalnej ma postaé:
us + Au+ B(u) + v+ C(u) = 0.

Mnozac te réwnosé stronami przez Aw i catkujac po €2, dostajemy:

1d
5 g IVull® + 1 Aull” + [|Vul® +(C(u), Au) < |(B(u), Au)]. (3.7)
——
>0

Pamietamy, ze na mocy lematu 3.1.1 mamy réwniez nastepujaca nieréwnosé (3.3):
(C(u), Au) > 0.

Korzystajac jeszcze raz z oszacowania (3.2) dla prawej strony nieréwnoséci (3.7), otrzymu-
jemy zatem taka sama nierownos¢ jak w przypadku réwnan Naviera-Stokesa:

1d 1
S IVl + 3 4l < [ Vull
Dowdéd konczy powtodrzenie rozumowania z paragrafu 3.1.1. [l

3.2. Jednoznaczno$¢ silnych rozwigzan

Zajmiemy sie teraz jednoznacznoscia silnych rozwiazan réwnan Naviera-Stokesa oraz konwek-
cyjnego réwnania Brinkmana-Forchheimera, dla ptynéw nieécisliwych. Przez jednoznacznosé
rozumiemy tu jednoznaczno$é rozwiazan w klasie rozwiazan silnych?.

W tym celu zalozymy, ze mamy dwa silne rozwigzania danego problemu: u oraz v. Ozna-
czymy ich réznice przez w := u — v i bedziemy chcieli wykazaé, ze w istocie funkcja w = 0.
Zacznijmy od mniej skomplikowanego przypadku, czyli rownan Naviera-Stokesa.

3.2.1. R6ownania Naviera-Stokesa

Udowodnimy teraz twierdzenie mdéwiace o jednoznacznosci silnych rozwiazan réwnan Naviera-
-Stokesa w klasie rozwiazan silnych.

Twierdzenie 3.2.1 (Jednoznacznos$¢ silnych rozwigzan réwnan NS) Niech funkcje u
i v bedg dwoma silnymi rozwigzaniami réwnan Naviera-Stokesa (2.4) z silg f = 0, startujg-
cymi z tego samego warunku poczgtkowego ug. Wiedy u = v dla wszystkich czasow t > 0.

W odréznieniu od tzw. wlasnosci “weak-strong uniqueness”, ktéra méwi, ze rozwiazania silne réwnan
Naviera-Stokesa sa jednoznaczne w klasie stabych rozwiazan.
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W dowodzie twierdzenia skorzystamy z faktu, ze (w przeciwienstwie do rozwiazan stabych)
rozwiazania silne rownan Naviera-Stokesa bez sit zewnetrznych natychmiast staja sie gltadkie.
Dowéd tego faktu mozna znalezé np. w monografii [CF].

Uwaga 3.1 Rozwigzania silne rownan Naviera-Stokesa mogq byé uzyte jako funkcje testujg-
ce, tzn. jesli funkcja u jest silnym rozwigzaniem, to u € C§° (Qr).

Dowéd. [Twierdzenia 3.2.1] Niech w := u — v bedzie réznica silnych rozwiazan u i v. Wtedy
oczywiscie w(0) = u(0) — v(0) = 0. Zapiszmy wiec sformulowania wariacyjne dla u i v:

~ [t e ds+ [ (Vu, Vepds+ [ (B, o) ds = ((0), (0) ~ (ul), o(0).
0 0 0

I
—~
>4
—~
(=)
~—

S
—~
(=}
~—
~
[
—~
>4
—~
~
~—
S
—~
~
~—
~

_/t@, sos>ds+/t<W7 V) dS+/t<B(v)7 ) ds
0 0 0

Biorac ich réznice, dostajemy tozsamosé:
¢

—/(w, gos>ds—|—/t<Vw, Vo) ds—i—/t(B(u) — B(v), ) ds
0 0 0

I
/\
S
—~
2
5
(=}
~—
~—
|
S
—~~
=
©
=

=0

Korzystajac z uwagi 3.1, wstawiamy do tego réwnania ¢ := w. Otrzymujemy:

|

=—3llw®)?

DN |

Sl as [ 19wl ds+ [ (Bl — B), w)ds = — Jw(d)]*.
0 0

Stad dostajemy ostatecznie nastepujaca nieréwnosé:

t
1
S @I + [ 17w ds < (33)
0

/<B(u) — B(v), w)ds|.
0

Zauwazmy, ze po prawej stronie nieréwnosci (3.8) wystepuja trzy rézne funkcje u, v i w.
Latwo mozemy zmniejszy¢ te liczbe, korzystajac z definicji funkcji w i dwuliniowosci operatora
B. Wstawmy na przyktad v = u — w. Mamy wtedy:

<B(U) _B(U)a w> = <B(U) —B(U—’LU,’U,—U)), U)> = <B(’U,), w> - (B(u—w,u—w), U)) =

=0 =0 =0

Tak wiec spetniona jest réwnosé:
(B(u) — B(v), w) = (B(w,u), w).
Z tego faktu oraz z nieréwnosci Holdera, szacujemy prawa strone (3.8) w nastepujacy
sposdb:
¢

§ﬁ@@mww®:/
0

0

ds <

/(w-V)ude

Q

/(B(u) — B(v), w)ds
0

t t
2
< [l I19ul 2wl ds = [l [ 9ull ds.
0 0
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Interpolujac norme w L* miedzy L? i L i korzystajac z twierdzenia Sobolewa, mamy:

1 3 1 3
[wl[ps < flwlizz wlize < cllwlizz [Vwllz -

Kontynuujac dalej szacowanie, z nieréwnoéci Younga dla wyktadnikow % i 4, dostajemy

nierOwnosé:
t
3 1
/(B(U)—B(v), w)ds| < [ c[|[Vw|[2 w2 [Vul ds <
0

o —__

t
/\ku ds+c/HwH IV ds.
0

l\.')\r—t

Nieréwnosé¢ (3.8) przyjmuje wiec ostatecznie postaé:

t
2
S eI+ 5 [ 1w ds < / IFu()]* () s
0
W zwigzku z tym, ze funkcja a(s) := ||[Vu(s)||* jest calkowalna, z nieréwnosci Gronwalla
(w postaci catkowej) wnioskujemy, ze w = 0 dla wszystkich czaséw t > 0. O

3.2.2. R6éwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja
Teraz udowodnimy analogiczne twierdzenie dla réwnan Brinkmana-Forchhaimera z konwek-

cja.

Twierdzenie 3.2.2 (Jednoznaczno$¢ silnych rozwigzan réwnan CBF, KH) Niechu
i v bedg dwoma silnymi rozwigzaniam réwnan Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg (2.12)
z sitg f =0, startujgcymi z tego samego warunku poczgtkowego ug. Wtedy u = v dla wszyst-
kich czasow t > 0.

Dowéd bedzie bardzo podobny, jak w przypadku rownan Naviera-Stokesa. Musimy pora-
dzi¢ sobie tylko z dodatkowym skladnikiem nieliniowym C'(u).

Dowéd. [Twierdzenia 3.2.2, KH] Wezmy jak poprzednio w := u — v. Wtedy oczywiscie
w(0) = 0. Sformulowania wariacyjne réwnan Brinkmana-Forchheimera dla funkcji u i v wy-
gladaja nastepujaco:

¢

—/(u,gos>ds+/t<Vu,V<p>ds+/t<B( ds+/ug0ds—|—/

0
= (u(0), (> (u(t), (1)),

¢
/vcpsds+/VvVg0ds+/ ds+/vcpds+/
0 0

(0(0), #(0)) = (v(t), ¢(1)) -
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Biorac teraz réznice tych réwnan, otrzymujemy:

t
/wwsds+/VwV<pds+/ ds+/w<pds—|—
0

+ [ () = Cw), ) ds = = (w(), ¢(0)
0

Korzystajac z analogicznego do uwagi 3.1 faktu dla réwnan CBF, wstawiamy do tego rownania
¢ := w i dostajemy:

S oI+ [I9ul?ds+ [ (Bw) - B), whas+ [ s+
0
+ [ (cw - ), w)ds =~ Jwit)]*.
0

Porzadkujac powyzsza réwnosé i przenoszac nieliniowosé zwigzang z konwekcja, mozemy na-
pisaé nastepujaca nieréwnosé:

t t t
OIF + [ 19ul?ds+ [ Jw)?ds+ [ (Cw) - Cw), w)ds <
0 0 0

< O/(B(u) ~ B(v), w)ds|.

Pamigtamy, ze ze sktadnikiem konwekcyjnym poradziliSmy sobie juz wczesniej:

/(B(u) — B(v), w)ds
0

Zajmijmy sie teraz nieliniowoscia zwiazana z operatorem C'. Korzystajac z monotonicznosci
(lemat 1.2.6), otrzymujemy:

t t
1
< [IvelPds+e [ lul? [Vul* ds.
0 0

(C(u) — C(v), wy = (Julu—|v|v, u—v) > 0.

Na mocy powyzszych oszacowan, nieréwnos$¢ (3.9) przyjmuje ostatecznie postac:

t
/|Vw 1l ds+/||w )2 ds < /||vu 14 w(s)|? ds.
0

Stad mamy nastepujaca nieréwnos$é¢ catkowa:

Jw(t) / V() [ lw(s)]|? ds.

7 nieréwnoéci Gronwalla ponownie wnioskujemy, ze w = 0 z doktadnoscia do zbioru miary
zero. Tak wiec u = v prawie wszedzie, co konczy dowdd jednoznacznodci silnych rozwigzan. [J
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3.3. Globalne istnienie silnych rozwigzan dla matych danych

W tym podrozdziale zajmiemy sie kolejnym klasycznym wynikiem, a mianowicie globalnym
istnieniem silnych rozwigzan w réwnaniach Naviera-Stokesa dla matych danych poczatko-
wych. W tym celu cofnijmy si¢ teraz do wzoru (3.1):
1d
2dt

Ponadto przypomnijmy sobie oszacowanie (3.2):

IVull® + | Aull? + (B(u), Au) = 0.

3 3
[(B(u), Au)| < c[[Vul|? |[Aul|> .
Laczac te dwa fakty ze soba, otrzymujemy nieréwnosé postaci:

Ld, 2 2 S 13 L
5 ¢ 1ulli + Nl < ellull g Nl = ellull gl lull (3.10)
Zwr6émy teraz uwage, ze H? C H', a wiec ||lul;n < cllul g2. Uzywajac tego faktu

w nieréwnosci (3.10), dostajemy:

ld o 2 3 5 2

5 g 1l + lullge < cllullg lull 2 llull 72 = ellull g llullze -
Mozemy teraz przenie$¢ norme u w H 2y lewej na prawa strone nieréwnosci, zeby dostaé¢ (po
uporzadkowaniu) nastepujaca nieréwnosé rézniczkowa:

d 2 2
g Nl < 2[ullze (cllull g = 1) (3.11)
Zaktadajac wiec, ze zaczynamy z odpowiednio maltych danych poczatkowych takich, ze:
Juoll s <
u —
ollgt X P

otrzymujemy z nieréwnosci (3.11), ze

d. 2
i [[ul[Fr < 0.

Oznacza to, ze norma u w H' jest nierosngca w czasie. Jest wiec ograniczona dla wszystkich
czaséw t > 0, a wiec nasze rozwiazanie nie wybucha (jest globalne w czasie).
Przypomnijmy, ze na mocy lematu 3.1.1 mamy nastepujaca nieréwnosé:

(C(u), Au) > 0.

Zatem ten sam dowdd istnienia globalnych rozwiazan dla matych danych dziata takze w przy-

padku rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.

Odpowiednik réwnania (3.10) wyglada nastepujaco:

1d 2 2 2 % %
5 77 1l + lullgz + llull + (C(w), Aw) < el llullf - (3.12)

>0

Z réwnania (3.12) znéw otrzymujemy nier6wnosé

1d
2 dt

Dalej dowdd przebiega analogicznie jak dla réwnan Naviera-Stokesa.

2 2 2
[l + el < e llull g Jullze -
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Rozdziatl 4

Stabilnosé silnych rozwigzan

Zajmiemy sie w tym rozdziale stabilnoscia regularnosci (ang. " robustness of regularity”) roz-
wiazan réwnan Naviera-Stokesa oraz Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.

Niech teraz ug, vo € V! = HN H'. Ustalmy T > T’ > 0. Niech u bedzie silnym rozwia-
zaniem na odcinku [0, 7] réwnan CBF z sila f i warunkiem poczatkowym ug oraz v - silnym
rozwiagzaniem na [0, 7"] réwnan CBF z sila g i warunkiem poczatkowym vg. Chcemy pokazad,
ze przy pewnych warunkach, funkcje v mozna przedtuzyé¢ do silnego rozwiazania na odcinku
[0, 7). Mamy wiec nastepujace réwnanial:

ug + Au+ B(u) + au+ C (u) = f,  u(x,0) = uo,
v+ Av+ B(v) +av + C (v) =g, v(z,0) = vp.

Oznaczmy w := u — v i odejmijmy te dwa réwnania stronami. Otrzymamy réwnanie:
wi + Aw + B(u) — B(v) + aw + S (C(u) —C(v)) = f — g (4.1)
z warunkiem poczatkowym:
w(z,0) = ug — vo. (4.2)

W dowodzie stabilnosci silnych rozwigzan dla powyzszych réwnan przydatny bedzie na-
stepujacy lemat, pozwalajacy oszacowaé czas istnienia rozwiazan pewnych nieréwnosci roz-
niczkowych w zaleznoéci od wspotczynikow.

Lemat 4.0.1 Niech T >0, « >0 in € N (n > 1) oraz niech 6(t) bedzie nieujemng, ciggla
funkcjg na odcinku [0, T|. Niech nieujemna funkcja y spelnia nastepujace nieréwnosé réznicz-
kowq:

d

() < ay(t)" + (1),

y(0) =yo > 0.

(4.3)

Zdefiniugmy wielko$é:
T

77=y0+/5(s) ds.
0

Jesli spelniony jest warunek:
1

n < i
[(n—1)aT]»T

"Wygodniej jest tu napisaé réwnana CBF z parametrami « i 3. Dla parametréw o = 8 = 0 dostajemy
bowiem réwnania NS jako szczegélny przypadek.
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(1) to y(t) pozostaje ograniczone na odcinku [0, T]

oraz

(i) y(t) — 0 jednostajnie na odcinku [0,T].
')7—)

Dowéd lematu 4.0.1 pominiemy z dwéch powodow. Po pierwsze, mozna go znalezé w pra-
cy [DR]. Ponadto jest on bardzo podobny do dowodu ponizszego lematu 4.0.2, ktéry przed-
stawimy. Gléwna idea dowodu w obu przypadkach polega na odpowiednim zastosowaniu
nierownosci Gronwalla.

Lemat 4.0.2 (KH) Niech T > 0, a,b > 0 orazn € N (n > 1). Niech y bedzie nieujemng
funkcjq spetniajgcq nastepujgeq nieréuwno$é rézniczkowq:

d

—y(t) < ay(t)” + by(t)" L,
y(0) = yo.
z warunkiem poczgtkowym yo > 0.
Jesli: b )
n—2
- — 4.5
yO <y0+ a) < (n—l)aT’ ( )

to

(1) y(t) pozostaje ograniczone na odcinku [0,T]

oraz

(i) y(t) — 0 jednostagnie na odcinku [0,T].
Yo—
Uwaga 4.1 Warto w tym miejscu zwoci¢ uwage, ze lemat 4.0.2 jest glownym skiadnikiem
umozliwiajgcym dowdd stabilnosci reqularnosci dla rownarn Brinkmana-Forchheimera z kon-
wekcjg. Lemat ten zostal sformutowany i udowodniony przez autora niniejszej pracy.

Dowéd. [Lematu 4.0.2, KH] W zwiazku z tym, ze y(t), a, b oraz yo sa nieujemne, supremum
wziete po wszystkich rozwiazaniach nieréwnosci (4.4) jest osiagane dla funcji Y (¢) bedacej
rozwiazaniem zagadnienia z rownoscia:

d
—Y(t) =aY ()" +bY (¢)"
Y(0) = yo.
Rozpatrzmy teraz zagadnienie pomocnicze:
d b
—Z(t) = (a—I—)Zt”,
dt ) Yo () (4.7)

Z(0) = yo.

Latwe catkowanie przekonuje nas, ze rozwiazanie zagadnienia 4.7 wyglada nastepujaco:

Z(t) = Y0 —— dla te[0,T]. (4.8)



Widzimy, ze Z(t) pozostaje ograniczone na odcinku [0, 77, jesli spelniona jest nier6wnosé:

b
1> (n—1)yyt <a+) T,
Yo

z ktorej bezposrednio wynika posta¢ warunku (4.5).
Oznaczmy wiec w := Y — Z. Chcemy pokazaé, ze w(t) < 0 dla t € [0,7]. Odejmijmy
stronami réwnania (4.6)-(4.7). Otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe:

o0 =a (Y@ = 20 + b (Ve - yloZ(t)”> -
— = n—1—k k b n—-1, n
= aw(t) kgﬂm) 20"+ (Yt tyo - Z(6)").

Biorac pod uwage fakt, ze yo < Y (¢) dla t € [0,T], dostajemy stad nieréwnosé¢ rézniczkowa
postaci:

d i b n ..
aw(t)<mu(t)k§:‘6y(t) ! ’“Z(t)k—k%(Y(t) — Z(t)") =

b n—1
_ (a + > w(t) Y Y ()" FZ 1)k,

Yo k=0

Wiemy juz, ze jesli warunek (4.5) jest spelniony, to funkcja Z(t) jest ograniczona na
odcinku [0,7]. Funkcja Y (t) istnieje przez jaki§ czas T' > 0 i przynajmniej dla malych
czaséw jest blisko funkeji Z(t). Ponadto Z(t) wybucha wczesniej niz funkcja Y (¢), poniewaz
w réwnaniu ma wiekszy wspélczynnik przy najwyzszej potedze, ktora decyduje o zachowaniu
funkcji dla wartosci wiekszych od jeden. Znaczy to, ze czas istnienia 7" > T i funkcja Y ()
pozostaje ograniczona na odcinku [0, 7.

Wiemy wiec, ze jesli warunek (4.5) jest spelniony, to Y (¢) i Z(t) sa ograniczone na odcinku
[0, T]. Istnieje wiec takie M > 0, ze:

%w(t) < (a + ;0) Mu(?). (4.9)

Stosujac teraz nieréwnosé¢ Gronwalla do (4.9), mamy nastepujace oszacowanie:

b

w(t) <w(0)exp |[a+— | Mt| =0 dla te0,T].
~—~— Yo
=0
Znaczy to, ze Y (t) < Z(t) dlat € [0,T].
Ze wzoru (4.8) dla t = T jest jasne, ze Z(T) — 0. Mamy tez nieréwnosci:
Yo—

y(H) <Y1 < Z(1t) < Z(T) dla te[0,T)

Stad wynika, ze y(t) zbiega do zera jednostajnie na odcinku [0, 7], gdy yo — 0. O

41



4.1. Rownania Naviera-Stokesa

Teraz zajmiemy sie stabilno$cia w réwnaniach Naviera-Stokesa. WeZmy wiec w réwnaniu (4.1)
«a = 3 = 0. Dostajemy nastepujacy problem:

wt+Aw—|—B(U)—B(U) :f_ga
{w(az, 0) = up — vo. (4.10)

Biorac pod uwage, ze u jest silnym rozwiazaniem na [0,7] i chcemy to samo powiedzie¢
o v, zmienmy troche postaé¢ (4.10), tak aby pozby¢ sie v. Z definicji v = v — w, mamy zatem
tozsamos¢:

B(u) — B(v) = B(u) — B(u — w) = B(u,u) — B(u —w,u —w) =
= B(u,u) — B(u,u) — B(w,w) + B(u,w) + B(w,u) = B(u,w) + B(w,u) — B(w, w).

Mnozac teraz obie strony rownania (4.10) przez Aw (ponownie zakladamy w tym miejscu,
ze funkcja w ma regularno$é¢ uzasadniajaca ponizsze operacje) i calkujac po Q dostajemy
réwnanie:

(we, Aw) + (Aw, Aw) + (B(u) — B(v), Aw) = (f — g, Aw) .

Caltkujac przez czesci pierwszy sktadnik, przenoszac nieliniowos$¢ na prawa strone i obkla-
dajac obie strony modulami, otrzymujemy stad nastepujaca nieréwnoscé:

1d
2% IVw|? + |Aw||* < [(f = g, Aw)| + [(B(u, w) + B(w,u) — B(w,w), Aw)|.  (4.11)
4.1.1. Oszacowania a priori

Zajmiemy sie teraz szacowaniem poszczegdlnych skladnikéw po prawej stronie nieréwnosci
(4.11). Bedziemy tu wielokrotnie korzystaé¢ z nieréwnosci Holdera i Younga oraz nieréwnosci
Sobolewa, a takze z nier6wnosci interpolacyjnych. Na podstawie pracy [DR] mozemy napisaé
nastepujace oszacowania:

(i)

1
(f = g, Aw)| <{|f = gl, [Aw]) < |If = gll [ Aw] < el f —gl* + 3 lAw]®,  (4.12)

[(B(u, w), Aw)| < (lul [Vw|, [Aw]) <lu]l e [Vwll s [[Aw]] <

3
2

1 1 1
< cllullg Vw2 [Vwll s |Awll < ¢ flull g l[wlF [[Aw] <

1
4 2 2
< cflullg lwllz + ¢ llAwll”, (4.13)
(iii)
[(B(w, u), Aw)| < (|w||Vul, [Aw]) < [lw] 16 VUl s [[Aw] <
1 1 1 1
< cllwll g [[Vull 22 [Vul 7o [Awl] < ellwl g [Jull gl g [Aw]] <

1
2 2
< cllwllf lull g lull gz + g llAwll”, (4.14)
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(iv)
|(=B(w,w), Aw)| < {|w| |Vw|, |Aw[) < [|wl| s [[Vw][ s [Aw] <
1 1 3 3
< cllwll g [[Vwl| 72 [[Vwl| 76 [[Aw]| < e|w]fa |[Aw]]? <

1
<cllwln + g [ Aw]. (4.15)

4.1.2. Stabilno$¢ regularnosci

W tej sekcji udowodnimy nastepujace twierdzenie dotyczace stabilnosci silnych rozwiazan
rownan Naviera-Stokesa ze wzgledu na dane - warunek poczatkowy wug i sity zewnetrzne f.

Twierdzenie 4.1.1 (Stabilnoéé regularnoéci dla NS) Niech sily f,g € L? (0,T; H) oraz
warunki poczgtkowe ug,vg € V. Niech ponadto funkcja u € L™ (0,T; Vl) N L? (0,T; V2) be-
dzie silnym rozwigzaniem na odcinku [0, T| réwnan Naviera-Stokesa (2.4) z silq f i warunkiem
poczgtkowym ug. Jesli spetniony jest warunek:

T T
Juo vl e [ 1£(8) — g0)|” dt < exp (—@ [ (1@l + la®ll o la(t) ) dt) ,
0 0

(4.16)
dla pewnych dodatnich stalych ci,ca,c*, to funkcja v bedgca rozwigzaniem réwnan NS (2.4)
z silg g i warunkiem poczgtkowym vy, takze jest silnym rozwigzaniem na odcinku [0,T] i ma
takqg samq reqularnosé jak u.

Uwaga 4.2 Powyzsze twierdzenie o stabilnosci, jak rownieZ analogiczne twierdzenie dla row-
nan CBF, sq prawdziwe takze dla dostatecznie gladkich zbiorow otwartych, ograniczonych
Q C R3. Wynika, to sted, Ze nieréwnosé:

1 1
(B (u, ), Aw)| < c|[Vaull [[Vo]|2 [[Av]|2 || Aw]

jest prawdziwa zaréwno w przypadku periodycznych warunkéw brzegowych, jok i warunkow
Dirichleta.

W ponizszym dowodzie bedziemy postepowaé wedlug idei z pracy [DR].

Dowéd. [Twierdzenia 4.1.1] Z twierdzenia o lokalnym istnieniu silnych rozwiazan réwnan
Naviera-Stokesa, wynika, ze istnieje takie T > 0, ze v € L (0,7"; V1) N L2 (0,T7";V?) dla
T" < T. Stala T' to maksymalny czas istnienia silnego rozwigzania v, to znaczy, ze

lim sup ||Vv]|| = +o0.
t—T—

Chcemy pokazaé, ze T > T. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zalézmy wiec, ze T < T
i doprowadzmy do sprzecznosci.
Rozwazmy teraz réznice rozwigzan w := u — v z warunkiem poczatkowym

w(z,0) = ug — vo.
Ro6znica w spelnia réwnanie:

wy + Aw + B(u,w) + B(w,u) — B(w,w) = f — g, (4.17)
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dla czaséw t € [0,T") dla dowolnego T" < T. Wiemy, ze vy € L? (0,T"; H) dla kazdego T" < T.
Skoro T' < T, jasne jest wiec, ze réwniez uy; € L2 (0,T'; H). Dlatego, biorac iloczyn skalarny
w L? () obu stron réwnania (4.17) z Aw oraz sumujac stronami nieréwnoéci (4.12)-(4.15),
mozemy napisaé nastepujaca nieréwnosc:

th 2 vl +*|\Awll <allf =gl + ez lwlin (Hu||H1+HU||H1 ||u||H2)+C3||wHHla

ktéra po uproszczeniu przyjmuje ostatecznie postaé:

d 2 2 2 2 4 6
7 1l +llwllze < e llf = glI” + ez wllgn (HUHm + llull g HUHHz) + ez flwl[pn . (4.18)
Przyjmujac nastepujace oznaczenia:
o X(t) = [lwt)|,
o 3(t) ==c1 | f(t) — g(t)|,
4
o 2(t) = ca (Ju®)llp + @)l [u(8) ).
z nieréwnosci (4.18) otrzymujemy:
X'(t) < e3X (£)3 + (1) X (t) 4 6(t). (4.19)

WeZmy teraz
i zauwazmy, ze

oraz

Y (0) = X(0) = Jluo — w0l -

C—

Pomnézmy wiec nieréwnosé (4.19) przez exp (— ~(s) ds). Otrzymamy w ten sposéb

nieréwnosé:

Y'(t) < 63exp( /7 ) +5()exp( /tv )<
0
T
t 2 T
< c3 {exp (/7(3) ds) Y ()3 +6(t) <3 [exp (/’Y(S) ds)

0 0

2
Y ()® +5(t).

=K
Mamy wiec nastepujaca nieréwnos$é¢ rézniczkowa:

Y'(t) < KY ()% 4 6(t) (4.20)
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z warunkiem poczatkowym:
Y (0) = [luo — vol| % -

K=oy [exp ( / o d)]

Stata K wynosi:
2

Dla poréwnania rozwazmy nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne?:
Z'(t) = KZ(t)3 (4.21)
z warunkiem poczatkowym:
T
zm):ymy+/5@dn (4.22)
0

Widzimy stad, ze (dow6d lematu 4.0.1 zawarty w pracy [DR]):
Y(t)< Z(t) dla tel0,T].

Zagadnienie (4.21) z warunkiem poczatkowym (4.22) umiemy rozwigzaé. Rozwiazanie
wyraza sie wzorem:

Z(0) 1

jesli 0<t< — .
JI oKz 2K Z(0)2

Przepiszmy warunek ograniczajacy czas istnienia rozwiazania:

Z(t) =

1
T< ———
2K Z(0)?
w nieco korzystniejszej dla nas formie:
1
Z(0) < .
2KT

Wstawiajac do tej nieréwnosci state Z(0) oraz K, otrzymujemy:

T
1 1
v(0) + [ 8(t)de < . 5 = AT
0 \I2T03 [exp <0fV(S) ds)]

. ( O/T%S) d)] |

Y(0) = lluo = wollpe s 6(8) = ex |Lf(8) = 9(8)]*,

Podstawiajac teraz:

(#) = ca (Il 131 + @)l g1 O]l 2)

2Mozemy tu od razu skorzystaé¢ z lematu 4.0.1 dla nieréwnosci (4.20). Ponizszy argument przedstawiamy
dla wiekszej jasnosci.
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otrzymujemy doktadnie (po zmianie oznaczen stalych) warunek (4.16). Z lematu 4.0.1 wynika
wiec, ze funkcja Y (t) jest jednostajnie ograniczona na odcinku [0, T]. Zatem réwniez funkcja

X (t), réwna:
X(t) =Y (t)exp (/’Y(S) dS) :
0

jest jednostajnie ograniczona na [0, T]. Przypomnijmy, ze

X () = w®)llz = lu(t) = o) -

Stad juz wnioskujemy, ze takze norma [[v(?)|[z1 jest jednostajnie ograniczona na odcinku
[0, T]. Jak pamietamy, zalozyliSmy na poczatku dowodu, ze T'< T. Wynika stad, ze

o (T)] < +oe.

co przeczy maksymalno$ci 7. Udowodniliémy w ten sposéb, ze v(t) jest silnym rozwigzaniem
na odcinku [0,77] i nalezy do przestrzeni L> (0,T;V?!). Fakt, ze v € L? (0,T;V?) wynika
teraz bezposrednio z nieréwnosci (4.18) (wystarczy ja scaltkowaé stronami po czasie). ([l

4.2. Réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg

Zajmiemy sie teraz stabilno$cia regularnosci w réwnaniach Brinkmana-Forchheimera z kon-
wekcja. Jest to nowa, badawcza cze$¢ niniejszej pracy, wykazana przez autora i bedaca uogol-
nieniem tematu pracy na réwnania CBF.

Pomyst, aby poradzi¢ sobie z nieliniowoscia C', polega na dodaniu odpowiednio spreparo-
wanego zera:

+0
—_—~
Cu) — C) = |u|u—|v|v=|u|u—|u|v+ |u|v—|v|v=

= [ul (u = v) + (lu = [v]) v = [u[w + (Ju| = |v]) (u = w).

Daje nam to nastepujace szacowanie:

(C(w) = C(w), Aw)| < (ul ful, | 4w]) + u-ul, [Aul).  (@23)

|uf =]

4.2.1. Oszacowania a priori
Z pierwszym skladnikiem w nieréwnosci (4.23) radzimy sobie latwo:
(lul [wl, [Aw]) < flull gs 1wl o [Aw]] < ¢ lull g [Vl [ Aw]] <
1
2 2 2
< cllullzs lwlip + g llAw]™. (4.24)

Zauwazmy, ze mamy nastepujaca nieréwnosé:

ul = o} < fu—wvl.

30dwrotna nieréwnosé tréjkata dla normy euklidesowej.
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Korzystajac z tego faktu, radzimy sobie z drugim skladnikiem po prawej stronie nieréw-
nosci (4.23) w sposdéb nastepujacy:

<

jul = |l

W—wme><qu—MW—wLMw><wuWLMwD+Qw%va<
< lwll e llul o | Avw]] + w7 || Aw] <
< cllwln ullds + ¢ 14wl + c ol + - 14wl <
< clhwlin + e lullds ol + 5 1 4w]?. (4.25)

Pamietamy, ze u € L3 (O, T; L? (Q)), jako stabe rozwiazanie réwnan CBF (patrz definicja

2.2.14).

Korzystajac z nieréwnosci (4.24)-(4.25), otrzymujemy nastepujace oszacowanie nielinio-
wosci C' w réwnaniu CBF:

Juf = |l

(€ =€), Aw)| < (Julul, [Au)+ {

ju—ul, l4u]) <

< 2 2 1 Awll? 4 2 2 1 Awll? <

< ellullzs llwllzn + g lAw]™ + cllwlg + cllullzs [wlz + g [ Aw]” <

1
4 2 2 2

< eflwllzn + ellulls [lwllf + 7 [|Aw]] (4.26)
4.2.2. Stabilnosé regularnosci
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 4.2.1 (Stabilnoéé regularnoéci dla CBF, KH) Niech f,g € L?(0,T; H)
oraz ug,vo € V1. Niech ponadto u € L* (0,T;VY)NL? (0,T;V?) bedzie silnym rozwigzaniem

na odcinku [0, T] réwnarn Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg (2.12), z silg f i warunkiem
poczgtkowym ug. Jesl spelniony jest warunek:

T
o = wollfs + 1 [ 1/6) = g(®)| d <
0

T
v1+-§-—4emp(—f2!KMuaﬂﬁg+\uum21+uuuﬂupuuunup)da (4.27)

dla pewnych dodatnich stalych c1,ca, c*, to funkcja v bedgca rozwigzaniem réwnan CBF (2.12),
z silg g 1 warunkiem poczatkowym vy, takze jest silnym rozwigzaniem na odcinku [0,T] i ma
takqg samq regularnos$¢ jak w.

<c*

Powyzsze twierdzenie zostalo udowodnione przez autora niniejszej pracy. Dowod prze-
biega podobnie jak w przypadku réwnan Naviera-Stokesa. Obrazuje on jak mozna przenie$é
idee stabilnosci z réwnan Naviera-Stokesa na réwnania Brinkmana-Forchheimera z konwekcja.

4Zuwazmy, ze definicja stabych rozwigzan zostala napisana, podobnie jak w przypadku réwnan NS, dla
réwnan CBF bez sil zewnetrznych (f = 0). Powyzsze oszacowania sa jednak spelnione takze dla niezerowej
sity f € L? (0, T; H).
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Dowéd. [Twierdzenia 4.2.1, KH] Z twierdzenia o lokalnym istnieniu silnych rozwiazan row-
nania CBF, wynika, Ze istnieje takie T > 0, ze v € L* (0,7; V)N L2 (0,T";V?) dla T" < T.
Znéw oznaczamy przez T maksymalny czas istnienia silnego rozwiazania v, to znaczy, ze

limsup || Vo] = 4o0.
t—T-

Dowéd przeprowadzimy nie wprost. Zalézmy wiec, ze T<Ti doprowadzmy do sprzecz-
noéci.
Rozwazmy teraz réznice rozwigzan w := u — v, z warunkiem poczatkowym
w(z,0) = uy — vo.
Ro6znica w spelnia réwnanie:
wi + Aw + B(u,w) + B(w,u) — B(w,w) + C(u) — C(v) = f — g, (4.28)
dla czaséw ¢t € [0,7") dla dowolnego 7" < T. Wiemy, ze v, € L?(0,T'; H () dla kazdego
T' < T. Ponadto T < T, wigc oczywiscie réwniez u; € L2 (0,T'; H). Biorac zatem iloczyn
skalarny w L? (Q) obu stron réwnania (4.28) z Aw oraz sumujac stronami nieréwnosci (4.12)-
(4.15) i (4.26) (z nieco innymi stalymi), mozemy napisa¢ nastepujaca nieréwnoscé:
2 2 2 2 2 4
ol + ol < e 7 = gl +ea ol (Il + el + ol ol ) +
+es fwlg + ea llwllz - (4.29)
Przyjmijmy teraz nastepujace oznaczenia:
2
o X(t) := lw(®)ll5,
o 5(t) =1 [lf(t) — 9@,
- 2 4
o A1) = ca (U + @) s + [t (6 1)-
Z nier6éwnosci (4.29) otrzymujemy:

X'(t) < esX(8)® 4+ caX (8)? + () X (t) + 6(t). (4.30)

Y(t) :=exp (—/'y(s) ds) X(t
0

t
i mnozymy nieréwnosé¢ (4.30) przez exp (— S (s) ds) . Otrzymamy w ten sposéb nieréwnosé:
0

o) w07

(s ) Y ()% + ¢4 |exp /7(3) ds) Y ()% +6(t) <
0

Bierzemy znow:

\“

Y'(t) < cgexp (

< c3 |exp (
< c3 |exp (

_|_
o
o
¢]
>
ke}
|
c>\N
=
&=
o,

%)
~
>
=

(V)
+
d
o
"
e}
/
—
2
~
VA

(s Y() +c4 |exp

O\q o — . o

T
/'y(s) ds) Y ()2 +6(t).
0
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Mamy wiec nastepujaca nieréwnosé rézniczkowa:
Y'(t) < KY (t)3 + LY (£)* 4 6(t), (4.31)

z warunkiem poczatkowym:
Y (0) = [luo = voll 71 -

Sprébujmy oszacowaé w najprostszy sposéb czas istnienia rozwiazania Y (t). Podobnie jak
w przypadku réwnan NS, rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy’ego:

Z'(t) = KZ(t)3 + LZ(t)?,

T
Z(0) = Y (0) + / 5(t) dt,
0

gdzie T > 0 to maksymalny czas istnienia rozwiazania Z(t).

Roéwnanie:
Z/
KZ3+LZ?
mozna przeksztaltci¢ do prostszej postaci:
7z 1 1 1

= =1
KZ3+L7Z?>  LZ2 Z+Z+%

To réwnanie mozna juz stosunkowo latwo scatkowaé

H L T /
= 2i 2 Vaz={a

/<L22 Z+Z+IL{> /S’

Z(0) 0

otrzymujac nastepujace réwnanie na Z(t):

_Lzl(t) N Lzl G~ (Z(0) + I (Z(0) +1n <Z(t) + i) “ln (Z(O) + K) —t

Upraszczajac troche zapis, dostajemy:

ln(1+L ! )— ! —t+ln<1+L1>—1
K Z(t) LZ(t) K 7, LZy'

Nie jest to postaé, ktora nas satysfakcjonuje w kontekscie szacowania czasu istnienia rozwia-
zania.

Dlatego podejdziemy do tego problemu od innej strony. W celu uwzglednienia zaleznosci
od statej K, mozemy nier6wno$é¢ (4.31) oszacowaé troche inaczej (zmieniajac ewentualnie
stale ¢3,¢q):

{ Y'(t) < KY (1)® + VKY ()2 + 6(t), (4.32)

Y (0) = [luo — vol|7p1 ,

T 2
K=c3 [exp (/’7(8) ds)] .
0

Przeksztalcimy teraz nieréwnos¢ rézniczkowa (4.32) w taki sposéb, zeby szacowania uza-
leznié¢ od warunku poczatkowego Z (0). Zrobimy to w dwo6ch krokach.

gdzie

49



1. Na poczatek rozwazmy nastepujaca nieréwnosé rézniczkowa:

Z'(t) < KZ(t)> + VK Z(t)?,

T
Z(0) = Y (0) + / 5(t) dt.
0

Z lematu 4.0.1 wiemy juz, ze
Y(t) < Z(t) dla tel0,T].

2. Nastepnie na mocy lematu 4.0.2 mozemy napisac, ze

Z(t)< Z(t) dla te0,T],
gdzie Z(t) spelnia nastepujace réwnanie rézniczkowe:

Z'(t) = (K + %g) Z(t)’, (4.33)

Oznaczmy Zj := Z (0). Rozwiazanie zagadnienia (4.33) jest postaci:

Z 1
0 dla 0<t<

Z(t) = ,
\/1—223(K+\§)t 273 (K + )

Warunek na czas istnienia rozwiazania (warunek (4.5) z lematu 4.0.2) wyglada nastepu-

jaco:
1

2 (K + %K)

Odpowiednio przeksztalcajac ten warunek, otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé kwadrato-
wa;

VARS

1
W (Zy) = KZ2 + VK Zy — 57 <0 (4.34)

Wielomian kwadratowy W (Zy) ma dwa pierwiastki rzeczywiste postaci:

1 D)
Zf=—=|\/1+=-1] >0,
O T o/K T
1 D)
Zy =———= [\/1+ = +1| <0.
0 WK T

Nieréwnosé (4.34) mozemy wiec zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
W(Zo)<0 <« (Z-2f)(%-%)<0.
Stad juz widaé, ze rozwiazanie tej nierownosci spetnia zaleznosé:
Zy < Zoy< Zg,
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ktora upraszcza sie ostatecznie do:
0< Zy < Zér )

Podstawiajac:

T

T
Zo=Y(0) + [ 8y dt = fluo — wollf +er [ 1£(2) — g(®)*de
0 0

T el o)

A1) = ea (@) + ()l + ) @)l 2)

dostajemy doktadnie (znéw z dokladnoscia do zmiany stalej) warunek stabilnosci (4.27).
Zatem z lematu 4.0.2 funkcja Z (t) jest jednostajnie ograniczona na odcinku czasu [0, T]. Tak
wiec jednostajnie ograniczone sa réowniez funkcja Y (¢) oraz funkcja X (t), réwna:

X (t)=Y (t)exp (/'y(s) ds) .
0

Podobnie jak w dowodzie stabilnosci dla réwnan Naviera-Stokesa, dostajemy ostatecznie, ze

oraz

L1

VS

gdzie

oo 7)) <+

co przeczy maksymalnoéci T. Funkcja v(t) jest wiec silnym rozwiazaniem, co najmniej na
odcinku [0, T]. Ponadto nalezy ona do przestrzeni L (0,T;V'!).

Bezposrednio z nieréwnosci (4.29) wynika teraz, ze funkcja v (t) nalezy réwniez do prze-
strzeni L? (0, T;V?). O
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Rozdzial 5

Przyblizenia (Galerkinowskie

W tym rozdziale pokazemy, ze jedli silne rozwiazanie rownan Naviera-Stokesa istnieje, to
przyblizenia Galerkinowskie do niego zbiegaja. Podobne wyniki mozna znalezc w pracy [DR]
oraz, dla rozwiazan o wyzszej regularnosci, w pracy [CCRT].

Wiyniki dotyczace zbieznosci przyblizen Galerkinowskich maja istotne znaczenie dla metod
numeryczych, ktérymi przybliza sie rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa!, a wiec réwniez dla
wielu praktycznych zastosowan tych rownan w inzynierii i zyciu codziennym. Twierdzenia te
pozostaja wiec uzyteczne, nawet w przypadku, gdyby istnienie regularnych rozwiazan rownan
NS bylo znane (tzn. gdyby Problem Milenijny mial pozytywne rozwiazanie).

Réwnanie na przyblizenia Galerkinowskie u,, (dla kazdego n € N) dla réwnan Naviera-
-Stokesa (2.4) otrzymujemy przykladajac do obu stron tych réwnan operator P,. Dostajemy
w ten spos6b nastepujace zagadnienie:

d
—uy + Auy, + P B(uy) = P, f,

dt
z warunkiem poczatkowym:
un (0) = Pyug = Z <u0, aj> a’.
j=1

Przypomnijmy, ze P, to rzut ortogonalny na przestrzen V,, ropieta przez pierwszych n funkcji
wlasnych operatora Stokesa. Przypomnijmy tez, ze przez @, oznaczamy rzut ortogonalny na
Vi

Qn=1d— P,.

5.1. Zbieznos¢ przyblizen Galerkinowskich

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie dotyczace zbieznosci przyblizen Galerkinowskich
do silnego rozwigzania réwnan Naviera-Stokesa.

Twierdzenie 5.1.1 (Zbieznoéé przyblizen Galerkinowskich) Zaléimy, Zeug € V' oraz
f € L*(0,T; H). Niech ponadto funkcja u € L (0,T; V) N L2 (0,T;V?) bedzie silnym roz-
wigzaniem rownan Naviera-Stokesa z warunkiem poczgtkowym ug @ silg f:
d

%u—l-Au—#—B(u) = f,

u (0) = up.

(5.1)

!Dziedzina zajmujaca sie numerycznym rozwiazywaniem réwnan hydrodynamiki nazywa sie w jezyku an-
gielskim ”Computational Fluid Dynamics”, w skrécie CFD.
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Wtedy vy, rozwigzanie zagadnienia na przyblizenia Galerkinowskie:

d
@Un +Avn +PnB(Un) = Pnf>

Un (O) = Pyuo,

(5.2)

zbiega silnie do u, zaréwno w przestrzeni L™ (0,T; V1), jak i w L? (0,T;V?).

Dowéd twierdzenia 5.1.1 jest bardzo podobny do dowodu twierdzenia o stabilno$ci, acz-
kolwiek wystepuja w nim pewne istotne réznice. Pochodzi on ze wspominanej juz pracy [DR].

Dowdéd. [Twierdzenia 5.1.1] Oznaczmy przez wy, := u — vy, réznice rozwigzan réwnan (5.1)
i (5.2). Odejmujac réwnania stronami przekonujemy sie, ze wy, spelnia nastepujace réwnanie:

Gt - Awn + B (u) — PuB(vn) = [~ Paf = Quf,

z warunkiem poczatkowym:
wp, (0) = up — Pyug.

Rozbijajac funkcje B (u) na cze$é z V, i V.5 w nastepujacy sposob:
B(u) = PoB (u) + QnB (u),

dostajemy réwnanie postaci:

Zastepujac teraz w skladniku nieliniowym v, przez v, = u — wy, (z definicji wy,):
P, B (u,u) — P, B (vn,vn) = Py B (u,wy) + PpB (wy,u) — P, B (wy, wy,) ,

otrzymujemy ostatecznie réwnanie:

d
2 Wn + Aw,, + P, B (u,wy,) + P B (wp,u) — Py B (wn, wy,) = Qnf — QnB (u). (5.3)

Oznaczmy, dla odréznienia rzutu P,u od rozwiazania réwnan (5.2) na przyblizenia Ga-
lerkinowskie vy, funkcje
qn = Quu = u — Pyu.

Mnozac obie strony réwnania (5.3) przez Aw,, dostajemy nastepujaca nieréwnosé:

1d

34 [Vwnl* + [ Awn|* < [(Qnfy Awy)| + (@B (u,w), Awp)|+

+ |(PyB (u, wy) + PpB (wn,u) — Py B (wy, wy), Awy)]| . (5.4)
Zauwazmy, ze dla kazdych ui,us € V:
(P, B (u1,u2), Awy) = (B (u1,us), PpAwy,) .

Dlatego, postepujac analogicznie, jak w nieréwnosciach (4.13)-(4.15), otrzymujemy nastepu-
jace oszacowania sktadnikéw nieliniowych:
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1
[(PoB (u,wn), Awn)| < (Ju] [Vwy|, |PaAws]) < ¢ |lullgp walfp + 3 lAwal*,  (5.5)

[(PoB (wn, u), Awn)| < (Jwn| [Vul, [PrAws]) <

1
2 2
< cllwnllz llull g lull g2 + 3 lAwnll”, (5.6)

(iii)
1
(=P B (wny wn), Awn)| < (Jwn] [V, |PyAwn]) < ¢ |lwnl|7 + 1 lAwa|*. (5.7)

Korzystajac z faktu, ze operatory @, i A komutuja oraz z tego, ze

Qnwp = Quu — Qpuy = Qnu = qn,
——
=0

pozostale sktadniki po prawej stronie nieréwnosci (5.4) szacujemy w nastepujacy sposob:
(i)

(@nf, Awn)| = [(f, QnAwn)| = [(f, AQnwn)| = [{f, Agn)| < (|f], |Agn]) <
< £ Agnll, (5.8)

{QnB (u,u), Awn)| = [(B (u,u), Agn)| < (Jul [Vul, [Agal) < llull s [[Vull s [|Agnll <

1 1 3 1
< cllull g [[Vull 22 [IVullZs [[Agnll < cllull g l[ull 2 [|Agnll - (5.9)
Sumujac oszacowania (5.5)-(5.9), otrzymujemy z (5.4) nastepujaca nieréwnos¢:

2 2 6 4 2
fwnll3 -+ lwnll3s < et lwnllGs + 2 (ulldn + ull o el g2 ) ol 3+

3 1
+ (11 + el lul 2 ) gl (5.10)

7|

Przyjmujac teraz oznaczenia:

o Xlt) = lwa (Ol
o 3(t) = (£l + ca O s O ) [ Aan(Ol

o () = cz (lu(®) i + la(®)ll g1 0]l z2).
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z nieréwnosci (5.10) dostajemy:
X1 (1) < 1 X ()2 4 y(1) X (t) + (2). (5.11)

Biorac

t
Y (t) := exp (— /7(8) dS) Xn(t),
0

otrzymujemy z (5.11) nieréwnosé rézniczkowa postaci:
Y/ (t) < KYy, (t)* +6(t),
z warunkiem poczatkowym:

Y5 (0) = X0 (0) = [luo — Pnuo”?ql )

Ko [exp ( / o d)]

Uzywajac nieréwnosci Holdera, mozemy napisac:

. :
[ s (/ 1@ dt) e (/ @)l [t Hszt) (/ 4an(0)] dt) <
0
. :
u ( / ||Aqn<t>u2dt) (512)
0

dla pewnej dodatniej stalej M.
Funkcja u € L% (0,T;V?), wigc u(t) € V2 dla prawie wszystkich czaséw ¢ € [0, 7] i dlatego

0a(t) = Quu(t) — 0

gdzie stata K wynosi:
2

silnie w przestrzeni V2. Ponadto ||Ag,(t)]|* < ||Au(t)||* dla prawie wszystkich ¢ € [0,7].
7 twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wynika wiec nastepujaca zbieznosé:

/HAqn(t)HZdt 0 dla n— too.
Whnioskujemy stad, ze:
/6(t) dt -0 dla n— 4oo.

Warunek poczatkowy rowniez zbiega do zera:
Y,(0) -0 dla n— 4oo.
Zatem z punktu (i) lematu 4.0.1 wynika, ze

Y, (t) —0
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jednostajnie na [0, 7] dla n — 400, a wiec réwniez

2
Xn(t) = [Jwn ()| oo 0
jednostajnie na [0, 7). Daje nam to silng zbiezno$¢ wy, w przestrzeni L* (0, T; Vl). Zbieznosé
w L% (0,T;V?) wynika teraz bezposrednio z nieréwnosci (5.10). O

Uwaga 5.1 Powyzsze twierdzenie, podobnie jak twierdzenie o stabilnosci reqularnosci, jest

prawdziwe nie tylko na torusie, ale rownieZ dla dostatecznie gltadkich, ograniczonych zbiorow
QCR3.

5.2. Numeryczna weryfikacja regularnosci

Jako zastosowanie twierdzen o stabilnoéci i zbieznoéci przyblizen Galerkinowskich zaprezen-
tujemy teraz rezultat dotyczacy mozliwo$ci numerycznej weryfikacji regularnosci rozwigzan
tréjwymiarowych réwnan Naviera-Stokesa.

Zalézmy, ze u jest silnym rozwiazaniem réwnan Navier-Stokesa na odcinku czasu [0, 7.
Chcemy teraz, obliczajac przyblizenia galerkinowskie u,, odpowiadajace u i badajac ich zacho-
wanie, méc stwierdzié, ze u jest silnym rozwiazaniem na [0, T]. Idee dotyczace numerycznej
weryfikacji regularnosci rozwiazan pochodza z prac [CCRT], [DR], [RRS].

Ponizsze twierdzenie méwi, ze istnienie silnych rozwigzan rownan Naviera-Stokesa mozna
zweryfikowaé przy pomocy obliczen numerycznych, postugujac sie odpowiednio dobranymi
przyblizeniami Galerkinowskimi. Dowdd tego twierdzenia, dla nieco bardziej regularnych sit
zewnetrznych f € L?(0,T; H) N L (0,T; V), mozna znalezé w pracy [DR].

Twierdzenie 5.2.1 (Numeryczna weryfikacja regularnosci)

(i) Rozwazmy réwnania Naviera-Stokesa na tréjwymiarowym torusie:

d
$u—i-Au—|-B(u)—f7

u (0) = uo,

(5.13)

z warunkiem poczgtkowym ug € V' i silg zewnetrzng f € L?(0,T; H).
Niech funkcja v € L* (0,T;V1) N L% (0,T;V?) bedzie numerycang aproksymaciq u,
spetniajgceqg warunek:

d
£'U+AU+B(U) € L*(0,T; H)

oraz nieréwnosc:

2
dt <

T
1000) = ol +er [ | 5000+ 4v(0) + B w(e) - 0
0

*

T
< e (—ca 0/ (@l + @)l g I0(0)]172) dt) L ()

dla pewnych dodatnich stalych ci,ca,c*. Wtedy réwnania Naviera-Stokesa (5.13) majq
silne rozwigzanie u € L> (0,T; V') N L% (0,T;V?).

o7



(ii) Niech u bedzie silnym rozwigzaniem ukladu (5.13). Wtedy istnieje takie N > 0, Ze
przyblizenia Galerkinowskie u,, spelniajq nieréwnosé (5.14) dla kazdego n > N.

Z punktu (i) wynika wiec, Ze u spelnia test a posteriori, jako rozwigzanie przybliza-
ne przez funkcje u,. Znaczy to, Ze istnienie silnego rozwigzania mozna zweryfikowad
postugujgc sie przyblizeniami Galerkinowskimi.

5.3. Problemy otwarte

Nalezy zaznaczy¢, ze gléwnym skladnikiem pozwalajacym na dowdd powyzszego rezultatu
(twierdzenie 5.2.1), dotyczacego numerycznej weryfikacji regularnosci w tréjwymiarowych
rownaniach Naviera-Stokesa, jest twierdzenie o stabilnoéci regularnosci 4.1.1 tych réwnan.
Wydaje sie wiec, ze skoro twierdzenie o stabilnoéci jest prawdziwe réwniez dla trojwymia-
rowych rownan Brinkmana-Forchheimera z konwekcja, co pokazaliémy w twierdzeniu 4.2.1,
to mozna by podobne twierdzenie wykazaé¢ takze w tym przypadku, prawdopodobnie uzy-
wajac przy tym bardzo podobnych metod. Wymagatoby to jednak udowodnienia po dro-
dze twierdzenia o zbieznosci przyblizen Galerkinowskich dla réwnan CBF, analogicznego do
twierdzenia 5.1.1 dla rownan NS. Jest to drugi, niezbedny sktadnik w dowodzie twierdzenia
o numerycznej weryfikacji regularnosci.

W zwiazku z powyzszym badanie zbieznosci przyblizen Galerkinowskich w tréjwymiaro-
wych réwnaniach Brinkmana-Forchheimera z konwekcjg moze byé¢ przedmiotem dalszych ba-
dan. Dodajmy, ze mozliwe sa réwniez uogdlnienia dotyczace nieliniowoéci pochodzacej z row-
nan Brinkmana-Forchheimera, ktéra w réwnaniu CBF rozwazanym w tej pracy ma postaé
C(u) = |u|u.
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Dodatek A

Uzyteczne twierdzenia

Podajemy tutaj (bez dowoddéw) niektére klasyczne twierdzenia, z ktérych korzystamy w pracy.
Sformutowania pochodza w wigkszosci z ksiazki [EV] oraz z pracy [MP].

Twierdzenie A.0.1 (Nieréwno$é Younga z parametrem) Niech 1 < p,q < +oco takie,
Ze % + % =1 oraz niech a,b,e > 0. Wowczas:

_al
ab < ea? + (ep) b,
q

Przyktad A.1 Dia e = % odzyskujemy standardowq nieréuwno$é Younga:

a? b
ab< —+ —.
p q
Twierdzenie A.0.2 (Nier6wno$é interpolacyjna dla norm LP) Zalézmy, ze 1 < p <
r < q< +oo oraz

1 6 1-4

r.p q
dla 0 € [0,1]. Jesliu e LP (U)NLLI(U), tow € L™ (U) i zachodzi nieréwnosé:
0 -0
lull oy < il Iull el
Przyktad A.2 Jesliue LN LS, tow e L? oraz
1 1
[ull s < llull 2 [l fs -

Definicja A.0.1 Funkcja rzeczywista na odcinku x : [a,b] — R jest bezwzglednie ciagla
(mowi sie takze absolutnie ciagla i oznacza x € AC ([a,b])) wtedy i tylko wtedy, gdy ma po-
chodng ' () prawie wszedzie, ktdra jest calkowalna w sensie Lebesgque’a oraz dla wszystkich
t € [a,b] zachodzi:

z(t) = z(a) + /x’(s) ds.

Lemat A.0.3 (Gronwalla - postaé rézniczkowa) Niech x () bedzie nieujemna, bezwgled-
nie ciggla funkcjg na przedziale [0,T]. Zalézimy, Ze dla prawie wszystkich t € [0,T] spelniona
jest nastepujgca nierownos$c¢ rozniczkowa:

o' (t) < a(t)z(t) + b(t),
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gdzie a i b sq nieujemnymi funkcjami calkowalnymi na [0,T]. Wéwczas:

x(t) < exp (/t a(s) ds)

0

x(0) + /tb(s) ds]

0

dla wszystkich 0 <t < T.

Lemat A.0.4 (Gronwalla - postaé¢ catkowa) Niechy () bedzie nieujemng, calkowalg funk-
cja na przedziale [0, T). Zaldzmy, Ze dla prawie wszystkich t € [0, T] spelniona jest nastepujgca

nierownosé catkowa:
t

y(t) <C1 [ () ds+ Co,
0

gdzie C,Cy sq nieujemnymi statymi. Wowczas:
y(t) < Cy (1 + C1teclt)
dla prawie wszystkich 0 <t < T.

Twierdzenie A.0.5 (Sobolewa o wlozeniu) Niech U bedzie ograniczonym, otwartym pod-
zbiorem R™ z brzegiem OU klasy C'. Zaléimy, ze 1 < p < n iu € WY (U). Wéwczas
u € LP" (U) oraz istnieje stala C > 0, zaleina jedynie od p,n i U taka, Ze

lull e @ < C lullrne -
gdzie p* jest wyktadnikiem sprzezonym w sensie Sobolewa, réwnym:

. _"p
-

Przyklad A.3 Niech U C R3. Jesli u € HY (U), to u € LS (U) oraz istnieje stala C > 0
taka, Ze

ull oy < C Nl g1 g -
Twierdzenie A.0.6 (Nieré6wnos$é Poincarego) Niech U bedzie ograniczonym, spdjnym

podzbiorem otwartym R™ z brzegiem OU klasy C'. Niech 1 < p < 4o00. Istnieje wéwczas
stata C' > 0, zalezna jedynie od n,p i U taka, Ze

|u— uU”LP(U) <C HDUHLP(U)
dla kazdej funkcji u € WHP (U).

Przyktad A.4 Wezmy funkcje u € H* (U). Z definicji, mamy wiec uy = 0. Stosujac nie-
rowno$¢ Poincarego otrzymujemy:

lullfs oy = llull® + 1 Dul® < (1+ C2) | Du|*.

Przypomnijmy podstawowe kryterium zwartoéci rodzin funkcyjnych w topologii zbieznosci
jednostajne;j.
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Twierdzenie A.0.7 (Arzeli-Ascoliego) Niech {u}ro, bedzie ciggiem funkcji rzeczywi-
stych okreslonych na R™ wspdlnie ograniczonych i jednakowo cigglych. Istnieje wowczas pod-
oo

cigg quk; ¢ U funkcja ciggla u taka, Ze
7j=1

Uy —> U
j—oo

jednostajnie na zwartych podzbiorach R™.

Definicja A.0.2 Niech X 1Y bedg przestrzeniami Banacha, X C Y. Mowimy, Ze X zanurza
sie w sposéb zwarty w Y i piszemy:
X CCy,

jezeli
1. X zanurza sie wY w sposob ciggly, to znaczy, zZe istnieje stata C > 0 taka, 2e ¥V x € X:
zlly < Ol x
oraz

2. kazdy cigg ograniczony w przestrzeni X ma podcigg zbiezny w przestrzeni Y .

Twierdzenie A.0.8 (Rellicha-Kondraszowa) Niech U bedzie ograniczonym podzbiorem
otwartym R™ z brzegiem OU klasy C. Jezeli 1 < p < n, to

WP (U) cc LY (U)
dla kazdego 1 < q < p*.
Twierdzenie A.0.9 (Banacha-Alaoglu) Niech X bedzie liniowq przestrzeniq unormowa-

ng, a X* jej przestrzeniq dualng. Wowczas domknieta kula jednostkowa w X* jest zwarta
w topologii stabej-* (slabej z gwiazdkq).

Przyktad A.5 Jesli X jest przestrzeniq Banacha', to kazdy cigg ograniczony w X* zawiera
podciqg zbiezny stabo-*.

Przyktad A.6 Jesli X jest refleksywng przestrzenig Banacha (np. przestrzeniq Hilberta), to
kazdy cigg ograniczony w X zawiera podcigg stabo zbiezny.

Innymi stowy, zbiory ograniczone w refleksywnej przestrzeni Banacha sq prezwarte w sta-
bej topologii.

Definicja A.0.3 Niech Xo, X1 bedq przestrzeniami Banacha. Dla kazdych 1 < py,p1 < 400

oznaczmy przez W;}%’%él przestrzen funkcji u, ktore nalezg do LP° (0,T; Xo) i magjg pochodng

u' w LP(0,T; Xy):
WRPL = {u e LP (0,T; Xo) : u € LP (0,T; X1)} .

Lemat A.0.10 (Aubina-Lionsa) Niech Xo, X i X1 bedq przestrzeniami Banacha takimi,
ze Xg jest zanurzone w sposob zwarty w X, a X w sposbob ciggly w X;:

XoCC X C X;.

Niech ponadto Xo i@ X1 bedq przestrzeniami refleksywnymi. Wiedy, dla kazdych 1 < pg,p1 <
400 ¢ dla kazdego 0 < T < +00, mamy:

W cc L (0,T;X).

1 . PR . . sz / . . . 4.
Zauwazmy tutaj, ze w przestrzeni metryzowalnej zwartosé jest rownowazna ciggowej zwartosci.
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Przyktad A.7 Niech X 1Y bedq przestrzeniami Banacha takimi, Ze
XCCcHCY.

Ponadto niech X bedzie przestrzeniq refleksywng. Zaloimy, ze {un},cy jest ciggiem jedno-
stajnie ograniczonym w L2 (0,T; X), zas pochodne {%un} n 59 jJednostajnie ograniczone
n

w LP(0,T;Y) dla pewnego 1 < p < 4oo. Wtedy istnieje podciag, ktdory jest silnie zbieiny
w L2 (0,T; H).
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