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Streszczenie

W niniejszej pracy przedstawiono podstawowe idee dotyczace uktadéw typu aktywator-inhibi-
tor. Wyprowadzone zostato réwnanie reakcji-dyfuzji w obszarze ograniczonym. Wprowadzony
zostal podstawowy aparat matematyczny, przydatny przy zajmowaniu sie tego typu zagadnie-
niami. W szczego6lnosci sporo miejsca po$wiecono metodzie Fouriera rozdzielenia zmiennych.
7 uzyciem tej metody zbadano stabilno$é¢ stanu stacjonarnego uktadu dwéch réwnan reakceji-
dyfuzji w przypadku jednowymiarowym. Podkreslono kluczowy wptyw dyfuzji prowadzacej do
powstania tzw. efektu niestabilnoéci Turinga. Ponadto pokazano proste mechanizmy tworze-
nia sie wzoréw przestrzennych wystepujacych w przyrodzie. Celem pracy jest przedstawienie
i wyjasnienie niezwykle interesujacych zjawisk biologiczno-chemicznych przy zastosowaniu
stosunkowo elementarnych metod matematycznych.

Stowa kluczowe

rownania reakcji-dyfuzji, uktad aktywator-inhibitor, wzory przestrzenne, niestabilnosé stanu
stacjonarnego, réwnania paraboliczne, metoda Fouriera
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Wprowadzenie

Otaczajacy nas swiat pelen jest réznego rodzaju struktur i wzoréw, ktore mozna probowaé
modelowaé¢ matematycznie. Szczegdlnie interesujaca klase modeli stanowia uklady reakcji-
dyfuzji, ktére potrafia opisywaé tworzenie sie wzordéw przestrzennych spotykanych w przyro-
dzie na kazdym kroku. Uktady tego typu sa badane od potowy XX wieku, od czasu pionierskiej
pracy Alana Turinga ([Turing]). Ich szerokie zastosowanie w réznych obszarach nauki spra-
wia, ze dziedzina ta jest zywa i rozwija sie dynamicznie. W niniejszym tekscie ograniczymy
sie tylko do poje¢ podstawowych.

W pracy zajmowaé sie bedziemy uktadem dwoéch semiliniowych parabolicznych réwnan
rozniczkowych czastkowych postaci

a(;;l(l‘,t) = DlAzul(a:,t) —I—Fl(ul,UQ), (1)

aauf(x,t) = DoAyus(z,t) + Fo(ur, ug),
ktéry opisuje reakcje chemiczne dwoch substancji u; i uo z uwzglednieniem ich dyfuzji
(D1, Dy). Zakladajac istnienie jednorodnego przestrzennie stanu stacjonarnego dla ukladu
1, zbadamy jego stabilnos¢ w przypadku braku dyfuzji, tzn. kiedy D1 = Do = 0. Okazuje sie,
ze stabilny w przypadku braku dyfuzji stan stacjonarny, moze, po ponownym wtaczeniu dyfu-
zji do réwnan, staé sie niestabilny. Ten zaskakujacy efekt nazywa si¢ niestabilnoscig Turinga
lub niestabilnoscig dyfuzyjng. Celem niniejszej pracy jest podanie warunkow dla uktadu 1,
kiedy taka sytuacja moze wystapic.

Praca sktada sie z czterech rozdzialéw. W rozdziale 1 przypomniano pewne podstawy
matematyczne dotyczace réwnan rézniczkowych czastkowych, potrzebne dalej w pracy. Bar-
dzo elementarne idee dotyczace uktadéw reakcji-dyfuzji modelowanych réwnaniami typu 1
zestawiono w rozdziale 2. Ma on charakter gléwnie pogladowy. Rozdzial 3 zawiera dosc¢
szczegoltowy opis metody Fouriera rozdzielenia zmiennych, wykorzystanej dalej przy anali-
zie stabilnosci stanu stacjonarnego uktadu 1. W ostatnim rozdziale wyprowadzono warunki
skutkujace powstaniem niestabilnosci Turinga i zbadano pod tym katem przyktadowy model,
zwany Brukselatorem.






Rozdziatl 1

Preliminaria matematyczne

W tym rozdziale wprowadzimy potrzebne nam pdzniej pojecia i definicje matematyczne. Po-
wiemy jakie sa podstawowe warunki poczatkowo-brzegowe dla réwnan rézniczkowych czast-
kowych oraz wyprowadzimy uzyteczny wzér Greena.

1.1. Warunki poczatkowo-brzegowe

W modelowaniu rzeczywistych proceséw wystepujacych w naturze wazna jest mozliwo$é
uzupetnienia danego modelu pewnymi dodatkowymi warunkami. Dla réwnan rézniczkowych
czastkowych warunki te nazywa sie poczgtkowo-brzegowymi. Zobaczymy, na przykladzie, jak
one mogy wyglada¢ w praktyce. Pozwoli to na wyrobienie sobie intuicji, jakiego typu warun-
kéw mozna sie spodziewaé w réznych problemach.

Zdefiniujmy jednak najpierw wazne pojecia gladkosci brzegu oraz wektora normalnego do
brzegu.

Definicja 1.1.1 Niech U C R"™ bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym, k € {1,2,...}.
Powiemy, ze brzeg OU jest

(i) Klasy C*, jesli dla kaidego punktu x € OU istnieje liczba v > 0 oraz funkcja v : R*~1 —
R klasy C* taka, Ze iloczyn

UNB(z,r) ={x € B(z,r) | xn > y(x1,...,2n-1)}
z dokladnoscig do numeracji i zmiany orientacji osi uktadu wspotrzednych.
(ii) klasy O (gtadki), jesli jest klasy C* dla kazdego k.

Definicja 1.1.2

(i) Jesli OU jest klasy C', to na OU jest okreslone skierowane na zewngtrz pole jednostko-
wych wektorow normalnych

v=(V,...,Vpn).
Jednostkowym wektorem normalnym (zewnetrznym) w dowolnym punkcie x € OU jest

v(z)=v=(v(x),...,vm(x)).



(ii) Niech u € C (U) Funkcje

@Z:DUJJZVU-V
ov

nazywamy pochodna normalna (zewnetrzna) funkcji u;
skalarny w R™.

” N

oznacza standardowy iloczyn

Przyktadowo dla gérnej pétplaszczyzny w R?: v = (0, 1), a g—:ﬁ = fg—z.

Do zilustrowania réznych typéw warunkow brzegowych postuzymy sie klasycznym réw-
naniem przewodnictwa cieplnego (dyfuzji) opisujacego temperature (stezenie) jednorodnej,
izotropowej substancji wypelniajacej obszar U C R™ o gtadkim brzegu oU

ug(x,t) = Agu(z,t)  dlaxz e U, te (0,00). (1.1)

Zagadnienie 1.1 mozna uzupetniaé¢ dodatkowymi zalozeniami na rézne sposoby. Oto lista
kilku najczesciej spotykanych i najbardziej znanych warunkéw poczatkowych i brzegowych:

1. Zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego
u(z,0) = f(z) dlaxzeU.

Funkcja f opisuje poczatkowy (w chwili ¢ = 0) rozklad temparatury (stezenia) w ob-
szarze U.

2. Warunek brzegowy Dirichleta
u(z,t) =g(x) dlax e dU.

Funkcja g opisuje rozklad ciepla (stezenia) na brzegu obszaru U, np. g = 0 oznacza
stala temperature (stezenie) substancji na brzegu oU.

3. Warunek brzegowy Neumanna
g—z(x,t) =g(z) dlazedl,
gdzie g—}j to pochodna normalna wzgledem zmiennej przestrzennej

ou
a(x,t) = Vyu(z,t) - v.

Funkcja g opisuje przeplyw ciepla (substancji) przez brzeg obszaru U, np. g = 0 oznacza
catkowity brak przeptywu.

4. Mieszany warunek brzegowy

{

gdzie brzeg OU = I'1 + I'y jest kawalkami gtadki.
Na réznych czesciach brzegu zadane sg rézne rodzaje warunkéw brzegowych. Tu na I'y
mamy warunek Dirichleta, a na I's warunek Neumanna.

Qv

(x,t) = g(x) dla x € I'y,
Y(x,t) =h(xz) dlaxzely,

Q)
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1.2. Catkowanie przez czeSci

W tym rozdziale poznamy ulubiony wzor studentow poczatkowego kursu réwnan réznicz-

kowych czastkowych - wzdér Greena. Jest to niezwykle uzyteczne narzedzie, ktore pozwala

redukowaé rzad pochodnej pod calka. Zajmujac sie rownaniami czastkowymi nie sposéb nie

natknaé sie na ten wzdr. Stosuje sie go bardzo czesto, chociazby w oszacowaniach energe-

tycznych, czy w konstrukeji stabego sformutowania danego zagadnienia. Wykorzystamy go

do wyprowadzenia rownania reakcji-dyfuzji. Zacznijmy od wzoru na catkowanie przez czesci.
W przypadku jednowymiarowym podstawowy wzér wyglada nastepujaco

b
[ Fa@yde = 1l = 1) = f(a).

Stad wynika bezposrednio wzér na catkowanie przez czesci

b

/ (fg) dz = /b flgda + /b fg'da = fglb.

a

Wz6r ten ma swoja wielowymiarowa wersje, ktéra wynika z nastepujacego twierdzenia (zwa-
nego czasem twierdzeniem o dywergencji).

Twierdzenie 1.2.1 (Gaussa-Greena-Ostrogradskiego) Jesli U C R" jest obszarem otwar-
tym i ograniczonym, z brzegiem OU klasy Ct, funkcja F : U — R™ jest klasy C*, to wowczas

/diVFdx: /F-VdS, (1.2)
U ou

gdzie calka po prawej stonie jest catkq powierzchniowg.

Whiosek 1 (Wzér na catkowanie przez czeéci) Zaléimy, ze u,v € C1(U). Wéwczas

Viz1,..m /uxivdx—i—/uvxi de = /uvyi ds. (1.3)
U U oU
Dowéd. Stosujemy wzér 1.2 dla F = uve; = (0, .. ., Jy, ., 0). O

i—te miejsce

Whniosek 2 (Wzory Greena) Zaléimy, ze u,v € C*(U). Wowczas

(i) wstawiajge do wzoru 1.2 F = Vu otrzymujemy

/div(Vu) dx:/Audx:/audS.
ov
U U oU

29
1

(i) wstawiajgc do wzoru 1.3 vy, zamiast v i sumujgc po otrzymugjemy pierwszy wzor

Greena

/Vu-Vvda:+/uAvda:: /uSZdS.
U U U

11






Rozdziatl 2

Podstawowe idee
biologiczno-chemiczne

Wszystkie modele sa btedne, ale niektére sa uzyteczne.

George Box

Przedstawimy w tym rozdziale ogdlne uwagi na temat modeli matematycznych prowadza-
cych do formowania sie wzordw przestrzennych'.

Na poczatek postawmy sobie wazne pytanie - dlaczego warto sie tym zajmowacé? Przede
wszystkim, modelowane za pomoca réwnan rézniczkowych czastkowych uktady reakcji-dyfuzji
oraz uklady podobne, prowadzace do powstawania wzoréw przestrzennych, maja szerokie
zastosowania w biologii, chemii, fizyce, geologii, ekologii i wielu innych dziedzinach. Pozwolimy
sobie wymieni¢ kilka z nich: aktywacja genéw, rozwdj zarodka, ksztalt i réznorodne wzory
na muszlach, skomplikowane sieciowe struktury jak np. unerwienie lidci, rozwoj prostych
organizméw (np. polip Hydra), pigmentacja skory i futer zwierzat (np. pasy zebry, cetki
geparda), przewodzenie sygnaléw nerwowych (réwnania FitzHugh—Nagumo), koagulacja krwi
i wiele, wiele innych.

Bardzo wazna motywacja do zajmowania sie takimi problemami jest cheé zrozumienia
proces6w odpowiedzialnych za rozwdj i ksztaltowanie sie organizméw, czyli tak zwanej mor-
fogenezy?. Sklada sie ona z ogromnej liczby naktadajacych sie na siebie, wspélzawodniczacych
badz wspoétdziatajacych ze soba skomplikowanych proceséw i reakceji. Dlatego jedyna nadzieja
na, chocby cze$ciowe, zrozumienie tych proceséw, jest poznanie mechanizméw, ktore leza u
podstaw pojedynczych, prostych reakcji tego typu.

Od czasu znalezienia rozwiazan oscylacyjnych w reakcji Bielusowa—Zabotyﬁskiego w latach
50. 1 60. XX wieku, badania w tej dziedzinie ciesza si¢ niegasnacym zainteresowaniem.

2.1. Motywacja - jak powstajg wydmy?

W Zyciu codziennym stale mamy do czynienia z pewnymi procesami, ktére maja naturalna
tendencje do zmiany swojego zachowania w czasie, jak chociazby pogoda, czy gietda. Czesto
dramatyczne zmiany maja swoj poczatek w relatywnie maltych zaburzeniach 'normalnej’ sytu-

YAng. ’pattern formation’.

2Gr. morphe’ - ksztalt, postaé; ‘génesis’ - pochodzenie. Termin oznacza biologiczne procesy rozwojowe, w
wyniku ktérych jest determinowany ksztalt zarodka w kolejnych stadiach rozwojowych i ostatecznie ksztalt
dorostego organizmu.
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acji. Na rynkach finansowych nawet plotka moze by¢ wystarczajacym powodem do sprzedazy
akcji, spadku kursow i ogoélnej paniki.

W tego typu dynamicznie zmieniajacych si¢ uktadach kluczowa role odgrywa tzw. dodat-
nie sprzezenie zwrotne, samonapedzajace poczatkowe zaburzenie. Miasta rosng i rozwijaja
sie, poniewaz przyciagaja coraz wiecej ludzi. Bakterie i wirusy rozmnazaja sie, po czym ich
potomstwo robi to samo, gwaltownie zwiekszajac liczebno$é¢ populacji.

Predzej czy pdzniej jednak samonapedzajacy sie proces, prowadzi do uruchomienia an-
tagonistycznej reakcji. Rozprzestrzeniajacy sie wirus powoduje odpowiedZ immunologiczna,
ktéra go neutralizuje. Rosnace hatas, korki i przestepczo$é¢ odstreczaja ludzi od przenoszenia
sie do duzych miast, za$ aktualni mieszkancy zaczynaja zastanawia¢ si¢ nad wyprowadzka w
jakies spokojniejsze miejsce.

W wyniku dzialania przeciwstawnych sit wytwarza sie pewna réwnowaga. Jednakze, na los
takich uktadéw dynamicznych majg wplyw rézne inne czynniki. Wazne sg przede wszystkim
proporcje pomiedzy czasem reakcji samowzmacniajacych sie i antagonistycznych procesow.

Dla przykltadu, rozwdj grypy zajmuje $rednio dwa dni, natomiast do wyleczenia potrze-
ba okoto tygodnia. Wydaje sie wiec, ze nasz system odpornoéciowy reaguje zbyt wolno w
poréwnaniu z szybkoscia wzrostu wirusa. Poczatkowo wirus rozprzestrzenia sie lawinowo,
powodujac chorobe. Jednak, wygladajaca na nieporozumienie, strategia naszego organizmu
okazuje sie skuteczna. Wolniej reagujacy uktad odpornosciowy kumuluje coraz wiecej prze-
ciwcial, dopdki wszystkie wirusy nie beda osaczone. W ten sposéb organizm moze catkowicie
pozby¢ sie wirusa. Gdyby uktad odpornosciowy zareagowal znacznie szybciej, wytworzylaby
sie rOwnowaga pomiedzy rozprzestrzeniajacym sie wirusem i usuwajacymi go przeciwciatami.
Organizm musiatby wtedy walczy¢ do konica zycia z mnozacymi si¢ bakteriami, poniewaz
czeSciowe usuniecie zagrozenia spowodowaloby obnizenie reakcji odpornosciowej, dajac tym
samym kolejng szanse wirusowi.

Innym waznym parametrem w dynamicznie zmieniajacym sie uktadzie jest przestrzenne
rozmieszczenie jego sktadnikéw. W przyktadzie z grypa, wirus moze zostaé¢ przeniesiony na
inng osobe, ktora, po pewnym czasie, rowniez zachoruje i bedzie mogta zarazaé¢ innych. Infek-
cja rozprzestrzeni sie w ten sposob jak fala biegnaca. Rozprzestrzenianie infekcji jest mozliwe,
poniewaz samowzmacniajacy si¢ czynnik, wirus (a nie antagonistyczny proces - reakcja im-
munologiczna), moze by¢ przenoszony na innych ludzi.

Przeanalizujmy, na przykladzie powstawania wydm, sytuacje odwrotna, kiedy to pro-
ces antagonistyczny rozprzestrzenia sie szybciej, co moze prowadzi¢ do tworzenia stabilnych
wzoréw przestrzennych.

Wydmy tworzg sie pomimo faktu, iz wiatr bardzo szybko przemieszcza ziarenka piasku
po pustyni. Tworzenie wydm moze by¢ zainicjowane przez kamien lub inng przeszkode, ktéra
tworzy ostone przed wiatrem. Piasek gromadzi sie za ostona i wydma zaczyna rosnaé. Znaj-
dujacy sie w niej piasek nie moze juz bra¢ udzialu w tworzeniu wydm gdzies indziej. Wzrost
wydmy zmniejsza lokalnie zawarto$¢ piasku w powietrzu. Ten ubytek powoduje powstanie
reakcji antagonistycznej o duzym zasiegu. W ten sposéb, prawdopodobienstwo zainicjowania
nowych wydm, a takze wzrostu wydm znajdujacych sie¢ w poblizu, jest zmniejszone. W prze-
ciwienstwie do tego, akumulacja piasku za oslona (samonapedzajacy sie proces powodujacy
wzrost wydmy) ma niewielki zasieg poréwnywalny z rozmiarami wydmy.

Mozemy na tej podstawie wnioskowaé, ze podstawowe elementy wymagane do tworzenia
stabilnych wzorow przestrzennych to: maty zasieg reakcji samowzmacniajacej swoje dziatanie
oraz duzy zasieg reakcji antagonistycznej.

14



2.2. Uklady typu aktywator-inhibitor

Jak juz wspomnieliémy wczesniej, wzory przestrzenne moga powstawaé startujac z mniej
lub bardziej jednorodnych uktadéw, przy udziale lokalnego wzmacniajacego sie procesu oraz
dalekozasiegowego procesu antagonistycznego. Wzory tworza sie, poniewaz male zaburzenie
jednorodnego stanu wytwarza silny efekt wzmacniajacy, ktéry powoduje dalszy wzrost zabu-
rzenia. Antagonistyczny proces o dalekim zasiegu ogranicza samowzmacniajaca sie reakcje i
powoduje jej lokalizacje w przestrzeni.

Ta ogdlna zasada jest realizowana w uktadach biochemicznych typu aktywator-inhibitor
- patrz rysunek 2.1.

autokataliza

wzrost
produkcji

inhibicja

autoinhibicja

Rysunek 2.1: Aktywator - A, katalizuje swoja produkcje (+), jak réwniez produkcje an-
tagonistycznego inhibitora - I. Inhibitor za$ hamuje (—) produkcje aktywatora oraz swoja
wlasna.

Substancja o malym zasiegu dzialania, aktywator, promuje wlasna produkcje (autokata-
liza), podobnie jak produkcje drugiej substancji, szybko dyfundujacego inhibitora. Stezenia
obu substancji moga by¢ w stanie stabilnym. Globalne zwiekszenie ilosci aktywatora jest
rownowazone przez wzrost ilodci inhibitora. Jednakze, taka réwnowaga jest stanem lokalnie
niestabilnym, tzn. kazdy lokalny wzrost stezenia aktywatora bedzie rést dalej wskutek auto-
katalizy, mimo ze stezenie inhibitora réwniez wzrosnie z tego powodu. Inhibitor jednak szybko
zdyfunduje do otoczenia, powodujac tam spowolnienie proceséw autokatalitycznych, podczas
gdy lokalny wzrost stezenia aktywatora bedzie dalej postepowal, do momentu osiagniecia row-
nowagi z otaczajaca go chmura inhibitora. Sytuacje te opisuje uktad réwnan rézniczkowych
czastkowych 2.1. W jezyku tych réwnan, kluczowe do powstawania wzoréw przestrzennych
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jest, aby dyfuzja inhibitora byla znacznie szybsza niz dyfuzja aktywatora, tzn. Dy > D 4. Jak
pokazal Granero® (1977) inhibitor musi dyfundowaé ponad 7 razy szybciej niz aktywator.

Uktlad aktywator-inhibitor

Ponizsze réwnania opisuja interakcje pomiedzy autokatalitycznym aktywatorem A(x) i je-
go przeciwnikiem, inhibitorem I(x). Opisuja one zmiane stezenia danej substancji w jednostce
czasu, jako funkcje aktualnego stezenia.

0A A? 0?A
(aktywator) E =S (I + bA) — TAA + DAW’ (213)
o oI 9?1
(inhibitor) 5= sAZ 4+ by — I + DIW, (2.1b)

gdzie x oznacza zmienng przestrzenna, t czas, D, D; to wspolczynniki dyfuzji, zas r4 i ry
okreslaja tempo usuwania/niszczenia odpowiednich substancji.

Przyjrzyjmy sie bardziej szczegdlowo, co oznaczaja poszczegdlne elementy powyzszych
rownan:

e s (ATQ) - tempo produkcji aktywatora. Aktywator ma nieliniowy autokatalityczny cha-

rakter wzrostu. Produkcja jest spowalniana przez inhibitor I. Gestos¢ s opisuje zdolnosé
czastek do autokatalizy.

e —7r4A - tempo usuwania aktywatora. Opisuje tempo w jakim molekuly znikaja. Z za-
sady, jest proporcjonalne do aktualnej liczby molekul w ukladzie (tak, jak np. liczba
zgonéw w miescie jest proporcjonalna do liczby mieszkancow).

e D A% - wymiana aktywatora z otoczeniem pod wplywem dyfuzji. Jest proporcjonalna
do drugiej pochodnej przestrzennej. Nastepna wymiana poprzez dyfuzje bedzie zerowa,
jesli wszedzie jest takie samo stezenie substancji. Bedzie réwniez zerowa, jesli istnieje
stala réznica stezen pomiedzy sasiednimi obszarami, np. w sytuacji liniowego wzrostu
gradientu stezen. W tym przypadku, kazdy obszar otrzymuje taka sama ilo$¢ substancji
z sasiedniego obszaru o wyzszym stezeniu, jaka traci na rzecz swojego sasiada o stezeniu
nizszym.

e b, - podstawowa produkcja aktywatora. Niewielka produkcja, niezalezna od aktualnego
stezenia, moze zainicjowaé (aktywowac) uktad o niskim stezeniu aktywatora. Jest wy-
magana do regeneracji wzordéw przestrzennych, tworzenia nowych lokalnych maksiméw
stezenia aktywatora (wiele takich maksiméw umozliwia np. wzrost wloséw, czy tez lisci)
lub do podtrzymania oscylacji.

e b; - podstawowa produkcja inhibitora. Niewielka produkcja, niezalezna od stezenia ak-
tywatora, moze prowadzi¢ do powstania drugiego jednorodnego stanu stacjonarnego w
uktadzie o niskim stezeniu aktywatora. Uktad moze by¢ uspiony do czasu wystapienia
zewnetrznego czynnika, np. naptywu aktywatora z sasiedniego aktywowanego obszaru.
Sktadnik ten ma wplyw na powstawanie fal biegnacych?.

W dotychczasowych rozwazaniach jedyne ograniczenie autokatalizy byto wynikiem dziata-
nia antagonistycznej reakcji. Jednak mozliwe sg takze inne czynniki ograniczajace maksymal-
ne tempo autokatalizy. Przykladowo, enzym wymagany do autokatalizy moze by¢ dostepny

3W pracy [Granero.
4Ang. ‘travelling waves’.

16



tylko w ograniczonej ilosci. Przy wysokich stezeniach aktywatora reakcja zwalnia, poniewaz
wszystkie czastki enzymu sg aktualnie zajete. Prowadzi to w konsekwencji do nasycenia auto-
katalizy, gdyz maksymalne stezenie aktywatora nie moze przekroczy¢ pewnej gérnej granicy.
Tego typu nasycenie ma znaczgcy wplyw na koncowy ksztalt powstajacych wzoréw prze-
strzennych.

Do réwnania 2.1a mozna wprowadzi¢ nasycenie produkcji aktywatora w nastepujacy spo-
sob:
%A

R (2.2)

i

0A _ A2
I (1 4 54A2

)-i-bA) —1r4A+ Dy

Przy niskim stezeniu A, skladnik s4A? jest pomijalny w poréwnaniu z 1 i autokataliza prze-
biega tak, jak opisano wczesniej. Natomiast przy podwyzszonym stezeniu A, skladnik s4 A2
staje sie dominujgcy. Autokataliza nie moze dalej postepowaé, poniewaz oba efekty samo-
wzmacniania i spowalniania w wyniku wysycenia staja sie proporcjonalne do A2

Jedli produkcja aktywatora jest ograniczona w wyniku nasycenia autokatalizy, rowniez
produkcja inhibitora nie moze przekroczy¢ pewnego poziomu. W zwiazku z tym wplyw in-
hibitora na sasiednie obszary jest réwniez ograniczony. Aktywowany region powieksza sie w
czasie, dopdki wystarczajaca ilo$¢ inhibitora nie zostanie wyprodukowana. W duzych akty-
wowanych obszarach akumulacja inhibitora w centrum wywoluje stan bliski niestabilnosci i
tendencje do rozpadu na dwa mniejsze osrodki podwyzszonego stezenia aktywatora. Moga
one by¢ stosunkowo rozlegte, pomimo malego zasiegu aktywatora. Wspoétczynnik dyfuzji ak-
tywatora determinuje bowiem tylko minimalng szerokos¢ aktywnego obszaru. Poszczegdlne
osrodki aktywacji mogg mieé¢ rézne wielkodci.

W wyniku nasycenia proporcje pomiedzy aktywowanymi i nieaktywnymi regionami staja
sie niezalezne od wielkoéci catego obszaru. Ponadto nasycenie autokatalizy umozliwia zmiane
polozenia obszaru o maksymalnym stezeniu aktywatora na bardziej korzystne. Jesli pew-
na czesS¢ danego obszaru jest z jakich$ wzgedow w niekorzystnym polozeniu, na przyktad
z powodu bliskoéci innego aktywnego obszaru, moze ona zosta¢ dezaktywowana na korzysé
pozostatej czesci, ktéra nie podlega dziataniu inhibitora naptywajacego z sasiedniego osrodka
aktywacji.

Wiecej informacji o tego typu mechanizmach, w kontekscie wzorow zabarwienia na musz-
lach, znalezé mozna w ksiazce [Meinh], na podstawie ktérej opracowano niniejszy rozdzial.

2.3. Uktlady typu aktywator-ubywajacy substrat

Jak wspomnieliSmy wczesniej w przykladzie o wydmach, antagonistyczny efekt moze wy-
nika¢ z wyczerpywania sie substratu I(x), ktéry jest zuzywany do katalitycznej produkcji
aktywatora A(z). W celu wytworzenia stabilnych wzoréw przestrzennych, dostateczna ilosé
substratu musi by¢ dostarczana, aby utrzymacé stala produkcje aktywatora (w szczegdlnosci
br > rya). Tak jak w ukladach typu reakcji-dyfuzji, dyfuzja substratu musi byé¢ szybsza od
dyfuzji aktywatora Dy > D 4.

Powstanie lokalnego maksimum stezenia aktywatora powoduje znaczace obnizenie steze-
nia substratu w okolicy. W wyniku tego nastepny obszar maksymalnego stezenia aktywatora
moze powstaé dopiero w pewnej odleglosci - tam, gdzie stezenie substratu jest wystarczajaco
wysokie do utrzymania autokatalizy aktywatora. Impuls aktywacji rozprzestrzenia sie w ten
sposob jak fala, prowadzac do powstania regularnych przestrzennie, okresowych wzoréw. Ob-
szar zajmowany przez osrodek aktywacji ma ten sam rzad wielko$ci, co szerokos¢ przestrzeni
oddzielajacej kolejne obszary maksymalnego stezenia aktywatora. W odréznieniu od tego, w
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ukladzie aktywator-inhibitor aktywowane regiony moga zajmowaé tylko mala czesé calego

obszaru.

Schemat modelu z wyczerpywanym substratem przedstawia rysunek 2.2. Interakcje po-

miedzy substancjami w tym modelu mogga by¢ opisane nastepujacymi rownaniami.

autokataliza

uiywanie
substratu

umoiliwvianie
autokatalizy

autoinhibicja

Rysunek 2.2: Aktywator - A potrzebuje do autokatalizy (+) substratu - S. Ilo§é substratu

jest w ten sposéb wyczerpywana (—) ograniczajac produkcje aktywatora.

Uktlad aktywator-ubywajacy substrat®:

A ~ 2A
(aktywator) %:51A2—TAA+DAZ?,
I ~ 2 A
(ubywajacy substrat) gt = —sIA? —r;I + by(x) 4+ Dy Zac? ’
gdzie
- A2
2 _ e —
A= 14 s, A2 +by4.

Zobaczmy co oznaczaja poszczegolne elementy w réwnaniach 2.3:

e s4 - wspélezynnik saturacji (nasycenia).

(2.3a)

(2.3b)

e sIA% - tempo produkcji aktywatora. Nieliniowa autokataliza jest proporcjonalna do
stezenia substratu I. Prowadzi ona do zmniejszenia stezenia I o te sama wielkosé —sI A2,

SAng. ’‘activator-depleted substrate system’ (mniej adekwatna nazwa historyczna - ’positive feedback sys-

tem’).
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e b, - podstawowa produkcja aktywatora. Niewielka produkcja, niezalezna od aktualnej
ilosci aktywatora, moze zainicjowaé uktad o niskim stezeniu aktywatora. Jest wymagana
do regeneracji wzoréw przestrzennych lub do podtrzymania oscylacji.

e b;(x) - tempo produkcji substratu I. Zwykle jest takie samo w calym obszarze. Jednak-
ze, dla niektérych wzoréw przestrzennych kluczowe jest to, iz moze przyjmowaé rézne
wartosci, np. wzdtuz rosnacej krawedzi muszli.

e —ryl - sktadnik opisujacy tempo niszczenia substratu niezaleznie od zuzywania go w wy-
niku autokatalizy aktywatora. Nie jest konieczny do tworzenia wzordéw przestrzennych.
Ogranicza maksymalne stezenie substratu w nieaktywowanych regionach. Ma podobny
efekt dziatania, jak sktadnik by w réwnaniu 2.1b.

o s, A? - skladnik odpowiedzialny za nasycenie produkcji aktywatora. Ma podobny wplyw,
jak w réwnaniu 2.2: za jego sprawg obszary maksymalnego stezenia aktywatora staja
sie wieksze.

Uklad opisany réwnaniami 2.3 jest podobny do modelu Brukselatora®, zaproponowanego
przez Prigogine’a i Lefever’a w 1968, ktory bedziemy analizowaé w rozdziale 4.

2.4. Wyprowadzenie réwnania reakcji-dyfuzji

Przedstawimy teraz matematyczno-fizyczne uzasadnienie rozwazanych w tej pracy rownan
reakcji-dyfuzji.

Na poczatek przyjmijmy dos¢ naturalne zatozenie, ze reakcja chemiczna zachodzi w ogra-
niczonym obszarze U C R" (z powodéw fizycznych rozwaza sie zwykle n = 1, 2 lub 3). Niech
u(zx, t) bedzie stezeniem substancji w punkcie  w momencie ¢, a V' C U dowolnym obszarem
zawierajacym x, o brzegu 0V. Na mocy prawa Ficka” strumien dyfuzji jest proporcjonalny
do gradientu stezen

J(z,t) = DV u(z,t), (2.4)

gdzie D jest wspolczynnikiem dyfuzji.
Tloé¢ substancji przeptywajacej przez brzeg obszaru V' w jednostce czasu jest rowna

Q) — /J(x,t) v ds. (2.5)
)%
Z twierdzenia 1.2 (Gaussa-Greena) wiemy, ze rownos¢ 2.5 przyjmuje postaé
/ I(w,t) - vdS = /dide:L‘, (2.6)
oV v

Funkcja f (u(z,t)) opisuje zmiane ilosci substancji w wyniku reakeji chemicznych zacho-
dzacych w obszarze U. Substancja moze by¢ zaréwno produkowana, jak i zuzywana w trakcie
tych reakcji. Mozemy napisaé, ze sumaryczna zmiana stezenia w wyniku lokalnych reakcji w
obszarze V wynosi

SPatrz rozdzial 4.4.

" Adolf Eugen Fick (ur. 3 wrzeénia 1829 w Kassel, zm. 21 sierpnia 1901 w Blankenberge) — niemiecki fizjolog,
profesor na Uniwersytecie w Zurychu i Wiirzburgu. Przypisuje mu si¢ wynalezienie soczewek kontaktowych.
Sformutowal prawa Ficka.
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ng/f(u) dz. (2.7)
v

Zatem catkowita zmiana stezenia w jednostce czasu w obszarze V jest suma wyrazen z
2.5 1 2.7. Korzystajac z rownosci 2.6, mozemy powiedzie¢, ze ma ona postaé

[uletyde = Qi+ Qo = [ div3+ f(wda.
1% 1%
€O oznacza, ze

/divJ + f (u(z,t)) — u(z,t) de = 0.
1%
7 dowolnosci obszaru V' wnioskujemy, ze

divJ + f(u) — ue(z,t) = 0. (2.8)

Podstawiajac w réwnosci 2.8 postaé¢ J z 2.4 otrzymujemy ostatecznie semi-liniowe para-
boliczne® réwnanie rézniczkowe czastkowe postaci

ug(x,t) =divd + f(u) = div (DVzu) + f(u) = DAzu(x,t) + f(u). (2.9)

Zaktadamy tu milczaco, ze funkcja u jest klasy C2?(U), a brzeg OV jest co najmniej klasy C*.
W przypadku dwoch substancji reagujacych ze soba, postepujac w analogiczny jak wyzej
sposob, otrzymujemy uktad rownan reakcji-dyfuzji

ou
a—tl(x,t) = D1Azus(z,t) + Fi(u1, u2),
Su (2.10)
a—f(m,t) = DoAgus(x,t) + Fa(u1, u2),
ktory mozna przepisa¢ w postaci wektorowej w nastepujacy sposéb
w(z,t) = DAu(z, t) + F(u), (2.11)

gdzie funkcja u = (u1,u2) opisuje stezenia obu reagentéw (funkcja u;(x,t) opisuje stezenie
i-tej substancji w punkcie x w momencie t), D jest diagonalna macierza dyfuzji

_( Dy 0
D‘(o D2>’

natomiast funkcja wektorowa F(u) = (Fi(u), Fa(u)) okresla zmiany ilosci substancji w wy-
niku zachodzacych miedzy nimi reakcji chemicznych - Fj(u) wyznacza zmianeg stezenia i-tej
substancji w danym punkcie czasoprzestrzeni w zaleznosci od stezen obu reagentéw. Dodajmy
jeszcze, ze przez Azu(z,t) rozumiemy wektor (Azuy, Ayuz).

W najprostszym przypadku, réwnanie reakcji-dyfuzji opisuje stezenie jednej substancji
w jednym wymiarze przestrzennym. Réwnanie to nosi nazwe réwnania KPP (Kolmogorov-
Pietrovski-Piskunov). Nie prowadzi ono jednak do interesujacych nas rozwiazan. Dopiero
uktad dwéch réwnan reakcji-dyfuzji moze wytworzyé efekt niestabilnosci Turinga, nazywanej
czesto niestabilnoscia dyfuzyjna.

Zajmiemy sie dalej aparatem matematycznym umozliwiajacym analize tego typu zagad-
nien.

87 ogélnie znanej klasyfikacji réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego rzedu.
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Rozdziat 3

Metoda Fouriera rozdzielenia
zmiennych

W tym rozdziale przedstawimy metode Fouriera rozdzielenia zmiennych. Technika ta pozwala
czasem znajdowaé jawne rozwiazania pewnych rownan rézniczkowych czastkowych. Stosuje
sie ja glownie przy rozwiazywaniu rownan hiperbolicznych i parabolicznych, ale réwniez do
rownan eliptycznych. Ponizej przedstawimy ogdlng teorie znajdowania rozwiazan metoda
Fouriera dla réwnan ewolucyjnych drugiego rzedu.

Niech U bedzie jak zwykle otwartym, ograniczonym podzbiorem R"™. Oznaczmy przestrzen
zmiennych x it przez D = U x {t > 0}. Ogélne réwnanie ewolucyjne drugiego rzedu okreslone
w obszarze D jest postaci

n n
(Ly — Li)u = Z A (), + Z Bi(z)ug; + C(x)u — at)uy — B(t)ur — y(t)u = 0, (3.1)
i,j=1 i=1
gdzie L, i L; sa czastkowymi operatorami rézniczkowymi drugiego rzedu w postaci niedywer-
gencyjney.

Zal6zmy, ze forma kwadratowa 37", _; A;j(z)\iA; odpowiadajaca réwnaniu 3.1 (tzw. for-
ma charakterystyczna) jest dodatnio okreslona, natomiast wspélezynnik a(t) jest albo dodat-
ni, albo tozsamosciowo réwny zero, przy czym w tym ostatnim przypadku wspotezynnik 3(¢)
jest dodatni. Réwnanie 3.1 jest wtedy odpowiednio albo hiperboliczne, albo paraboliczne.
Zajmiemy sie dalej tylko interesujacym nas przypadkiem parabolicznym («(t) = 0, 3(t) > 0)

Z Aij(x)uzimj + Z Bi(z)ug, + C(x)u — B(t)us — y(t)u = 0. (3.2)
ij=1 i=1

Ogdlne zagadnienie mieszane dla réwnania 3.1 polega na znalezieniu regularnego (odpo-
wiedniej klasy gtadkosci) w obszarze D rozwiazania u(z,t) spelniajecego nastepujace warunki:

o brzegowy

a;(x)ugy, +b(x)u=0 dlax e dU, t> 0. (3.3)
1

e poczgtkowy
u(z,0) = p(x) dlazel. (3.4)

W celu zapewnienia ciaglodci szukanego rozwiazania, powinny by¢ spelnione pewne warunks:
zgodnosci dla warunkow 3.3 i1 3.4, tzn. wartosci funkcji powinny sie zgadzaé na brzegu obszaru

D.
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3.1. Teoria

Gléwna idea metody rozdzielenia zmiennych polega na szukaniu rozwigzania w postaci ilo-
czynu dwoch funkcji, z ktérych kazda zalezy od innych zmiennych

u(z,t) = X(x) - T(t).

Wstawiajac funkcje u takiej postaci do rownania 3.1 i do warunku brzegowego 3.3, dosta-
jemy odpowiednio

X(z) [B() T + )T (8)] =

=(i e WﬁZB )Xo + C(0)X <>)T<t> (35)

7 =1
oraz

(Z a;(x)Xg, + b(a:)X(x)) T(t) =0. (3.6)
=1

Zauwazmy, ze po podzieleniu réwnosci 3.5 stronami przez X (x)T'(t) # 0 (interesuja nas
nietrywialne rozwiazania, tzn. takie, ze funkcje X (x) 1 T'(t) nie sg tozsamosciowo réwne zeru)
otrzymujemy po lewej stronie funkcje zalezng tylko od zmiennej ¢, a po prawej stronie funkcje
zalezng tylko od zmiennej x. R6wnoé¢ ta moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdy obie te funkcje
sa rowne pewnej (tej samej) stalej. Nazwijmy ja tendencyjnie —\ = const.

BT, + ()T = — A=

(Z Ajj(z W]JFZB )Xy, + C(z )X)

i,7=1

Nl

(3.7)

Analogicznie, dzielimy réwnos¢ 3.6 przez T'(t) # 0. Stad oraz z réwnosci 3.7 otrzymujemy
nastepujace rownania

BT + [y(t) + \T(t) =0 dlat >0, (3.8a)

> Ay xlxﬁZB )X, + [Cx) + N X(2) =0 dlazeU,

1,j=1

(3.8b)
Zaz )Xy, +b(x)X(x) =0 dlax € dU.

Warto$¢ A, dla ktorej zagadnienie brzegowe 3.8b ma nietrywialne rozwiazanie X (x), nazy-
wa sie wartoscig wlasng, a sama funkcje X (z) - odpowiadajaca jej funkcjg wlasng operatora
rézniczkowego L,

L, X (z) = -AX(z).

Zbiér wszystkich wartosci wlasnych zagadnienia 3.8b nazywamy widmem punktowym ope-
ratora L,. Zadanie znalezienia widma i odpowiadajacego mu uktadu funkcji wlasnych w ogdl-
noéci nie musi by¢ tatwe. W wielu przypadkach jednak widmo operatora L, jest przeliczalne,
postaci

{)\k|)\1<)\2<...<)\k<...}, lim A\p = o0,

k—+oo
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a uklad liniowowo niezaleznych funkcji wlasnych tworzy baze ortogonalng przestrzeni funkcji
catkowalnych z kwadratem w obszarze U - przestrzen te oznacza si¢ zwykle przez L2(U).

(Xi(2), Xa(2), ..}, Vg (Xi(), Xj(2)) p20) = / X(2)X;(z) dz = 0,
U

gdzie (-, ) 12(r) 0znacza iloczyn skalarny w L3(U).

W przyktadach zobaczymy zagadnienia tego typu dla n = 1, w ktorych zaréwno wartosci,
jak i funkcje wlasne beda stosunkowo latwe do wyznaczenia.

Zostala nam jeszcze do rozpatrzenia druga cze$¢ zagadnienia 3.8. Roéwnanie 3.8a jest
réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym drugiego rzedu. Oznaczmy przez Ty (t) jego rozwiazanie
ogblne odpowiadajace wartosci wlasnej ;. Z teorii réwnan zwyczajnych wiemy, ze jest ono
postaci

Tk(t) = Akal (t)v (39)

gdzie Ay jest dowolna staly rzeczywista, a Tk, (t) to rozwiazanie réwnania 3.8a spelniajace
warunek poczatkowy
Ty, (0) = 1.

Funkcja u(z,t) postaci
+oo
) =Y Xp(x)Ti(t) (3.10)
k=1

jest rozwiazaniem réwnania 3.2, spelniajacym warunek brzegowy 3.3 (zauwazmy, ze kazdy
sktadnik szeregu 3.10, osobno, jest takim rozwiazaniem uy(x,t) = Xi(x)Ty(t)), o ile szereg
po prawej stronie réwnoéci oraz szeregi otrzymane z niego przez rézniczkowanie wyraz po
wyrazie potrzebna liczbe razy sa zbiezne jednostajnie. Wstawiajac funkcje u(x,t) postaci
3.10 do warunku poczatkowego 3.4 otrzymujemy

+oo
> AkXi(2) = ola). (3.11)
k=1

Pozostaja nam wiec do wyznaczenia wspotezynniki Ag. Zaktadajac, ze funkcja okreslajaca
warunek poczatkowy ¢(z) nalezy do L2(U), state w réwnosci 3.11 sa tak zwanymi wspélczyn-
nikami Fouriera tej funkcji, wynoszacymi

NA(X) A = (@), Xe(@) = [ ol@)X(e) o, (312
U
gdzie N(-) = || - [|p2(vy oznacza norme elementu w L? pochodzaca od iloczynu skalarnego:

1/2
N (Xi(@) = [1Xe(@) |20y = v/ (Xa(@), Xi(@) (/Xk ) m) .

Wstawiajac znalezione w ten sposéb wspdtezynniki Ay z rownosci 3.12 do réwnania 3.9,
otrzymujemy Vi— o, . funkcje Tj(t). Zatem ostatecznie rozwigzanie klasyczne zagadnienia 3.2,
z warunkiem brzegowym 3.3 i warunkiem poczatkowym 3.4, w postaci szeregu nieskoniczonego
ma postaé

Z Xk Akal )
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3.1.1. Uwagi do przypadku jednowymiarowego

W przypadku n = 1 przedstawione powyzej rozwazania nieco si¢ upraszczaja. Zbior U C
R staje sie otwartym odcinkiem (0,[), a obszar okreslonoéci réwnania 3.2 nieskonczonym
pélpasem D = U x {t > 0}

A(x)ugy + B(x)uy + C(x)u — B(t)uy —y(t)u =0 dla z € (0,1), t > 0. (3.13)
Pierwsze z rownan zagadnienia 3.8b jest liniowym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym
A(x)X"(z) + B(x) X' (z) + (C(z) + A\) X(z) =0 dla z € (0,1), (3.14)

z warunkiem brzegowym postaci

0,
3.15
N (3.15)

{ a1 X'(0) + b1 X(0)
as X' (1) + bo X (1)

gdzie ag, by, k = 1, 2, sa stalymi, poniewaz warunek brzegowy 3.3 przyjmuje w tym wypadku
postac

a1(0)uz(0,%) + b1(0)u(0,t) =0,

{1<>x< )+hOuO.) =0,

as(Duz (1, ) + ba(D)u(l,t) = 0.

Zagadnienie spektralne polegajace na znalezieniu wartosci wlasnych i funkceji wtasnych dla
3.14, 3.15 nazywa si¢ zagadnieniem Sturma-Liouville’a (w skrécie S-L). W ogélnym przypad-
ku zadanie to jest klopotliwe. Komplikuje sie ono bardzo, jesli wspdlczynnik A(z) przyjmuje
w réznych punktach przedziatu (0,1) wartosé zero. Do rozwiazania zagadnienia S-L konieczne
jest wtedy wprowadzenie tak zwanych funkcji specjalnych, np. funkcji Bessela.

My zajmiemy si¢ teraz przypadkiem prostszym, gdy w réownaniu 3.13 wspélczynniki sa
state.

3.2. Praktyka

Szczegdly metody Fouriera oméwimy na prostym przyktadzie. Skupimy sie tutaj na rownaniu
przewodnictwa cieplnego (dyfuzji) okreslonym na skonczonym odcinku (0,1) C R. Znajdziemy
rozwiazanie tego réwnania dla interesujacych nas warunkow brzegowych.

3.2.1. Réwnanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji) z warunkami brzegowy-
mi Neumanna

Spéjrzmy na réwnanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji) na odcinku, z zerowymi warunkami
brzegowymi Neumanna (brak przeplywu przez brzeg obszaru)

U — aPUgy =0 dla z € (0,1), t > 0,
u(z,0) = p(x) dla z € (0,1), (3.16)
uzp(0,t) = ugy(l,t) =0 dlat >0,

gdzie wspélczynnik a € R. Warunki zgodnosci: ¢(0) = (1)

=0.
Szukajac rozwiazania przy uzyciu metody Fouriera u(z,t) = X(z)T'(t) otrzymujemy z
zagadnienia 3.16 nastepujace réwnania

X"(z) + A\X(z) = 0, (3.17a)
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T'(t) + a®*XT(t) = 0, (3.17b)
X(2)T(0) = p(x), (3.17¢)
X071t =X'1)Tt) =0 = X'(0)=X'(l)=0. (3.17d)

Zajmijmy sie najpierw zagadnieniem 3.17a, 3.17d

{X”(l‘) + XX (z) =0 dla=xe€(0,1), (3.18)

X'(0) = X'(1) = 0,

ktére jest szczegdlnym przypadkiem zagadnienia S-L. Korzystajac z wiedzy o réwnaniach
rézniczkowych zwyczajnych mozemy powiedzieé, ze jest to jednorodne, liniowe réwnanie r6z-
niczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Szukamy jego rozwiazania w postaci X (z) = ¢"*. Wsta-
wiajac taka posta¢ do réwnania i mnozac je stronami przez e~ "*
charakterystyczne rownania 3.17a

otrzymujemy rownanie

r24+X=0,

ktére jest w tym wypadku zwyklym wielomianem kwadratowym. Siegajac do nabytej w szkole
wiedzy mozemy zauwazy¢, ze jego rozwigzania zaleza od znaku tzw. wyrdzinika A = —4\. 7Z
kursu réwnan zwyczajnych wiemy, ze w zaleznosci od tego znaku rozwigzania rownania sa
nastepujacej postaci

e dlaA=0=A=0=r=0 (podwdjny pierwiastek rzeczywisty)
X(z) = Chz + Co, (3.19)
edlaA<0=A>0=r= :l:@ = 4+v/—\ (dwa rézne pierwiastki rzeczywiste)
X(z) = CheV ™ 4 Cpe VAT, (3.20)
edlard>0=>A<0=r= :I:@ = i/ (sprzezone pierwiastki zespolone)
X(z) = Cy cos (\f)\x) + Cysin (ﬁx), (3.21)

gdzie C7 i Cs sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi.
Sprawdzmy, co uzyskamy wstawiajac te réwnania do warunkéw brzegowych 3.17d:

e 7z réwnosci 3.19 dostajemy
= (9 — dowolne.

Wstawiajac rozwiazanie X (x) = Cy do réwnania 3.18 dostajemy

)\CQZO = CQZO.

e 7 réwnosci 3.20 dostajemy

X/(O) = \/—7/\ (016\/30 + 0267\/5)\0) =0, Ci+Cy =0,
=
X' = VX (Cre¥ M GV R) <, & (¥ — ) =

Stadd Cl = CQ =0.
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e 7z réwnosci 3.21 mamy

X'(0) = —v/—=\C sin (\F/\O) +vV=AC3 cos (\[\O) =0, O =0
N————— —_———— N { 2 =Y,

O sin (ﬁl) — 0.

=1

0
X'(1) = —V=XCysin (V) + V=ACycos (VAI) =0,

Nietrywialne rozwiazanie (C7 # 0) otrzymujemy dla

sin(\/Xl):O = VN =k, ke,

A=\ = (T)Q (3.22)

Zatem ostatecznie funkcje wlasne zagadnienia 3.18 odpowiadajace wartosciom wiasnym
3.22 maja postaé

k
Xi(x) = Cy cos (;r:n), ked{0,1,2, ...},

gdzie C} sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi réznymi od zera.

Wobec tego, ze funkcje cos (kx) i cos (—kz) sa liniowo zalezne, mozna ograniczy¢ sie do
rozpatrywania tylko nieujemnych wartosci k € {0, 1, 2, ...}.

Dla kazdego k znajdujemy w podobny sposéb funkcje Tj(t) spelniajace réwnanie 3.17b
dla Ag. Otrzymujemy

arT 2
Ti(t) = Ape (7)1,
Po ewentualnej zmianie oznaczen wspélezynnikéw (Ay = AiCy) rozwiazanie wyglada
nastepujaco

“+o0o “+oo
w(z,t) = X(@)T(t) = > Xp(@)Te(t) = > up(a,t) =
k=0 k=0
“+o0o k 2
= Ay + cos —ﬂx A e_(akTﬂ) ¢, 3.23
o+ Y (o) [ JECES

Pozostaje wiec wyliczyé stale Ar w szeregu 3.23. Wykorzystamy do tego celu warunek
poczatkowy 3.17c. Funkcja u musi spelniaé¢ warunek

+o00 +00
u(z,0) = Z up(x,0) = Ag + Z cos (T:c) [Ake_(ulfr)zo] =
k=0 k=1

A ++§A cos(km ) (z) (3.24)
= —X | = xX). .
0 P k I ¥

Wystarczy wiec rozwinaé funkcje ¢(z) w szereg Fouriera. Mozemy to zrobié zakladajac, ze
funkcja ¢ € L?(0,1) i przedtuzajac ja parzyscie lub nieparzyécie (w zaleznosci od potrzeby)
na caly przedzial (—[,1). Przyjmujemy ponadto, ze otrzymana w ten sposéb funkcja ¢(z)
spelnia warunki zgodnosci ¢(—1) = ¢(1) , a nastepnie rozszerzamy ja okresowo na cala prosta
rzeczywista. Otrzymujemy w ten sposob funkcje 21 okresowa, rozwijalng w szereg Fouriera,
przy czym dla x € (0,1) szereg ten jest zgodny z szeregiem Fouriera oryginalnej funkcji.

W naszym przypadku przedtuzamy funkcje ¢(z) w sposéb parzysty dla x < 0
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Sy o(z) dlaz >0,
ple) = {go(—a:) dla z < 0,

co pozwala na rozwiniecie jej w szereg cosinuséw, czyli funkcji {Xy}r=12 .. Zauwazmy na-
stepujacy fakt (korzystamy z tego, ze iloczyn funkcji parzystych jest funkcja parzysta)

l

l l
/cﬁ(m) cos (z)dx =2 / o(x) cos (z)dz = 2 / o(x) cos (z) dz. (3.25)
Z 0

0

Z ogdblnej wiedzy o calkowaniu, wiemy, ze funkcje X (x) tworza uklad ortogonalny. Prze-
konujemy sie o tym catkujac przez czesci. Otrzymujemy

l
k
|| X1 (x)|]> = /cos2 (;Tx) de=1 dlak#0

oraz

(Xm(z), Xp(2)) = /lcos (mx) cos (TLZT:L’) dz =0 dlam#n.

Na podstawie réwnosci 3.24, korzystajac z powyzszych rozwazan o calkowaniu oraz z
faktu 3.25, wnioskujemy, ze wspoétczynniki A maja nastepujaca postaé

l
Ay = 1/90(30) dzx,
g (3.26)

A = o(z) cos <kl7rx> dz.

~| Do
o

Zwréémy uwage, ze przy zatozeniu ¢(z) € L?(0,1), wspétczynniki A, postaci 3.26 sa
ograniczone niezaleznie od k. Zatem, poniewaz w szeregu 3.23 wystepuja szybko gasnace
czynniki e‘“Q’\kt, wiec funkcja u jest gladka na zbiorze (0,1) x (0,+00). Regularnos$é funkcji
u w chwili ¢ = 0 zalezy od regularnosci warunku poczatkowego.

3.2.2. Niejednorodne réwnanie przewodnictwa cieplnego (dyfuzji)

Metoda Fouriera daje si¢ rowniez stosowaé w przypadku réwnan niejednorodnych. Prze-
analizujmy przyktad tego typu dla réwnania przewodnictwa cieplnego/dyfuzji (z warunkami
brzegowymi Neumanna) nastepujacej postaci

g — gy = w(x,t) dla z € (0,1), t > 0,
u(z,0) = p(z) dla z € (0,1), (3.27)
uz(0,t) =ugy(l,t) =0 dlat>0,

gdzie w(x,t) pelni role zewnetrznego zrodla ciepla, czy tez Zrédla dyfundujacej substan-
cji. Zalézmy, ze fukcja w(z,t) daje sie¢ przedstawi¢ w postaci szeregu funkcji wlasnych Xj
zagadnienia S-L

X" (x) = -2X(x), (3.28a)

X'(0) = X(I) = 0, (3.28b)
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oraz spelnia warunek zgodnosci
w(0) = w(l) =0.

Tak jak poprzednio, szukamy rozwiazania u(x,t) zagadnienia 3.27 w postaci szeregu

t) = ZOO Xi () Tk (8), (3.29)

gdzie Xy (x) tworza ortogonalny uktad liniowo niezaleznych funkcji wlasnych dla 3.28. Wiemy
juz (rozdzial 3.2.1, zagadnienie 3.16), ze

Xi(x) = Cy cos( )\kx>, ke{0,1,2, ...},

2
%= (7)

przy czym

Funkcje Ty (t) wyznaczamy rozwijajac fukcje w(zx,t) oraz ¢(z) w bazie funkcji wlasnych
Xk (x) (przy odpowiednich zalozeniach o tych funkcjach)

Z Wi (t) cos (\/>x)
x) = Z_: Ay, cos (x/ﬁzv),

a nastepnie wstawiajac u(z, t) postaci 3.29 do pierwszego réwnania i warunkéw poczatkowych
w 3.27. Otrzymujemy

+oo +oo

> [T Xk(w) = a*Tul®) X/ ()] = X2 Wi(t) Xi (), (3.30)

k=0 k=0
+o0 +oo
> Ti(0)Xp(z) = D ApXp(a
k=0 k=0

Na podstawie réwnania 3.28a zapiszemy réwnosé¢ 3.30 w postaci

+oo too
Z[T,g(t)—i—aQ)\ka(t)} Xi(z) = > Wi(t) X (2).
k=0 k=0

Stad, aby u(z,t) moglo byé rozwigzaniem 3.27, funkcje T (t) musza spelnia¢ réwnania
rézniczkowe zwyczajne

T (¢ AT () = Wi(t),
{’“()HL’“’“() 0 o

Tr(0) = Ap,

Rozwiazujac je dostajemy rozwiazanie problemu 3.27.
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Rozdziat 4

Analiza stabilnosci stanu
stacjonarnego

Zajmiemy sie teraz analiza stabilnosci stanu stacjonarnego uktadu réwnan reakcji-dyfuzji
(na podstawie ksiazki [Keshet]), ktéra doprowadzi nas do warunkéw na wspoélezynniki, przy
ktorych wystepuje efekt tzw. niestabilnosci Turinga.

Ogdlna intuicja jest taka, ze procesy dyfuzji prowadza raczej do sytuacji jednorodnych
przestrzennie, w pewnym sensie gtadkich. Przykladowo, stodzac herbate spodziewamy sieg,
ze (po odpowiednim czasie) cala objeto$é plynu bedzie stodka, a nie tylko pewna jej czesé.
Dlatego zaskakujacym jest fakt, iz dyfuzja moze wywolywaé zupeknie przeciwne efekty, ktére
prowadzg do powstawania pewnych niejednorodnych przestrzennie struktur, czy wzoréw.

Pierwszy opisal to zjawisko mlody matematyk brytyjski, Alan Turing, w pracy [Turing] z
1952 roku, ktora uwaza sie za jeden z wazniejszych wktadow matematyki w dziedzine biologii
ewolucyjnej.

Idac Jego sladem bedziemy chcieli zbadaé¢ wplyw dyfuzji na tworzenie si¢ wzordéw prze-
strzennych w ukltadzie dwbch reagujacych ze soba morfogendw opisanym réwnaniami 2.10.

Zbadamy najpierw stabilno$¢ jednorodnego przestrzennie stanu stacjonarnego w przy-
padku braku dyfuzji. Do tego celu wykorzystamy linearyzacje rozwiazania startujacego z
zaburzonego stanu stcjonarnego. Posta¢ zaburzenia znajdziemy postugujac sie rozwazaniami
na temat metody Fouriera z rozdziatu 3.

Nastepnie zastanowimy sie, kiedy znalezione w ten sposéb warunki stablinosci stanu sta-
cjonarnego moga zostaé naruszone, po ponownym uwzglednieniu dyfuzji w ukladzie, powo-
dujac tym samym dyfuzyjna niestabilno$é¢ (niestabilno$é Turinga) tegoz stanu stacjonarnego.

4.1. Stan stacjonarny

Dla uproszczenia zajmiemy sie przypadkiem jednowymiarowym, tzn. x € U C R, gdzie
U = (0, L) jest otwartym odcinkiem

0 0?

%(w,t) = Dl—a U; (x,t) + Fi(ui,ug),

5 62:8 xeU t>0. (4.1)
(v u

o @) = Do (@,6) + Fa(ur, ua),

State D1, Dy sa dodatnimi wspotczynnikami dyfuzji. Przyjmijmy, ze fuknkcja u; opisuje ste-
zenie i-tej substancji, ktéra nazywaé bedziemy morfogenem ¢ dla ¢ = 1, 2. Funkcje F; opisuja
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zmiany ilosci odpowiednich substancji pod wplywem zachodzacych miedzy nimi reakcji che-
micznych. Zatézmy, ze funkcje F; € C? (bedziemy je rozwijaé w szereg Taylora do wyrazéw
pierwszego rzedu).

Zalézmy, ze uklad 4.1 ma dodatni (zerowy jest malo interesujacy, natomiast ujemne ste-
zenia substancji nie maja sensu, o ile nie méwimy o ciemnej materii) jednorodny przestrzennie
stan stacjonarny u(z,t) = (U1, Usz), to znaczy taki, ktéry nie zmienia si¢ zaréwno w czasie,
jak i w przestrzeni. Z definicji oznacza to, ze dla i = 1,2

%(gc,t) — 0,

ot

2~ (4.2)
01,
52 (x,t) =0

Wynika stad natychmiast, ze

Aby zbadaé stabilnosé stanu stacjonarnego, wprowadzimy teraz male, niejednorodne prze-
strzennie zaburzenie tego stanu u®(z,t) = (u1%,u2®). Beda nas szczegdlnie interesowaé za-
burzenia, ktére sa wzmacniane i rosng w czasie pod wplywem potaczonych efektéw reak-
¢ji chemicznych oraz dyfuzji. Powoduje to destabilizacje stanu stacjonarnego i prowadzi do
nowych rozwiazan przestrzennych. Startujace blisko stanu stacjonarnego, stezenia naszych
morfogenéw sa postaci

{ ui(z,t) =ty + ui®(z,t), (4.3)

UQ('rvt) =up + U26($7t)'

Wstawiajac je do réwnan 4.1 i korzystajac z warunkéw 4.2 otrzymujemy

ouq® O%uq - -

T;(m,t) = DlT;(x,t) + Fi(ty + ui®, g + ug®),

Dt 82I5 zeU t>0.
u9 u9

ot (x,t) = Dzw(%t) + Fo(t + wi®, Uo + ug®),

Pod warunkiem, ze zaburzenia 4.3 sa dostatecznie mate, mozemy zlinearyzowac ten uktad,
rozwijajac funkcje Fy i Fy w szeregi Taylora wokél stanu stacjonarnego @ = (11, tg)
=0
~— - _ _
Fi(uy,u2) = Fi(ty,42) +a11 (ug — 1) + aiz (uz — G2) +ri(u,a) =

1> 1> -~
= ajui® + ajpus® + ri(u, ),
=0

_— . . .
Fa(uy,ug) = Fa(uy,a2) +az (ug — @) + ags (ug — ag) + ro(u,a1) =

= ag1u1° + axus® + ra(u,u),

gdziedlat =1, 2

jest reszta wyzszego rzedu, tzn.

[ri(w, @) . [r(w,@)]
a0 [w—w?] = [y -0
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Wspélczynniki a;;, 4,j = 1, 2 sa wyrazami macierzy Jacobiego funkcji F = (F, F>) ewalu-
owanej w punkcie u = (U1, u2)

ain a2 on  o9n
M = = DF()|g, 4, = | 98 08

(4.4)
a1 a2 ouL  Ous

(@1,2)

Otrzymujemy wiec uktad dwéch parabolicznych liniowych réwnan rézniczkowych czast-
kowych

ouq® 0%uq ¢
87;(:8’ t) =D 8:}0; (w,t) + a11u1® + arpun®,
zeU t>D0. (4.5)
Ouot 32 5
ﬁ(l’at) = DQﬂ(%t) + ag1u1® + agua’,
ot 0x2

Korzystajac z powyzszych oznaczen mozemy zapisa¢ uktad zlinearyzowany 4.5 dla stanu
stacjonarnego w postaci macierzowej

U, = DU,, + MU, (4.6)

ur® D 0
U:(uE>T:<u;E>7 D:( 01 D2>

Uktad 4.6 mozemy rozwiaza¢ metoda rozdzielenia zmiennych (zakladajac taka sama za-
lezno$é uy i ug zaréwno od czasu, jak i przestrzeni), uzupelniajac go zerowymi warunkami
brzegowymi Neumanna (brak przeplywu na brzegu obszaru). Z wczedniejszych rozwazan wie-
my, ze otrzymane rozwigzanie ma postaé szeregu trygonometrycznego, ktérego pojedynczy

sktadnik to
o wm® Y [ A ot
U= ( 0y ) = ( Ay )cos (gx)e (4.7)

dla pewnych stalych A, As (amplitudy zaburzen w chwili t = 0) oraz ¢ (tzw. liczba falowa) i o
(wartos¢ wlasna okreslajaca tempo wzrostu). Zauwazmy, ze od znaku o zalezy, czy zaburzenie
sie propaguje (o > 0), powodujac niestabilno$é, czy tez zanika, powracajac asymptotycznie
do stanu stacjonarnego (o < 0). Interesuja nas algebraiczne warunki na wszystkie stale, ktére
prowadzg do pierwszego z tych przypadkdw.

Wstawiajac posta¢ zaburzenia z réwnania 4.7 do 4.6 otrzymujemy

gdzie

ot ot

Ayo cos (qr)e’ = —DyA1¢? cos (qx)e + a11Aq cos (qr)e 4 aia Az cos (qz)e’,

ot

Aso cos (qr)e’ = —DyAsq? cos (qx)e’" + a1 Aq cos (qx)e’ 4 agaAs cos (qx)e

ot

efo't

Po przemnozeniu réwnan stronami przez o5 (@) # 0 i przerzuceniu wszystkich wyrazow

na jedna strone otrzymujemy réwnania liniowe ze wzgledu na A; 1 Ao

Ay (U =+ D1q2 — an) + As (—a12) =0,

) (4.8)
Aq (—ag1) + Az (U + Daq” — a22) =0.

Jednym z rozwiazan 4.8 jest (A1, A2) = (0,0), ktére oznacza catkowity brak zaburzen,
co jest dla nas malo interesujace. Nietrywialne rozwiazanie moze istnie¢ tylko wtedy, gdy
wyznacznik macierzy wspétczynnikéw dla réwnan 4.8 jest rowny zero

o+ D1g? — an —aq2
det =0. 4.9
( —a91 o+ Dag® — ag (4.9)
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Zauwazmy, ze powyzsza macierz jest réwna cI— A, gdzie A = M —Dg?, natomiast wyznacznik
0=det (0l — A) =det (A —oI) = 0% — (trA) o + det A.

W zwiazku z tym mozemy powiedzie¢, ze warunek 4.9 prowadzi do wielomianu charaktery-
stycznego macierzy A postaci

(a + Di¢” — an) (U + Dyg® — a22) — (a12a21) = 0,
ktéry po rozwinieciu nawiaséw wyraza sie¢ w nastepujacej formie

4o ([D1 + Do) ¢* — [a11 + a22]) + <D1D2q2 — [Drage + Dzan]) >+

+ (a11a22 — ai2a21) = 0.

(4.10)

W nastepnym rozdziale naszym celem bedzie sprawdzenie czy istnieja wartosci parametru
q, dla ktorych warto$¢ wlasna o moze mie¢ dodatnia czeé¢ rzeczywista. Czyli innymi stowy,
bedziemy chcieli zobaczyé, czy mozliwe jest wystapienie niestabilnosci typu dyfuzyjnego, a
jesli tak, to jakie warunki prowadzg do takiej sytuacji.

4.2. Warunki na niestabilno$s¢ Turinga

Jak juz powiedzieliSmy wczesniej, aby zaburzenie 4.7 rosto w czasie, spelniony musi by¢
warunek Re (o) > 0. Zobaczymy teraz w jaki sposéb dyfuzja przyczynia sie do destabilizacji
stanu stacjonarnego.

Zalézmy w tym celu, ze przy braku dyfuzji, mieszanina reakcyjna jest w stanie stabil-
nym. Oznacza to (korzystamy z twierdzenia Grobmana-Hartmana), ze jesli w réwnaniach
4.5 potozymy D1 = Do = 0, to otrzymamy wartosci wlasne wytacznie z ujemnymi czescia-
mi rzeczywistymi (lokalna asymptotyczna stabilnosé ukladu zlinearyzowanego). Przy takim
zatozeniu, rownanie 4.10 przybiera postaé

o’ —0c (@11 + a22) + (a11a22 — aj2a21) = 0.
=8 =7

Mozemy zauwazy¢, ze powyzsze réwnanie kwadratowe jest takie samo, jak réwnanie cha-
rakterystyczne dla ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych otrzymanych z uktadu 4.1
poprzez pominiecie cztonéw dyfuzyjnych. Wyznaczmy teraz warunki, dla ktoérych stan sta-
cjonarny tego ukladu jest stabliny, tzn. Reo < 0. Wartosci wlasne maja postaé

B+ VA

5 (4.11)

012 =

gdzie A = 32 — 4~ jest wyréznikiem wielomianu kwadratowego. Od jego znaku zalezy, czy o
jest zespolona, czy rzeczywista. Napiszmy warunki, dla ktérych o ma niezerowa czesé urojona

o c C\R SA<0e (a11 — (IQQ)Q < —4 (alzagl) <~ —2\/ \a12a21| < (a11 — agz) < 2\/ ]a12a21|,

co oznacza, ze aisao; < 0, czyli a2 1 as; maja przeciwne znaki.
Na podstawie 4.11 wnioskujemy, ze warunki na stabilno$é¢ przy braku dyfuzji sa
nastepujace:
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1. jesli o jest zespolona, tzn. A < 0

B<0 & a1 +axn <0, (4.12a)

2. jedli o jest rzeczywista, tzn. A > 0

{ B <0, - { a1 + az <0, (4.12D)

’ﬁ‘ > \/62 — 4’)/ &> 0, aiiasy — ajsagy > 0.

Rozwazmy teraz analogiczne warunki dla rownania 4.10 przy zatozeniu Dy, Do # 0.

tr A = (a1 + ag2) — (D1 + D2) ¢ <0, (4.13a)

det A = (D1D2q2 — [D16122 + Dgall]) q2 + (CLHCLQQ — alzazl) > 0. (4.13b)

Odwrocenie ktoregokolwiek z tych warunkow skutkuje powstaniem niestabilnodci.
Zauwazmy, ze warunek 4.13a jest zawsze prawdziwy, o ile spelniony jest warunek 4.12a,
poniewaz state D1, Dy sa dodatnie. W zwiagzku z tym naruszony moze by¢ tylko warunek
4.13b. Zapiszmy warunek niestabilnosci w postaci wielomianu kwadratowego nowej zmiennej
p=q
w(p) := D1Ds p2 — (Dyaga + Daai1) p+ (a11a22 — ajgagr) < 0. (4.14)
=

Wykres funkeji w(p) to parabola skierowana ku gérze. W prosty sposéb mozemy znalezé
minimum funkcji w(p), ktére jest osiagane dla

Pmin = Gmin = W - 5

Diags + Doa 1 /a a
9 1022 2011 22 11
4+ 4.15
(Dg D1> ( )

i wynosi

1 Diags + Daany
w (pmin) ==

" DD, 2

Minimalny warunek, zeby nieréwnos$é¢ 4.14 byla spelniona dla pewnych wartoéci p, to
W (Pmin) < 0. Mozemy ten warunek przepisa¢ w innej formie

2
) + (a11a22 — ai2az1) .

0< 2\/D1D2 (a11a22 — CL12(L21) < D1(L22 + D2a11. (416)

Jedli warunek 4.16 jest spetniony, to w(pmin) = w(qg?,,;,) jest ujemne. Oznacza to wiec, ze
dla pewnych liczb bliskich qfnin, wspotczynnik odpowiedzialny za wzrost zaburzenia o staje
sie dodatni. Prowadzi to do niestabilnosci dyfuzyjnej matego zaburzenia stanu stacjonarnego
postaci 4.7.

Podsumujmy otrzymane wyniki:

Stwierdzenie 4.2.1 Warunki konieczne i dostateczne wystgpienia niestabilnosci dyfuzyjnej:
1. a1 + a9 <0,

2. arraz — ajzaz > 0,

3. D1a22 + DgaH > 2\/D1D2 (CLHCLQQ — a12a21) > 0.
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Przepiszmy ostatni warunek w postaci bezwymiarowej

3. 6+a>22(a—w)'?>0 < 24+ai V2> 20— p)? >0, (4.17)
gdzie
Do a9 12021
5 = — = O = .
Dla « a1l (all 7£ )a 2 CL112

Widzimy wiec, ze warunki na niestabilnosé Turinga zaleza, nie od wielkosci bezwzglednych
statych, ale od bezwymiarowych proporcji wspotczynnikow dyfuzji i sktadnikéw opisujacych
kinetyke reakcji.

W dalszych rozwazaniach postaramy sie podaé fizyczng interpretacje rownania 4.17, za-
proponowang przez Segela i Jacksona w 1972 roku!.

4.3. Interpretacja fizyczna

W poprzednim rozdziale wyprowadziliSmy warunki konieczne i dostateczne do istnienia nie-
stabilnoéci dyfuzyjnej. Wyjasnimy teraz co one oznaczaja.

1. 7 pierwszego réwnania w stwierdzeniu 4.2.1 wynika, ze co najmniej jeden ze wspoélczyn-
nikéw, a1 lub ago, jest ujemny. Zatézmy, ze azo < 0. Oznacza to, ze

0F,

— < 0.
Ous

a2 =

Interpretacja: morfogen 2 hamuje, czy tez ogranicza tempo swojej wlasnej produkcji.
Nazwiemy te substancje inhibitorem.

2. Z nieréwnosci 4.16 wynika warunek: a11Dg + age D1 > 0 (przypomnijmy, ze Dy, Do > 0).
Whnioskujemy stad, ze wspoélczynniki a1 i age nie moga byé oba réwne zero. Dlatego tez
a1 musi by¢ dodatni (co wiecej |ai1| < |agz|), co oznacza, iz

o
=—>0.
a1l By

Interpretacja: morfogen 1 katalizuje, czy tez aktywuje swoja produkcje. Dlatego te sub-
stancje nazwiemy aktywatorem.

3. Poprzednie dwa kroki implikuja razem warunek

ariase < 0.

4. 7 kroku 3 wynika, ze nier6wno$é numer 2 ze stwierdzenia 4.2.1, (a11a22 — ai2a91 > 0),
moze by¢ spetniona tylko wtedy, gdy

ajza <0,
(co wiecej |ar1ag| < |ai2az1|). Warunek ten oznacza, ze jeden ze wspoOlezynnikéw, ajo

lub a9, ale nie oba naraz, jest ujemny. Daje nam to dwie mozliwoéci, z ktérych kazda
skutkuje pewnym specyficznym wzorem znakéw w macierzy Jacobiego M (réwnanie 4.4):

W pracy [JackSeg].
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i) Aktywator-inhibitor:

a2 <0, ag >0 = MZ(I :) (4.18)

ii) Aktywator-ubywajacy substrat (czy tez dodatnie sprzezenie zwrotne):

a2 >0, an <0 = M:<+ +>. (4.19)

Sa to doktadnie dwa typy ukladow chemicznych opisanych w rozdziale 2. Wynika stad, ze
uktad, w ktérym moze wystapi¢ niestabilno$é dyfuzyjna, nalezy do jednej z tych dwdéch
klas.

Przyjrzyjmy sie dalszym wnioskom o naszych substancjach.

. Dzielgc stronami nieréwnoséé 4.16 przez Do otrzymujemy

D
ajl + QQQF; > 0.

Warunek ten jest spetniony tylko w przypadku, gdy D1 # Ds, poniewaz w przeciwnym
razie nieréwnos$¢ ai; + age > 0 jest sprzeczna z warunkiem 1 ze stwierdzenia 4.2.1.

Interpretacja: Aby niestabilnosé Turinga mogta wystapié¢, wspotczynniki dyfuzji morfo-
genéw 1 i 2 musza si¢ od siebie réznié.

. Pamietajac, ze w przypadku obu klas uktadéw z kroku 4, znaki a;; i ase sa przeciwne,
zdefiniujmy
{71 = lan|™,
Ty = |ag| ™,
gdzie 1 i 7o sa stalymi czasowymi (intuicyjnie: okres péttrwania danej substancji) zwia-

zanymi odpowiednio z aktywacja i inhibicja. Z nieréwnosci 4.16 wnioskujemy, ze

\D2a11| > |D1a22\ < Do > D =4 l22 > l12 <~ lg > ll, (4.20)

gdzie stale [y = ’/aDTll ilog =4/ f; 2 oznaczajg odpowiednio zasieg aktywatora oraz zasieg
inhibitora (intuicyjnie: droga przebyta przez czastke od momentu powstania do czasu jej
usuniecia/zniszczenia). Nieréwnosé 4.16 oznacza w tym jezyku

]. ]. 1 ajla — a12a

2 11422 12021

== ——)] > > 0. 4.21
Gmin 2 (l12 122) \/ DlDQ ( )

Interpretacja: Nieréwnos¢ 4.20 mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:

Zasieg inhibicji jest wiekszy niz zasieg aktywacji.

Inaczej, mozemy powiedzieé, ze do powstania wzoréw przestrzennych potrzebna jest lo-
kalna aktywacja i dalekozasiegowa inhibicja.

Ponadto warunek ls? > [,2, zapisany w formie

Dy —an

=2 ~1 = Dy>D, 4.22
D ail 2 ! (422)

—_———
(z kroku 2)
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czesciowo ttumaczy, dlaczego nie udalo sie przez dlugi czas potwierdzié¢ eksperymentalnie
istnienia niestabilnosci Turinga. Wspdtczynniki dyfuzji wiekszosci matych jonoéw w wodzie
maja bardzo podobne wartosci, rzedu 10~ m? /s, natomiast prawa strona nieréwnoéci
4.22 w realnych modelach moze przekraczaé¢ warto$é¢ 10. Dlatego naukowcom trudno byto
zaprojektowac eksperyment z tak réoznymi od siebie wspélczynnikami dyfuzji.

Na podstawie powyzszej analizy mozemy opisa¢ ogdlny obraz tworzenia sie niestabilno$ci
dyfuzyjnej (Turinga). Rozwazmy przypadek ukladu typu aktywator-inhibitor. W wyniku ma-
tego zaburzenia jednorodnego stanu stacjonarnego, w pewnym miejscu powstaje malty wzrost
stezenia aktywatora. Powoduje to zwiekszona lokalna produkcje inhibitora, ktéra, gdyby nie
byto dyfuzji, zatrzymataby i odwrécita proces, powracajac do stanu stacjonarnego. Jednakze,
inhibitor dyfunduje szybciej niz aktywator (D2 > D;), wiec nie moze kontrolowaé lokalnej
produkcji aktywatora. W zwiazku z tym stezenie aktywatora w tym miejscu rosnie. Obszar
otaczajacy rosnace zaburzenie zawiera teraz wystarczajaca ilos¢ inhibitora, aby powstrzymac
tworzenie nowych osrodkow aktywacji w poblizu i zbalansowaé¢ wysokie stezenie aktywatora,
zatrzymujac w konsekwencji jego dalszy wzrost. Prowadzi to do tworzenia typowych obszaréw
maksiméw (tzw. "pikéw”) charakteryzowanych przez wyrazenie Doy w nieréwnosci 4.20.

Nalezy pamietaé, ze zachowanie uktadu zlinearyzowanego dobrze opisuje uktad wyjsciowy
tylko do momentu, kiedy zaburzenie staje sie odpowiednio duze. Dalsze zachowanie ukladu
mozna bada¢ metodami analizy nieliniowej lub metodami numerycznymi.

W nastepnym rozdziale zastosujemy wyprowadzone tu doéé abstrakcyjne warunki na nie-
stabilno$é stanu stacjonarnego do prostego modelu znanego jako Brukselator?.

4.4. Model reakcji-dyfuzji: Brukselator

Brukselator modeluje ewolucje w czasie stezen dwoch substancji uy(x,t) i ug(x,t). Réwnania
modelu majg postaé

2
%:a—(b‘l— 1)u1+u12uQ+D1M,
Ou = buy — ur*ug + D %
o w 17 U2 2552

gdzie parametry a, b oraz D1, Dy sa dodatnimi staltymi. Brukselator jest modelem czysto te-
roretycznym (tzn. modeluje zachowanie ciagu wymyslonych reakcji chemicznych). Z kontekstu
w jakim ten model powstal wynikaja nastepujace wartosci parametréw

a=15 Dy =28, Dy=224,

natomiast parametr b jest parametrem bifurkacyjnym?, ktérym mozemy manipulowaé.

Nieliniowe funkcje opisujace kinetyke reakcji sa takiej postaci, ze znalezienie jednorod-
nego przestrzennie stanu stacjonarnego ukladu 4.23, . = (uj,d2), nie nastrecza wigkszych
probleméw. Ma on postaé

I = o = —. 4.24
up =a, U2 a ( )

Macierz uktadu zlinearyzowanego wokét stanu stacjonarnego 4.24 wyglada nastepujaco
ail a —(b+1) +2ujus  uy? b—1 a?
M — 1noai2 | _ ( ) 1U2 1 ) _ , ). (425)
ala a2 b— 2U1U2 —Uul —b —a
2Nazwa pochodzi od miejsca, w ktérym szerzej zajmowano sie tym modelem - Brukseli w Belgii. Inny model

reakcji-dyfuzji, Oregonator, pochodzi z Oregonu w Stanach Zjednoczonych.
30dpowiedzialnym za zmiane stabilnoéci stanu stacjonarnego.

(w1 ,u2)
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Niestabilnos¢ Turinga moze wystapi¢, jesli wyrazy na przekatnej macierzy M majg prze-
ciwne znaki. Dla macierzy 4.25 oznacza to, ze

b>1.

Substancja 1 jest wiec aktywatorem (aj; > 0), natomiast substancja 2 inhibitorem (ag2 < 0).

1.5 T T

0.5 -
b>b,
0
max(Re o)
05 b=bc i

Rysunek 4.1: Wykres przedstawia zalezno$¢ maksymalnej wartosci czedci rzeczywistej wspot-
czynnika wzrostu (max Re o, - 0§ pionowa) jako funkcje liczby falowej (¢ - 0§ pozioma) dla ma-
lego zaburzenia stanu stacjonarnego w modelu Brukselatora (4.23). Narysowano trzy krzywe
odpowiadajace réznym warto$ciom parametru b: ponizej niestabilnosci (b = 0.6b ~ 1.4051),
dla wartosci krytycznej (b = b, =~ 2.3419) oraz powyzej niestabilnosci (b = 1.35b =~ 3.1616).
Znakiem '+’ oznaczono wartosci odpowiadajace liczbie falowej gmin (4.15) dla poszczegélnych
wartosci parametru b. Lewa gorna krzywa to czes¢ urojona wartosci wlasnych o maksymalnej
czesci rzeczywistej dla b = b..

W przypadku braku dyfuzji D1 = Ds = 0 w uktadzie 4.23, stan stacjonarny jest stabilny,

gdy spelnione sa nastepujace warunki

trM<0 = b<1+a®=2325 (4.26a)
detM>0 = a?>>0. (4.26b)

Warunek 4.26b jest w tym wypadku zawsze spelniony (a # 0), zas warunek 4.26a prowadzi
do ograniczenia b < 3.25. Biorac pod uwage, ze ajiase — ai12a21 = a?, réwnanie 4.16 dla
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macierzy 4.25 przyjmuje postaé

—a2D1 + Dg(b — 1) > 2a/D1Dy = b> (1 +a > . (4.27)

Wartos¢ krytyczna b, parametru b wyznaczona jest przez rownosé¢ w warunku 4.27 i wynosi
be = 2.3419.

Odpowiadajaca tej wartosci liczba falowa ¢. na mocy réwnania 4.15 to

~ 0.43521.

_ Diag + Daar
de 2D, D,

Powstanie niestabilnoéci dyfuzyjnej mozemy zobrazowa¢ rysujac wykres maksymalnego
tempa wzrostu zaburzenia | max Reo;, | jako funkcje liczby falowej (¢) dla réznych wartosci
(2

parametru b - patrz rysunek 4.1. Maksymalne tempo wzrostu zaburzenia mozna doktadnie wy-
liczy¢ jako maksimum czesci rzeczywistych dwéch wartosci wiasnych oy (i = 1, 2) odpowia-
dajacych poszczegdlnym liczbom falowym ¢. Warto$é krytyczna liczby falowej (¢, ~ 0.43521)
mozna zidentyfikowaé na wykresie jako liczbe falowa, dla ktérej maksymalna cze$é rzeczywi-
sta wspélczynnika wzrostu osigga po raz pierwszy wartosé zero. Punkty nierézniczkowalnosci
krzywych (’dziubki’) obrazuja moment przejscia wartosci wlasnych o, z wartosci zespolonych
do rzeczywistych. Na wykresie mozna takze zaobserwowaé, ze liczba falowa odpowiadaja-
ca najszybciej rosnacemu zaburzeniu powoli wzrasta, wraz ze wzrostem wartosci parametru
b. Powyzej wartosci krytycznej b. istnieje caly przedzial wartosci ¢, dla ktérych powstaje
niestabilno$é Turinga (dyfuzyjna) stanu stacjonarnego 4.24.
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