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Wprowadzenie

Klasyczna — algebraiczna — definicje grup warkoczy B,, (and. Braid Groups) po raz pierw-
szy podal Artin w roku 1925 w [1]. Od tego czasu warkocze pojawily sie w wielu dziedzinach
matematyki, co zaowocowalo wprowadzeniem réwnowaznych definicji grup warkoczy, wyra-
zonych w zupelnie innych terminach.

Jednym z wazniejszych zagadnien, ktore pojawito sie wraz z grupami warkoczy, byt pro-
blem ich liniowosci, czyli istnienia wiernych reprezentacji grup B,. W 1936 roku Burau w [5]
podal przyktad reprezentacji grup warkoczy B, w macierze n X n nad pierscieniem wielomia-
néow Laurenta Z[t,t~!]. Reprezentacja ta zostala nazwana jego nazwiskiem i przez diugi czas
rozwazana byla, jako kandydat na wierng reprezentacje grup warkoczy. Od dawna wiadomo
bylo, ze dla n < 3 reprezentacja Burau jest wierna [3|. Dopiero w latach dziewiec¢dziesiatych
okazalo sie, ze nie jest ona wystarczajaca dla wszystkich n. Pierwsza praca na ten temat
pochodzita od Moody’ego [7] i zawierala dowod niewiernosci reprezentacji Burau dla n > 10.
Nastepnie Long i Paton w [8] ulepszyli ten wynik pokazujac, ze juz dla n > 6 istnieja nie-
trywialne elementy jadra reprezentacji Burau. Wreszcie, w 1999 roku Bigelow przedstawil
najsilniejszy znany do tej pory wynik — reprezentacja Burau nie jest wierna dla n > 5 [2].
Technika, ktorej uzyt Bigelow w swojej pracy, korzysta z naturalnej topologicznej interpreta-
cji reprezentacji Burau i pozwala na wskazanie explicite nietrywialnych elementéw jej jadra.
Otwartym problemem pozostaje wiernosé reprezentacji Burau dla n = 4.

W niniejszej pracy przedstawimy naturalng topologiczna interpretacje reprezentacji Bu-
rau, jednak nie w standardowej formie, ktoéra mozna spotkaé¢ w literaturze |2, 9|, czyli nie
bedziemy korzysta¢ z jezyka pierwszej grupy homologii. Opierajac sie na fakcie z topologii
algebraicznej gloszacym, ze dla dowolnej przestrzeni tukowo—spdjnej X pierwsza grupa homo-
logii H1(X) jest izomorficzna z abelianizacja grupy podstawowej Ab(m(X))!, zinterpretujemy
reprezentacje Burau wlasnie w jezyku abelianizacji grupy podstawowej. Nastepnie, wzorujac
sie na pracy Bigelowa [2| pokazemy nietrywialny element jadra reprezentacji Burau grupy Bs,
dowodzac tym samym jej niewiernosci dla n > 5.

"Dowdd tego faktu mozna znalezé w [6].






Rozdzial 1

Grupy warkoczy oraz reprezentacja
Burau — podejscie algebraiczne

Przedstawimy teraz podstawowsa definicje grupy warkoczy w formie zaprezentowanej przez
Artina w [1].

Definicja 1.0.1. Dla n > 1 definiujemy (n—tq) grupe warkoczy By, przez prezentacje, jako
grupe o n— 1 generatorach: o1,...,0n_1, w ktdrej zachodzq nastepujgce réwnosci:

1. 0j0j = 0j04, dla |j —i| > 2,
2. 0;0i410; = 04100441, dla i = ]., NN 2.

Reprezentacja Burau jest reprezentacja grupy B, w grupe macierzy nad algebrg A =
Z[t,t~1]. Reprezentacje Burau okreslamy na generatorach grupy warkoczy:

1—t ¢t
i +% z’-1@< 1 0)63]”_2-_1

Mozemy zatem traktowaé¢ reprezentacje Burau jako homomorfizm grupy warkoczy B,
w grupe Aut(M) automorfizméw pewnego wolnego, n—wymiarowego A-modulu M =
lin(ey,...,en), gdzie g; jest i—tym wektorem bazy standardowej. Automorfizmy te reprezen-
tujemy macierzowo. Przyjmujemy, ze otrzymane w obrazie reprezentacji Burau macierze sa
macierzami automorfizméw z bazy standardowej, w baze standardowa.

Uwaga 1. Reprezentacja Burau o jest dobrze okreslona.

Dowod. Trzeba pokazaé, ze o jest dobrze okreslong funkcjg — wystarczy sprawdzié, ze spetnia
te same relacje co By,:

e o(di)o(oj) = o(oj)o(o;) dla [j —i| > 2,

e o(0i)o(oir1)o(0i) = o(oir1)o(oi)o(oiyr) dlai=1,...,n — 2.
Niech |5 —i| > 2 wtedy:

1—t t I—t t
Q(UZ)Q(U]) — 451 @ < 1 0 ) @ In—i—l N Ij—l @ < 1 0 ) @ In—j—l =
1—t t 1—t t
= Liin(i,j)—1 © ( 10 ) DLjjj-2 & ( 10 ) D Lnaa(ji-1 =
t

1_
:Ij—169< 1

t 1—t ¢t
0 ) &) In—j—l 11 < 1 0 ) S lni—1= Q(O']‘)Q(O'Z‘).
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Zauwazmy, ze by dowies¢ drugiego punktu wystarczy ograniczyé sie do macierzy 3 x 3,
poniewaz zaréwno lewa, jak i prawa strona dziala na wspoétrzedne wektoréw o numerach
1,...,9—1oraz i + 3,...,n identycznos$ciowo.

1—t t 0 1 0 1—t t 0
o(di)o(cir1)o(oi) = 1 00 0 1—t t 1 00 |=
0 01 0 1 0 01
1—t t—t2 ¢2
= 1—-¢ t 0 | =
1 0 0
1 0 0 1—t t 0 1 0
=0 1—-¢t ¢ 1 00 01—t t | =
0O 1 0 0 01 0O 1 0
= Q(Uz—'rl)Q(Uz')Q(Uz—H)

Zatem reprezentacja Burau jest dobrze okre$lona na grupie warkoczy B,,.
O

Otrzymalismy zatem n wymiarows reprezentacje ¢ grupy B,. Latwo jednak zauwazy¢,

ze reprezentacja ta jest przywiedlna. Faktycznie, dla¢=1,...,n — 1 mamy:
1 1
olgi)- [ |=1:
1 1
Zatem W =lin((1,...,1)) jest jednowymiarowa przestrzenia niezmienniczg reprezentacji

Burau. Chcemy wprowadzié¢ teraz zredukowana reprezentacje Burau — reprezentacje w prze-
strzeri ilorazowa V/w, gdzie V = Z[t,t~!]". Musimy pokaza¢ najpierw, ze przeksztalcenie
0 : B, — V/w jest reprezentacja. Wybierzmy najpierw baz¢ V/w = lin([e1],...,[en—1]),
gdzie [a] oznacza klase abstrakcji elementu aw € V' w przestrzeni ilorazowej V/y . Poniewaz o
jest homomorfizmem, zatem dla dowolnych v € V i w € W oraz dowolnego ¢ = 1,...,n — 1,
mamy [o;(v + w)] = [05(v) + o;(w)] = [oi(v) + w] = [05(v)]. Zatem wynik nie zalezy od
wyboru reprezentanta klasy abstrakcji, czyli ¢ jest dobrze okreslone, a poniewaz g jest homo-
morfizmem, wiec rowniez g jest homomorfizmem. Wiemy zatem, ze ¢ jest n — 1 wymiarowa
reprezentacjg grupy B, — bedziemy ja nazywaé zredukowana reprezentacja Burau. Musimy
ustali¢ jeszcze, jak wygladaé beda macierze odpowiadajace generatorom grupy warkoczy.
Dla¢=1,...,n—2 nie bedzie zadnej r6znicy, w poréwnaniu ze standardowsg reprezentacja

Burau. Mamy:
° 1—-t ¢
o LA I, 1 < 1 0 ) S In—i—1

Roznica pojawi si¢ natomiast w obrazie ostatniego generatora: o,_i([g;]) dziala iden-
tycznosciowo, gdy ¢ = 1,...,n — 2. Natomiast ostatni z generatoréw grupy warkoczy dziata
na klase ostatniego wektora bazy V/y nastepujaco: o,_1(len—1]) = [(1 — t)en—1 + &n] =
[(1—t)€n_1—|—(1, e, 1)—51—...—8n_1] = [(l—t)En_l—El—...—En_l] = —[61]...—[€n_2]—t[8n_1].
Ponizej przedstawiamy odpowiednia macierz.
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o - :
On—1"—
0 1 -1
0 ... 0 —t
Otrzymana przez nas zredukowana reprezentacja Burau g rézni sie od tej, ktoérg mozna
znalez¢ w literaturze [4], jest jednak dogodniejsza do naszych celow. Ponadto roznica ta wynika
jedynie z wyboru baz, wzgledem ktorych zapisujemy macierze.
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Rozdzial 2

Grupy warkoczy oraz reprezentacja
Burau — podejScie topologiczne

Rozdziat ten rozpoczynamy trzema twierdzeniami z topologii, z ktorych skorzystamy kon-
struujac topologiczny odpowiednik reprezentacji Burau. Twierdzenia te mozna znalezé w [6].

Twierdzenie 1. Niech p : (X, %) — (X,z0) bedzie tukowo spdjng przestrzeniq nakrywa-
jacg tukowo spdjnej, lokalnie tukowo spdjnej przestrzeni X oraz miech H bedzie podgrupg
p[ﬂl(X7jO)] - 7T1(X7 .’130)- Wt@dy

1. Przestrzen nakrywagjgca jest reqularna wtedy i tylko wtedy, gdy H < (X, xo),
2. Jezeli X jest nakryciem regularnym, to Aut(f() > (X,x0)/H-

Twierdzenie 2. Niech N,G bedg grupami @ niech N <G. Wiedy istniejq przestrzen X oraz

jej przestrzen nakrywajgca X takie, ze m(X) = G oraz m(X) = N.

Twierdzenie 3. Niech X bedzie nakryciem przestrzeni X. Dla dowolnej drogi f : I — X
oraz dowolnego podniesienia Ty punktu bazowego f(0) = xg istnieje doktadnie jedna droga
f:I— X o poczgtku w Zg, podnoszgca f.

2.1. Grupy warkoczy jako zachowujace orientacje dyfeomorfi-
zmy

Podamy teraz rownowazna definicje grupy warkoczy, dzieki ktorej bedziemy mogli spoj-
rze¢ ma nie od topologicznej strony. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
D ={z € C: |z| <1} — dysk jednostkowy zespolony z brzegiem.
D,, — dysk jednostkowy z usunietymi n punktami lezacymi na prostej rzeczywistej R i na-
lezacymi do Int(D), punkty te nazywa¢ bedziemy nakluciami i oznaczymy przez zi,...,z,,
indeksujac zgodnie z porzadkiem dziedziczonym z R.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczng, wtedy przez Dif fgr (X) oznaczamy grupe zacho-
wujacych orientacje dyfeomorfizméw przestrzeni z przestrzeni X w samg siebie, rozwazanych
z doktadnoscia do klasy izotopii, czyli grupe ilorazowa grupy zachowujacych orientacje dyfe-
omorfizméw przestrzeni X przez grupe zachowujacych orientacje dyfeomorfizméw izotopijnych
z przeksztatceniem identyczno$ciowym idx .

Okazuje sie, ze istnieje odpowiednio$é pomiedzy grupami Dif f(D,,), a grupami warkoczy
B,,. Fakt ten ilustruje nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4. Dla n > 1 zachodzi B, = Diffy(D,). Generatorom o; z algebraicznej
definicyi grupy warkoczy odpowiadajg pétobroty Dehna wokdt odcinkow o koricach w x; oraz
Zit1, ktore rowniez oznaczaé bedziemy przez o;.

Dowod tego twierdzenia mozna znalezé¢ w [3].

2.2. Reprezentacja Burau topologicznie

Pokazemy teraz w jaki sposéb mozemy w naturalny sposéb nadaé topologiczny sens, za-
danej dotychczas czysto algebraicznie, reprezentacji Burau. Rozwazmy grupe podstawowa
przestrzeni D,,, czyli F,, — grupe wolng o n generatorach. Niech ¢, ..., g, beda generatorami
F,. Kazdy element grupy [, mozna zapisac jako ¢! - ... - qu, gdzie i1,...,i € {1,...,n}.
Rozwazmy teraz homomorfizm grup € : F,, — Z zadany wzorem: qu o -qZ-T;’“ —ny4... 4 ng.
Wiadomo, ze jadro homomorfizmu € — ker € jest podgrupa normalng grupy wolnej F,,. W dal-
szym ciagu F, przedstawia¢ bedziemy jako m1(D,,dy) =< x1,...,Tp—1,2 > — generatory
to petle o koricach w ustalonym punkcie brzegu dysku dy obiegajace odpowiednie punkty
zgodnie z kierunkiem wskazowek zegara (z to petla wokot x,, — powdd wyrdznienia jej znaj-
duje si¢ ponizej). Oczywiscie, poniewaz D, jest tukowo spdjna, grupa mi(Dy,dy) nie zalezy
od wyboru punktu bazowego — w dalszym ciaggu bedziemy zatem pisaé¢ 71 (D,,).

Na mocy Twierdzenia 2 konstruujemy nakrycie regularne (Dn, p) przestrzeni D,, o grupie
podstawowej ker €.

Korzystajac z Twierdzenia 1 otrzymujemy fakt, ze Autp, (D) = Fp,/xere = Z. Wiemy
zatem, ze Z dziala na Dn przez automorfizmy. Dziatanie to indukuje z kolei dziatanie Z
na abelianizacji: Ab(mi(Dy,)). Grupe te w dalszym ciagu tekstu bedziemy oznaczaé H(D,, ) —
majac na uwadze fakt, ze Ab(mi (D)) = Hi(D,), czyli ze I grupa homologii przestrzeni D,,
jest izomorficzna z abelianizacja grupy podstawowej D,,. Zgodnie z poczynionymi we wstepie
ustaleniami nie definiujemy grup homologii — w dalszej czesci pracy pracowaé¢ bedziemy z grupa
H(D,,) jako z Ab(m(D,)).

Pokazalismy do tej pory, ze grupa Z dziala na 7T1(D ) przez automorfizmy, co indukuje
dziatanie Z na H(D ). Najpierw pokazmy wprost, jak wyglada dzialanie Z na D,,. Wystarczy
powiedzie¢, jak dziala petla z € F,, — oczywiscie Z =< z >. Klasa tej petli wyznacza dziatanie
calego Z. Ustalmy petle w € D, jest to zatem podniesienie pewnej petli z ker e < m1(Dy).
Okreslamy dzialanie z na w. Rozwazmy droge bedaca podniesieniem petli z w D, (jest ona
wyznaczona jednoznacznie na mocy Twierdzenia 3). Dzialanie z polega zatem na sprzeganiu:
w — 2wz~ ! — jest to oczywiscie element kere, czyli m (Dn), zatem obraz przy sprzeganiu
podnosi sie do petli w D,,.

Pokazemy teraz, ze zdefiniowane powyzej dziatanie jest dobrze okreSlone. Musimy poka-
zaé, 7e dowolne petle: [wi], [we] € H(D,,) takie, 7e [wi] = [wa]. Chcemy pokazaé, ze wynik
dziatania nie zalezy od wyboru reprezentantéow klas tych petli. Musimy zatem udowodnic¢
nastepujaca rownosé: zlwi]z=! = zfws]z 71, czyli réwnowaznie: [zwi27 1] = [2we2 7], Wystar-
czy wiec pokazac, ze [zwiz![zws 271 = 1. Rownowaznie mamy [zwiz ' zwy 271 = 1,
czyli [zwiwy 'z = 1. Wiadomo, ze klasa [wiwy '] jest klasa 1 € kere, zatem rowniez
[zwiwy tz71] = 1.

Grupa H(D,,) jest abelowa, ma zatem w naturalny sposob strukture Z-modutu. Poniewaz
powyzej udato nam sie okreslié dziatanie Z na H(D,,), wiec ma ona strukture modutu nad
Z[Z) = Z[t,t™ ], czyli A-modutu.

Okazuje sie, ze H(Dn) jest wolnym A-modutem wymiaru n — 1. Dowdd tego faktu prze-
suniety zostal do dodatku A, dla zachowania przejrzystosci wywodu. Twierdzimy, ze ele-
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Rysunek 2.1: Sprzeganie petla z — obraz podnosi sie do petli w D,,.

menty g, = [£127Y,...,gn-1 = [rn_1271] sa liniowo niezaleznymi generatorami modutu
H(D,,) = Ab(kere).

2.3. Réwnowaznos$é algebraicznej i topologicznej reprezentacji
Burau

Pokazemy teraz, ze nie bez przyczyny algebraiczna (zredukowana) oraz topologiczna repre-
zentacje Burau nazywamy w taki wtasnie sposéb. W pierwszym rozdziale niniejszej pracy po-
daliSmy obrazy generatoréw grupy B,, przy zredukowanej reprezentacji Burau. Ponizej przed-
stawimy, w jaki sposéb dzialaja one na grupe H(Dn) — oczywidcie pokazujac ich dziatanie
na elementy bazy g1,...,gn—1-

Rysunek 2.2 przedstawia dziatanie o) oraz o, na g;. Pozostale generatory, jak tatwo
zauwazy¢, dzialaja na g; trywialnie. Otrzymujemy zatem nastepujace réwnosci:
2127V B pyaea e = (w27 [2(mez D2 [2(z27 2T = g1 +tge — tgr = (1 —t)g1 + tge,
w127V S waty = w2zt = 01— gt

Dziatanie grupy B, na go, ..., gn—2 ilustruje rysunek 2.3 — réwniez tutaj pomijamy gene-
ratory dziatajace trywialnie. Zachodza zatem nastepujace rownosci:
22 VS w27 = [z (2w 2 D)2 [2(za; D = gi 4 tgi — tgi = (1 —t)gi +
tgi+1,
x2St mim;h = [miz_l][zx;il] =01 — Gn_1, Tiz

Pozostaje jeszcze sprawdzenie, w jaki sposéb B,, dziata na g,_1 — obrazuje to rysunek 2.4.

1 %i=1 —
= ZTi-12 = gi—1-

Widzimy, ze jedyne nietrywialnie dziatajace generatory B, to dwa ostatnie: o,_o oraz
on—1. Otrzymujemy nastepujace rownosci:
xn—lz_1 U’SQ xn—QZ_l = gn—2,
xn—lz_1 =S xn—lzmy_LE
= —1lGn-1.
Podsumowujac powyzsze rozwazania i reprezentujac dane macierzowo otrzymujemy dla
wszystkich generatoréw o1, ...,0,_1 przy topologicznej reprezentacji Burau doktadnie trans-
ponowane macierze zredukowanej reprezentacji Burau. Biorac pod uwage, ze przy rozwazaniu
tej ostatniej elementy grupy warkoczy dzialaly z lewej strony na modut M — przyktadaliémy
cale stowo (w jezyku generatorow grupy warkoczy) do konkretnych elementéw modutu, nato-
miast topologiczna reprezentacja Burau dziata od prawej — czytamy jak dziataja jej kolejne

od lewej wyrazy, obie reprezentacje okazuja sie byé¢ rowne.

1

1

133;i1 = [zn—127 Yz(za, 1)z Nza,l )] = gne1 — tgn-1 — gn1 =
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Rysunek 2.4: Dzialanie B,, na g,—1 = &p_12" .
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Rozdziat 3

Reprezentacja Burau jest niewierna
dlan=>5

Niewierno$¢ reprezentacji Burau dla n = 5 jako pierwszy uzyskal Stephen Bigelow w [2].
W swojej pracy wykorzystuje on topologiczna interpretacje reprezentacji Burau. Przedsta-
wimy teraz kilka podstawowych definicji.

Definicja 3.0.1. Niech « i (8 bedg tukami w D,,. Powiemy, ze tuk o mozna homotopijnie
2djaé z tuku [ jezeli istniejqg homotopie hy i he takie, zZe hy(a) N he(B) = @.

Bedziemy stosowaé pojecia algebraicznej liczby przecie¢ — waznego niezmiennika petli
ze wzgledu na homotopie. Przecie¢ nie mozemy jednak skutecznie dla naszych celéw poli-
czy¢ w pierScieniu Z, poniewaz, jezeli fragmenty dwoch tukéw ograniczaja obszar zawierajacy
naktucia, to nie mozna wtedy uznaé¢ przecie¢ po obu stronach tego obszaru za réwnowazne.
Okazuje sie jednak, ze algebraiczng liczbe przecie¢ mozemy liczy¢ z pomocy Z[t, t~1] — zli-
czajac za pomocy k € Z ilos¢ zamknietych przez tuki naktué, ktoére znalazty sie pomiedzy
przecieciami. Oczywiscie ustalamy orientacje tukéw, co powoduje powstanie dwoch typow
przecie¢: dodatnich i ujemnych; podobnie w zaleznosci od orientacji tukéw tworzacych brzeg
kazdego z naktutych dyskéw zamknietych przez fragmenty tukéw zawarte pomiedzy sasiednimi
przecieciami otrzymujemy informacje, czy nalezy kolejny wyraz domnozy¢ o t*, czy t*.

Podstawowa obserwacja, przy pomocy ktérej Bigelow wykazal niewierno$é reprezentacji
Burau dla n = 5 jest fakt, ze obroty Dehna wokot dwoch krzywych prostych sg przemienne
doktadnie wtedy, gdy tuki te mozna homotopijnie z siebie zdjaé¢. Szukanie nietrywialnego
elementu jadra reprezentacji Burau sprowadza sie zatem do szukania dwoch tukow, ktorych
nie mozna homotopijnie z siebie zdjaé, lecz reprezentacja Burau traktuje je tak, jakby byto
inaczej.

Definicja 3.0.2. Niech a i 8 bedg dwoma tukami w D, oraz niech @, B bedg ich podniesie-
niami do D,,. Definiujemy dla nich nastepujgcy wielomian Laurenta fﬁa = Zkez(tkd,ﬁ)tk,
gdzie (tko?,B) jest algebraiczng liczbg preecieé & i 3.

fﬁa wyznaczony jest z dokladnoscia do znaku i do potegi ¢, co jednak nie bedzie prze-

szkadzac, poniewaz interesuja nas jedynie przypadki, gdy [ ga=0.
Zaprezentujemy teraz gtowny lemat, ktorego dowod mozna znalezé w [2].

Lemat 1. Dla n > 3 reprezentacja Burau grupy B, jest niewierna doktadnie wtedy, gdy
istniejg o, B tuki w Dy, takie, Ze v ma korice w x1,x2, a B w dy @ x3, badZ w x3 i x4, tukow
tych nie mozna zdjgé homotopijnie z siebie, ale fﬁ a=0.
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Musimy zatem pokazaé¢ dwa tuki, zaczepione w réznych punktach, dla ktorych [ g =0,
i ktorych nie mozna homotopijnie z siebie zdja¢. Nastepnie musimy znalezé dwa warkocze,
ktore przeksztalcaja pewne tuki 71,72 (o koncach jak w Lemacie 1) odpowiednio na « i .

Rysunek 3.1 przedstawia wtasnie dwa taki tuki w Ds. Latwo zauwazyé, ze ich fragmenty
ograniczajg nawet kilka obszaréw zawierajacych naktucia — zatem z pewnoscia nie mozna ho-
motopjnie zdja¢ « z (. Liczac |, 5 Qv otrzymujemy:

/Qx:—t?+ﬂ—¢°+f4—t4
3

A S A A
A T A I A Ly
N e A By I
R A Ny o e N A
—t 3 -0ttt 43 =

=0

Jako wniosek z Lematu 1 otrzymujemy niewiernos¢ reprezentacji Burau dla n = 5. Do-
datkowo zastosowana technika pozwala wyprodukowaé explicite nietrywialne elementy jadra
reprezentacji Burau grupy Bs. W [2| Bigelow otrzymuje inne warkocze oraz inne tuki o i 3.
Jest tak dlatego, ze zdefiniowane przez nas potobroty Dehna powoduja obrét zgodnie ze wska-
zowkami zegara (w [2] obrot odbywa sie w przeciwnag strone). Podobnie jezeli chodzi o strone
dziatania stéw warkoczowych na naktuty dysk D,,: Bigelow rozwaza warkocze dzialajace od le-
wej, tu za$ warkocze dzialaja od prawej. Warkocz 11 przeksztatca odcinek idacy z naktucia
x4 do x5 w tuk «, natomiast warkocz 1o przeksztalca odcinek z punktu bazowego dy do x5
w tuk (.

P = 03_1020%0202’0302

—1 -2 2 92 5
Yo = 0, 03020] “020105010,

Zatem warkocz 1 Loa11 jest potobrotem Dehna wokoét regularnego otoczenia o, natomiast
Yy 10403020%0203041/12 jest pelnym obrotem Dehna wokot 8U dD,,. Poniewaz « i 8 nie moga
by¢ homotopijnie zdjete z siebie, wiec obroty te nie sa przemienne, zatem majg nietrywialny
komutator: [¢] 104%,1/12_ Yo03000709030405]. Z drugiej jednak strony, poniewaz fﬁa =0
obraz przy reprezentacji Burau tego warkocza bedzie trywialny.

Powyzszy przyktad jest bardzo skomplikowany — stowo warkoczowe reprezentujace komu-
tator odpowiednich obrotow Dehna jest dtugosci az 120 w jezyku generatoréw By. Duzo wyraz-
niej zastosowang teorie obrazuje dowod niewiernosci reprezentacji Burau grupy Bg — rysunek
3.2. Przedstawione na nim tuki « i B nie moga byc oczywiscie homotopijnie z siebie zdjete.
Kazdy rowniez moze policzy¢, ze [ 5 &= 0, poniewaz istnieja tylko cztery przeciecia (nie za$ 50,
jak w przyktadzie z rysunku 3.1). Dla tego przykladu mamy warkocz ¢y = o405 102_ Loy prze-
ksztalcajacy odcinek pomiedzy nakluciami x3, a x4 w tuk o oraz warkocz ¥y = 0'4_10'%020'1_ 2
przeksztatcajacy ten sam odcinek w (. Podobnie jak w przypadku Bjs nietrywialny element
jadra reprezentacji Burau grupy Bg to: [¢)] to3t)1, 1y L o3ibs].
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Rysunek 3.1: Lukéow a i 8 nie mozna homotopijnie zdjac¢ z siebie oraz |, ga=0.
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Rysunek 3.2: Najprostszy znany przyktad tukéw w Dg, ktorych istnienie dowodzi niewiernosci
Bg.
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Dodatek A

H(D,,) jako wolny Z[t,t~-modut
wymiaru n — 1

Rozwazajac reprezentacje Burau od strony topologicznej pokazaliSmy w jaki sposéb na
grupe H(D,,) = Ab(ker €) dziataja wielomiany Laurenta jednej zmiennej nad Z, czyli Z[t,t~'] =
A. Pokazemy teraz, ze H(D,,) jest to wolny A-modul wymiaru n — 1. W tym celu wykazemy,
ze g1 = [127Y], ..., gn_1 = [Tn_127Y] jest baza H(D,,). Musimy zatem pokaza¢, ze generatory
te sa liniowo niezalezne oraz, ze rozpinajg calty modutl — to znaczy, ze dowolny jego element
mozna zapisaé¢ przy pomocy ich oraz ich sprzezen.

A.1. Liniowa niezalezno$é¢ generatoréow H(D,,)

Podczas dowodzenia liniowej niezeleznosci ¢y, . . . , gn—1 skorzystamy z nastepujacego faktu.

Fakt 1. Dla dowolnego stowa « € F,, =< x1,...,Tp_1,2 >, jezeli ag...ar = o € [0] €
Ab(ker€), to suma wszystkich wystgpien w a kazdego z generatorow F, jest réwna 0.

Dowod. Najpierw zauwazmy, ze twierdzenie to prawdziwe jest dla elementu neutralnego
grupy wolnej F), — z definicji. W oczywisty sposob teza przenosi sie na ker €, jako na podgrupe
grupy F,, (maja te same elementy neutralne). Teza prawdziwa jest rowniez dla Ab(kere) =
kere/x 'y~ lzy : 2,y € ker € > poniewaz abelianizujac ker ¢, czyli wykonujac dzielenie przez
komutant, utozsamiamy jedynie iloczyny komutatoréow. Jako wniosek otrzymujemy, ze aby
element kere trafit do klasy abstrakcji [0] musi naleze¢ do komutanta, czyli by¢ iloczynem
komutatoréw — musi zatem mie¢ zerowa sume wystapien kazdego z generatorow. O

Latwo teraz pokazaé, ze generatory ¢i, ..., gn—1 A—modutu H(D,,) sa liniowo niezalezne.
Twierdzenie 5. Generatory g1, ..., gn—1 A-modutu H(D,,) sq liniowo niezalezne.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze gi,...,0gn—1 Sa liniowo zalezne, czyli istnieja wielomiany
Laurenta pi(t),...,pn—1(t) € A nie wszystkie rowne 0 takie, ze pi(t)g1 + ... pn—1(t)gn-1 = 0.
Znaczy to, ze suma wystapien wszystkich generatorow x1,...,2,_1,2z W wyrazeniu p;(t)g1 +
oo+ pao1(t)gn—1 wynosi 0.

Ale x; wystepuje jedynie w g1, oraz w pi(t)g; suma wystapienn x; jest zerowa tylko wtedy,

gdy p1(t) = 0.

Analogicznie pokazujemy dla xo,...,x,_1. Zatem, aby suma wszystkich wystapien kazdego
z generatorow F,, byla zerowa, wszystkie wielomiany Laurenta pi(t),...,p,—1(f) musza by¢
identycznosciowo réwne 0. Sprzecznosé. U
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A.2. Kazdy element Ab(kere) mozna zapisaé¢ za pomoca genera-
torow gi,...,G9n_1.

Pozostalo nam pokazaé, ze proponowane przez nas generatory g1, ..., Jgn—1 faktycznie roz-
pinaja A-modut H(Dn) Pokazemy teraz, ze dowolny element ker e mozemy zapisaé przy
pomocy generatoré6w g¢i,...,¢n—1 1 ich sprzezen. Ponizej prezentujemy dwa algorytmy po-
zwalajace znalezé elementy A—modutu H(Dn) zapisane w bazie ¢1,...,gn_1 dla dowolnych
elementow ker e. Pokréotce omoéwimy dziatanie kazdego z nich.

Pierwszy algorytm dziala na stowach w sensie grupy wolnej F,, czyli na wejsciu otrzy-
muje ciag ag . . . a; nad alfabetem ztozonym z x1,...,x,_1, a;l_l, .. ,x;&l, 2,271 i przeksztalca
je na ciag ztozony z generatorow H(D,,) (i ich odwrotnosci), czyli ;2! (oraz za:]_l) dla
7 = 1,...,n — 1. Podczas dzialania algorytmu uzywane sa dwa liczniki m i k. m prze-
chowuje informacje, jak wiele sprzegnie¢ musi zosta¢ wykonanych, czyli jak wiele (liczba ta
moze by¢ réwniez ujemna) niewykorzystanych liter z (lub z=1) nastepuje po fragmencie juz
przetworzonym, czyli tez ile trzeba bedzie wstawié¢ liter przeciwnych po zapisaniu generatora
(a nastepnie, aby wyréwnac iloéé z i ! pomiedzy kolejno czytanymi literami — czyli by zacho-
waé rownowaznosé elementow reprezentowanych przez stowa wejsciowe i wyjsciowe). Licznik
k przechowuje informacje o tym, do ktéorego miejsca zapisany zostal juz wyraz wyjsciowy.
Algorytm korzysta z dwoch procedur, ktore uruchamiane sa, gdy zostanie przeczytany od-
powiednio symbol z; lub mj_l. Roznice miedzy procedurami Generator-Pozytywny(a;, i, k, m)
i Generator-Negatywny(a;, ¢, k, m) jest czysto techniczna i wynika jedynie z faktu, ze w przy-
padku przeczytania pozytywnego generatora F, musimy po nim zapisa¢ z~!, natomiast na-
trafiwszy na z; " musimy zadbac, by przed przepisaniem go znalazlo si¢ z. Caly algorytm
skupia si¢ zatem na dopisywaniu pomiedzy kolejne przeczytane litery postaci x; oraz a:j_l
odpowiedniej ilosci z i 27!, Przesledzenie pierwszego algorytmu pozwoli zrozumieé dziatanie
drugiego, ktorego dziatanie jest w zasadzie identyczne jak pierwszego, jedynie stowo wyjsciowe
zapisywane jest bezposrednio przy pomocy generatoréw gi, ..., gn—1 oraz sprzezei, czyli mno-
zenia przez t. Ponizej prezentujemy oba algorytmy a nastepnie dwie procedury pomocnicze
uzywane w pierwszym z nich. Poprawnos¢ drugiego algorytmu wynika bezposrednio z popraw-
nosci pierwszego, ta zas wynika z faktu, ze na wejsciu otrzymuje on stowo z ker €, zatem suma
wykltadnikéw wszystkich generatoréw jest zerowa, oraz poniewaz pomiedzy kolejne generatory
dopisuje on zawsze te sama ilos¢ z, co z71.

Istnienie algorytmu pozwalajacego zapisa¢ dowolny wyraz ker € w bazie g1, ..., gn_1 Wraz
z liniows niezalezno$cia generatorow dowodzi, ze sa one bazg H(D,,).
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.30
1.31
1.32
1.33
1.34

Wejscie: Stowo ag . ..a; nad alfabetem x1,...,x,_1, 2z nalezace do kere.
Wy jscie: Stowo by . . . by tabkiei7 ze ag...a; = by...bs € ker € posiadajace naturalng
interpretacje w H(D,,).

k= 0;
m = 0;
for i :=0to [ do
if a; =x1 or ...or a; = z,—1 then
‘ Generator-Pozytywny (a;, i, k, m)
end
if a; = 331_1 or ...or a; = 33;&1 then
‘ Generator-Negatywny (a;, i, k, m)
end
if a; = z then
if m > 0 then
m:=m+ 1;
b := z;
k=k+1;
end
if m < 0 then
m:=m+1;
ki=k—1;
by, := nil,;
end
end
if a; = 27! then
if m < 0 then
by =z,
k=k+1;
m:=m — 1;
end
if m > 0 then
k=k—1;
m:=m — 1;
by := nil,
end
end
end

Algorytm 1: Tworzenie elementu H(D,,) z elementu ker e
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Wejscie: Stowo ag . ..a; nad alfabetem x1, ..

., Tn_1, % nalezace do kere.

Wyjscie: Wypisany element H(D,,) w bazie g1, ..., gn—1.

2.1 m = 0;
2.2 fori:=0to !l do
2.3 for j:=1ton—1do

2.4 if a; = x; then
2.5 write(t"g;+);
2.6 m:=m+1;
2.7 end
2.8 if a; = a:j_l then
2.9 m:=m —1;

2.10 write((—t"g;)+);

2.11 end

2.12 end

2.13 if a; = z then

2.14 | mi=m+1

2.15 end

2.16 if a; = 27! then

2.17 | m=m-1

2.18 end

2.19 end

Algorytm 2: Thimaczenie wyrazow ker e na jezyk generatorow H(D,)
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Wejscie: a; € {x1,...,2p-1},0,k,m € Z

3.1 b := a;;
3.2 k:=k+1;
3.3 by =27 1;
34 k:=k+1;
3.5 if m > 0 then
3.6 for j :=1 to m do
3.7 b = 2z"L;
3.8 k=k+1;
3.9 end
3.10 m:=m+ 1;
3.11 for j :=1 to m do
3.12 by == z;
3.13 k=k+1;
3.14 end
3.15 end
3.16 if m < —1 then
3.17 for j :=1to —m do
3.18 b == z;
3.19 k:=k+1;
3.20 end
3.21 m:=m+1;
3.22 for j:=1to —m do
3.23 b = 2z"L;
3.24 k=k+1;
3.25 end
3.26 end
3.27 if m = —1 then
3.28 by == z;
3.29 k=k+1;
3.30 m = 0;
3.31 end
3.32 if m = 0 then
3.33 b := z;
3.34 k=k+1;
3.35 m = 1;
3.36 end

Procedura Generator-Pozytywny (a;, i, k, m)
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-1

Wejscie: a; € {z7*,...,2, }i,k,m € Z

4.1 if m > 0 then

4.2 m:=m —1;
4.3 end
4.4 if m <0 then
4.5 m:=m — 1;
4.6 b =z~
4.7 k=k+1;
4.8 b == z;
4.9 k=k+1;
4.10 end
4.11 by := a;;
412 k:=k+1;
4.13 if m > 0 then
4.14 for j :=1 to m do
4.15 b = 2z"L;
4.16 k:=k+1;
4.17 end
4.18 m:=m+ 1;
4.19 for j : =1 to m do
4.20 b == z;
4.21 k:=k+1;
4.22 end
4.23 end
4.24 if m < —1 then
4.25 for j:=1to —m do
4.26 b == z;
4.27 k=k+1;
4.28 end
4.29 m:=m+1;
4.30 for j:=1to —m do
4.31 b = 2z"L;
4.32 k=k+1;
4.33 end
4.34 end
4.35 if m = —1 then
4.36 by == z;
4.37 k=k+1;
4.38 m = 0;
4.39 end
4.40 if m = 0 then
4.41 by := z;
4.42 k=k+1;
4.43 m = 1;
4.44 end

Procedura Generator-Negatywny (a;, i, k, m)

28




Bibliografia

[1] E. Artin, Theorie der Zopfe, Abh. Math. Sem. Hamburg, 4 (1925), 47-72.

[2] S. Bigelow, The Burau Representation is Not Faithful for n = 5, Geometry & Topology 3
(1999) 397-404.

[3] J.S. Birman, Braids, links, and mapping class groups, Annals of Mathematics Studies 82,
Princeton University Press, N.J., No. 1974.

[4] J. S. Birman, T. E. Brendle, Braids: A survey, w W. Menasco, M. Thistlethwa-
ite, ed., Handbook of Knot Theory, Elsevier, Amsterdam, 2005. Dostepne na stronie:
http://arXiv.org/math.GT /0409205.

[5] W. Burau Uber Zopfgruppen und gleischsinning verdrillte Verkettungen, Abh. Math. Sem.
Ham. IT (1936), 171-178.

[6] A. Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press, 2002, s. 166.

[7] J. A. Moody, The Burau representation of the braid group By, is unfaithful for large n,
Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 25(2):379-384, 1991.

[8] D.D. Long, M. Paton, The Burau representation is not faithful for n > 6, Topology,
32(2):439-447, 1993.

[9] V. Turaev, Faithful linear representations of braid groups, Séminarie Bourbaki, 42, 1999-
2000, exp. no. 878, 389-409.

29



