Nierownos¢ Paleya

October 13, 2011

Uklad Haara na [0;1):
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Twierdzenie 1. Niech p = maz(p, ﬁ) przy czym 1 < p < oco. Wowczas:
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dla dowolnych a; € R, e € {—1;1} oraz n > 1. Stala p — 1 jest optymalna (czego nie pokazemy). Nieréwnosé jest ostra
wtedy i tylko wtedy gdy p # 2 oraz (as, ..., a,) # (0, ...,0).
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Dowéd:
Zdefiniujmy X,,,Y,, : [0;1) — R oraz v : R?>— R nastepujaco:
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v(z,y) = -1
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Niech teraz Z,, = (X, Yy). Mamy (E oznacza calke lebesgue’a na [0;1))
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Stad (1) jest rownowazna

Ev(Z,) <0 (2)
Zdefiniujmy
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a(p) =p (%)pl

Niech u : R? — R spehia u(z,y) = u(y, ) = u(—z, —y) oraz dla p > 2
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Dla p < 2 A; i A sg zamienione miejscami. Natomiast dla p = 2 kladziemy u(x,y) = zy. Tak zdefiniowana u spelnia
u < v oraz jesli zy = 0 to u(z,y) < 0 przy czym nierownoSé jest ostra jezeli (z,y) # (0,0). Istnieja tez jej pochodne czastkowe.
Ponadto dla hk = 0 zachodzi:

w(@+h,y+ k) < ul@,y) + ue(z, y)h + uy(z,y)k (3)

Wtasnosci te udowodnimy pézniej.
X Y7 = (5% — 1) ath? = 0 stad Ev(Z;) < 0. Niech teraz n > 2, wowczas

(Xn — Xpn-1)(Yn = Yoo1) = (62 — 1) a2hZ =0
tak wiec z (3) otrzymujemy
W(Zn) < u(Zn-1) + ue(Zn-1)(Xn — Xn-1) + tuy(Zn-1)(Yn — Yn-1)
Poniewaz funkcje hq, ..., hy,—1 sa stale na nosniku (bez domkniecia) h,, oraz Eh, =0 to
Ety(Zp—1)(Xn — Xn-1) = Euy(Zn—1) (Y — Y1) =0 (4)

W konsekwencji
Ev(Z,) < Bu(Z,) <Eu(Z,-1) < ... <Eu(Z1) <0 (5)

czyli nier6wnosé (1) jest spetniona.
Zajmijmy sie teraz ostroscig nieré6wnosci. Jezeli p = 2 to u(z,y) = xy oraz

2

r—+vy 2 r—vy
v(x,y) = - =zy = u(x,y)
2 2
argumentujac analogicznie jak w (4) mamy
EU(ZH) = EXnYn = E(anl + (Xn - anl))(ynfl + (Yn - Ynfl)) =

= EX, 1Y, 1+ EYn—l(Xn - Xn—l) + IE*)(71—1(3/71 - Yn—l) =EX, 1Y,1= Eu(Zn—l)

Ponadto Eu(Z;) = EX1Y; = 0, tak wiec w (5) nieréwnosci zamieniaja sie w rownosci i ostatecznie w (1) takze mamy rownosc.

Jezeli (a1, ...,an) = (0,...,0) to w (1) mamy oczywiscie rownos¢, zatézmy wiec teraz p # 2 i (a1, ...,an) # (0,...,0) i niech
m=min ({k| ar # 0}). Wtedy X,,,Yy, = 0 ale (X,,,Y,) # 0 na supp(hy,), czyli w(Z,,) < 0 przy czym nieré6wnos¢ jest ostra na
supp(hy,) o niezerowej mierze. Stad Ev(Z,) < Eu(Z,) < Eu(Z,,) <01 w (1) mamy ostra nierownosc.

Pozostaje udowodni¢ wtasnosci funkeji u. Przypadek p = 2 jest trywialny. Rozwazmy wiec p > 2. Poza prostymi z = —y,
T=v%Y= (1 - %) T oraz r = (1 - %) y mamy u € C (R, RQ). Oznaczmy w(z,y) = a(p)zP (1 _ 17(12;7!)) — (a(p) _ lg) 2P +
a(p)PY ,.p—1
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Ug (14, T) = we(z,2) = a(p)p(l—g) +( —1)0‘%’)%
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tak wiec uy oraz u, istnieja i sa ciagte (pozostate przypadki wynikaja z symetrii).
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Tak wiec Ugy, Uyy < 0 0raz ugzy < 0.
Ustalmy teraz x,y i wezmyhk < 0 takie, ze h + k # 0. Wowczas funkcja g : R — R dana wzorem g(t) = u(x + ht, y + kt) jest
dwukrotnie rozniczkowalna w otoczeniu (x + ht,y + kt) dla wszystkich oprocz skoriczenie wielu wartosci ¢, oraz

g (t) = h2ugs(x + ht,y + kt) + 2hkug, + k*uy, <0

i z ciaglosci ¢', g jest wklesta i (3) zachodzi gdy da¢ ¢t = 0. Warunek u(z,y) < 0 gdy xy < 0 (ostra nieréwnosé¢ gdy
(h,k) # (0,0) i p # 2) wynika wprost ze wzoru na v.
Pozostato nam pokazaé, ze v < u na A;. Ustalmy x > 0 i polézmy a = (1 - %) x b= x iniech f: R — R bedzie dana

wzorem f(y) = u(z,y) —v(z,y). Wowczas f’ ciagta na [a;b], f"(y) = —vyy(z,y).

B S, PA-1+2)\ | 1
f(@) = alpa (1 A 4 ) -2

Z postaci f” widzimy, ze istnieje ¢ € (a,b) tz f"(y) > 0dlaa <y <ci f’(y) <0dlac<y<b Stad f'(y) > 0 na [a; ]
a wiec f jest tam nieujemna, a skoro f wypukta na [¢;b] i nieujemna na kraricach to f nieujemna na caltym przedziale. Czyli
v < u. Przypadek p < 2 analogicznie.

Twierdzenie 2. Niech p = max(p, ﬁ) przy czym 1 < p < oo. Wowczas:
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dla dowolnych mierzalnych wy € [0;1) — [—1;1] oraz di € [0;1) — R o skoniczonej p-tej normie, takich ze dyi1 jest ortog-
onalna do kazdej ciagtej i ograniczonej funkeji ws, ..., wg41,d1, ...,dg. Stala p — 1 jest optymalna (czego nie pokazemy). Jesli

kz di|| > 0 to rownosé jest wtedy i tylko wtedy gdy p = 2 oraz kz widi = kz d? p.n.
=1 |, -1 -1
Dowéd: . .
Wezmy u,v takie jak poprzednie, ale tym razem X,, = > (wi + 1)dg Yo, = > (w, — 1)dy, Z, = (X, Ya). Zauwazmy, ze:
k=1 k=1

X1V = (w?-1)d?<0
(Xn - anl)(Yn - Ynfl) = (w?l - l)di < 0
tak wiec z wlasnosci u mamy Eu(Z1) <0, a z (3):
U(Zn) S U(anl) + um(anl)(Xn - anl) + uy(anl)(Yn - Ynfl)

Z ograniczenia |u| przez ci(|z|P + |y|P) oraz |us| przez ca(Jx[P~1 + |x[P~1) mam catkowalno$é w(Z,,), w(Zn—1), uz(Zn-1)(Xn —
Xn-1), Uy(Zn-1)(Yn, —Y,_1). Kazda z dwdch ostatnich funkcji jest postaci d,, * F' gdzie F ciagla funkcja wi, ..., wp, d1, ..., dn—1.
Niech F; = max(—j, min(F, j)) wowczas z twierdzenia o zbieznoséi zmajoryzowanej i ortogonalnosci dy,:
EF(’LUl, ceey Whyy dl, ceey dnfl)dn = lzm EFJ (wl, ) dl, ceey dnfl)dn =0
Jj—o0

Stad Ev(Z,) < Eu(Z,) < Eu(Z,-1) < ... < Eu(Z;) < 0 i nier6wnosé (6) jest speliona. Ostro$é¢ analogicznie jak w
twierdzeniu 1, a przypadek p = 2 jest oczywisty.



