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)Twierdzenie 1. Nie
h p̄ = max(p, p

p−1 ) przy 
zym 1 < p < ∞. Wów
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(1)dla dowolny
h ak ∈ R, εk ∈ {−1; 1} oraz n ≥ 1. Staªa p̄ − 1 jest optymalna (
zego nie poka»emy). Nierówno±¢ jest ostrawtedy i tylko wtedy gdy p 6= 2 oraz (a1, ..., an) 6= (0, ..., 0).Dowód:Zde�niujmy Xn, Yn : [0; 1) → R oraz v : R2→ R nast�puj¡
o:
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pNie
h teraz Zn = (Xn, Yn). Mamy (E ozna
za 
aªk� lebesgue'a na [0; 1))
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pStad (1) jest równowa»na
Ev(Zn) ≤ 0 (2)Zde�niujmy

A1 =

{

(x, y) ∈ R
2 | x > 0,

(

1−
2

p̄

)

x < y < x

}

A2 =

{

(x, y) ∈ R
2 | x > 0, −x < y <
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p̄

)

x

}

α(p) = p

(

p̄− 1

p̄

)p−1Nie
h u : R2 → R speªnia u(x, y) = u(y, x) = u(−x,−y) oraz dla p > 2

u(x, y) =

{

α(p)xp
(

1− p̄(x−y)
2x

)

(x, y) ∈ A1

v(x, y) (x, y) ∈ A21



Dla p < 2 A1 i A2 s¡ zamienione miejs
ami. Natomiast dla p = 2 kªadziemy u(x, y) = xy. Tak zde�niowana u speªnia
u ≤ v oraz je±li xy = 0 to u(x, y) ≤ 0 przy 
zym nierówno±¢ jest ostra je»eli (x, y) 6= (0, 0). Istniej¡ te» jej po
hodne 
z¡stkowe.Ponadto dla hk = 0 za
hodzi:

u(x+ h, y + k) 6 u(x, y) + ux(x, y)h+ uy(x, y)k (3)Wªasno±
i te udowodnimy pó¹niej.
X1Y1 =

(

ε21 − 1
)

a21h
2
1 = 0 st¡d Ev(Z1) ≤ 0. Nie
h teraz n ≥ 2, wów
zas

(Xn −Xn−1)(Yn − Yn−1) =
(

ε2n − 1
)

a2nh
2
n = 0tak wi�
 z (3) otrzymujemy

u(Zn) ≤ u(Zn−1) + ux(Zn−1)(Xn −Xn−1) + uy(Zn−1)(Yn − Yn−1)Poniewa» funk
je h1, ..., hn−1 s¡ staªe na no±niku (bez domkni�
ia) hn oraz Ehn = 0 to
Eux(Zn−1)(Xn −Xn−1) = Euy(Zn−1)(Yn − Yn−1) = 0 (4)W konsekwen
ji
Ev(Zn) ≤ Eu(Zn) ≤ Eu(Zn−1) ≤ ... ≤ Eu(Z1) ≤ 0 (5)
zyli nierówno±¢ (1) jest speªniona.Zajmijmy si� teraz ostro±
i¡ nierówno±
i. Je»eli p = 2 to u(x, y) = xy oraz

v(x, y) =
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= xy = u(x, y)argumentuj¡
 analogi
znie jak w (4) mamy
Eu(Zn) = EXnYn = E(Xn−1 + (Xn −Xn−1))(Yn−1 + (Yn − Yn−1)) =

= EXn−1Yn−1 + EYn−1(Xn −Xn−1) + EXn−1(Yn − Yn−1) = EXn−1Yn−1 = Eu(Zn−1)Ponadto Eu(Z1) = EX1Y1 = 0, tak wi�
 w (5) nierówno±
i zamieniaj¡ si� w równo±
i i ostate
znie w (1) tak»e mamy równo±¢.Je»eli (a1, ..., an) = (0, ..., 0) to w (1) mamy o
zywi±
ie równo±¢, zaªó»my wi�
 teraz p 6= 2 i (a1, ..., an) 6= (0, ..., 0) i nie
h
m = min ({k | ak 6= 0}). Wtedy XmYm = 0 ale (Xm, Ym) 6= 0 na supp(hn), 
zyli u(Zm) ≤ 0 przy 
zym nierówno±¢ jest ostra na
supp(hm) o niezerowej mierze. St¡d Ev(Zn) ≤ Eu(Zn) ≤ Eu(Zm) < 0 i w (1) mamy ostr¡ nierówno±¢.Pozostaje udowodni¢ wªasno±
i funk
ji u. Przypadek p = 2 jest trywialny. Rozwa»my wi�
 p > 2. Poza prostymi x = −y,
x = y, y =
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y mamy u ∈ C∞
(
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zmy w(x, y) = α(p)xp

(

1− p̄(x−y)
2x

)

=
(

α(p) − p̄

2

)

xp +

α(p)p̄y
2 xp−1.

wx(x, y) = α(p)p
(

1−
p̄

2

)

xp−1 + (p− 1)
α(p)p̄y

2
xp−2

wy(x, y) =
α(p)p̄xp−1

2Dla x > 0 i −x < y < x

vx(x, y) =
p

2

(

x+ y

2

)p−1

−
p(p̄− 1)p

2

(

x− y

2

)p−1

vy(x, y) =
p

2

(

x+ y

2

)p−1

+
p(p̄− 1)p

2

(

x− y

2

)p−1

ux(x+,

(

1−
2

p̄

)

x) = vx(x,

(

1−
2

p̄

)

x) =
p

2

(

p̄− 1

p̄

)p−1

xp−1 −
p(p̄− 1)p

2

(

1

p̄

)p−1

xp−1 =

= xp−1

(

p

(

p̄− 1

p̄

)p−1 (
1− (p̄− 1)

2

)

)

= xp−1α(p)
(

1−
p̄

2

)

ux(x−,

(

1−
2

p̄

)

x) = wx(x,

(

1−
2

p̄

)

x) = xp−1α(p)



p
(

1−
p̄

2

)

+ (p− 1)
p̄
(

1− 2
p̄

)

2



 =

= xp−1α(p)

(

p+
−2p+ 2− p̄

2

)

= xp−1α(p)
(

1−
p̄

2

)2



uy(x+,

(

1−
2

p̄

)

x) = vy(x,

(

1−
2

p̄

)

x) =
p

2

(

p̄− 1

p̄

)p−1

xp−1 +
p(p̄− 1)p

2

(

1

p̄

)p−1

xp−1 =

= xp−1

(

p

(

p̄− 1

p̄

)p−1 (
1 + (p̄− 1)

2

)

)

=
α(p)p̄xp−1

2

uy(x−,

(

1−
2

p̄

)

x) = wy(x,

(

1−
2

p̄

)

x) =
α(p)p̄xp−1

2

ux(x+, x) = wx(x, x) = α(p)p
(

1−
p̄

2

)

xp−1 + (p− 1)
α(p)p̄

2
xp−1 =

= α(p)xp−1
(

p−
p̄

2

)

=
α(p)xp−1p

2
= wy(x, x) = ux(x−, x)

ux(x+,−x) = vx(x,−x) = −
p(p̄− 1)p

2
xp−1 = ux(x−,−x)

uy(x+,−x) =
p(p̄− 1)p

2

(

x− y

2

)p−1

= uy(x−,−x)tak wi�
 ux oraz uy istniej¡ i s¡ 
i¡gªe (pozostaªe przypadki wynikaj¡ z symetrii).
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Tak wi�
 uxx, uyy ≤ 0 oraz uxy ≤ 0.Ustalmy teraz x, y i we¹myhk ≤ 0 takie, »e h+ k 6= 0. Wów
zas funk
ja g : R → R dana wzorem g(t) = u(x+ ht, y+ kt) jestdwukrotnie rózni
zkowalna w oto
zeniu (x+ ht, y + kt) dla wszystki
h opró
z sko«
zenie wielu warto±
i t, oraz
g′′(t) = h2uxx(x+ ht, y + kt) + 2hkuxy + k2uyy ≤ 0i z 
i¡gªo±
i g′, g jest wkl�sªa i (3) za
hodzi gdy da¢ t = 0. Warunek u(x, y) ≤ 0 gdy xy ≤ 0 (ostra nierówno±¢ gdy

(h, k) 6= (0, 0) i p 6= 2) wynika wprost ze wzoru na v.Pozostaªo nam pokaza¢, »e v ≤ u na A1. Ustalmy x > 0 i poªó»my a =
(

1− 2
p̄

)

x b = x i nie
h f : R → R b�dzie danawzorem f(y) = u(x, y)− v(x, y). Wów
zas f ′ 
i¡gªa na [a; b], f ′′(y) = −vyy(x, y).
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∣
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f(b) = (α(p)− 1)xp ≥ 0Z posta
i f ′′ widzimy, »e istnieje c ∈ (a, b) t» f ′′(y) ≥ 0 dla a < y ≤ c i f ′′(y) ≤ 0 dla c ≤ y < b. St¡d f ′(y) ≥ 0 na [a; c]a wi�
 f jest tam nieujemna, a skoro f wypukªa na [c; b] i nieujemna na kra«
a
h to f nieujemna na 
aªym przedziale. Czyli
v ≤ u. Przypadek p ≤ 2 analogi
znie.Twierdzenie 2. Nie
h p̄ = max(p, p

p−1 ) przy 
zym 1 < p < ∞. Wów
zas:
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(6)dla dowolny
h mierzalny
h wk ∈ [0; 1) → [−1; 1] oraz dk ∈ [0; 1) → R o sko«
zonej p-tej normie, taki
h »e dk+1 jest ortog-onalna do ka»dej 
i¡gªej i ograni
zonej funk
ji w1, ..., wk+1, d1, ..., dk. Staªa p̄ − 1 jest optymalna (
zego nie poka»emy). Je±li
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∥
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> 0 to równo±¢ jest wtedy i tylko wtedy gdy p = 2 oraz n
∑

k=1

w2
kd

2
k =

n
∑

k=1

d2k p.n.Dowód:We¹my u, v takie jak poprzednie, ale tym razem Xn =
n
∑

k=1

(wk + 1)dk Yn =
n
∑

k=1

(wk − 1)dk Zn = (Xn, Yn). Zauwa»my, »e:
X1Y1 = (w2

1 − 1)d21 ≤ 0

(Xn −Xn−1)(Yn − Yn−1) = (w2
n − 1)d2n ≤ 0tak wi�
 z wªasno±
i u mamy Eu(Z1) ≤ 0, a z (3):

u(Zn) ≤ u(Zn−1) + ux(Zn−1)(Xn −Xn−1) + uy(Zn−1)(Yn − Yn−1)Z ograni
zenia |u| przez c1(|x|p + |y|p) oraz |ux| przez c2(|x|p−1 + |x|p−1) mam 
aªkowalno±¢ u(Zn), u(Zn−1), ux(Zn−1)(Xn−
Xn−1), uy(Zn−1)(Yn − Yn−1). Ka»da z dwó
h ostatni
h funk
ji jest posta
i dn ∗F gdzie F 
i¡gªa funk
ja w1, ..., wn, d1, ..., dn−1.Nie
h Fj = max(−j,min(F, j)) wów
zas z twierdzenia o zbie»no±¢i zmajoryzowanej i ortogonalno±
i dn:

EF (w1, ..., wn, d1, ..., dn−1)dn = lim
j→∞

EFj(w1, ..., wn, d1, ..., dn−1)dn = 0St¡d Ev(Zn) ≤ Eu(Zn) ≤ Eu(Zn−1) ≤ ... ≤ Eu(Z1) ≤ 0 i nierówno±¢ (6) jest speªniona. Ostro±¢ analogi
znie jak wtwierdzeniu 1, a przypadek p = 2 jest o
zywisty.
4


