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Streszczenie
W pracy wykazano podstawowe fakty na temat istnienia uktadéw biortogonalnych w osrod-

kowych przestrzeniach Banacha. Zostata tez zaprezentowana konstrukcja bazy Auerbacha w
podprzestrzeni cqg skoriczonego kowymiaru.
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Wprowadzenie

Problem istnienia bazy Auerbacha w skonczenie wymiarowej przestrzeni Banacha ma proste,
klasyczne rozwiazanie. Niestety sprawa jest o wiele trudniejsza w przypadku nieskoniczenie
wymiarowych, osrodkowych przestrzeni Banacha. Naiwnymi metodami jeste$my w stanie wy-
produkowac¢ totalny i fundamentalny uktad biortogonalny, niestety nie mamy zadnej gwaran-
¢ji, ze bedzie on ograniczony. Aby otrzymaé ograniczono$é trzeba podejéé do tego problemu
nieco subtelniej. W 1975 problem ten zostal rozwiazany po raz pierwszy przez A. Petczyn-
skiego oraz R. Ovsepiana, w 1976 A. Pelczynski wzmocnit ten wynik otrzymujac prawie - bo z
doktadnoscia do € > 0 baze Auerbacha. Problem, czy istnieje o$rodkowa przestrzeri Banacha,
dla ktoérej nie mozemy pominaé € jest nadal otwarty.

W rozdziale 1 zostang przedstawione podstawowe, wyzej wspomniane, fakty dotyczace tej
teorii. W rozdziale 2, konstrukcyjnie pokazemy, ze dla podprzestrzeni ¢y skonczonego kowy-
miaru € da sie pominaé - istnieje uczciwa baza Auerbacha.

Zanim przejdziemy dalej, przypomnijmy uzytecznie oznaczenia, definicje i twierdzenia.

Przez span({x,}52 ;) rozumiemy zbior wszystkich skoriczonych kombinacji liniowych ele-

mentow {xy, 122, przez [1,]0°; oznaczmy domkniecie span({z,}52 ). (z|y) oznaczaé¢ bedzie
n
formalng sume 3 2y, przy czym granica sumowania bedzie wynikata z kontekstu. H' to
k=1
dopetnienie ortogonalne H.

Definicja 0.1. Uktad (xn;x}), gdzie x,, € X, a ), € X* - przestrzen dualna do X, nazwiemy:
(1) biortogonalnym, o ile xj(xj) =0 dla k,j=1,2,...,
(i) totalnym, o ile warunek "z} (x) =0 dla kazdego n = 1,2,..." implikuje x = 0,

(i1i) fundamentalnym, o ile [x,]0%; = X (réwnowaznie - warunek "x*(x,) = 0 dla kazdego
n=12.." implikuje z* = 0),

(iv) ograniczonym przez M, o ile ||zy||||xk|| < M dla kazdego n = 1,2, ....

Definicja 0.2. Baza Auerbacha X to uktad (x,;x)) spetniajacy (i), (i), (i), o wtasnosci
lznll = l|z5]| =1 dlan=1,2,....

Biortogonalny, totalny i fundamentalny uktad jest tez w literaturze nazywany baza Mar-
kushevicha.

Definicja 0.3. Macierz Walsha o wymiarach 2" x 2" to ortonormalna macierz 2-7/2H(2")
gdzie H(2") definiujemy indukcyjnie



Definicja 0.4. N-wymiarowg Przestrzeri Banacha X noazwiemy e-Euklidesowaq, jezeli istnieje
N -wymiarowa przestrzeri Hilberta 15 oraz izomorfizm T : X — 15 taki, ze

ITITH <1 +e.

Twierdzenie (Dvoretzky, [DVR], [PIS]). Dla dowolnego e > 0 i N - liczby naturalnej, istnieje
stata C(e, N) taka, zZe kazda przestrzenn Banacha X o wymiarze co najmniej C(e,N) posiada
N-wymiarowq e-Euklidesowq podprzestrzen.

Twierdzenie (Borsuk, [BOR|). Niech f : S™ — R" bedzie ciggta oraz antypodyczna (f(—z) =
—f(x)), wowczas istnieje x € S™ taki, ze f(x) = 0.

Twierdzenie (Hadamard, [HAD|). Niech A bedzie macierzq o wierszach vi,va, ..., vp; wow-
czas

| det(A)] < T lloxll-
k=1

Twierdzenie (Helly, [MEG|). Niech X bedzie unormowang przestrzenia, fi, fa, ..., fn ogra-
niczonymi funkcjonatami na X, c1,ca,...,cn skalarami i M > 0. Zatézmy, ze dla dowolnych

Qat, 0, ..., zachodzi
n n
E Qg C E oy fk
k=1 k=1

Wowczas dla dowolnego € > 0 istnieje x € X taki, Ze ||| < M + ¢ oraz fj(x) = ¢; dla
i=1,2,...n.

<M

Jako wniosek z powyzszego otrzymujemy.

Twierdzenie (Helly). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, ™ € X**, zi, a3, ...,2} € X*
oraz e > 0. Wowczas istnieje v € X laki, Ze ||z| < ||[2**|| + € oraz x}(x) = ™ (z}) dla
i=1,2,..n



Rozdzial 1

Ogoblna teoria ukladow
biortogonalnych

1.1. Przypadek skoiiczenie wymiarowy

Twierdzenie 1.1 (Auerbach, [CBS|). Kazda skoriczenie wymiarowa przestrzer Banacha ma
baze Auerbacha.

Dowdd. Niech n = dim(X) oraz X = span(vy,...,v,). Niech V(z1,...,2,) = det(y1, ..., Yn)
gdzie y;, to wektor wspolrzednych z, w bazie {v;}!' ;. V jest ciagty funkcja na produkcie
n kopii domknietej kuli jednostkowej X, wobec czego osiagga swoje maksimum M w jakims
punkcie (z1, ..., ). Polozmy

2 (x) = V(21, ooy Th—1, Ty Tht 1, vy T ) /M.

Z liniowosci wyznacznika wynika, ze sa to funkcjonaly liniowe, a poniewaz wyznacznik zeruje
sie jezeli kolumny si¢ powtarzaja, uktad jest biortogonalny. Rownosé ||| = ||} || = 1 wynika
wprost z konstrukcji. Tak wiec (zx; xf)7_, jest baza Auerbacha w X.

O

1.2. Przypadek nieskoriczenie wymiarowy

Okazuje sie, ze rozumowanie podobne do ortogonalizacji Gramma-Schmidta prowadzi nas do
uzyskania totalnego, fundamentalnego uktadu biortogonalnego.

Twierdzenie 1.2 (Markushevich, [MAR], [CBS]). Niech X bedzie osrodkowa przestrzenig
Banacha, wowczas X posiada uktad biortogonalny, ktdrego wektory sq¢ fundamentalne, a funk-
cjonaty totalne.

Dowdd. Osrodkowos¢ gwarantuje nam istnienie niezerowych wektorow takich, ze [y;|5°; = X
oraz funkcjonatow {y;}22, rozdzielajacych punkty X. Indukcyjnie skonstruujemy poszuki-
wany uklad. Niech xg = 0 oraz x§ = 0. Niech teraz n > 01 zaloézmy, ze wybralismy juz (x;; )
dla ¢ < n. Rozwazmy dwa przypadki.

1) n = 2k + 1 dla pewnego & > 0. Niech j bedzie najmniejszym indeksem takim, ze
yj ¢ span(z1, x2, ..., Tp—1), kladziemy

n—1
Ty =yj = ) wiw} (),
=1

7



dobierajac teraz j' tak aby Y5 (zn) # 0 bierzemy

n—1
= (yjf—-jijztﬁy}(aw)> [y ().
=1

2) n = 2k dla pewnego k > 1. Niech j bedzie najmniejszym indeksem takim, ze y; ¢

* * * s
span(z}, x5, ..., ) _,), ktadziemy

Zfﬁyg 2

dobierajac teraz j' tak aby z7 (y;/) # 0 bierzemy

xn—<y]’_zxz )/IE (yj)

W ten spos6b zapewniamy span({y}}? ;) C span({z}}2",) oraz span({y;}?;) C span({z;}?",),
co w konsekwencji daje nam totalnosé i fundamentalnosc. Biortogonalnosé wynika z samej
konstrukcji. O

Niestety ta prosta konstrukcja zawodzi, jezeli chodzi o kontrole norm. Konkretniej, nie
mozemy zagwarantowac, ze sup,, ||z, |||z} || < co. Problem ten zostal po raz pierwszy rozwia-
zany w pracy A. Pelczyniskiego i R. Ovsepiana [PEL1] ze stala okoto 20. Niedlugo pozniej w
[PEL2| A. Petczyniski poprawit stata do 1 + e. Dowod bazuje na nastepujacym lemacie.

Lemat (Dvoretzky, Milman, [DVR], [MIL|, [PEL2]). Dia § > 0 oraz liczb naturalnych n, m, N
znajdziemy catkowitq statq M(0,n,m, N) takq, ze jesli Y jest przestrzeniq Banacha wymiaru
wiekszego niz M, to dla kazdej E - n-wymiarowej podprzestrzeni liniowej Y oraz Y1 podprze-
strzems lintowey Y kowymiaru m, istnieje F' - podprzestrzen lintowa Y spetniajgca nastepujgce
warunki:

(i) dimF = N,F C Y1, FnE = {0},
(i)
I|IP|| <1+9,
gdzie P: E+ F —,, F jest rzutem takim, ze ker P = F,
(i4i) istnieje izomorfizm T : 1) —,, F spetniajgcy
max(|| T, [T7]) < 1+4.
Dowod powyzszego lematu mozna znalezé¢ w dodatku. PrzejdZzmy teraz do gléwnego twier-
dzenia tej sekcji.

Twierdzenie 1.3 (Pelczynski, [PEL2]|). Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq, osrodkowq
przestrzeniq Banacha. Wowczas, dla kazdego € > 0 istnieje uklad biortogonalny (x,; ) taki,
zZe jego wektory sq fundamentalne, a funkcjonaly totalne oraz sup,, ||z,||||zk]| < 1+e.

Dowdd. Osrodkowos¢ gwarantuje nam istnienie niezerowych wektoréow takich, ze [y;|5°, = X
oraz funkcjonatow {y;}2°; rozdzielajacych punkty X. Ustalmy tez 0 < ¢ < 1. Indukcyjnie
skonstruujemy uktad (z,;z}) i rosnacy ciag indeksoéw ns o whasciwosciach:



(i) (x1,22,....,%n,; x7,23,...,x5, ) jest biortogonalny,

)
(i) max (||zg], ||z7]) <1+edlak=1,2,..., ng,
(ii) span({zx }k<ny, 1) 2 span({ykte<s),

)

(iv) span({a}Hna,) O span({yihrss),

dla s = 1,2,.... Konstrukcje zaczynamy od zg = 0,25 = 0 i ng = 0. Przyjmijmy teraz,
ze dla s > 0 udalo nam sie skonstruowaé uktad spelniajacy (i) - (iv) dla wszystkich liczb
niewiekszych niz s, pokazemy jak wykona¢ nastepny krok indukecji. W tym celu rozwazymy
dwa przypadki.

1) s+ 1 =2m — 1 dla pewnego m > 0. Analogicznie jak w Twierdzeniu 1.2, uzywajac
biortogonalizacji mozemy wybraé¢ y € X oraz y* € X* tak aby

span(r1, €, ..., Tny, y) O span({yk }k<m)

oraz uktad
Lok % * *
(33173327---733%73/7 L1y Loy vy T h Y )

byt biortogonalny. WeZzmy teraz r gwarantujace nam

[yl + [y~

or/2 < 6/4

i potézmy nsy1 = ns + 2", Zaaplikujmy teraz lemat Dvoretzky’ego-Milmana dla ¥ = X,
N =2" -1, E = span(z1, T2, ..., Tn,, y), 0 = /4, Y1 = kery” N[\, kerzy, otraymujac F
- podprzestrzen X, rzut P oraz izomorfizm T'. Przez e; bedziemy oznaczaé wersory w lév, a
przez e}, odpowiadajace im funkcjonaly. Polézmy teraz uy = Tey, uj = (T~1)*e} i niech wy
oznacza k-ty wiersz macierzy Walsha o wymiarze 2" x 2" i niech

v = (y,ur,uz,...,un),

* * k ok k ok k %k
V" = (Ypyp Pul, Prug, ..., Pluy,).

Dla i = 1,2,..,2" potézmy xp,; = (w;|v) oraz niech z}, ;

cym norme funkcjonatu (w;|v*) € (E+ F)*. Sprawdzimy teraz warunek (i), czyli z}(xx) = di
gdzie 1,k < ngy1. Dla i, k < ng dziata zatozenie indukcyjne, jezeli i,k > ngs to korzystamy z
ortogonalnosci macierzy Walsha i biortogonalnosci ukladu

bedzie przedtuzeniem zachowuja-

Lk x, % kK *, ok
(y,ul,u2,...,uN,y‘E+F,P uy, P*uy, ..., P*uy).

Przypadek i < ny, < k wynika z tego, ze z}(y) = 0 (tak wybralismy y) oraz z}(u;) = 0
dla 1 < j < N, poniewaz F' C kerz;. Pozostalo rozpatrze¢ przypadek k < ng < i. Mamy
y*(zr) = 0, Pruj(zg) = uj(Prg) = uj(0) = 0dlal < j < N, gdyz 7y € E = ker P.
Sprawdzenie (ii) wymaga prostych obliczeni. Poniewaz uktad {ex}r<n jest ortonormalny,

mamy
2" 2 2" 9 2"
E J _ E j _ § : —-r _ r
w;ej—1 = lej-ejle = 2 =1-2" <1,
Jj=2 Jj=2 Jj=2

analogicznie
2

2”‘

E w’ e <1
i -5—1 .

j=2



Wobec tego

27‘
|znesill <272yl +ITID wlej—1| <e/d+1+e/4<1+e,
j=2

2""
5, ill < 272l L+ TP (Do wlefa || <e/d+(1+e/4)? <1+te.
j=2

Warunek (iii) wynika wprost z konstrukcji, a (iv) dostajemy za darmo.
2) s+ 1 = 2m dla pewnego m > 0. Analogicznie jak w 1) mozemy wybraé¢ y € X oraz
y* € X* tak aby

span (], T3, ..., Ty, ,y") D span({y; trk<m)
oraz uktad
(.’El, T2y weey xnsu y7 JIT, l‘;, eeey xzs)y*)
byt biortogonalny. WeZmy tez r gwarantujace nam
[yl + [yl
o <e/4

i potézmy ngy1 = ns+2". Ponownie aplikujemy lemat Dvoreztky’ego-Milmana tym razem dla
Y = X* N=2"-1, E =span(z7, 73, ...,z ,y*), 0 = /4, Y1 = keryN(;<,,_ kerzy (element
X mozna traktowaé jako funkcjonat na X*), otrzymujac F - podprzestrzen X*, rzut P oraz
izomorfizm T. Ponownie, polézmy uy = Tey, uf = (T~1)*e} (tym razem T : 1§ — X*) i

v = (y*7u17u27 ...,UN>,

* k ok k ok k ok
v = (Yp4r, Pruy, Pui, ..., Pruy,).

Dla i =1,2,.,2" niech 7, ., = (w;|v) oraz niech x;*, ; bedzie przedtuzeniem zachowujacym
norme funkcjonatu (w;|v*). Na mocy twierdzenia Helly’ego mozemy zdefiniowaé x,,; jako
element X taki, ze

[, ill < [l 44]/(1 4 €/16)
oraz spetiajacy dla k = 1,2, ..., ngq

k%

(T 4i) = Ty 4 ()
Analogicznie jak w 1) warunki (i)-(iv) sa spelnione. O

Przyktad osrodkowej przestrzeni Banacha nie posiadajacej fundamentalnego i totalnego
uktadu biortogonalnego nie jest znany.
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Rozdzial 2

Podprzestrzenie cy skonczonego
kowymiaru

2.1. Konstrukcja bazy Auerbacha

W rozdziale tym, dla dowolnej podprzestrzeni ¢y skoriczonego kowymiaru podamy konstruk-
cje fundamentalnego i totalnego uktadu biortogonalnego. Naturalnie, zakladamy ze podprze-
strzen ta jest domknieta - tak aby byla przestrzenia Banacha.

Twierdzenie 2.1. Niech X bedzie podprzestrzeniq co i codim(X) =n € N. Wowczas X ma
baze Auerbacha.

Dowdd. Najpierw rozwazmy przypadek n = 1.

o0
Wezmy niezerowe f € ¢f = [ takie, ze X = ker f. Przedstawmy f = > apel, gdzie e to
n=1
funkcjonal odpowiadajacy braniu n-tej wspotrzednej. Bez straty ogélnosci (mozemy przenu-
merowaé indeksy) przyjmijmy ze |ai| = sup,, |ay| - to supremum jest osiggane i skoficzone, bo
an, — 0. Polézmy teraz dlan =1,2,...

an+1

Tn = €n+1 — a €1,
Ty = 62—}-17
jest jasne, ze x}(x;) = 6;5 oraz ||, | = ||z}|| =1 dla wszystkich n.

o0

Pokazemy teraz, ze [z,]02; = X. Wezmy y = (y1,y2,...) € X. Wowczas y = Y Ynt+1Zn.
n=1
Wyjasnien wymaga jedynie zgodnos$¢ na pierwszej wspotrzednej, ale f(y) = 0, wiec y; =
o0
%11 Z Ynn, stad

n=2

o) 0 1 0
5 Yn+1Tn = 5 Yn+1€n4+1 — 61; E Ynln = 5 Yn€n =Y.
n=1 n=1 1 n=2 n=1

Musimy jeszcze pokazaé totalnosé. Niech y = (y1,y2,...) € X i x)(y) = 0 dla wszystkich n
stad y; =0 dlai > 1, czyli f(y) = a1y1 = 0 wiec musi by¢ tez y; = 0.

Uogo6lnijmy teraz powyzsze rozumowanie na przypadek n > 1.
Niech

X = ﬁkerfk,

k=1

11



oo
f1=2_ hens
n=1
gdzie fi €1y dla j = 1,2,..,n i funkcjonaly te s liniowo niezalezne. Rozwazmy teraz nieskon-
czona macierz, w ktorej wiersze wpisano wspotrzedne funkcjonatow D = | f;]EﬁZO i niech A
bedzie macierza (n x n) ztozona z jej pierwszych n kolumn i zal6zmy przez moment ze ma
ona maksymalny (co do modutu) wyznacznik sposrod wszystkich macierzy n x n ztozonych z
kolumn D (istnienie A uzasadnimy poézniej). Przystapmy teraz do konstrukeji uktadu biorto-
gonalnego. Chcielibyémy postapié¢ analogicznie jak w przypadku n = 1, czyli dla k = 1,2, ...
obraé
ﬂfz = ejz—i-k:v
Tk = enyk T,

gdzie v zalezy tylko od pierwszych n wspoélrzednych (v bedzie dobrane dla konkretnego k,
ale majac na uwadze jasno$¢ zapisu, nie uwzgledniamy tego w notacji). Niech wiec v =
(v1,v2, ..., Uy, 0, ...) 1 policzmy jakie powinny by¢ wartosci wspotrzednych. Skoro zp € X to
musi zerowaé sie na kazdym z funkcjonalow f7 dla j = 0,1,2,...,n daje nam to n réwnan

Avi+ fava+ o+ flon+ f2,, =0.
Zapiszmy je w postaci macierzowe]

1
U1 _fk+n

Un - fl?—&-n
Na podstawie wzoréw Cramera natychmiast otrzymujemy

_ det(Az)

YT det(A)

gdzie A; oznacza macierz A, przy czym za i-tg kolumne wstawiono wektor

Zauwazmy teraz, ze

det(Ai)
det(A)
gdyz —det(A;) to wyznacznik macierzy sktadajacej sie z pierwszych n kolumn macierzy D,
gdzie za i-ta wstawiono kolumne numer n + k (macierzy D) i z "maksymalnosci"A wiemy,
ze |det(A;)| < |det(A)|. Pamietajac, ze xp = epik + v otrzymujemy ||zx|| = 1. Roéwnosci
|lz7|| = 1 oraz x}(x;) = 0y ; wynikaja wprost z konstrukcji.

vi| =

— )

[e.e]

o0
Pokazemy teraz, ze [x3]7°, = X. Wezmy y = (y1,y2,...) € X. Wowczas y = > YnikTk,
k=1

faktycznie, wyjasnienn wymaga jedynie zgodnos$é na pierwszych n WspélrztgdnychfWarunek
f7(y) = 0 dla kazdego 1 < j < n zadaje nam uktad réwnan na pierwszych n wspohrzednych
wektora y

o0
Ao+ Bya+ o+ Fyn == Rk

k=n

12



Uktad ten ma jednoznaczne rozwigzanie, gdyz A jest nieosobliwa, a 7z cigglosci wyznacznika
wynika, ze rozwiazania te zaleza w sposob ciagly od prawych stron réwnosci. Poniewaz mamy
do czynienia ze zbieznymi szeregami, to rozwazajac skoriczone, dostatecznie dalekie sumy,
odpowiadajace wektorom yM, gdzie y,]v\/[ =ypdlan <k < M, ay y) .. yM sy dobrane
tak aby y™ € X (nieosobliwos¢ A), otrzymujemy coraz lepsze przyblizenia y wektorami z
span{x, } 72 ;.

Totalnos¢ jest jasna, niech y = (y1,y2,...) € X iaj(y) =0dla k =1,2,..., stad y; = 0 dla
i > n, natomiast dla ¢ < n z pomocg przychodzi nam nieosobliwosé A.

Pozostato nam uwolni¢ sie od zatozenia dotyczacego macierzy A. Pokazemy, ze macierz
maksymalizujaca wyznacznik faktycznie istnieje. O takiej macierzy bedziemy mowic¢, ze jest
maksymalna. Z niezaleznosci { f7}1<j<, mamy m takie, ze macierz [f]’]gégfn ma rzad n, niech
teraz B bedrzie macierza sktadajaca sie z liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy. Potézmy

(M jest skoriczone i osiggane, bo f* € ;). Wezmy teraz N > m tak duze aby miata miejsce
nier6wnosé
M o|| < |det(B)],

gdzie v jest dowolna kolumng D, dalsza niz N. Poniewaz na mocy nieréwnos¢ Hadamarda
wyznacznik szacuje sie przez iloczyn norm kolumn, natychmiast otrzymujemy ze macierz mak-
symalna nie moze mie¢ kolumn dalszych niz N-te w macierzy D, czyli aby ja znalezé¢ wystarczy
rozwazy¢ pierwsze N kolumn, a stad juz wynika, ze z doktadnoscia do przenumerowania in-

deksow, mozemy zakladac, ze pierwsze n kolumn macierzy D jest maksymalne.
O
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Dodatek A

Dow6d lematu
Dvoretzky’ego-Milmana

W dowodzie przyda sie nam nastepujacy lemat.

Lemat (Krasnosel’skii, Krein, Milman, [KKM], [PEL2|). Niech X bedzie przestrzeni¢ Ba-
nacha, a E jej n-wymiarowq podprzestrzenig. Wowczas dla kazdej F' - podprzestrzent X o
wymiarze przekraczajgeym n, takiej, ze F N E = {0} istnieje f € F o wlasno$ci

11l = 1RO = 1,
gdzie h : X — X/E jest odwzorowaniem ilorazowym.

Dowdd. Bez straty ogélnosci niech dim F' = n+1. Zalézmy najpierw, ze X jest $cisle wypukta
(jej kula jednostkowa nie zawiera odcinkéw). Niech S oznacza sfere jednostkows w przestrzeni
F, a (e1,ea,...,en) bedzie baza E. Dla j = 1,2,...,n zdefiniujmy odwzorowania g; : S — R
wzorem

0 jezeli |te; + z|| > 1 dla kazdego t,

gj(z) = S ) ' -

t jezelit #01i |te; + x| = 1.
Na mocy naszego zatozenia funkcje te sa dobrze zdefiniowane, ciagte oraz antypodyczne.
Wreszcie, zdefiniujmy g : S — R"

9(x) = (g1(2), 92(2), ..., gn ().

Poniewaz g jest ciagle i antypodyczne, to na mocy twierdzenia Borsuka istnieje f € S takie,
ze g(f) = 0. Z tego wynika juz, ze || f +e|| > 1 dla dowolnego e € E, wobec czego ||h(f)| = 1.

Jezeli X nie jest $cigle wypukla, to perturbujac norme i korzystajac z dowiedzionej juz
wersji twierdzenia, znajdziemy fi takie, ze ||fx| = 1 oraz ||h(f)|| — 1| < 1/k, gdzie k =
1,2,.... Pamietajac, ze F byla skoniczonego wymiaru, mozemy wyciagnaé¢ zbiezny podciag i
przechodzac w nim do granicy otrzymujemy teze. O

Mozemy teraz przej$¢ do dowodu lematu Dvoreztky’ego-Milmana. Wystarczy nam naste-
pujaca wersja.

Lemat (Dvoretzky, Milman, [DVR], [MIL]). Dla dowolnych liczb dodatnich q, n oraz 1 > 6 >
0 istnieje stata M zaleina od q, n, 0 o nastepujgcej wtasnosci: jesli Y jest przestrzeniq Ba-
nacha o wymiarze przewyzszajgcym M, E n-wymiarowg podprzestrzeniq Y, wowczas istnieje
Z § — Euklidesowa q-wymiarowa podprzestrzen Y taka, ze dla dowolnego e € E iz € Z

(14 9)lle + 2[| = [|=]-
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Dowdd. Potézmy
e = min(6, (14 6)Y* — 1),

Niech h : Y — Y/FE bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Zalozmy przez moment, ze udato
nam sie znalez¢ X e-Euklidesowa podprzestrzen Y o wymiarze 2¢+n—1 taka, ze XNE = {0}
(w szczegolnosci h obciete do X to identycznosé). Mamy wiec izomorfizmy: U : l%q—i—n—l - X
oraz V : h(X) — l%q+n_1 o wiasnosci maz(||[U||||UY, IVIIIIV~Y) < 1+ e. Rozwazmy
tez operator T' : l%q+n_1 — l§q+n_1 zadany wzorem T = VhU. Zaobserwujmy nastepujaca
wlasnos$é operatora T', niech W bedzie dowolng podprzestrzenia l%qunfl 0 wymiarze co naj-
mniej n + 1, wéwczas mozemy znalezé w € W takie, ze ||w|| = 1 oraz ||[Tw| > (1 +¢)72
Istotnie, z lematu Krasnosel’skiiego-Kreina-Milmana mozemy znalezé¢ u € U(W) takie, ze
[[ull = [[h(u)]| = 1 polozmy

w Uty
1U~ ull”
widzimy, ze
] V=2V ha o ||V hall
1= <(1 Uwl| = (1 =(1 <(1
Joll < 1+ Ul = (1 +2) i = (L &) gt < (2P e
VhUU || Uty
=(1 2”7: 1 Hir——| =1 2| Twl.
(P g = (U e [T = (L 207w

Niech teraz H bedzie dowolna j —1 wymiarowa podprzestrzenia l§q+n_1, przy czym 1 < j <gq.
Korzystajac z rownosci dim(A N B) = dim(A) + dim(B) — dim(A + B) mamy

dim (HL mT*l(T(H)L)) >2+n—1-2(-1)>n+1.

Postuzmy si¢ teraz obserwacja odnosnie 7' dla kolejnych podprzestrzeni Ho, Hy,...,H; €
l§q+n_1 gdzie Hy = 01 H; = span(gi,92,...,9;5). Pozwala nam to indukcyjnie zdefinio-
waé ciag (91,92, ..., 9q) tak, aby dla j = 1,2,...,q |lgll = 1 oraz | Tg;|| > (14 ¢)~2, pray
czym gj € Hj‘_l NT~YT(H;-1)*). Konstrukcja zapewnita nam, ze ciagi (g1, 92, ..., g4) oraz
(T'g1,Tgs,...,Tgq) sa ortogonalne. Nadto, dla g € H; mamy

N
9=>_tig;,
=1

N

N
ITgl”> = 1t PITg 1> = (1+2)™* > [t = (1 +2)~*gll>.
j=1 j=1

Mozemy juz zdefiniowa¢ Z = U(H,) i policzy¢
le+2[l > [[A(2)| = [VTITU 2] 2 (1 +e)HTU 2] > (14+) P U 2] = (1 +2) 7]l

a wiec (1+9)|le+ z| > ||z]-
Aby zakoticzy¢ dowdd, musimy jeszceze pokazad, jak znalezé X o pozadanych wlasnosciach.
Niech
M =C(e,C(e,2¢+2n — 1) —n) +n,
gdzie C'(-,-) jest stala z twierdzenia Dvoretzky’ego. Mamy dim(Y/E) > C(s,C(g,2q + 2n —
1) — n). Na mocy twierdzenia Dvoretzky’ego istnieje Y7 e-Euklidesowa podprzestrzen Y/FE
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o wymiarze C(g,2q + 2n — 1)) — n, czyli dimh~1(Y7) = C(e,2q + 2n — 1)) wobec tego,
znajdziemy Y e-Euklidesowa podprzestrzen h~'(Y;) o wymiarze 2¢ + 2n — 1. W koncu,
Poniewaz dim £ = n to uda nam sie znalezé¢ X e-Euklidesowa podprzestrzenn Yo o wymiarze
2q +n —1 taka, ze X N E = {0}. O

Aby otrzymaé wersje z rozdziatu pierwszego, stosujemy powyzszy lemat dla ¢ = N +m
otrzymujac (N +m)-wymiarowa d-Fuklidesowa podprzestrzen Y. Poniewaz mozemy rozwazy¢
jej przeciecie z Y7 otrzymujemy (w razie potrzeby przechodzac do podprzestrzeni) F' C Y7 N-
wymiarows, d-euklidesowa podprzestrzen Y. Poniewaz dla dowolnego e € E'i f € F

(14 d)lle + fII = I£1I,

otrzymujemy E N F = {0} oraz rzut P : E+ F —,, F taki, ze ker P = F oraz ||P| <1+ 90.
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