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Streszczenie

W pracy wykazano podstawowe fakty na temat istnienia ukªadów biortogonalnych w o±rod-
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Wprowadzenie

Problem istnienia bazy Auerbacha w sko«czenie wymiarowej przestrzeni Banacha ma proste,
klasyczne rozwi¡zanie. Niestety sprawa jest o wiele trudniejsza w przypadku niesko«czenie
wymiarowych, o±rodkowych przestrzeni Banacha. Naiwnymi metodami jeste±my w stanie wy-
produkowa¢ totalny i fundamentalny ukªad biortogonalny, niestety nie mamy »adnej gwaran-
cji, »e b¦dzie on ograniczony. Aby otrzyma¢ ograniczono±¢ trzeba podej±¢ do tego problemu
nieco subtelniej. W 1975 problem ten zostaª rozwi¡zany po raz pierwszy przez A. Peªczy«-
skiego oraz R. Ovsepiana, w 1976 A. Peªczy«ski wzmocniª ten wynik otrzymuj¡c prawie - bo z
dokªadno±ci¡ do ε > 0 baz¦ Auerbacha. Problem, czy istnieje o±rodkowa przestrze« Banacha,
dla której nie mo»emy pomin¡¢ ε jest nadal otwarty.

W rozdziale 1 zostan¡ przedstawione podstawowe, wy»ej wspomniane, fakty dotycz¡ce tej
teorii. W rozdziale 2, konstrukcyjnie poka»emy, »e dla podprzestrzeni c0 sko«czonego kowy-
miaru ε da si¦ pomin¡¢ - istnieje uczciwa baza Auerbacha.

Zanim przejdziemy dalej, przypomnijmy u»ytecznie oznaczenia, de�nicje i twierdzenia.
Przez span({xn}∞n=1) rozumiemy zbiór wszystkich sko«czonych kombinacji liniowych ele-

mentów {xn}∞n=1, przez [xn]
∞
n=1 oznaczmy domkni¦cie span({xn}∞n=1). (x|y) oznacza¢ b¦dzie

formaln¡ sum¦
n∑

k=1

xkyk przy czym granica sumowania b¦dzie wynikaªa z kontekstu. H⊥ to

dopeªnienie ortogonalne H.

De�nicja 0.1. Ukªad (xn;x
∗
n), gdzie xn ∈ X, a x∗n ∈ X∗ - przestrze« dualna do X, nazwiemy:

(i) biortogonalnym, o ile x∗k(xj) = δk,j dla k, j = 1, 2, ...,

(ii) totalnym, o ile warunek "x∗n(x) = 0 dla ka»dego n = 1, 2, ..." implikuje x = 0,

(iii) fundamentalnym, o ile [xn]
∞
n=1 = X (równowa»nie - warunek "x∗(xn) = 0 dla ka»dego

n = 1, 2, ..." implikuje x∗ = 0),

(iv) ograniczonym przez M, o ile ‖xn‖‖x∗n‖ ≤M dla ka»dego n = 1, 2, ....

De�nicja 0.2. Baza Auerbacha X to ukªad (xn;x
∗
n) speªniaj¡cy (i), (ii), (iii), o wªasno±ci

‖xn‖ = ‖x∗n‖ = 1 dla n = 1, 2, ....

Biortogonalny, totalny i fundamentalny ukªad jest te» w literaturze nazywany baz¡ Mar-
kushevicha.

De�nicja 0.3. Macierz Walsha o wymiarach 2r × 2r to ortonormalna macierz 2−r/2H(2r)
gdzie H(2r) de�niujemy indukcyjnie

H(2) =

[
1 1
1 −1

]
,

H(2k+1) =

[
H(2k) H(2k)
H(2k) −H(2k)

]
.
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De�nicja 0.4. N -wymiarow¡ Przestrze« Banacha X nazwiemy ε-Euklidesow¡, je»eli istnieje
N -wymiarowa przestrze« Hilberta lN2 oraz izomor�zm T : X → lN2 taki, »e

‖T‖‖T−1‖ < 1 + ε.

Twierdzenie (Dvoretzky, [DVR], [PIS]). Dla dowolnego ε > 0 i N - liczby naturalnej, istnieje

staªa C(ε,N) taka, »e ka»da przestrze« Banacha X o wymiarze co najmniej C(ε,N) posiada
N -wymiarow¡ ε-Euklidesow¡ podprzestrze«.

Twierdzenie (Borsuk, [BOR]). Niech f : Sn → Rn b¦dzie ci¡gªa oraz antypodyczna (f(−x) =
−f(x)), wówczas istnieje x ∈ Sn taki, »e f(x) = 0.

Twierdzenie (Hadamard, [HAD]). Niech A b¦dzie macierz¡ o wierszach v1, v2, ..., vn; wów-
czas

| det(A)| ≤
n∏

k=1

‖vk‖.

Twierdzenie (Helly, [MEG]). Niech X b¦dzie unormowan¡ przestrzeni¡, f1, f2, ..., fn ogra-

niczonymi funkcjonaªami na X, c1, c2, ..., cn skalarami i M > 0. Zaªó»my, »e dla dowolnych

α1, α2, ..., αn zachodzi ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

αkck

∣∣∣∣∣ ≤M
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

αkfk

∥∥∥∥∥ .
Wówczas dla dowolnego ε > 0 istnieje x ∈ X taki, »e ‖x‖ < M + ε oraz fj(x) = cj dla

j = 1, 2, ..., n.

Jako wniosek z powy»szego otrzymujemy.

Twierdzenie (Helly). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, x∗∗ ∈ X∗∗, x∗1, x∗2, ..., x∗n ∈ X∗
oraz ε > 0. Wówczas istnieje x ∈ X taki, »e ‖x‖ < ‖x∗∗‖ + ε oraz x∗j (x) = x∗∗(x∗j ) dla

j = 1, 2, ..., n.
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Rozdziaª 1

Ogólna teoria ukªadów

biortogonalnych

1.1. Przypadek sko«czenie wymiarowy

Twierdzenie 1.1 (Auerbach, [CBS]). Ka»da sko«czenie wymiarowa przestrze« Banacha ma

baz¦ Auerbacha.

Dowód. Niech n = dim(X) oraz X = span(v1, ..., vn). Niech V (z1, ..., zn) = det(y1, ..., yn)
gdzie yk to wektor wspóªrz¦dnych zk w bazie {vi}ni=1. V jest ci¡gª¡ funkcj¡ na produkcie
n kopii domkni¦tej kuli jednostkowej X, wobec czego osi¡ga swoje maksimum M w jakim±
punkcie (x1, ..., xn). Poªó»my

x∗k(x) = V (x1, ..., xk−1, x, xk+1, ..., xn)/M.

Z liniowo±ci wyznacznika wynika, »e s¡ to funkcjonaªy liniowe, a poniewa» wyznacznik zeruje
si¦ je»eli kolumny si¦ powtarzaj¡, ukªad jest biortogonalny. Równo±¢ ‖xk‖ = ‖x∗k‖ = 1 wynika
wprost z konstrukcji. Tak wi¦c (xk;x

∗
k)

n
k=1 jest baz¡ Auerbacha w X.

1.2. Przypadek niesko«czenie wymiarowy

Okazuje si¦, »e rozumowanie podobne do ortogonalizacji Gramma-Schmidta prowadzi nas do
uzyskania totalnego, fundamentalnego ukªadu biortogonalnego.

Twierdzenie 1.2 (Markushevich, [MAR], [CBS]). Niech X b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡

Banacha, wówczas X posiada ukªad biortogonalny, którego wektory s¡ fundamentalne, a funk-

cjonaªy totalne.

Dowód. O±rodkowo±¢ gwarantuje nam istnienie niezerowych wektorów takich, »e [yi]
∞
i=1 = X

oraz funkcjonaªów {y∗i }∞i=1 rozdzielaj¡cych punkty X. Indukcyjnie skonstruujemy poszuki-
wany ukªad. Niech x0 = 0 oraz x∗0 = 0. Niech teraz n > 0 i zaªó»my, »e wybrali±my ju» (xi;x

∗
i

dla i < n. Rozwa»my dwa przypadki.
1) n = 2k + 1 dla pewnego k ≥ 0. Niech j b¦dzie najmniejszym indeksem takim, »e

yj /∈ span(x1, x2, ..., xn−1), kªadziemy

xn = yj −
n−1∑
i=1

xix
∗
i (yj),
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dobieraj¡c teraz j′ tak aby y∗j′(xn) 6= 0 bierzemy

x∗n =

(
y∗j′ −

n−1∑
i=1

x∗i y
∗
j′(xi)

)
/y∗j′(xn).

2) n = 2k dla pewnego k ≥ 1. Niech j b¦dzie najmniejszym indeksem takim, »e y∗j /∈
span(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n−1), kªadziemy

xn = y∗j −
n−1∑
i=1

x∗i y
∗
j (xi),

dobieraj¡c teraz j′ tak aby x∗n(yj′) 6= 0 bierzemy

xn =

(
yj′ −

n−1∑
i=1

xix
∗
i (yj′)

)
/x∗n(yj′).

W ten sposób zapewniamy span({y∗i }ni=1) ⊂ span({x∗i }2ni=1) oraz span({yi}ni=1) ⊂ span({xi}2ni=1),
co w konsekwencji daje nam totalno±¢ i fundamentalno±¢. Biortogonalno±¢ wynika z samej
konstrukcji.

Niestety ta prosta konstrukcja zawodzi, je»eli chodzi o kontrol¦ norm. Konkretniej, nie
mo»emy zagwarantowa¢, »e supn ‖xn‖‖x∗n‖ <∞. Problem ten zostaª po raz pierwszy rozwi¡-
zany w pracy A. Peªczy«skiego i R. Ovsepiana [PEL1] ze staª¡ okoªo 20. Niedªugo pó¹niej w
[PEL2] A. Peªczy«ski poprawiª staª¡ do 1 + ε. Dowód bazuje na nast¦puj¡cym lemacie.

Lemat (Dvoretzky, Milman, [DVR], [MIL], [PEL2]). Dla δ > 0 oraz liczb naturalnych n,m,N
znajdziemy caªkowit¡ staª¡ M(δ, n,m,N) tak¡, »e je±li Y jest przestrzeni¡ Banacha wymiaru

wi¦kszego ni» M , to dla ka»dej E - n-wymiarowej podprzestrzeni liniowej Y oraz Y1 podprze-

strzeni liniowej Y kowymiaru m, istnieje F - podprzestrze« liniowa Y speªniaj¡ca nast¦puj¡ce

warunki:

(i) dimF = N,F ⊂ Y1, F ∩ E = {0},

(ii)

‖P‖ < 1 + δ,

gdzie P : E + F →na F jest rzutem takim, »e kerP = E,

(iii) istnieje izomor�zm T : lN2 →na F speªniaj¡cy

max(‖T‖, ‖T−1‖) < 1 + δ.

Dowód powy»szego lematu mo»na znale¹¢ w dodatku. Przejd¹my teraz do gªównego twier-
dzenia tej sekcji.

Twierdzenie 1.3 (Peªczy«ski, [PEL2]). Niech X b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡, o±rodkow¡

przestrzeni¡ Banacha. Wówczas, dla ka»dego ε > 0 istnieje ukªad biortogonalny (xn;x
∗
n) taki,

»e jego wektory s¡ fundamentalne, a funkcjonaªy totalne oraz supn ‖xn‖‖x∗n‖ < 1 + ε.

Dowód. O±rodkowo±¢ gwarantuje nam istnienie niezerowych wektorów takich, »e [yi]
∞
i=1 = X

oraz funkcjonaªów {y∗i }∞i=1 rozdzielaj¡cych punkty X. Ustalmy te» 0 < ε < 1. Indukcyjnie
skonstruujemy ukªad (xn;x

∗
n) i rosn¡cy ci¡g indeksów ns o wªa±ciwo±ciach:
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(i) (x1, x2, ..., xns ; x
∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
ns
) jest biortogonalny,

(ii) max (‖xk‖, ‖x∗k‖) < 1 + ε dla k = 1, 2, ..., ns,

(iii) span({xk}k≤n2s−1) ⊃ span({yk}k≤s),

(iv) span({x∗k}k≤n2s) ⊃ span({y∗k}k≤s),

dla s = 1, 2, .... Konstrukcj¦ zaczynamy od x0 = 0, x∗0 = 0 i n0 = 0. Przyjmijmy teraz,
»e dla s ≥ 0 udaªo nam si¦ skonstruowa¢ ukªad speªniaj¡cy (i) - (iv) dla wszystkich liczb
niewi¦kszych ni» s, poka»emy jak wykona¢ nast¦pny krok indukcji. W tym celu rozwa»ymy
dwa przypadki.

1) s + 1 = 2m − 1 dla pewnego m ≥ 0. Analogicznie jak w Twierdzeniu 1.2, u»ywaj¡c
biortogonalizacji mo»emy wybra¢ y ∈ X oraz y∗ ∈ X∗ tak aby

span(x1, x2, ..., xns , y) ⊃ span({yk}k≤m)

oraz ukªad
(x1, x2, ..., xns , y; x

∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
ns
, y∗)

byª biortogonalny. We¹my teraz r gwarantuj¡ce nam

‖y‖+ ‖y∗‖
2r/2

≤ ε/4

i poªó»my ns+1 = ns + 2r. Zaaplikujmy teraz lemat Dvoretzky'ego-Milmana dla Y = X,
N = 2r − 1, E = span(x1, x2, ..., xns , y), δ = ε/4, Y1 = ker y∗ ∩

⋂
k≤ns

kerx∗k, otrzymuj¡c F

- podprzestrze« X, rzut P oraz izomor�zm T . Przez ek b¦dziemy oznacza¢ wersory w lN2 , a
przez e∗k odpowiadaj¡ce im funkcjonaªy. Poªó»my teraz uk = Tek, u

∗
k = (T−1)∗e∗k i niech wk

oznacza k-ty wiersz macierzy Walsha o wymiarze 2r × 2r i niech

v = (y, u1, u2, ..., uN ),

v∗ = (y∗|E+F , P
∗u∗1, P

∗u∗2, ..., P
∗u∗n).

Dla i = 1, 2, .., 2r poªó»my xnt+i = (wi|v) oraz niech x∗nt+i b¦dzie przedªu»eniem zachowuj¡-
cym norm¦ funkcjonaªu (wi|v∗) ∈ (E+F )∗. Sprawdzimy teraz warunek (i), czyli x∗i (xk) = δik
gdzie i, k ≤ ns+1. Dla i, k ≤ ns dziaªa zaªo»enie indukcyjne, je»eli i, k > ns to korzystamy z
ortogonalno±ci macierzy Walsha i biortogonalno±ci ukªadu

(y, u1, u2, ..., uN ; y∗|E+F , P
∗u∗1, P

∗u∗2, ..., P
∗u∗n).

Przypadek i ≤ ns < k wynika z tego, »e x∗i (y) = 0 (tak wybrali±my y) oraz x∗i (uj) = 0
dla 1 ≤ j ≤ N , poniewa» F ⊂ kerx∗i . Pozostaªo rozpatrze¢ przypadek k ≤ ns < i. Mamy
y∗(xk) = 0, P ∗u∗j (xk) = u∗j (Pxk) = u∗j (0) = 0 dla 1 ≤ j ≤ N , gdy» xk ∈ E = kerP .
Sprawdzenie (ii) wymaga prostych oblicze«. Poniewa» ukªad {ek}k≤N jest ortonormalny,
mamy ∥∥∥∥∥∥

2r∑
j=2

wj
i ej−1

∥∥∥∥∥∥
2

=
2r∑
j=2

∥∥∥wj
i ej−1

∥∥∥2 = 2r∑
j=2

2−r = 1− 2r < 1,

analogicznie ∥∥∥∥∥∥
2r∑
j=2

wj
i e
∗
j−1

∥∥∥∥∥∥
2

< 1.
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Wobec tego

‖xnt+i‖ ≤ 2−r/2‖y‖+ ‖T‖

∥∥∥∥∥∥
2r∑
j=2

wj
i ej−1

∥∥∥∥∥∥ < ε/4 + 1 + ε/4 < 1 + ε,

‖x∗nt+i‖ ≤ 2−r/2‖y∗‖+ ‖P ∗‖‖(T−1)∗‖

∥∥∥∥∥∥
2r∑
j=2

wj
i e
∗
j−1

∥∥∥∥∥∥ < ε/4 + (1 + ε/4)2 < 1 + ε.

Warunek (iii) wynika wprost z konstrukcji, a (iv) dostajemy za darmo.
2) s + 1 = 2m dla pewnego m ≥ 0. Analogicznie jak w 1) mo»emy wybra¢ y ∈ X oraz

y∗ ∈ X∗ tak aby
span(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
ns
, y∗) ⊃ span({y∗k}k≤m)

oraz ukªad
(x1, x2, ..., xns , y; x

∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
ns
, y∗)

byª biortogonalny. We¹my te» r gwarantuj¡ce nam

‖y‖+ ‖y∗‖
2r/2

≤ ε/4

i poªó»my ns+1 = ns+2r. Ponownie aplikujemy lemat Dvoreztky'ego-Milmana tym razem dla
Y = X∗, N = 2r−1, E = span(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
ns
, y∗), δ = ε/4, Y1 = ker y∩

⋂
k≤ns

kerxk (element
X mo»na traktowa¢ jako funkcjonaª na X∗), otrzymuj¡c F - podprzestrze« X∗, rzut P oraz
izomor�zm T . Ponownie, poªó»my uk = Tek, u

∗
k = (T−1)∗e∗k (tym razem T : lN2 → X∗) i

v = (y∗, u1, u2, ..., uN ),

v∗ = (y|E+F , P
∗u∗1, P

∗u∗1, ..., P
∗u∗n).

Dla i = 1, 2, .., 2r niech x∗nt+i = (wi|v) oraz niech x∗∗nt+i b¦dzie przedªu»eniem zachowuj¡cym
norm¦ funkcjonaªu (wi|v∗). Na mocy twierdzenia Helly'ego mo»emy zde�niowa¢ xnt+i jako
element X taki, »e

‖xnt+i‖ ≤ ‖x∗∗nt+i‖(1 + ε/16)

oraz speªniaj¡cy dla k = 1, 2, ..., nt+1

x∗k(xnt+i) = x∗∗nt+i(x
∗
k).

Analogicznie jak w 1) warunki (i)-(iv) s¡ speªnione.

Przykªad o±rodkowej przestrzeni Banacha nie posiadaj¡cej fundamentalnego i totalnego
ukªadu biortogonalnego nie jest znany.
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Rozdziaª 2

Podprzestrzenie c0 sko«czonego
kowymiaru

2.1. Konstrukcja bazy Auerbacha

W rozdziale tym, dla dowolnej podprzestrzeni c0 sko«czonego kowymiaru podamy konstruk-
cj¦ fundamentalnego i totalnego ukªadu biortogonalnego. Naturalnie, zakªadamy »e podprze-
strze« ta jest domkni¦ta - tak aby byªa przestrzeni¡ Banacha.

Twierdzenie 2.1. Niech X b¦dzie podprzestrzeni¡ c0 i codim(X) = n ∈ N. Wówczas X ma

baz¦ Auerbacha.

Dowód. Najpierw rozwa»my przypadek n = 1.

We¹my niezerowe f ∈ c∗0 = l1 takie, »e X = ker f . Przedstawmy f =
∞∑
n=1

ane
∗
n, gdzie e

∗
n to

funkcjonaª odpowiadaj¡cy braniu n-tej wspóªrz¦dnej. Bez straty ogólno±ci (mo»emy przenu-
merowa¢ indeksy) przyjmijmy »e |a1| = supn |an| - to supremum jest osi¡gane i sko«czone, bo
an → 0. Poªó»my teraz dla n = 1, 2, ...

xn = en+1 −
an+1

a1
e1,

x∗n = e∗n+1,

jest jasne, »e x∗i (xj) = δij oraz ‖xn‖ = ‖x∗n‖ = 1 dla wszystkich n.

Poka»emy teraz, »e [xn]
∞
n=1 = X. We¹my y = (y1, y2, ...) ∈ X. Wówczas y =

∞∑
n=1

yn+1xn.

Wyja±nie« wymaga jedynie zgodno±¢ na pierwszej wspóªrz¦dnej, ale f(y) = 0, wi¦c y1 =

−1
a1

∞∑
n=2

ynan, st¡d

∞∑
n=1

yn+1xn =

∞∑
n=1

yn+1en+1 − e1
1

a1

∞∑
n=2

ynan =

∞∑
n=1

ynen = y.

Musimy jeszcze pokaza¢ totalno±¢. Niech y = (y1, y2, ...) ∈ X i x∗n(y) = 0 dla wszystkich n
st¡d yi = 0 dla i > 1, czyli f(y) = a1y1 = 0 wi¦c musi by¢ te» y1 = 0.

Uogólnijmy teraz powy»sze rozumowanie na przypadek n > 1.
Niech

X =
n⋂

k=1

ker fk,
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f i =

∞∑
n=1

f ine
∗
n,

gdzie f j ∈ l1 dla j = 1, 2, .., n i funkcjonaªy te s¡ liniowo niezale»ne. Rozwa»my teraz niesko«-
czon¡ macierz, w której wiersze wpisano wspóªrz¦dne funkcjonaªów D = [f ij ]

1≤i≤n
1≤j≤∞ i niech A

b¦dzie macierz¡ (n × n) zªo»on¡ z jej pierwszych n kolumn i zaªó»my przez moment »e ma
ona maksymalny (co do moduªu) wyznacznik spo±ród wszystkich macierzy n× n zªo»onych z
kolumn D (istnienie A uzasadnimy pó¹niej). Przyst¡pmy teraz do konstrukcji ukªadu biorto-
gonalnego. Chcieliby±my post¡pi¢ analogicznie jak w przypadku n = 1, czyli dla k = 1, 2, ...
obra¢

x∗k = e∗n+k,

xk = en+k + v,

gdzie v zale»y tylko od pierwszych n wspóªrz¦dnych (v b¦dzie dobrane dla konkretnego k,
ale maj¡c na uwadze jasno±¢ zapisu, nie uwzgl¦dniamy tego w notacji). Niech wi¦c v =
(v1, v2, ..., vn, 0, ...) i policzmy jakie powinny by¢ warto±ci wspóªrz¦dnych. Skoro xk ∈ X to
musi zerowa¢ si¦ na ka»dym z funkcjonaªów f j dla j = 0, 1, 2, ..., n daje nam to n równa«

f j1v1 + f j2v2 + ...+ f jnvn + f jn+k = 0.

Zapiszmy je w postaci macierzowej

A


v1
..
..
vn

 =


−f1k+n

..

..
−fnk+n

 .
Na podstawie wzorów Cramera natychmiast otrzymujemy

vi =
det(Ai)

det(A)
,

gdzie Ai oznacza macierz A, przy czym za i-t¡ kolumn¦ wstawiono wektor
−f1n+k

−f2n+k

..
−fnn+k

 .
Zauwa»my teraz, »e

|vi| =
∣∣∣∣det(Ai)

det(A)

∣∣∣∣ ≤ 1,

gdy» −det(Ai) to wyznacznik macierzy skªadaj¡cej si¦ z pierwszych n kolumn macierzy D,
gdzie za i-t¡ wstawiono kolumn¦ numer n + k (macierzy D) i z "maksymalno±ci"A wiemy,
»e |det(Ai)| ≤ |det(A)|. Pami¦taj¡c, »e xk = en+k + v otrzymujemy ‖xk‖ = 1. Równo±ci
‖x∗k‖ = 1 oraz x∗k(xj) = δk,j wynikaj¡ wprost z konstrukcji.

Poka»emy teraz, »e [xk]
∞
k=1 = X. We¹my y = (y1, y2, ...) ∈ X. Wówczas y =

∞∑
k=1

yn+kxk,

faktycznie, wyja±nie« wymaga jedynie zgodno±¢ na pierwszych n wspóªrz¦dnych. Warunek
f j(y) = 0 dla ka»dego 1 ≤ j ≤ n zadaje nam ukªad równa« na pierwszych n wspóªrz¦dnych
wektora y

f j1y1 + f j2y2 + ...+ f jnyn = −
∞∑
k=n

f jkyk.
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Ukªad ten ma jednoznaczne rozwi¡zanie, gdy» A jest nieosobliwa, a z ci¡gªo±ci wyznacznika
wynika, »e rozwi¡zania te zale»¡ w sposób ci¡gªy od prawych stron równo±ci. Poniewa» mamy
do czynienia ze zbie»nymi szeregami, to rozwa»aj¡c sko«czone, dostatecznie dalekie sumy,
odpowiadaj¡ce wektorom yM , gdzie yMk = yk dla n < k < M , a yM1 , y

M
2 , ..., y

M
n s¡ dobrane

tak aby yM ∈ X (nieosobliwo±¢ A), otrzymujemy coraz lepsze przybli»enia y wektorami z
span{xn}∞n=1.

Totalno±¢ jest jasna, niech y = (y1, y2, ...) ∈ X i x∗k(y) = 0 dla k = 1, 2, ..., st¡d yi = 0 dla
i > n, natomiast dla i ≤ n z pomoc¡ przychodzi nam nieosobliwo±¢ A.

Pozostaªo nam uwolni¢ si¦ od zaªo»enia dotycz¡cego macierzy A. Poka»emy, »e macierz
maksymalizuj¡ca wyznacznik faktycznie istnieje. O takiej macierzy b¦dziemy mówi¢, »e jest
maksymalna. Z niezale»no±ci {f j}1≤j≤n mamym takie, »e macierz [f ij ]

1≤i≤n
1≤j≤m ma rz¡d n, niech

teraz B b¦dzie macierz¡ skªadaj¡c¡ si¦ z liniowo niezale»nych kolumn tej macierzy. Poªó»my

M = sup
k

∥∥(f1k , ..., fnk )∥∥
(M jest sko«czone i osi¡gane, bo fk ∈ l1). We¹my teraz N > m tak du»e aby miaªa miejsce
nierówno±¢

Mn−1 ‖v‖ < |det(B)| ,

gdzie v jest dowoln¡ kolumn¡ D, dalsz¡ ni» N . Poniewa» na mocy nierówno±¢ Hadamarda
wyznacznik szacuje si¦ przez iloczyn norm kolumn, natychmiast otrzymujemy »e macierz mak-
symalna nie mo»e mie¢ kolumn dalszych ni»N -te w macierzyD, czyli aby j¡ znale¹¢ wystarczy
rozwa»y¢ pierwsze N kolumn, a st¡d ju» wynika, »e z dokªadno±ci¡ do przenumerowania in-
deksów, mo»emy zakªada¢, »e pierwsze n kolumn macierzy D jest maksymalne.
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Dodatek A

Dowód lematu

Dvoretzky'ego-Milmana

W dowodzie przyda si¦ nam nast¦puj¡cy lemat.

Lemat (Krasnosel'skii, Krein, Milman, [KKM], [PEL2]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Ba-

nacha, a E jej n-wymiarow¡ podprzestrzeni¡. Wówczas dla ka»dej F - podprzestrzeni X o

wymiarze przekraczaj¡cym n, takiej, »e F ∩ E = {0} istnieje f ∈ F o wªasno±ci

‖f‖ = ‖h(f)‖ = 1,

gdzie h : X → X/E jest odwzorowaniem ilorazowym.

Dowód. Bez straty ogólno±ci niech dimF = n+1. Zaªó»my najpierw, »e X jest ±ci±le wypukªa
(jej kula jednostkowa nie zawiera odcinków). Niech S oznacza sfer¦ jednostkow¡ w przestrzeni
F , a (e1, e2, ..., en) b¦dzie baz¡ E. Dla j = 1, 2, ..., n zde�niujmy odwzorowania gj : S → R
wzorem

gj(x) =

{
0 je»eli ‖tej + x‖ ≥ 1 dla ka»dego t,
t je»eli t 6= 0 i ‖tej + x‖ = 1.

Na mocy naszego zaªo»enia funkcje te s¡ dobrze zde�niowane, ci¡gªe oraz antypodyczne.
Wreszcie, zde�niujmy g : S → Rn

g(x) = (g1(x), g2(x), ..., gn(x)).

Poniewa» g jest ci¡gªe i antypodyczne, to na mocy twierdzenia Borsuka istnieje f ∈ S takie,
»e g(f) = 0. Z tego wynika ju», »e ‖f +e‖ ≥ 1 dla dowolnego e ∈ E, wobec czego ‖h(f)‖ = 1.

Je»eli X nie jest ±ci±le wypukªa, to perturbuj¡c norm¦ i korzystaj¡c z dowiedzionej ju»
wersji twierdzenia, znajdziemy fk takie, »e ‖fk‖ = 1 oraz |‖h(f)‖ − 1| < 1/k, gdzie k =
1, 2, .... Pami¦taj¡c, »e F byªa sko«czonego wymiaru, mo»emy wyci¡gn¡¢ zbie»ny podci¡g i
przechodz¡c w nim do granicy otrzymujemy tez¦.

Mo»emy teraz przej±¢ do dowodu lematu Dvoreztky'ego-Milmana. Wystarczy nam nast¦-
puj¡ca wersja.

Lemat (Dvoretzky, Milman, [DVR], [MIL]). Dla dowolnych liczb dodatnich q, n oraz 1 > δ >
0 istnieje staªa M zale»na od q, n, δ o nast¦puj¡cej wªasno±ci: je±li Y jest przestrzeni¡ Ba-

nacha o wymiarze przewy»szaj¡cym M , E n-wymiarow¡ podprzestrzeni¡ Y , wówczas istnieje
Z δ − Euklidesowa q-wymiarowa podprzestrze« Y taka, »e dla dowolnego e ∈ E i z ∈ Z

(1 + δ)‖e+ z‖ ≥ ‖z‖.
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Dowód. Poªó»my

ε = min(δ, (1 + δ)1/4 − 1),

Niech h : Y → Y/E b¦dzie odwzorowaniem ilorazowym. Zaªó»my przez moment, »e udaªo
nam si¦ znale¹¢ X ε-Euklidesow¡ podprzestrze« Y o wymiarze 2q+n−1 tak¡, »e X∩E = {0}
(w szczególno±ci h obci¦te do X to identyczno±¢). Mamy wi¦c izomor�zmy: U : l22q+n−1 → X

oraz V : h(X) → l22q+n−1 o wªasno±ci max(‖U‖‖U−1‖, ‖V ‖‖V −1‖) < 1 + ε. Rozwa»my

te» operator T : l22q+n−1 → l22q+n−1 zadany wzorem T = V hU . Zaobserwujmy nast¦puj¡c¡

wªasno±¢ operatora T , niech W b¦dzie dowoln¡ podprzestrzeni¡ l22q+n−1 o wymiarze co naj-

mniej n + 1, wówczas mo»emy znale¹¢ w ∈ W takie, »e ‖w‖ = 1 oraz ‖Tw‖ ≥ (1 + ε)−2.
Istotnie, z lematu Krasnosel'skiiego-Kreina-Milmana mo»emy znale¹¢ u ∈ U(W ) takie, »e
‖u‖ = ‖h(u)‖ = 1 poªó»my

w =
U−1u

‖U−1u‖
,

widzimy, »e

1 = ‖w‖ ≤ (1 + ε)‖Uw‖ = (1 + ε)
‖u‖
‖U−1u‖

= (1 + ε)
‖V −1V hu‖
‖U−1u‖

≤ (1 + ε)2
‖V hu‖
‖U−1u‖

= (1 + ε)2
‖V hUU−1u‖
‖U−1u‖

= (1 + ε)2
∥∥∥∥T U−1u

‖U−1u‖

∥∥∥∥ = (1 + ε)2‖Tw‖.

Niech teraz H b¦dzie dowoln¡ j−1 wymiarow¡ podprzestrzeni¡ l22q+n−1, przy czym 1 ≤ j ≤ q.
Korzystaj¡c z równo±ci dim(A ∩B) = dim(A) + dim(B)− dim(A+B) mamy

dim
(
H⊥ ∩ T−1(T (H)⊥)

)
≥ 2q + n− 1− 2(j − 1) ≥ n+ 1.

Posªu»my si¦ teraz obserwacj¡ odno±nie T dla kolejnych podprzestrzeni H0, H1, ...,Hq ∈
l22q+n−1 gdzie H0 = 0 i Hj = span(g1, g2, ..., gj). Pozwala nam to indukcyjnie zde�nio-

wa¢ ci¡g (g1, g2, ..., gq) tak, aby dla j = 1, 2, ..., q ‖gj‖ = 1 oraz ‖Tgj‖ ≥ (1 + ε)−2, przy
czym gj ∈ H⊥j−1 ∩ T−1(T (Hj−1)

⊥). Konstrukcja zapewniªa nam, »e ci¡gi (g1, g2, ..., gq) oraz
(Tg1, T g2, ..., T gq) s¡ ortogonalne. Nadto, dla g ∈ Hq mamy

g =
N∑
j=1

tjgj ,

‖Tg‖2 =
N∑
j=1

|tj |2‖Tgj‖2 ≥ (1 + ε)−4
N∑
j=1

|tj |2 = (1 + ε)−4‖g‖2.

Mo»emy ju» zde�niowa¢ Z = U(Hq) i policzy¢

‖e+ z‖ ≥ ‖h(z)‖ = ‖V −1TU−1z‖ ≥ (1 + ε)−1‖TU−1z‖ ≥ (1 + ε)−3‖U−1z‖ ≥ (1 + ε)−4‖z‖,

a wi¦c (1 + δ)‖e+ z‖ ≥ ‖z‖.
Aby zako«czy¢ dowód, musimy jeszcze pokaza¢, jak znale¹¢ X o po»¡danych wªasno±ciach.

Niech

M = C(ε, C(ε, 2q + 2n− 1)− n) + n,

gdzie C(·, ·) jest staª¡ z twierdzenia Dvoretzky'ego. Mamy dim(Y/E) ≥ C(ε, C(ε, 2q + 2n −
1) − n). Na mocy twierdzenia Dvoretzky'ego istnieje Y1 ε-Euklidesowa podprzestrze« Y/E
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o wymiarze C(ε, 2q + 2n − 1)) − n, czyli dimh−1(Y1) = C(ε, 2q + 2n − 1)) wobec tego,
znajdziemy Y2 ε-Euklidesow¡ podprzestrze« h−1(Y1) o wymiarze 2q + 2n − 1. W ko«cu,
Poniewa» dimE = n to uda nam si¦ znale¹¢ X ε-Euklidesow¡ podprzestrze« Y2 o wymiarze
2q + n− 1 tak¡, »e X ∩ E = {0}.

Aby otrzyma¢ wersj¦ z rozdziaªu pierwszego, stosujemy powy»szy lemat dla q = N +m
otrzymuj¡c (N+m)-wymiarow¡ δ-Euklidesow¡ podprzestrze« Y . Poniewa» mo»emy rozwa»y¢
jej przeci¦cie z Y1 otrzymujemy (w razie potrzeby przechodz¡c do podprzestrzeni) F ⊂ Y1 N -
wymiarow¡, δ-euklidesow¡ podprzestrze« Y . Poniewa» dla dowolnego e ∈ E i f ∈ F

(1 + δ)‖e+ f‖ ≥ ‖f‖,

otrzymujemy E ∩ F = {0} oraz rzut P : E + F →na F taki, »e kerP = E oraz ‖P‖ < 1 + δ.

17





Bibliogra�a

[CBS] Lindenstrauss J., Tzafriri L., Classical Banach Spaces. I. Sequence Spaces, Springer-
Verlag, (1977).

[MAR] Markushevich A. I, On a basis in the wide sense for linear spaces, Dokl. Akad. Nauk
41, 241-244 (1943).

[PEL1] Peªczy«ski A., Ovsepian R. I., The existence in every separable Banach space of a

fundamental and bounded biorthogonal sequence and related constructions of uniformly

bounded orthonormal systems in L2, Studia Math. 54, 149-159 (1975).

[PEL2] Peªczy«ski A., All separable Banach spaces admit for every ε > 0 fundamental and

total biorthogonal sequences bounded by 1 + ε, Studia Math. 55, 295-304 (1976).

[PIS] Pisier G., The volume of convex bodies and Banach space geometry, Cambridge Tracts
in Mathematics 94, Cambridge University Press, (1989).

[DVR] Dvoretzky A., Some results on convex bodies and Banach spaces, Proc. Int. Symp. on
Linear Spaces, Jerusalem, 123-160 (1961).

[MIL] Milman V. D., Geometric theory of Banach spaces, II. Geometry of the unit ball, Uspehi
Mat. Nauk 26 (1971).

[BOR] Borsuk K., Drei Satze über die n-diemnsionalen Euklidische Sphäre, Fund. Math. 21,
236-243, (1933).

[KKM] Krasnosel'skii M. A., Krein M. G., Milman D. P., On defect numbers of linear opera-

tors in Banach spaces and on some geometric questions, Sb. Trud. Mat. Inst. AN USSR
11, 97-112 (1948).

[HAD] Hadamard J., Résolution d'une question relative aux déterminants, Bulletin des scien-
ces math, (1893).

[MEG] Megginson R., An introduction to Banach space theory, Graduate Texts in Mathema-
tics 183, Springer Verlag, (1998).

19


