Prosta Simsona

Twierdzenie 1. Punkt P lezy na okregu opisanym na trojkacie ABC wtedy i tylko wtedy gdy jego
rzuty prostopadle na proste BC, CA, AB sa wspéliniowe.

Dowdd. Oznaczmy rzuty punktu P na proste BC,CA, AB przez D, E, F odpowiednio. Niech <(k,1)
oznacza kat skierowany miedzy prostymi k, [, tzn. miare kata, ktory zatoczymy przez obracanie prostej k
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara wokdél pewnego punktu az do momentu, w ktérym k,[ stang
sie rownolegte. Jest to wygodna notacja, bowiem niezaleznie od polozenia punktéw XY, Z, T zachodza
réwnowaznosci: punkty X,Y, Z, T leza na okregu <— <(XY,YZ) = <«(XT,TZ) oraz X,Y, Z leza na
jednej proste] <= <(XY,YT) = <(ZY,YT).
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Punkty A, F, P, E leza na okregu o $rednicy AP, a punkty B, F, P, D na okregu o srednicy BP. Mamy
zatem réwnosci <(CA, AP) = <(FA, AP) = <(EF, FP) oraz <(CB, BP) = <(DB, BP) = <(DF, FP).

Zatem punkty A, B,C, P leza na okregu < <(C'A, AP) = <(CB, BP) <= <(EF,FP) = <(DF,FP)
<= punkty D, E, F' sa wspélliniowe. [

Definicja 2. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w oraz punkt P € w. Prosta Simsona punktu P
wzgledem trojkata ABC nazywamy prosta przechodzaca przez rzuty prostopadie punktu P na proste
BC, CA, AB.

Jezeli z kontekstu wiadomo wzgledem ktorego trdjkata rozwazamy prosta Simsona pewnego punktu,
bedziemy moéwié po prostu: prosta Simsona punktu P.

W dalszej czedci przedstawimy rozwiazania kilku zadan i to tylko dla konfiguracji przedstawionych na
rysunkach. Przeprowadzenie analogicznych dowodéw dla pozostaltych konfiguracji (tam gdzie to potrzeb-
ne) pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie. Pozostale zadania Czytelnik powinien rozwiazaé sam.
Niektore z nich zawieraja wskazoéwki. Kolejno$¢ zadan nie ma nic wspolnego z ich poziomem trudnosci.

Zadanie 3. Odbicia ortocentrum wzgledem bokéw leza na okregu opisanym.

Rozwigzanie. Przy oznaczeniach z rysunku mamy <CH'B = <BHC = <EHF =7 — <BAC. O
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Zadanie 4. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w oraz punkt P € w. Obierzmy punkt @Q € w tak,
ze PQ L BC. Wykazaé, ze prosta Simsona punktu P jest réwnolegla do prostej AQ.

Rozwigzanie. Przy oznaczeniach z rysunku mamy <PDFE = <PCE = <PCA = <PQA. O

Zadanie 5. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w i jego ortocentrum H. Wowczas dla dowolnego
punktu P € w jego prosta Simsona potowi odcinek PH.
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Rozwigzanie. Niech R bedzie odbiciem P wzgledem BC
oraz niech () bedzie przecieciem przecieciem prostej PR
z w. 7Z zadania 3 wynika, ze punkty B,C, R, H leza na
okregu w’, ktéry jest odbiciem w wzgledem BC. Latwo
widzieé, ze okrag w' jest okregiem w przesunietym o wektor
AH. Stad czworokat AHRQ jest rownoleglobokiem, a
zatem RH || AQ. Z zadania 4 wynika, ze AQ || DE. Zatem
DE || RH i skoro D jest érodkiem PR, to DE przechodzi
przez $rodek odcinka PH. [

rys. 5

Zadanie 6. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w i jego ortocentrum H. Punkt P lezy na w.
Punkty XY, Z sg odbiciami punktu P wzgledem bokéw trojkata ABC. Wykazaé, ze punkty X, Y, Z, H
leza na jednej prostej.

Wskazowka. Skorzystaé z zadania 5.

Zadanie 7. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w oraz punkty P,Q € w. Wykazaé, ze kat miedzy
prostymi Simsona punktéw P, Q réwny jest katowi opartemu na huku PQ.

Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 4.

Zadanie 8. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w oraz Srednica PQ tego okregu. Wykazaé, ze
proste Simsona punktéow P, @) sg prostopadle, a ich przeciecie lezy na okregu Feuerbacha.

Rozwigzanie. Prostopadlos¢ prostych Simsona wynika z zadania 7. Przez punkt P poprowadzmy prosta
rownolegla do prostej Simsona punktu @, a przez punkt ) prosta réwnolegta do prostej Simsona punktu
P. Niech te dwie proste przecinaja sie w punkcie R. Wéwczas <@QRP jest prosty, zatem R € w. Roz-
wazajac jednokladno$é o érodku w ortocentrum i skali %, dochodzimy do wniosku ze obrazem punktu
R jest punkt wspélny prostych Simsona punktéw P, Q (korzystamy tu z zadania 5). Oznacza to, ze ten
punkt lezy na okregu Feuerbacha. [

Zadanie 9. Dane sg punkty A, B, C, D, E takie, ze czworokat ABC' D jest réwnoleglobokiem, a czworokat
BCED jest wpisany w okrag. Prosta [ przechodzaca przez A przecina wnetrze odcinka C'D w punkcie
F, a prosta BC' w punkcie G. Przypusémy, ze EF = EG = EC. Wykazaé, ze | jest dwusieczng kata
<DAB.

Wskazowka. Wykazaé, ze prosta Simsona punktu E wzgledem tréjkata BC'D przechodzi przez srodek
rownolegloboku ABCD. Wywnioskowaé, ze DE = EB.

Zadanie 10. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w oraz punkt P € w. Wykazaé ze odbicie prostej
AP wzgledem dwusiecznej kata <BAC jest prostopadle do prostej Simsona punktu P.

Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 4.



Zadanie 11. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w. Niech punkty D, F, F' beda érodkami tukéow
BAC,CBA, ACB. Wykazaé, ze proste Simsona punktéow D, E, F' sa wspolpekowe.

Wskazowka. Skorzystaé z zadania 4. Wykazaé, ze punktem wspdlnym tych prostych jest srodek okregu
wpisanego tréjkata $rodkowego.

Zadanie 12. Dany jest trojkat ABC wpisany w okrag w. Punkt K € w i punkt A leza po przeciwnych
stronach prostej BC. Punkty L, M sa odbiciami punktu K wzgledem AB, BC. Okrag przechodzacy
przez punkty B, L, M przecina w po raz drugi w punkcie E. Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC.
Wykazaé, ze proste KH, EM, BC' maja punkt wspélny.

Wskazowka. Skorzystaé z zadania 6.

Zadanie 13. Niech ABCD bedzie czworokatem, w ktéry mozna wpisaé¢ okrag. Niech punkt M lezy
na odcinku BC'. Niech N bedzie punktem wspoélnym prostych AM,CD. Niech I, I, I3 beda srodkami
okregéw wpisanych w trojkaty ABM, MNC, NDA. Wykazaé, ze ortocentrum tréjkata I1-13 lezy na
prostej AM.

Wskazowka. Wykazaé, ze punkty Iy, Iz, Is, C leza na okregu. Skorzysta¢ z zadania 6.

Zadanie 14. Dana jest prosta k oraz rézne punkty A, B,C € k, P ¢ k. Wykazaé, ze okrag przechodzacy
przez $rodki okregéw opisanych na tréjkatach PBC, PC A, PAB przechodzi przez punkt P.

Zadanie 15. Punkty A, B, C, D leza na okregu. Rozwazmy proste Simsona punktéw A, B, C, D wzgledem
tréjkatéw BCD,CDA, DAB, ABC odpowiednio. Wykazaé, ze sg one wspolpekowe.

Zadanie 16. Punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC wtedy i tylko wtedy gdy jego rzuty
pod danym katem ¢ na proste BC, CA, AB sa wspélliniowe. Przez rzut punktu X pod katem ¢ na
prosta k rozumiemy punkt Y € k taki, ze <(XY, k) = .

Zadanie 17. Punkt P lezy na okregu opisanym na czworokacie ABC'D. Oznaczmy proste Simsona punk-
tu P wzgledem tréjkatéw BCD,CDA, DAB, ABC przez la,lp,lc,lp. Wykazaé, ze rzuty prostopadle
punktu P na proste la,lp,lc,lp sa wspdlliniowe.

Zadanie 18. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w oraz $rednica PQ okregu w. Punkt R wybrano
tak, ze prosta PR jest prostopadta do prostej Simsona punktu @), a prosta QR jest prostopadla do proste;j
Simsona punktu P. Wykazaé, ze R € w oraz ze prosta Simsona punktu R jest réwnolegta do PQ.

Zadanie 19. Dane sg trojkaty ABC i DEF wpisane w okrag w. Na okregu w wybrano punkt P.
Wykazaé, ze kat miedzy prostymi Simsona punktu P wzgledem trojkatow ABC' i DEF nie zalezy od
jego wyboru.

Zadanie 20. Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag w. Punkty P,Q, R sa rzutami punktu D
na proste BC,CA, AB. Wykazaé, ze PQ = QR wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne katéw ABC, ADC
oraz prosta AC' majg punkt wspdlny.

Zadanie 21. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag w oraz cieciwa PQ || BC. Proste Simsona
punktow P i @) przecinaja sie w punkcie X. Wykazaé¢, ze AX 1 BC.

Zadanie 22. Dany jest trojkat ABC oraz jego wysokosci AD, BE,CF. Wykazaé, ze rzuty punktu D
na proste AB, AC, BE,CF' sa wspotliniowe.
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