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Juz niedtugo kolejne brakujace rzeczy.

1 Garsé twierdzen i definicji

Definicja 1.1. Dane sa proste AB, AC, AD. Prosta AE taka, ze ZEAB = /DAC, nazywa si¢ prostg izogo-
nalnie sprzezong do AD wzgledem kata BAC.

Definicja 1.2. Dany jest trojkat ABC oraz punkt P. Proste izogonalnie sprzezone do AP, BP,CP wzgle-
dem katéw BAC,CBA, ACB przecinaja sie w jednym punkcie, zwanym izogonalnym sprzezeniem punktu P
wzgledem tréjkata ABC.

Definicja 1.3. Dany jest tréjkat ABC oraz punkt P. Proste AP, BP,CP przecinaja proste BC,CA, AB
w punktach D, E, F. Punkty K, L, M sg odbiciami punktéw D, E, F' wzgledem $rodkéw odcinkéw BC,C A, AB.
Woéwezas punkt wspdlny prostych AK, BL, CM nazywamy punktem izotomicznie sprzezonym do P wzgledem
trojkata ABC.

Wprowadzimy teraz kilka punktéw szczegdlnych trojkata. Bedziemy uzywaé standardowych oznaczen takich
jak G, N, I, O itp. oraz oznaczen z Encyclopedia of triangle centers takich jak X7, X4, Xyq0 itp.

Definicja 1.4. Srodek okregu wpisanego w trojkat jest punktem przecigcia dwusiecznych katéw. Oznacza-
my go I lub X,

Definicja 1.5. Srodkiem ciezkosci tréjkata nazywamy punkt przeciecia $rodkowych. Oznaczamy go G lub
Xo.

Definicja 1.6. Srodek okregu opisanego oznaczamy przez O lub Xs.
Definicja 1.7. Ortocentrum tréjkata nazywamy punkt przeciecia wysokoéci. Oznaczamy go H lub Xj.

Definicja 1.8. Okrag dziewigciu punktéw to okrag przechodzacy przez srodki bokéw, spodki wysokosci oraz
srodki odcinkéw AH, BH,CH.

Definicja 1.9. Srodek okregu dziewieciu punktéw oznaczamy przez N lub Xs.

Definicja 1.10. Punkt Lemoine’a to izogonalne sprzezenie srodka cigzkosci. Oznaczamy je L lub Xg.
Definicja 1.11. Gergonne

Definicja 1.12. Nagel

Definicja 1.13. izog sprz gergona

Definicja 1.14. izog sprz nagela

Definicja 1.15. kosnita

Definicja 1.16. jeszcze jakie$ punkty

Definicja 1.17. wiecej punktéw



Definicja 1.18. prosta eulera
Definicja 1.19. prosta nagela
Definicja 1.20. schiffler jeszcze

Definicja 1.21.

2 Wprowadzenie do krzywych stozkowych

Definicja 2.22. Krzywsg stozkowa nazywamy przekrdj stozka plaszczyzna.

Oczywiscie plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholek stozka przecina stozek albo w jednym punkcie, albo
wzdtuz prostej, albo wzdluz dwoch prostych przecinajacych sie. Te przypadki sg nieciekawe. Znacznie bardziej
interesujace jest, gdy plaszczyzna tnaca nie przechodzi przez wierzcholek stozka. Okazuje sie, ze moze ona prze-
ciac stozek na trzy rézne sposoby!

Definicja 2.23. Elipsa nazywamy przekrdj stozka plaszczyzna, ktéra tworzy z osia stozka kat wiekszy niz
polowe rozwarcia stozka.

Definicja 2.24. Hiperbolg nazywamy przekrdj stozka plaszczyzna, ktéra tworzy z osiag stozka kat mniej-
szy niz potowe rozwarcia stozka.

Definicja 2.25. Parabola nazywamy przekroj stozka plaszczyzna, ktéra tworzy z osig stozka kat rowny potowie
rozwarcia stozka.

Powiemy teraz, co to sa ogniska.

Rozwazmy stozek C o wierzchotku S. Niech elipsa £ bedzie przecigciem plaszczyzny 7 z C. Rozwazmy sfery
S1, S, wpisane w stozek C ktore sa styczne do plaszezyzny 7 w punktach F, G. Oznaczmy okregi stycznosci sfer
S1, 8, ze stozkiem C przez wi,ws. Rozwazmy dowolny punkt P na elipsie £. Niech prosta PS przecina okregi
w1, wy W punktach A, B. Zauwazmy, ze PA = PF, gdyz sa to odcinki styczne do sfery 1. Podobnie, PB = PG,
gdyz sa to odcinki styczne do sfery Sy. Zatem PF + PG = PA+ PB = AB. Dlugo$¢ odcinka AB nie zalezy od
wyboru punktu P. Mozemy wiec sformutowaé nastepujace

Twierdzenie 2.26. Elipsa jest zbiorem punktéw P takich, ze suma odleglosci od dwoch ustalonych punktéw
F, G jest stala. Punkty F, G nazywamy ogniskami elipsy, a warto$¢ PF + PG - osig wielka elipsy.

Podobne rachunki mozna przeprowadzi¢ dla hiperboli. Jako ¢wiczenie zostawiamy wykazanie ponizszego twier-
dzenia.

Twierdzenie 2.27. Pokazaé, ze hiperbola to zbiér punktéw P takich, ze |PF — PG| = const (przy usta-
lonych punktach F,G, ktére nazywamy ogniskami hiperboli).

Nieco inaczej jest przy paraboli, gdyz nie mozemy wpisa¢ dwoch sfer jak powyzej, ale tylko jedna.

Rozwazmy stozek C o wierzchotku S i osi a. Niech parabola H bedzie przecigciem plaszczyzny 7 z C. Rozwazmy
sfere S wpisana w stozek C, ktéra jest styczna to plaszczyzny 7 w punkcie F. Oznaczmy okrag stycznosci sfery S
ze stozkiem C przez w. Oznaczmy plaszczyzne zawierajaca okrag w przez o. Niech plaszczyzny 7, o przecinaja sie
wzdluz prostej . Rozwazmy dowolny punkt P na paraboli P. Oznaczmy jego rzuty prostokatne na plaszczyzne
o oraz na prostg [ przez @Q oraz R. Niech PS przecina w w punkcie A. Z twierdzenia o trzech prostopadtych
wiemy, ze QR 1 [. Katy ZQPR oraz ZQPA maja miare réwng polowie kata rozwarcia stozka. Zatem trojkaty
prostokatne PQR oraz PQA sa przystajace. Stad PR = PA, a skoro PF = PA (odcinki styczne do sfery), to
PR = PF. Otrzymaliémy zatem ponizsze

Twierdzenie 2.28. Parabola jest zbiorem punktéow P, ktére sa rownoodlegle od ustalonego punktu F' oraz
od ustalonej prostej I. Punkt F' nazywamy ogniskiem paraboli, a prosta [ jej kierownica.

Naturalnym pytaniem jest, czy mozna co$ podobnego jak wyzej wyprowadzi¢ dla elipsy i hiperboli. Odpo-



wiedz brzmi: mozna. Pozostawiamy jako ¢wiczenie wykazanie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.29. Krzywa stozkowa jest zbiorem punktéw P takich, ze iloraz odlegtoéci punktu P od
ustalonego punktu F' przez odlegtos¢ punktu P od ustalonej prostej [ jest staly. Stosunek ten, oznaczany za-
zwyczaj litera e, nazywamy mimosrodem krzywej stozkowej. Prosta [ zwie sie kierownica, a punkt F' ogniskiem.
Gdy e > 1, to stozkowa jest hiperbola, gdy e = 1 to jest parabola, a gdy e < 1, to jest elipsa.

Wskazéwka. Przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie do powyzszego. Dazy¢ do tego, ze (przy oznaczeniach

poprzedniego dowodu) PA _ cos LQPR e
z Vs W — = =
PR  cos/ZQPA

Krzywe stozkowe czasami nazywa si¢ krzywymi drugiego stopnia. Za chwile przekonamy sie¢ skad ta nazwa.

Rozwazmy stozek o wierzchotku S i kacie rozwarcia 2« oraz krzywa stozkowsa bedaca przecigciem tego stozka z

pewny plaszczyzna. Wprowadzmy uklad wspoélrzednych tak, aby plaszczyzna okreslona rownaniem z = 0 zawie-

rala nasza krzywa stozkowa, zeby punkt S mial wspoélrzedne (0, a, b) oraz zeby o$ stozka przechodzila przez punkt

(0,0,0). Rozwazany stozek jest zbiorem punktéw (z,y, z) takich, ze kat miedzy wektorami [0, —a, —b], [z,y —
<[07 —a, _b]v [x,y — a4,z = bD

a,z — b] wynosi a. Zatem stozek mozna opisa¢ réwnaniem ¢ = cosa = =

[0, —a, =0][ - [z, y — a,z = 1]

a? —ay +b% — bz
V(@ +0%) (2?2 + (y — a)? + (2 = b)?)
a’ —ay +b*
V(@ +02)(a? + (y — a)? + b?)
a to jest rownanie, w ktérym zmienne wystepuja w maksymalnie drugiej potedze, czyli innymi stowy jest to
réwnanie drugiego stopnia.

, za$ punkty na naszej stozkowej dodatkowo spelniajg z = 0. Stozkowa jest

wiec dana réwnaniem ¢ = = A(a® +b*)(2* + (y —a)* + V%) = (a* +b* — ay)?,

Po uproszczeniach i wszelakich podstawieniach mozna otrzymaé kanoniczne réwnania krzywych stozkowych.
2 2 2 2
Réwnanie — + Z—Q = 1 okresla elipsg, — — z—z = 1 hiperbole, natomiast y? = 2px parabole. Istnieja wzory na
a a
ogniska, kierownice, etc. Sa one tatwo znajdowalne w sieci.

3 Wilasnosci krzywych stozkowych

3.1 Styczne do stozkowych
3.2 [Elipsa i izogonalne sprzezenia

3.3 Wilasnosci paraboli. Czworokat zupelny.

4 Dualnosé

Rozwazmy dwie plaszczyzny euklidesowe E; oraz Fs. Na kazdej z nich wprowadzmy uklad wspétrzednych.
Rozwazmy przeksztalcenie f okreslone nastepujaco: kazdemu punktowi (a,b) € E; przyporzadkujemy prosta
{(z,y) : ax+b =y} C Ey, akazdej prostej {(x,y) : ax+b =y} C Ey przyporzadkujemy punkt (a,b) € Fs. Prze-
ksztalcenie f ma ciekawe wlasnosci: trzy wspélpekowe proste przeksztalca na trzy wspoélliniowe punkty. Trzy
réwnolegle proste tez przeksztatca na trzy wspoétliniowe punkty, co wiecej, punkty te maja te sama odcieta. Trzy
wspoéliniowe punkty o réznych odcietych przeksztalca na trzy wspolpekowe proste. Trzy wspotliniowe punkty
o tych samych odcietych przeksztalca na proste réwnolegte. Zauwazmy jednak, ze nie przyporzadkowaliSmy nic
prostym réwnoleglym do osi OY. Nieco irytujace jest tez to, ze niektére wspotliniowe punkty przechodza na
wspolpekowe proste, a niektére na rownoleglte. Zmodyfikujmy wiec nieco nasze plaszczyzny.

Przyjmiemy, ze dla dowolnego b proste y = ax + b przecinaja si¢ w tzw. punkcie w nieskonczonosci P,. Te-
raz przez prostg dana rownaniem y = ax + b bedziemy rozumieé¢ zbiér punktéw spelniajacych to réwnanie
oraz punkt P,. Skoro zdecydowalismy si¢ dodaé¢ punkty w nieskonczonosci, musimy tez okresli¢ na nich wartosé
funkcji f. Sensownie jest punktowi P, € E; przyporzadkowaé prosta {(z,y) : © = a} C E. Wciaz nie przypo-
rzadkowali$my nic prostym réwnoleglym do osi OY. Aby zachowaé analogie, przyporzadkujemy im punkty w
nieskoniczonodci plaszezyzny Eo, tj. prostej {(x,y) : x = a} C E) przyporzadkujemy punkt w nieskonczonosci
P, € Fs.

Otrzymalidémy nieco lepszy model - kazdej prostej przyporzadkowalidmy jaki$§ punkt, kazdym trzem prostym
majacym wspoélny punkt odpowiadaja trzy wspotliniowe punkty. Lecz sg niedoskonatosci, ktére trzeba popra-



wi¢. Na ogél, przez dowolne dwa punkty mozemy poprowadzi¢ prosta. My jednak nie umiemy poprowadzié
prostej przez dwa punkty w nieskonczonosci np. Pgg, P_ggs. Dlatego wygodnie jest przyjaé, ze wszystkie punkty
w nieskonczonosci leza na jednej prostej w nieskonczonosci po.. W ten sposéb przez dowolne dwa punkty umiemy
poprowadzié¢ prosta. Pojawia sie pytanie: jaki punkt przyporzadkowac¢ prostej w nieskonczonosci? Przyporzad-
kujemy im nowy punkt w nieskonczonosci Ps. Przyjmijmy, ze P lezy na prostych réwnoleglych do osi OY
(tak, tych prostych nie uzupelnilidémy jeszcze o punkt w nieskoniczonosci). Ostatnia rzecz, jaka musimy zrobié,
to przyporzadkowaé¢ punktowi P,, € E; prosta w nieskoficzonosci po, C Es.

To juz koniec konstrukeji. Tak zmodyfikowane plaszczyzny E7, Es maja nastepujace wlasnosci:
- przez dowolne dwa punkty przechodzi prosta
- dowolne dwie proste przecinaja sig

Przeksztalcenie f jest okreslone na zbiorze punktéw i prostych plaszczyzny Fp i przyjmuje wartosci ze zbioru
punktoéw i prostych plaszczyzny Fs. Jest to bijekcja. Oto dwie najwazniejsze wlasnoéci przeksztalcenia f:

- trzy wspotliniowe punkty sa przeksztalcane na trzy wspélpekowe proste

- trzy wspolpekowe proste sa przeksztalcane na trzy wspélliniowe punkty

Warto odnotowaé, ze gdy F1 = FEs, to f o f = Id. Takie przeksztalcenia nazywa sie inwolucjami.

Mozna tez rozpatrywaé krzywe stozkowe na naszych plaszczyznach. Rozwazajac parabole na plaszczyznie rzu-
towej, dorzucamy do niej punkt w nieskorniczonoéci odpowiadajacy kierunkowi jej osi symetrii. Do hiperboli zas
dorzucamy punkty w nieskonczonosci odpowiadajace kierunkom jej asymptot. Po takim uzupelnieniu parabol
i hiperbol w pewnym sensie nie jesteSmy w stanie odréznié ich od elipsy. Kazda z nich jest krzywa zamknieta.
Jezeli przez styczna do stozkowej bedziemy rozumieé¢ prosta majaca dokladnie jeden punkt wspdlny z nia, to
prosta w nieskonczonosci jest styczna do paraboli, a asymptoty hiperboli sa styczne do niej w punktach w
nieskonczonosci. Mozemy rozrozni¢ wnetrze i zewnetrze krzywej stozkowej. Wnetrze to zbiér punktéw plaszezy-
zny takich, ze kazda prosta przechodzaca przez ten punkt przecina stozkowa w dwéch punktach. Zewnetrze to
zbior takich punktow, przez ktére mozna poprowadzi¢ prostg roztaczna ze stozkowa. Pozostate punkty naleza
do stozkowej.

Mozna pokazaé, ze punkty krzywej stozkowej przy przeksztalceniu f przechodza na proste styczne do pew-
nej krzywej stozkowej. Jest to kolejna pigkna wlasnosé.

Zauwazmy, ze tracimy tutaj pojecie réwnolegtoéci. Mozemy tez zapomnieé¢, ktoéra prosta byla prosta w nie-
skonczonosci. Oznacza to, ze jesli mamy pewna konfiguracje na zwyklej plaszczyznie, to mozemy potraktowaé
plaszczyzne tak jakby byta rzutowa i przerysowaé konfiguracje w inny sposob, interpretujac inna prosta jako
prosta w nieskonczonosci. Nalezy jednak pamietad, ze katy sie nie zachowuja, jak réwniez stosunek réwnoleglych
odcinkéw czy tez stosunek pél figur! Zachowuje sie za to dwustosunek, o ktéorym powiemy pédzniej, jak réwniez
stozkowosé krzywych.

Mozemy teraz sformutowaé zasade dualnosci.

Twierdzenie 4.30. Jezeli dane twierdzenie jest prawdziwe, to prawdziwe jest tez twierdzenie, w ktorym
stowa ”prosta” i ”punkt” zamieniaja sie miejscami, ”przecinaé¢ sie w punkcie” zamienia sie¢ z ”lezeé¢ na prostej”
oraz ”prosta styczna do stozkowej” zamienia sie z ”punkt na krzywej stozkowej”. Tak zmodyfikowane twierdze-
nie nazywa sie twierdzeniem dualnym.

Udowodnimy teraz twierdzenie Pascala, a nastepnie sformulujemy twierdzenie dualne don.

Twierdzenie 4.31. (Pascal) Wierzcholki szesciokata ABCDEF (by¢ moze z samoprzecieciami) leza na krzy-
wej stozkowej. Wowczas punkty X = ABNDE)Y = BCNEF,Z =CD N FA sa wsp6lliniowe.

Dowdd. Udowodnimy wpierw twierdzenie, gdy stozkowa jest okregiem. Jest jasne, ze tréjkaty ADZ, CFZ sa
podobne. Niech X’ bedzie takim punktem, ze pary tréjkatéw DAX, FCX' oraz ZX A, ZX'C oraz ZXB,ZX'F
sa podobne. Katy sie tadnie przenosza i widzimy, ze punkty X', Y sa izogonalnie sprzezone w tréjkacie CFZ.
Stad L/FZY = /X'ZC = /AZ X, a zatem punkty X,Y, Z sa wspolliniowe.

Aby wykazaé twierdzenie Pascala dla dowolnej stozkowej, rozwazmy stozek o wierzchotku S zawierajacy te stoz-
kowa, a nastepnie rozwazmy rzut $rodkowy z punktu S na pewna plaszczyzne prostopadla do osi stozka. Oznacz-
my obrazy punktéw A, B,C,D,E,F,X,Y,Z przez A", B',C', D' E' F', X', Y', Z'. Punkty A', B’,C', D', E' | F'
lezg na okregu oraz X' = A’B'ND'E')Y' = BBC'NE'F',Z' = C'D’' N F'A’. Na mocy juz udowodnionego
przypadku, mozemy stwierdzi¢, ze punkty X', Y’, Z’ s wspétliniowe. Rzut $rodkowy zachowuje wspotliniowosé,



wiec takze punkty X,Y, Z sa wspoélliniowe.
Twierdzeniem dualnym do twierdzenia Pascala jest tzw. twierdzenie Brianchona.

Twierdzenie 4.32. (Brianchon) Szeéciokat ABCDEF jest opisany na krzywej stozkowej (tzn. proste za-
wierajace boki szesciokata sa styczne do stozkowej). Woéwczas proste AD, BE, C'F sa wspolpekowe.

Prawdziwe sa tez twierdzenia odwrotne do twierdzen Pascala i Brianchona. Podamy je bez dowodu.

Twierdzenie 4.33. (odwrotne do Pascala) Dany jest szeSciokat ABCDEF'. Jezeli punkty X = ABNDE,Y =
BCNEF,Z=CDnN FA sa wspdlliniowe, to punkty A, B,C, D, E, F leza na krzywej stozkowej.

Twierdzenie 4.34. (odwrotne do Brianchona) Dany jest szesciokat ABCDEF'. Jezeli proste AD, BE,CF sa
wspoélpekowe, to istnieje krywa stozkowa styczna do prostych AB, BC,CD,DE,EF,FA.

Twierdzenia Pascala i Brianchona moéwia o sytuacjach, w ktérych szes¢ punktéw lezy na stozkowej oraz szes¢ pro-
stych jest stycznych do stozkowej. Mozna sie domy$laé, ze nie przez kazde 6 punktéw przechodzi pewna krzywa
stozkowa. Thumaczy to fakt, ze kazda stozkowa mozna opisaé¢ réwnaniem postaci ax? +by?+cry+dz+ey+f =0,
a zatem réwnaniem zaleznym od sze$ciu parametréw, ktére zmieniane proporcjonalnie nie zmieniaja opisy-
wanej stozkowej (tzn. réwnanie ax? + by? + cxy + dx + ey + f = 0 opisuje te sama stozkowa, co réwnanie
kax? + kby? + kcxy + kdx + key + kf = 0 dla k # 0), a zatem mozemy wymusié, aby ktérys niezerowy parametr
byt jedynka. Tak wiec stozkowa zalezy od pigciu niezaleznych parametréw, a jak wiadomo z algebry liniowej,
uktad szedciu réwnan z piecioma niewiadomymi na ogét nie ma rozwigzania.

Pojawia sie pytanie: ile punktéw jednoznacznie wyznacza krzywa stozkowa? Powyzsze dywagacje sugeruja od-
powiedz: pieé. I tak w istocie jest, ale z zastrzezeniem, ze zadne cztery z punktow nie sa wspélliniowe, a gdy
zadne trzy nie sg wspélliniowe to stozkowa jest niezdegenerowana. Zachodzi ogdlniejsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.35. (Braikenridge-Maclaurin) Krzywa stozkowa jest jednoznacznie wyznaczona przez:
(1) pie¢ punktéw

(2)

(3) trzy punkty i dwie proste styczne przechodzace przez dwa z nich
(4) trzy styczne i dwa punkty lezace na dwdch z nich

(5) cztery styczne i jeden punkt lezacy na jednej z nich

(6) pieé¢ stycznych.

5 Dwustosunek i biegunowe.

W publikacji Dwustosunek i biegunowe Dominika Burka (mozna ja znalezé¢ pod adresem http://students.
mimuw.edu.pl/~tc319421/dwustosunek.pdf) wprowadzono pojecie dwustosunku. Zdefiniowano tez biegunowa
punktu wzgledem okregu. Okazuje sie, ze pojecie biegunowej oraz niektére twierdzenia dotyczace dwustosunku i
biegunowych, mozna uogélni¢ na dowolne krzywe stozkowe. Przypomnijmy najwazniejsze definicje i twierdzenia
(dowody znajduja sie¢ w przywolanej pracy).

Definicja 5.36. Niech A, B,C, D beda wspdélliniowymi punktami. Liczbe (4, B;C, D) = % : % nazy-
wamy dwustosunkiem czwoérki punktéw A, B, C, D.

Twierdzenie 5.37. Dwustosunek jest zachowywany przez rzut $rodkowy, tzn. gdy przetniemy wspolpeko-
we proste a, b, ¢, d inna prosta k i otrzymamy kolejno punkty A, B, C, D, to wielko$¢ (A, B; C, D) nie zalezy od
wyboru prostej k.

Definicja 5.38. Dwustosunkiem peku prostych a,b, ¢, d nazywamy liczbe (A, B;C, D), gdzie A, B,C, D to
punkty przeciecia pewnej prostej k z prostymi a, b, ¢, d i oznaczamy go przez (a, b; ¢, d).

Twierdzenie 5.39. Dwustosunek zachowywany jest na okregu, tzn. dla ustalonych punktéw A, B, C, D na okre-
gu i dowolnych punktéw P, Q na tym samym okregu, zachodzi réwnosé (PA, PB; PC, PD) = (QA,QB; QC,QD)

Okazuje sig, ze ostatnie twierdzenie zachodzi, gdy zamienimy okrag na dowolna krzywa stozkows.

Twierdzenie 5.40. Dwustosunek zachowywany jest na krzywej stozkowej, tzn. dla ustalonych punktow



A, B, C, D nastozkowej K i dowolnych punktéw P, Q € K, zachodzi réwnosé (PA, PB; PC, PD) = (QA,QB; QC, QD).
Dowdd. Rozwazmy stozek o wierzchotku S zawierajacy stozkowa K. Rozwazmy plaszczyzne m Z S pro-
stopadla do osi stozka. Niech rzut srodkowy o srodku w S przeksztalca punkty A, B,C, D, P,Q na punkty

A B, C', D', P, Q € n. Woéwczas punkty A', B',C’, D', P’, Q' leza na okregu. Mamy wigc réwnosci (PA, PB; PC, PD) =
(P'A',P'BP'C' P'D') = (A, Q'B;Q'C';Q'D') = (QA,QB; QC. QD).

Przypomnijmy, co to jest czwérka harmoniczna oraz jak okres§lamy biegunowa punktu wzgledem okregu.

Definicja 5.41. Gdy (A, B;C, D) = 1, to méwimy, ze punkty A, B, C, D tworza czwérke harmoniczna.

Definicja 5.42. Dany jest okrag o i punkt P na zewnatrz tego okregu. Z punktu P prowadzimy styczne

do okregu, a punkty stycznosci oznaczamy przez A, B. Prosta AB nazywamy biegunowa punktu P wzgledem

okregu o.

Okazuje sie, ze biegunowe sa Scisle powiazane z czwérkami harmonicznymi.

Twierdzenie 5.43. Dany jest okrag o i punkt P na zewnatrz okregu. Prosta przechodzaca przez punkt
P przecina okrag o w punktach X, Y oraz biegunowa punktu P w punkcie Q. Wéwezas (P,Q; X,Y) = 1.

Powyzsza wlasno$¢ pozwala zdefiniowaé biegunowa punktu lezacego wewnatrz okregu.

Definicja 5.44. Dany jest okrag o oraz punkt P. Przez punkt P prowadzimy dowolng prosta k, ktéra przecina
okrag w punktach X,Y. Rozwazmy punkt Q. taki, ze (P, Qk; X,Y) = 1. Przy zmieniajacej sie prostej k, punkt
Q1 porusza sie po prostej, zwanej biegunowa punktu P wzgledem okregu o.

Powyzsza definicja bez przeszkdd uogdlnia sie na dowolna krzywa stozkowa.

Przytoczymy jeszcze dwa twierdzenia dotyczace biegunowych.

Twierdzenie 5.45. (La Hire) Biegunowa punktu P wzgledem okregu o przechodzi przez punkt @ wtedy
i tylko wtedy, gdy biegunowa punktu @ wzgledem okregu o przechodzi przez punkt P.

Twierdzenie 5.46. Trzy punkty sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy ich biegunowe wzgledem pew-
nego okregu sa wspoélpekowe.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy uogdlnienie dwdch powyzszych twierdzen na dowolne krzywe stozkowe (wska-

zéwka: trik kilkakrotnie pojawil sie juz w skrypcie).

6 Szczegoblne hiperbole w tréjkacie.

7 Kilka fajnych zadanek ze stozkowych do porobienia

Zadanie 7.47. Okrag ma nastepujaca wlasnosé: gdy z punktu P poprowadzimy styczne PA, PB, to punkt
P, érodek odcinka AB oraz $rodek okregu sg wspdlliniowe. Parabole nie maja takiej wlasnosci, bo nie maja
srodka. Rozstrzygnaé, czy podana wlasnos$é zachodzi dla elips i hiperbol.

Zadanie 7.48. Dane sa dwie parabole o prostopadlych kierownicach. Wykazaé, ze ich punkty wspolne le-
za na jednym okregu.

Zadanie 7.49. OsSmiokat A; AsA3Ay4A5AqA7Ag jest wpisany w krzywa stozkowa. Niech B; = A;A; 11 N
AirsAirs. Wykazaé, ze oSmiokat By By B3 ByByBgBrBg jest wpisany w krzywa stozkowa.



