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Streszczenie
W pracy przedstawiono wybrane modele automatéw oraz odpowiadajace im klasy jezykow
wraz z kluczowymi wtasnosciami. Poza tematem przewodnim przedstawione zostaly réowniez
dodatki uzupeliajace majacych na celu wyjaénienie bardziej zaawansowanych technik badz
tematdéw pobocznych. Praca zostala napisana z zamystem postugi osobom o réznym stopniu
zaznajomienia z dziedzina, nie zaktada wiec znajomosci pojeé ani faktow uwazanych powszech-

nie za nieoczywiste lub wykraczajace znaczaco poza poziom szkoty $redniej oraz pierwszego
roku studiéw informatycznych badz matematycznych.

Stowa kluczowe
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mat ze stosem, deterministyczny automat ze stosem, maszyna Turinga, funkcja obliczalna,
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Wprowadzenie

Teoria automatow jest dziedzing informatyki teoretycznej zapoczatkowana w potowie XX wieku
jako czes¢ matematycznej teorii systeméw. Gtownym obszarem jej badan sa abstrakcyjne ma-

szyny wykorzystywane w celu modelowania obliczen. Automat to proste urzadzenie oddziatu-

jace na bodZce zgodnie z ustalonymi regutami. Na og6tl liczba réznych bodzcéw oraz stanow

takiego urzadzenia jest z gory ograniczona, w wyniku czego dostajemy skonczong reprezenta-

cje struktur z reguly nieskonczonych — zwanych jezykami.

Rysunek powyzej przedstawia przykladowy automat. Sktada sie on ze skoniczonego zbioru
stanéw (g;) oznaczonych kotami oraz skoriczonego zbioru tranzycji oznaczonych strzatkami.
Kazda strzatka ma etykiete — symbol (litere), po ktorej nastepuje dana tranzycja. Gdy dozwo-
lone jest przejscie od jednego stanu do drugiego réznymi literami, uzywamy skrétowej notacji,
zapisujac je po przecinku, aby utrzymaé przejrzystosé rysunku. Co wiecej wyroézniamy dwa
zbiory stanéw — poczatkowe oraz akceptujace. Reprezentantéw pierwszego z nich oznaczamy
strzatka wchodzaca, natomiast elementy drugiego charakteryzuja sie podwojona obwddka.

Taka maszyne mozemy postrzegaé jako gre, wybieramy stowo w = ajas...a, i stan po-
czatkowy, a nastepnie prébujemy idac tranzycjami o kolejnych etykietach a1, as, ..., a, dojsé
do stanu akceptujacego — jesli nam si¢ uda (istnieje stan poczatkowy i $ciezka), to stowo jest
akceptowane, czyli nalezy do jezyka naszego automatu. Zwrdéémy uwage, ze opisywany jezyk
moze by¢ nieskoriczony (posiadaé nieskoriczenie wiele stow), pomimo tego, ze opis akceptuja-
cego go narzedzia jest skonczony.

Wréémy jeszeze na chwile do powyzszego przyktadu. Jaki jezyk rozpoznaje ten automat?
Szukajac Sciezki ze stanu ¢; do g¢g, rozpoznamy stowa postaci (abbc)*abb, czyli takie, ktore
posiadaja jakas liczbe (by¢ moze zero) powtorzen stowa abbe, a potem jeszcze stowo abb.
Wedrujac natomiast do g5, rozpoznamy stowa postaci (abbc)*ab. Pozostaje zaobserwowaé, ze
zaczynajac w g3, nie da sie osiagnaé¢ ani g5 ani gg. Rozpoznawany jezyk jest wiec wyrazany jako
(abbc)*ab(s +b), w szczegdlnosci posiada stowo (abbe)*ab dla kazdego k > 0, jest wiec zbiorem
nieskoniczonym (posiada nieskoriczenie wiele stow), pomimo tego, ze powyzszy automat jest
jego skoniczong reprezentacja. Zanim zagltebimy sie w szczegdly, przyswoimy kilka pojec.






Rozdzial 1

Podstawowe pojecia

W tym rozdziale wprowadzimy standardowe obiekty bedace przedmiotem badan teorii auto-
matow. Obiekty te, jakkolwiek matematycznie proste, sa opisywane z uzyciem specyficznego
dla dziedziny zargonu. Stad, warto poswieci¢ chwile na oswojenie z terminologia.

1.1. Definicje

1.

2.

Oznaczenie N (zbior liczb naturalnych) rozumiemy jako {0,1,2,...}.

Oznaczenie X — Y rozumiemy jako funkcje czesciowa z X do Y

. Przez alfabet rozumiemy dowolny zbioér, ktérego elementy nazywane sg literami badz

symbolami. Zazwyczaj zaktadamy, ze jest skoriczony i niepusty. Standardowe oznacze-
nie to . Jedli alfabet jest jednoliterowy, to nazywamy go alfabetem unarnym.

. Stowo nad alfabetem 3 to skonczony ciag liter z tego alfabetu, dla przyktadu: 0101011

jest stowem nad alfabetem {0, 1} oraz ababa jest stowem nad alfabetem {a, b, c}.

. Jesli stowo w ma dlugosé n, to piszemy |w| = n. Mowimy tez, ze stowo w ma n pozycji

numerowanych od 1 do n. Jesli 1 < i < |w|, to przez wli] oznaczamy i-ta litere stowa w.
Podstowo zaczynajace sie na pozycji i, a korczace sie na pozycji j oznaczamy wli..j].
Jest tylko jedno slowo dtugosci 0, nazywane stowem pustym i oznaczone symbolem e.
Przyktadowo:

w = abed, w[2] =b, w[l..3] = abe.

. Dla stowa w dtugosci n oraz stlowa v méwimy, ze:

e v jest prefiksem w, jesli albo v = w[l..k|] dla pewnego k < n, albo v = ¢,
e v jest infiksem w, jesli v = w[i..j] dla pewnych 1 <i < j < n, albov =¢,

e v jest sufiksem w, jesli v = wlk..n] dla pewnego k < n, albo v = e.

. Przez ¥* oznaczamy zbiér wszystkich stéw nad alfabetem 3.

. Jezykiem nad alfabetem ¥ nazywamy dowolny podzbiér L C ¥*. Jezyk zna dodatkowo

swoj alfabet, to znaczy, ze jezyk {aa} nad alfabetem {a} to inny jezyk niz {aa} nad
alfabetem {a, b}.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Odwroéceniem slowa w nazywamy stowo w’ spelniajace warunki:

[wf| = |w|, V1 <i < nawli] = wfn —i+1], gdzie n = |w].
Przyktadowe odwrécenia stow:

(aba)® = aba, (0011)% = 1100, (abe)? = cba.

Odwréceniem jezyka L nazywamy jezyk LT zdefiniowany jako:
LR = {wf | we L}.
Przyktadowe odwrdcenie jezyka:

L = {abb,ba,a}, Lt = {bba, ab, a}

Konkatenacja stéw u = aq...ag oraz v = by ... b; to stowo aq ...arby ... b, oznaczane
u-v lub uv. Zwré6émy uwage, ze operacja ta nie jest na ogot przemienna, czyli uv # vu.
Dla stow v = abaa, v = cb przyktadami konkatenacji sa: u - v = abaach, v - u = cbabaa.

Przez k-ta potege slowa w, oznaczana jako w*, rozumiemy stowo powstale z k-krotnej

konkatenacji tego stowa, na przyktad (abc)® = abcabcabe, (add)® = ¢, a* = aaaa.

Dla kazdej litery a € ¥ definiujemy funkcje #,: ¥* — N zliczajaca liczbe liter ,,a” w
danym stowie, na przyktad:

#a(abb) = 1, #,(abb) = 2, #.(abb) = 0.

Dla jezykéw L i K definiujemy nastepujace operacje:

(a) L+ K := LUK (suma jezykow)
(b) LK=L-K:={v-w|v € Lwe K} (iloczyn jezykow)
(c) L* == |J L™, gdzie L" = L-L" ! dlan > 1, LY = {¢} (domknigcie Kleenego)

n>0

Przyktadami tych operacji sa:

" = {e},
({a} + {0})* = {a, b}",
{a,b} - {a,b}" ={w | w # ¢},
{ab} {w | keN, |w|=2F} ={w|keN, |Jw =2"+2 w[l] =a,w2] =b}.

Wyrazeniami regularnymi (ang. reqular expression) nad alfabetem X sa: @, €, a € X.
Ponadto jesli £, F sg wyrazeniami regularnymi to rowniez £*, EF, € + F sg wyraze-
niami regularnymi. Wszystkie wyrazenia regularne sg tej postaci. Warto zaznaczyé, ze
wyrazenia regularne sg formalnymi obiektami, powstajacymi z wymienionych symboli
za pomocy opisanych regut.

W naturalny sposob wyrazeniu £ przypisujemy jezyk oznaczany L(E), mowimy wtedy, ze
& generuje (lub rozpoznaje) jezyk L(E). Dla wygody uzywamy nastepujacych skrotow:

e pomijamy operacje L utozsamiajac wyrazenie regularne z jego jezykiem,



e uzywamy nawiaséw, by okresli¢ kolejnosé i zakres stosowania odpowiednich regut,
na przyktad (a + b)(ab + €) to inne wyrazenie regularne niz a + bab + €.

Przykladami wyrazen regularnych oraz przypisywanych im jezykow nad ¥ = {a, b} sa:

(a+b)* — X%,
a(aa)* = {a®**1 | k € N},

(b*abb*)*b* — {w | w stowie w bezposrednio po kazdej literze a wystepuje litera b}.

Czesto uzywanym skrotem notacyjnym jest + w indeksie gérnym, oznacza on ,co naj-
mniej jedno powtoérzenie stowa”, a definiowany jest poprzez: w™ = ww*.

Przyktadowe uzycie plusa:

(ab)™ = ab(ab)*.

Do zrozumienia niektérych sformutowan przydatna moze okazaé sie wiedza z dodatkéw
umieszczonych na konicu skryptu. Zachecam do przeczytania ich dopiero w momencie, w kto6-
rym material objasniony tam, a nieznany czytelnikowi, pojawi sie w aktualnie czytanym
fragmencie pracy.






Rozdzial 2
Jezyki regularne

W tym rozdziale skupimy swoja uwage na wybranej klasie jezykow, ktora nazywamy jezykami
regularnymi. Na poczatku poznamy definicje, nastepnie podstawowe wtasnosci, aby na koricu
przejs¢é do algorytmoéw oraz najrézniejszych reprezentacji — korzystajacych miedzy innymi z
logiki oraz algebry.

Latwo si¢ domysli¢, ze niektore jezyki sa bardziej skomplikowane, a inne mniej. Na przy-
ktad jezyk stow parzystej dlugosci {w | |w| =2 0} intuicyjnie wydaje sie duzo prostszy od
jezyka {aP | p jest liczba pierwsza}. Bedziemy probowali sformalizowaé te intuicje, aby na-
uczy¢ sie rozpoznawaé jezyki stosunkowo ,proste”.

Najpierw przyjrzyjmy sie innym przyktadom jezykéw:

e skoriczony zbior stow, np. {a, ab, aac},
e jezyk pusty, czyli @,

e jezyk skladajacy sie tylko ze stowa pustego {€}, jest to jezyk istotnie rézny od jezyka
pustego, ma on dokladnie jeden element, a nie zero,

e jezyk pelny nad ustalonym alfabetem X, czyli X%,

e jezyk palindromow, to znaczy {w | V1 < i < n.w[i| = w[n — i + 1], gdzie n = |w|},
e jezyk stow nieparzystej dlugosci nad alfabetem unarnym a(aa)*,

e jezyk zawierajacy wszystkie niepuste stowa postaci ab...ab, czyli (ab)™ = ab(ab)*,

e jezyk stow zawierajacych litere b, czyli X*bX*,

jezyk stow ktore majg tyle samo liter a i b, czyli {w | #o(w) = #b(w)}.

2.1. Definicje

W calym rozdziale, jezeli alfabet nie zostal podany w sposéb jawny, to przyjmujemy, ze jest
ustalony, oznaczany przez X, niepusty oraz skoriczony.
Jezyk L nazywamy jezykiem regularnym jesli jest on generowany przez pewne wyraze-
nie regularne, to znaczy, ze istnieje takie wyrazenie regularne &, ze zachodzi L = L(E).
Klasa jezykow regularnych zdefiniowana poprzez wyrazenia regularne wydaje sie dosy¢
przyjazna w obyciu. Latwo jest na przyktad zauwazyé, ze jest ona zamknieta na sumy, ponie-
waz jesli mamy jezyki Ly = L(&1), Le = L(&2), to wyrazenie & + & generuje jezyk L1 U Lo.
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Nieduzym wysitkiem mozna zauwazy¢, ze wszystkie jezyki skonczone naleza do tej klasy,
wystarczy bowiem skonstruowaé¢ wyrazenie bedace suma skonczonej liczby jezykéw jednoele-
mentowych. Okazuje sie, ze klasa ta jest zamknieta rowniez na inne operacje — na przyktad na
przeciecie i dopelnienie. Aby to pokazaé¢ bedziemy potrzebowaé kilku nowych pojeé, a takze
rownowaznych definicji omawianej klasy jezykow.

Automat niedeterministyczny (ang. NFA — nondeterministic finite automaton) to mo-
del prostego urzadzenia majacego skonczona liczbe stanéw, reagujacego na bodzce w postaci
liter ustalonego alfabetu ¥. Bedac w danym stanie, otrzymujac dang litere, automat wyko-
nuje tranzycje do jakiego$ stanu (by¢ moze tego samego). Wyrdzniamy ponadto dwa zbiory
stanéw (niekoniecznie roztaczne): stany poczatkowe oraz stany akceptujace. Automaty mo-
zemy przedstawiaé¢ za pomocy diagramow, na ktorych kota reprezentuja stany, a skierowane
krawedzie tranzycje:

Formalnie jest to piatka (X,Q, I, F,¢), gdzie ¥ to skonczony alfabet, @ to skonczony zbior
stanow, I C @ to zbior standéw poczatkowych (ang. initial), F C @ to zbiér stanéow koricowych
(ang. final / accepting), a 6 C Q x 3 x @ to relacja tranzycji. Nalezenie (p, a, q) € § oznacza,
ze istnieje tranzycja:

p5q.

e Biegiem po stowie w w automacie A nazywamy $ciezke w diagramie automatu A
zaczynajaca sie w jednym ze standéw poczatkowych, ktora sktada sie z tranzycji po
kolejnych literach stowa w. Co wiecej, mowimy, ze jest on biegiem akceptujacym,
jesli koniczy sie w stanie akceptujacym. Czasami biegiem nazywamy tez cigg stanéow,
przez ktore bieg przechodzi. Formalizujac, bieg po stowie w dlugosci n to ciag n + 1
stanoéw qo, q1, - - -, qn, taki, ze qo € I oraz dla 1 < i < n zachodzi (g;—1,w[i], ¢;) € 0. Bieg
nazywamy akceptujacym jesli g, € F.

e Jezykiem automatu A, oznaczanym przez L(A), nazywamy zbior wszystkich stow
skoniczonych w € 3*, po ktérych A ma co najmniej jeden bieg akceptujacy.

Automat deterministyczny (ang. DFA — deterministic finite automaton) to szczegdlny
przypadek NFA o dwoch dodatkowych warunkach:

(1) |I] = 1, wymog ten sprawia, ze zaczaé bieg mozemy tylko w jeden sposoéb, poniewaz
istnieje tylko jeden stan poczatkowy. Jest to naturalne wymaganie determinizmu.

(2) Relacja mozliwych tranzycji § jest funkcja czesciowa § : (Q x X) — Q. Oznacza to,
ze dla kazdego stanu i kazdej litery istnieje co najwyzej jedna tranzycja z tego stanu po
tej literze.

Jezeli funkcja czesciowa 6 automatu deterministycznego A jest zwykla funkcja (tzn. z kazdego
stanu wychodzi doktadnie ¥ tranzycji po jednej dla kazdej litery), to méwimy, ze automat .4
jest zupelny.
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Dla zupetnych DFA mozemy zdefiniowaé¢ funkcje § nie tylko na elementach X, ale tez dla
stow w € ¥*, dostajac d(q,w) = p, gdzie w € ¥* oraz p to stan ktory otrzymamy idac z ¢
tranzycjami po kolejnych literach stowa w (przejscie to zawsze istnieje i jest jednoznaczne).
Warto odnotowaé, ze DFA moze mie¢ liczbe stanow akceptujacych rézna od 1, lecz stan
poczatkowy jest unikalny.

Aby lepiej zrozumieé¢ nature automatéw deterministycznych, przyjrzyjmy sie dwom przy-
ktadom DFA — zupelnego oraz niezupelnego nad alfabetem ¥ = {a, b}.

Przyktad 2.1. Dobrym cwiczeniem moze by¢ préba wywnioskowania jakie jezyki rozpoznajg
te automaty. Czy te jezyki sq reqularne? Jesli tak, to jakie sq ich wyrazenia reqularne?

DFA: zupetny DFA:

2.2. Réwnowaznos$é NFA, DFA oraz wyrazen regularnych

W tej sekcji udowodnimy, ze klasy jezykéw rozpoznawanych przez automaty niedetermini-
styczne (NFA), automaty deterministyczne (DFA) oraz klasa jezykow generowanych przez
wyrazenia regularne sa rowne. W konsekwencji da nam to az trzy réwnowazne definicje klasy
jezykéw regularnych, co znaczgco utatwi badanie jej wlasnosci.

Zanim przejdziemy do gléwnego wyniku tego podrozdziatu, wprowadzimy nowy rodzaj
automatow, zwany automatami z e-przejsciami.

Automat z e-przejsSciami od NFA rézni sie tym, ze na tranzycjach poza literami alfabetu
> moze posiadaé¢ réwniez slowo puste e. Slowo danego biegu takiego automatu, tak jak w
zwyklym automacie, jest wynikiem konkatenacji kolejnych etykiet tranzycji tego biegu.

Uwaga 2.1. Warto zwrdcié uvwage na fokt, ze w NFA bieg o n + 1 stanach zawsze idzie po
stowie dtugo$ci n, dla automatow z e-przej$ciami nie jest to prawda, poniewaz przejscie po €
oznacza konkatenacje ze stowem pustym.

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére pozwoli nam stosowaé automaty z e-przejsciami w
miejscach, w ktorych docelowo bedziemy chcieli posiada¢ NFA. Zabieg ten czesto jest wygodny
przy dowodzeniu twierdzeri, ze wzgledu na fakt, ze e-przejscia pomagaja w tatwy i przejrzysty
sposob modyfikowaé automaty w celu uzyskania konkretnych wtasciwosci.

Twierdzenie 2.1. Niech L C ¥* bedzie jezykiem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. istnieje NFA A taki, ze L(A) = L,

2. istnieje automat z e-przejsciami B taki, ze L(B) = L.
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Dowdd. Pokazemy rownowaznosé dowodzac dwoch implikacji. Oczywiscie jesli istnieje auto-
mat niedeterministyczny A rozpoznajacy jezyk L, to automatem z e-przejSciami rozpozna-
jacym L jest roéwniez A, poniewaz automaty z e-przejSciami sg ogoélniejszym modelem niz
automaty niedeterministyczne. Przejdzmy do dowodu implikacji (2) = (1).

Wykonujemy nastepujace kroki:

1. dodajemy tranzycje (p,a,q) dla kazdej trojki (p,a,q) € Q x X x @ dla ktérej w orygi-
nalnym automacie istnieje sciezka po €*ac* z p do ¢,

2. dodajemy do zbioru stanéw poczatkowych wszystkie stany do ktoérych istnieje e-§ciezka
z jakiego$ poczatkowego,

3. dodajemy do stanéw akceptujacych wszystkie stany z ktorych istnieje e-Sciezka do ja-
kiegos$ stanu koncowego,

4. kasujemy wszystkie € przejscia.

Twierdzenie 2.2. Dla kazdego jezyka L C ¥* nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) istnieje NFA A taki, ze L(A) = L,
(2) istnieje zupetny DFA B taki, ze L(B) = L,
(8) istnieje wyrazenie reqularne & takie, ze L(E) = L.

Dowdd. Pokazemy dwie rownowaznosci: (1) <= (2) oraz (1) <= (3), poprzez wykazanie
czterech implikacji.

e Implikacja (2) = (1) jest oczywista, poniewaz DF A to szczegolny przypadek NFA.

e Przejdzmy do (1) = (2). Niech A = (X, Q, I, F, §). Skonstruujemy tak zwany automat
potegowy B, w ktorym stanami beda podzbiory stanéw automatu A. Zdefiniujmy:

B = <27 QBa IB7FBa 6B>7

gdzie:
Re=PQ), Ig={I}, Fp={X|XCQXNF # g},

p(X,a)={y | Jre XItedit=(x,a,9)}.

Ponizszy rysunek przedstawia przyktadowa konstrukcje automatu potegowego.
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Wprost z definicji jest to zupelny DFA, poniewaz |Ig| = 1 oraz 0 jest funkcja. Wystarczy
wiec pokazaé, ze akceptuje te i tylko te stowa, dla ktoérych istnieje bieg akceptujacy
w A. Zauwazmy jednak, ze jesli po stowie w istnieje bieg akceptujacy w A, to w B
mozemy w kolejnych zbiorach bedacych stanami na $ciezce 0p(I, w) wskazaé stany z
biegu akceptujacego w w A, wiec stan dp(I,w) na pewno spetia dp(I,w) N F # O,
czyli B akceptuje stowo w. Implikacja odwrotna réwniez zachodzi. Jesli 0p(I,w) € Fp,
to wystarczy wybra¢ stan akceptujacy automatu A zawarty w dg(I,w), a nastepnie
odtwarzaé ,jidac w tyl” dowolng Sciezke do tego stanu. Wprost z definicji automatu jest
to mozliwe, a gdy dojdziemy do poczatku znajdziemy sie w jakims elemencie I, wiec A
akceptuje stowo w. Uzyskalismy wiec L(B) = L(.A).

Otrzymujemy wigc rownowaznosé (1) < (2).

Udowodnijmy teraz implikacje (1) = (3).

Ustalmy alfabet . Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze wzgledu na |d] — ilosci tran-
zycji. Baza indukcyjna: § = &, jezyk automatu jest wiec rowny & lub {e}, wyrazenia
dla tych przypadkéw to odpowiednio: @, e. Wystarczy wiec wykonaé¢ krok indukcyjny.
Zaltozmy, ze dla kazdego automatu niedeterministycznego A o co najwyzej n tranzycjach
potrafimy skonstruowaé¢ wyrazenie regularne rozpoznajace L(A). Nalezy wiec pokazacd,
ze dla dowolnego automatu posiadajacego doktadnie n+ 1 tranzycji réwniez jesteSmy w
stanie wskazaé takie wyrazenie.

Ustalmy NFA A o n+1 tranzycjach oraz dowolna tranzycje t = (p, a, q) € 0.4. Zauwazmy,
ze kazdy bieg akceptujacy w tym automacie albo (przypadek 1) nie uzywa tranzycji ¢,
albo (przypadek 2) uzywa jej m > 1 razy i jest postaci mmams, gdzie m jest fragmentem
biegu do pierwszego uzycia t, natomiast 73 jest fragmentem po ostatnim uzyciu t.

15



Ponadto 7 idzie z jakiegos stanu ¢;,;; € I do p, a 73 idzie z ¢ do jakiegos stanu akceptu-
jacego gy € F. Dla biegow, ktore nie uzywaja t mozemy z zatozenia indukcyjnego dostac
wyrazenia generujace rownowazne jezyki — niech wiec £ bedzie wyrazeniem rozpoznaja-
cym jezyk automatu A z usunieta tranzycja t (zalatwia przypadek 1). Niech &1, 3 beda
wyrazeniami rozpoznajacymi jezyki A bez t z odpowiednio zmodyfikowanymi zbiorami
I, F —dla & zostawiamy I, a zmieniamy F' = {p}, natomiast dla €3 zmieniamy I = {q},
a F' pozostawiamy bez zmian. Zdefiniujmy & jako wyrazenie dla A bez tranzycji t, z
I ={q}, F = {p}. Otrzymujemy, ze biegi z przypadku 2 akceptuja dokladnie stowa po-
staci £1a(E2a)™ &3, wiec w ogdlnosci po zsumowaniu obu przypadkow € + E1a(E2a)*E3
jest szukanym wyrazeniem, co konczy dowdd.

Pozostala implikacja (3) = (1).

W tym wypadku réwniez przeprowadzimy indukcje, jednak po strukturze wyrazenia.
Ustalmy alfabet ¥. Zauwazmy, ze dla wyrazen &,e,a € 3 wystarczy rozwazy¢ odpo-
wiednie automaty:

a :

g E:
()
— — —

Baze indukcyjna udowodniliSmy, pozostaje wiec dla ustalonych wyrazen regularnych
&, F oraz automatow Ag, Ar speliajacych L(E) = L(Ag), L(F) = L(Ar) pokazaé
konstrukcje automatéow rozpoznajacych jezyki wyrazen: £*, EF oraz £ + F.

Wyrazenie £ + F — nalezy rozwazy¢ automat sktadajacy sie z dwoch automatow Ag, Ax
narysowanych ,.jeden obok drugiego” (suma roztaczna), bedzie on niedeterministycznym
automatem rozpoznajacym sume jezykow. Przedstawmy konstrukcje:

As = (Qe, X, I¢, Fg, 0¢), Ar =(Qr, E, 15, Fr,0F)

Sume rozlaczna automatoéow Ag, Ar definiujemy nastepujaco:
(Qe x{0}UQr x {1},X,Ie x {0} UIr x {1}, Fe x {0} U Fr x {1},9),
gdzie § = {((q,x),a, (p,:v)) | ((q,a,p) Eds N = 0) Vv ((q,a,p) CorANx = 1)} Suma

roztaczna odpowiada ,narysowaniu dwoch automatow jeden obok drugiego”, wiec rozpo-
znaje sume jezykow, czyli whasnie L(E + F). Przyktadowo suma roztaczna automatow:
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@
b

Jest automat:

— —>

b b
a
a
L)) ()
b

Pozostaly dwa przypadki: EF oraz £* — w tych przypadkach konstrukcja bedzie dosy¢
podobna, uzyjemy automatoéow z e-przejsciami.

Wyrazenie £F — narysujmy automaty Ag oraz Ar obok siebie a nastepnie dodajmy
tranzycje (f,e,i) dla wszystkich f € Fg,i € Irx. W koricu usurimy ze zbioru stanow
konicowych wszystkie stany Fg (czyli zostawmy tylko F'r) oraz ze zbioru standéw poczat-
kowych wszystkie stany Ir (czyli zostawmy tylko stany I¢).

.Ag : a a
% %
Ar:

gt

Dziatanie tak otrzymanego automatu mozemy opisaé poprzez ,,przejdz bieg akceptujacy
automatu Ag, a nastepnie teleportuj sie do dowolnego stanu poczatkowego automatu
Ar i przejdz w nim bieg akceptujacy”, co jest pozadanym efektem.

Wyrazenie £* — dodajmy do Ag tranzycje po e ze stanow akceptujgcych do poczat-
kowych. Nalezy rowniez zadbaé¢ o akceptacje stowa e — wystarczy dodaé nowy stan
poczatkowy bedacy jednoczesnie stanem akceptujacym.
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Korzystajac z twierdzenia 2.1 otrzymujemy prawdziwosé¢ dowodzonej implikacji.

Otrzymujemy wiec rownowaznosé (1) <= (3). Wobec uzyskanej wczesniej rownowaz-
nosci (1) <= (2) otrzymujemy réwnowaznos¢ wszystkich trzech warunkow, czyli teze
twierdzenia 2.2.

2.3. Podstawowe wlasnosci jezykoéw regularnych

Wiemy juz, ze automaty niedeterministyczne, automaty deterministyczne oraz wyrazenia re-
gularne definiuja te sama klase jezykéw zwana jezykami regularnymi. Fakt ten pomoze nam
badaé¢ wlasnodci tej klasy. Warto zauwazyé dodatkowo, ze dowdd twierdzenia 2.2 jawnie kon-
struowal odpowiednie automaty i wyrazenia, z czego p6zniej wyciggniemy dodatkowe wnioski.

Moéwimy, ze klasa jezykow F jest zamknieta na dana operacje, jesli po zastosowaniu tej
operacji na dowolnych jezykach z klasy F wynik réowniez jest jezykiem nalezacym do klasy
F. Na poczatku przyjrzyjmy sie wtasnosciom moéwigcym o byciu zamknietym ze wzgledu na
niektore operacje.

Twierdzenie 2.3. Jesli L, K C X* sq jezykami reqularnymi, to reqularne sq tez jezyki:
e LUK (suma)
e LNK (przeciecie)
o [¢=%*"\L (dopetnienie)
o L ={anan_1...a1 | araz...a, € L} (odwrécenie)

Dowdd zamkniecia na sume. Niech €1,k beda wyrazeniami regularnymi ktore rozpoznaja
jezyki L, K odpowiednio. Wyrazenie £, + Ex rozpoznaje jezyk L U K.

Prawdziwo$¢ zamkniecia na operacje sumy mozemy roéwniez uzyskaé za pomoca automa-
tow, wystarczy bowiem uzy¢ sumy roztacznej automatéw, tak jak przy konstrukeji automatu
dla wyrazenia £ + F w dowodzie twierdzenia 2.2. |

Dowdéd zamkniecia na dopetnienie. Niech A bedzie zupelnym, deterministycznym automa-
tem rozpoznajacym jezyk L. Rozwazmy automat C = (Qr,%,{¢},Qr \ Fr,dr), ktory od
automatu Ap, rézni sie tylko zbiorem stanéw akceptujacych, w taki sposob, ze jego zbior
stanéw akceptujacych to zbior stanéw nieakceptujacych automatu Ayp. Automat C jest wiec
deterministyczny i rozpoznaje dopelnienie jezyka L (oznaczane L€ = ¥* \ L), poniewaz po
kazdym stowie ma on dokladnie jeden bieg, co wynika z faktu, ze jest zupelny. Przykltadowa
zamiana wyglada nastepujaco:
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Uwaga 2.2. Zalozenie o determinizmie jest w istocie konieczne, aby przy takiej zamianie
uzyskaé dopetnienie. Problem moze pojawié¢ sie w momencie, w ktorym po jakims stowie w
mozemy dojsé zaréwno do stanu akceptujgcego jak i nieakceptujgcego. Automat akceptuje wtedy
stowo w, jednak przedstawiona konstrukcja dostarczy automat ktory rowniez zaakceptuje stowo
w, wiec nie bedzie rozpoznawat dopetnienia.

Przyktad 2.2. Spdjrzmy na przyktad dla jednoliterowego stowa w = a:

b b

Uwaga 2.3. W celu skonstruowania wyrazenia regularnego odpowiadajgcego dopetnieniu da-
nego wyrazenia £, mozna zastosowaé nastepujacy algorytms:

1. skonstruowaé automat A rozpoznajacy jezyk L(E),
2. skonstruowaé automat B rozpoznajacy jezyk L(E)¢ zgodnie z dowodem twierdzenia 2.3,

3. skonstruowaé wyrazenie reqularne rozpoznajgce jezyk automatu B zgodnie z dowodem
tunerdzenia 2.2.

Dowdd zamkniecia na przeciecie. Wykazemy teraz, ze L N K jest jezykiem regularnym. Za-
uwazmy, ze jezyk ten wyraza sie za pomocg sum i dopelnien, ktoére zachowuja regularnosé:

LNK =(L°UK®® =2\ (Z*\ L) U (2% \ K))

Innym sposobem dowiedzenia tego faktu jest rozwazenie automatu (zwanego produktowym).
Niech Ay, Ax beda automatami rozpoznajgcymi jezyki L i K odpowiednio. Automat pro-
duktowy to automat ktorego stany to pary standéw — jeden stan z automatu Ay, a drugi z
automatu Ag. Stany poczatkowe/akceptujace to tylko te, ktore zawieraja dwa odpowiednio
poczatkowe/akceptujace stany. Tranzycje w tej konstrukeji dziedziczymy na kazdej wspol-
rzednej z odpowiadajacego automatu.

Przyktadowa konstrukcja automatu iloczynowego znajduje sie ponizej.
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Dowdd zamkniecia na odwrdcenie. Pozostato wykazaé zamknietosé na odwréocenie. Rozwazmy
automat A = (Qr, %, I, Fr,dL), rozpoznajacy jezyk L, oraz automat D zdefiniowany poprzez:

D= <QL727FL5-[L’{(Q7 a7p) ‘ (p7a7 q) € 6L}>

Automat D ma zamienione stany akceptujace z poczatkowymi oraz odwrocone tranzycje, co
sprawia, ze rozpoznaje jezyk L%, Jest tak poniewaz implementuje on przejécie po zadanym
stowie ,0d tytu”.

Uwaga 2.4. Warto zaznaczyé, ze powyzsza konstrukcja nie wymaga, aby poczatkowy automat
A byt deterministyczny, jednak sprawia, zZe wynikowy automat D moze nie byé determini-
styczny, nawet jesli poczgtkowo A byt deterministyczny.

Twierdzenie 2.4. Niech L bedzie jezykiem regularnym nad alfabetem X, a f: X — P(I'™)
funkcja przypisujacq literom alfabetu 3 jezyki regularne nad alfabetem I'. Nastepujocy jezyk
jest reqularny:

fLy= U fla)-flaz)-...- flan)

ai...an€L

Dowdd. Aby pokazaé, ze f(L) jest jezykiem regularnym skonstruujemy wyrazenie regularne
rozpoznajace ten jezyk. Niech £ bedzie wyrazeniem regularnym jezyka L. Niech (&,)qex be-
dzie taka rodzing wyrazen regularnych, ze dla kazdego a € ¥ zachodzi L(&,) = f(a). Niech &;
bedzie wyrazeniem powstajacym w wyniku podstawienia w miejsce liter wyrazenia £ odpo-
wiadajacych im wyrazen z rodziny (&,)qex. Prosty dowdd indukeyjny po strukturze wyrazenia
& pokazuje, ze wyrazenie to generuje jezyk f(L). [
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Aby poznaé¢ dalsze wlasnosci jezykéw regularnych potrzebowaé bedziemy pojecia homo-
morfizmu. Funkcje h: ¥X* — I'* nazwiemy homomorfizmem jesli spetnia warunki:

e fle)=¢,
o Yw,ve X f(w-v) = f(w)- f(v).

Twierdzenie 2.5. Niech h: ¥* — I'* bedzie homomorfizmem. Jezeli L C I'* jest jezykiem
reqularnym, to réwniez h=(L) jest jezykiem reqularnym.

Dowdd. Niech A bedzie DFA rozpoznajacym L. Skonstruujmy niedeterministyczny automat B
biorac @, X, I, F' z automatu A. Tranzycje automatu 3 tworzymy w nastepujacy sposob. Jezeli
5.4(p, h(a)) = ¢, dla pewnych p, ¢ € Q oraz a € ¥, to w B dodajemy tranzycje p % ¢. Automat
B rozpoznaje h~!(L), nalezy pokaza¢ dwa zawierania. Jesli B akceptuje stowo w = wy ... wy,
to po przylozeniu h do tego stowa otrzymujemy stowo h(w) = h(wy)...h(w,) akceptowane
przez A (wprost z konstrukeji, kolejne w; odpowiadaja tranzycjom w A). Jezeli stowo w nalezy
do h™1(L), to dla kazdego jego podziatu w = h(v1) ... h(v,), ktéremu wprost odpowiada stowo
V1 ...Un, istnieje w B bieg akceptujacy po literach vi,va,...vy,. |

Uwaga 2.5. Zauwazmy, ze jesli h: 3* — I'" jest homomorfizmem, to z wtasnosci:
YVw,v € ¥*.h(w)h(v) = h(wov)

wynika wtasnosé:

Vw € X*.h(w) = h(w[1]) - ... - h(w[|w|]),

poniewaz mozemy indukcyinie doktadaé nowgq litere na koniec stowa, korzystajoc z szczegdlnej
postaci dla stowa v bedgcego pojedynczq literq:

Vw € ¥*,a € ¥.h(wa) = h(w)h(a).

Whiosek 2.1. Wobec powyzszej uwagi jezyki reqgularne sq zamkniete na obrazy przy funkcjach
homomorficznych h. Fokt ten wynika z twierdzenia 2.4 gdy podstawimy za funkcje f z tresci
twierdzenia homomorfizm h.

Zdefiniujemy teraz operacje ilorazu lewostronnego oraz prawostronnego, aby poznaé ko-
lejne wlasnodci omawianej klasy jezykow.

Dla stéw w, v, gdzie w = c1...cg jest prefiksem v = ¢; ... ¢, definiujemy iloraz lewo-
stronny stowa v przez stowo w jako:

w e = Ck+1-.-Cn.
Analogicznie, je$li w = cg41 .. . ¢y jest sufiksem stowa v = cjca ... ¢, to prawostronnym

ilorazem v przez w nazywamy:
1

vw T =¢c1...Ck.
Dla jezykow L, K ilorazem lewostronnym jezyka L przez jezyk K nazywamy jezyk:
K'L={w|3vve KAnvwe L}.
Odpowiednio ilorazem prawostronnym jezyka L przez jezyk K jest:

LE™'={w|3vve KAwveL}.

Przejdzmy teraz do sformulowania twierdzenia.
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Twierdzenie 2.6. Niech L, K C ¥* bedqg jezykami regularnymi, wtedy jezyki:
1. KL,
2. LK1

rowniez sq regularne.

Dowdd. Niech A= (X, Q,q;, F,0) bedzie zupelnym automatem deterministycznym rozpozna-
jacym L. Zaréwno punkt pierwszy jak i drugi udowodnimy modyfikujac automat A. Zacznijmy
od dowodu punktu pierwszego.

Zdefiniujmy automat B jako modyfikacje automatu A uzyskanag poprzez zmiane zbioru
stanéw poczatkowych wedlug nastepujacej formuty:

In={¢eQ|Fwwe KNi(g,w)=q}

Jesli v € L(B), to istnieje w € K (z definicji wyzej) takie, ze wv € L. W druga strone, jesli
istnicje s € KL, to rozktada si¢ w taki sposob, ze s = w™'v dla pewnych w € K,v € L.
Aby uzyskaé bieg akceptujacy po stowie s w automacie B nalezy przej$¢ druga czesé biegu
akceptujacego stowa v w automacie A (zaczynajaca sie po przejsciu stowa w). Jezyk KL
jest wiec regularny.

Przejdzmy do dowodu drugiego punktu. Zdefiniujmy automat C jako modyfikacje auto-
matu A uzyskana poprzez zamiane zbioru stanéw akceptujacych w nastepujacej sposob:

Fe={¢eQ|3w3ppe FweKAiq,w)=p}

Jesli v € L(C), to istnieje w € K (z definicji wyzej) takie, ze vw € L. W druga strone, jesli
istnieje s € LK ~', to rozktada sie w taki sposob, ze s = vw™! dla pewnych w € K,v € L.
Aby uzyskaé bieg akceptujacy po stowie s w automacie B nalezy przej$é pierwsza czesé biegu
akceptujacego stowa v w automacie A (koticzaca si¢ na poczatku sufiksu w). Jezyk LK ! jest
wiec regularny.

Innym sposobem udowodnienia drugiego punktu jest zaobserwowanie, ze

(K™~ L) = LK1,

Wobec tego wystarczy skorzysta¢ z tego, ze jezyki regularne sa zamkniete na operacje odwra-
cania i ilorazu lewostronnego, co juz wiemy. |

2.4. Lemat o pompowaniu

W tej sekcji udowodnimy wazny lemat, ktéry w wygodny sposéb pozwoli nam w niektoérych
przypadkach stwierdza¢, ze dany jezyk nie jest jezykiem regularnym. Warto zauwazy¢, ze
dotychczasowe informacje o klasie jezykéw regularnych raczej dajg nam narzedzia dowodzace,
ze dany jezyk jest regularny.

Lemat 2.1 (Lemat o pompowaniu). (Patrz na przyktad [HMUO6, rozdziat Properties of Re-
gular Languages, strona 126]) Dla kazdego jezyka regularnego L istnieje stata N taka, Ze dla
kazdego stowa w € L spelniajacego |w| > N istnieje podziat w = wiwaws taki, ze wy # &,
lwiws| < N oraz wyw§ws € L dla kazdego k > 0.

Dowdd. Niech L bedzie ustalonym jezykiem regularnym, A automatem rozpoznajacym jezyk
L. Oznaczmy N = |Q|, gdzie Q to zbior stanéw automatu A. Rozwazmy dowolne stowo w € L
takie, ze |w| > N oraz bieg akceptujacy 7 idacy po w. Automat A ma N stanéw, wiec po co
najwyzej N tranzycjach w m wystapi pierwsze powtorzenie stanu.
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Dokonajmy podzialu w za pomoca pierwszego powtédrzenia stanu w 7, czyli jesli pierwsze
powtodrzenie wystapito na pozycjach (i, j) to

W = w1w2ws3,

gdzie
wy =w[l.i], wy=w[(i+1)..j], ws=w[(j+1).|w|].

Majac taki podzial widzimy, ze |wiws| < N,wy # & oraz mozemy ,pompowac”’ petelke wsy
(mozna tez ja usunaé, dlatego lemat dopuszcza k = 0), co dowodzi tezy. |

Uwaga 2.6. Jesli wiemy, ze 0 < |L| < 0o, to wystarczy wzigé za statg N wartosé nie mniejszq
od dtugo$ci wszystkich stow nalezgcych do jezyka L, na przyktad N = max |w|.
we

Uwaga 2.7. Prawdziwe jest nastepujgce wzmocnienie lematu o pompowaniu:
Dla kazdego jezyka regularnego L istnieje stala N taka, zZe dla kazdego stowa w € L 1
kazdego podziatu w = utv spetniajgcego |t| > N istnieje podziat w = uzyzv taki, ze:

y#e, |zy| <N, Vk > 0.uzy®zv € L.

Dowdd. Rozumowanie dowodzgce powyzszej uwagi nie rozni sie znaczaco od dowodu lematu
o pompowaniu — stala N jest rowna |@Q|. Powtorzenie stanu musi wystapi¢ na podstowie y
ze wzgledu na jego dtugosé, tak jak to mialo miejsce dla catego stowa w w dowodzie lematu
o pompowaniu. Aby otrzymaé¢ standardows wersje lematu ze wzmocnionej wersji wystarczy
przyjac:

U=v==¢, t=w.

2.5. Minimalizacja

W tym rozdziale zajmiemy sie zupelnymi automatami deterministycznymi. Dla kazdego je-
zyka regularnego L mozemy znalezé¢ wiele zupelnych DFA rozpoznajacych ten jezyk, jednak
pokazemy, ze istnieje pewien szczegblny — automat syntaktyczny jezyka L.

Automat syntaktyczny (lub minimalny) jest wyjatkowy nie tylko ze wzgledu na swoj roz-
miar — posiada najmniejsza ilo$¢ standéw, ale takze w pewien sposob zawiera sie w kazdym
innym zupelnym DFA rozpoznajacym jezyk L — dowolny zupelny DFA mozna ,posklejaé”
(jego stany) tak, aby w wyniku dosta¢ automat syntaktyczny Az. W celu uzyskania powyz-
szych wnioskow zdefiniujmy relacje Myhilla-Nerodego [RS59].
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Relacja Myhilla-Nerodego

Niech L C ¥* bedzie dowolnym jezykiem (niekoniecznie regularnym). Zdefiniujmy relacje
rownowaznosci ~;C 3* x ¥* w nastepujacy sposob: stowa w, v sa w relacji ~y, wtedy i tylko
wtedy, gdy nie nie istnieje takie stowo u € 3*, ze po jego doklejeniu na korice stéw w oraz v,
jedno z powstalych stéw nalezy do L, a drugie nie nalezy. Ujmujac precyzyjniej:

w~pv <= VweXf.wuel <= vuel)

Dlaczego ~, to relacja rownowaznosci? 7 definicji, relacja réwnowaznosci to relacja ktora
jest: zwrotna, symetryczna oraz przechodnia.

e zwrotna — Vw € X*.w ~p w — wprost z definicji, poniewaz rozwazane stowa wu, vu sa
rowne dla w = wv.

e symetryczna — kolejno$é stow nie ma znaczenia dla naszej relacji, jesli wu, vu (nie)naleza
do L, to réwniez vu, wu (nie)naleza do L.

e przechodnia — jesli wiemy, ze par stow: wy, wo oraz we, w3 nie da sie rozrozni¢ (wzgledem
przynaleznosci do L) doklejajac stowo u na ich koniec, to rowniez wq,ws nie da sie
rozrozni¢ w ten sposob.

Automat syntaktyczny (minimalny) jezyka L C ¥* to automat skladajacy si¢ z:
e alfabetu X,

e zbioru stanéow Q = X* /.,

e zbioru stanéw poczatkowych I = {[¢]~, },

e zbioru stanow akceptujacych F = {[w]., | w € L},

e funkcji przejscia § = {[w]~, = [w-a]v, | a € ,w € T*}.

Jak rozumieé¢ powyzsze napisy? Aby skonstruowaé¢ automat syntaktyczny nalezy wzigé
wszystkie klasy abstrakcji relacji ~;, jako stany automatu, stan reprezentowany stowem pu-
stym uznaé za poczatkowy, a stany reprezentowane przez stowa nalezace do jezyka L uznaé za
akceptujace. Tranzycja wychodzaca ze stanu reprezentowanego przez stowo w idzie po literze
a € X do klasy reprezentowanej przez slowo wa. Zauwazmy, ze jesli ~j ma nieskonczenie
wiele klas abstrakcji, to otrzymany automat ma nieskoriczony zbior stanéw (nie jest wiec
automatem skoriczonym). Standardowo automat syntaktyczny jezyka L oznaczamy przez Ap .

Przyktad dla jezyka L = L((a + b)*ab(a + b)*).

a,b

—{ [e] [a] [ab]

Kazdemu stanowi mozna przypisa¢ klase abstrakcji relacji ~p. Reprezentantéow tych klas
przedstawiamy w kwadratowych nawiasach wewnatrz stanow.
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Lemat 2.2. Ustalmy jezyk L C ¥*. Jesli relacja ~1 ma skonczenie wiele klas abstrakcyi, to
automat syntaktyczny jest zupetnym deterministycznym automatem rozpoznajgcym jezyk L.

Dowdd. Jesli relacja ~; ma skoriczenie wiele klas abstrakcji, to automat syntaktyczny ma
skoriczony zbiér stanéw, dokladnie jeden stan poczatkowy. Zauwazmy, ze jesli v ~p w, to
(v-a) ~p (w-a), wigc dla kazdego stanu [w]~, i kazdej litery a mamy doktadnie jedna
tranzycje:
[w]~y = [w- ]y

Relacja tranzycji jest wiec funkcja, czyli automat jest deterministyczny oraz zupelny. Dla-
czego Aj rozpoznaje L7 Mamy dokladnie jeden bieg po kazdym stowie. Wiemy, ze stany
akceptujace to te, ktorych reprezentanci nalezg do L. Funkcja przejscia wprost méwi, ze po
stowie v przejdziemy do stanu [v]., , wiec A rozpoznaje L, poniewaz:

veL < [v]., €F.
Powyzsza rownowazno$é wynika z tego, ze jeSli v ~p wtov € L < w € L. |

Wprowadzmy oznaczenie reach(Q 4), ktore oznaczaé bedzie zbior osiagalnych stanéow au-
tomatu A4, to znaczy takich stanéw, do ktorych da sie dojsé, podazajac zgodnie z tranzycjami
automatu A, zaczynajac w jakims$ stanie poczatkowym tego automatu. Sprecyzujmy co rozu-
miemy poprzez wspomniane ,sklejenie” (iloraz) automatu A do zupetnego DFA B.

Powiemy, ze zupelny DFA B jest ilorazem zupelnego DFA A jesli istnieje suriekcja
f:reach(Q4) =% Qp taka, ze:

epcly = f(p) € Ip,
e g€ Fq < f(q) € Fp,

e Vg € reach(Q4).Ya € X.f(04(q,a)) = 05(f(q),a).

Uwaga 2.8. Warto odnotowaé, zZe po sklejeniu automat rozpoznaje ten sam jezyk. Wynika to z
tego, ze dla kazdego stowa w € X* jedyny bieg I1 w automacie A po stowie w odpowiada wprost
jedynemu biegowi po tym stowie w automacie B powstatemu przez zaaplikowanie funkcji f do
standw biegu II.

Przyktadowe sklejenie wyglada nastepujaco (sklejamy w obrebie kolorowych petli)
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Lemat 2.3. Niech A= (X,Q4,{qinit}, Fa,d4) bedzie ustalonym zupetnym automatem deter-
ministycznym rozpoznajgcym jezyk L. Wowczas relacja ~1 ma skoriczenie wiele klas abstrakcyi,
a co wiecej automat syntaktyczny Ar jest ilorazem automatu A (mozna go otrzymaé poprzez
sklejanie standw automatu A).

Dowdd. Przypiszmy kazdemu osiggalnemu stanowi g € reach(Q 4) stowo w, w taki sposob, ze
d.4(qinit, wq) = q, dla kazdego stanu osiagalnego takie stowo musi istnie¢ (wybieramy dowolne).
Rozwazmy funkcje f: reach(Q4) — ¥*/~, zdefiniowana wzorem f(q) = [wq]~, . Klasa [wg]~,
nie zalezy od wyboru stowa w, po ktérym idziemy do stanu ¢, poniewaz okre$lana jest przez
stowa po ktorych dochodzimy w automacie A do standéw akceptujacych ze stanu ¢, co nie
jest zalezne od drogi przebytej z ¢inie do ¢q. Funkcja f jest wiec dobrze okreslona, a co wiecej
jest suriekcja (po kazdym stowie gdzies mozemy doj$é, poniewaz rozwazane DFA sa zupelne)
spelniajaca definicje sklejenia. Istotnie dla I = {[¢]~, }, F = {[w]~, | w € L} pierwsze
dwa warunki definicji sklejenia (patrz definicja na stronie 25) sa spelnione, wystarczy wiec
zauwazy¢, ze trzeci warunek rowniez zachodzi. Niech 64 bedzie funkcja przejscia automatu
syntaktycznego, jesli (q,a,p) € 0.4, to zachodza roéwnosci

f((s.A(q’ CL)) = f(p) = [wp]NL = [wq ’ a]NL = 5A([MQ]NL70’)7

wiec trzeci warunek réwniez jest spelniony.
Relacja ~y ma skonczenie wiele klas abstrakcji, poniewaz zadaliSmy suriekcje ze skoriczo-
nego zbioru na zbiér klas abstrakcji ~. |

Twierdzenie 2.7 (Myhill-Nerode). [RS59] Niech L C ¥* bedzie dowolnym jezykiem. Jezyk
L jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy relacja syntaktyczna ~p ma skoriczenie wiele klas
abstrakcyi.

Dowadd. Pokazemy implikacje w dwie strony.

Zalozmy, ze L C X* jest jezykiem regularnym. Istnieje automat deterministyczny A roz-
poznajacy L (twierdzenie 2.2), wiec na mocny lematu 2.3 otrzymujemy, ze ~, ma skoriczenie
wiele klas abstrakcji, a co wiecej A mozemy sklei¢ do Ay, co koriczy dowod implikacji.

Zatozmy z kolei, ze ~y ma skoriczenie wiele klas abstrakcji. Mozemy skorzystaé¢ z le-
matu 2.2, wiec istnieje automat rozpoznajacy L — czyli jezyk ten jest regularny. |

Whiosek 2.2. Dia kazdego jezyka regularnego L istnieje unikalny, z doktadnoscig do nazw
standow, zupetny automat deterministyczny (zwany syntaktycznym) Ar rozpoznajgcy L — ma
on minimalng liczbe standw w zbiorze wszystkich zupetnych DFA rozpoznajgcych L, a co wiecej
kazdy zupetny DFA rozpoznajgcy L mozna do niego skleié poprzez usuniecie standw mieosig-
galnych, a nastepnie zlepienie niektorych standw.

2.5.1. Algorytmy minimalizujace

Zajmiemy sie teraz algorytmami minimalizujacymi, czyli takimi ktére otrzymujac automat
zwracaja automat syntaktyczny rozpoznajacy ten sam jezyk.

Algorytm 2.1 (Rafinacja podzialow (ang. partition refinement algorithm)). Pierwszym al-
gorytmem minimalizujgcym, ktéry oméwimy, bedzie algorytm rafinacji podziatow. Algorytm
ten otrzymuje na wejsciu zupetlny DFA A, rozpoznajacy jezyk L, a nastepnie oblicza automat
syntaktyczny Ay, w czasie O(n? - 5), gdzie |Q 4| = n oraz |¥| = s.

Ustalmy zupelny DFA A rozpoznajacy jezyk L. Na poczatku usunmy wszystkie stany ktore
nie naleza do zbioru stanéw osiagalnych reach(Q 4) (patrz definicja na stronie 25). Mozna to
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zrobi¢ w czasie O(n) (liniowym od liczby stanow) za pomoca przeszukania automatu od stanow
poczatkowych wszerz uzywajac tablicy do zapamietywania informacji czy dany stan zostal juz
odwiedzony. Przyktadowy pseudokod oznaczenia stanéw osiggalnych wyglada nastepujaco.

bool odwiedzone[|Q41]; // Tablica wypeilniona wartosciami false.
bool tranzycje [1Q4I1101Qall;
queue <int> kolejka; // Kolejka typu first-in-first-out (FIFO).

for (q € I4) do
kolejka.dodaj(q);

while (!kolejka.pusta()) do
q = kolejka.zdejmij ();
for (int i = 1; i < |Qql; i++) do
if (tranzycjelql[i] && !odwiedzonel[i])
kolejka.dodaj (i) ;
odwiedzone[i] = true;

// Wynik znajduje si¢ w tablicy odwiedzone.

O automacie powiemy, ze jest automatem osiagalnym jesli wszystkie jego stany sa osiagalne
(patrz definicja na stronie 25). W dalszej czesci przyjmijmy, ze kazdy stan automatu A jest
osiagalny.

Dowodzac lematu 2.3, wskazaliSmy funkcje f: Q4 — £*/~, mapujaca stany automatu A
na stany automatu syntaktycznego Ay. Niech ~ bedzie relacja réwnowaznosci zadang przez
przeciwobraz przy f (w klasie abstrakeji sa wszystkie stany, ktore daja ta sama wartosc).

Pokazemy, ze relacje ~ da si¢ obliczy¢ w czasie O(n?-s). Bedzie to gtéwna trudnosé calego
algorytmu, poniewaz, znajac relacje ~, wystarczy zlepi¢ stany w obrebie klas abstrakcji, aby
otrzyma¢ automat Aj,.

Skonstruujmy automat B o zbiorze stanow Q4 X @ 4, gdzie tranzycja

(p.q) = (8(p,a),8(q,a))

wystepuje dla kazdych p,q € Q,a € X. Zauwazmy, ze nastepuje réwnowaznosé: stany p i
g nie sa w tej samej klasie abstrakcji relacji ~ wtedy i tylko wtedy, gdy ze stanu (p,q)
automatu B mozna dojs¢ do takiego stanu, ktory sktada sie z pary stanéw automatu A, w
ktorej jeden stan jest akceptujacy, a drugi nie. Mozemy wiec przeszuka¢ wszerz (uzywajac
tablicy do spamietywania stanéw odwiedzonych algorytmem ktérego uzyliSmy do znalezienia
stanéw nieosiggalnych), z ta réznica, ze tranzycjami chodzimy teraz ,w tyl”, a zaczynamy
od stanéw zlozonych z par w ktérych doktadnie jeden stan jest akceptujacy, co pozwoli nam
obliczy¢ relacje ~.

Powyzsza konstrukcja oraz algorytm zajmuje oczywiscie czas O(n?-s) — takiej wielkosci jest
konstruowany automat, nastepnie dokonujemy liniowego przeszukania wszerz oraz zlgczenia
stanéw na podstawie uzyskanej informacji.

Algorytm 2.2 (Hopcroft). [Hop71| Nastepnym algorytmem, ktéry omoéwimy bedzie algorytm
Hopcrofta. Tak jak algorytm rafinacji podzialéw przyjmuje on na wejscie zupelny DFA A
rozpoznajacy jezyk L, a nastepnie oblicza automat Ap. Przewaga algorytmu Hopcrofta nad
algorytmem rafinacji podzialéw jest czas dziatania, dziala w lepszej pesymistycznej ztozonosci

O(nlog(n) - s), gdzie |Qa| = n, %] = s.
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Algorytm ten utrzymuje podzial zbioru stanéw P, poczatkowo bedacy rozréznieniem na
stany akceptujace i nieakceptujace, oraz liste zbioréw W ktérymi bedzie w przysztosci dzielit
aktualnie trzymany podziat P.

Algorytm wykorzystuje liste¢ zbioréw (zmienna W), ktérymi rozdrabnia podzial P. Pobiera
z listy W kolejne zbiory (zmienna A). Dla kazdego rozwazanego zbioru A iteruje sie po literach
a € X oraz zbiorach Y € P probujac dokonywaé dalszej rafinacji. W tym celu probuje znalezé
takie Y, dla ktorych nie wszystkie tranzycje po a z Y prowadza do dzielacego w danym
momencie zbioru A. Jesli znajdzie taki zbior Y dzieli go na mniejsze jednocze$nie zastepujac
go w podziale P. Ponizej znajduje sie pseudokod algorytmu Hopcrofta.

P ={F, Q\ F}
w={F, Q\ F}

while W.niepusta() do
A = W.zdejmij(); // Pobieramy element z W do zmiennej A.
for a €¥ do
// Niech X to zbidr standéw z ktdrych
// tranzycja po ,,a
X ={x]|0(z,a) € A};
for YEP : XNY #@ and Y \ X #92 do
// Rozbija w P zbiér Y na zbiory X N Y, Y \ X.
P.rozbij (Y, {X N Y, Y\ X});
if Yew
// Rozbija w W zbidr Y na zbiory X N Y, Y \ X.
W.rozbij (Y, {X N Y, Y\ X});
else

ER]

idzie do A.

if 1IX Nyl <1y \ XI
W.dodaj (X N Y);
else
W.dodaj (Y \ X);

Na poczatku zauwazmy, ze algorytm ten posiada wltasnosé stopu, poniewaz podziat P w kaz-
dym obrocie petli while albo si¢ rozdrabnia, albo sie nie zmienia. Podzial P moze rozdrobnié¢
sie jedynie skoriczenie wiele razy, wiec od pewnego momentu zmienna P si¢ nie zmienia, co
oznacza, ze wewnetrzna petla for nie wykonuje zadnego obrotu, czyli do zbioru W nic nie jest
dodawane a kazdy nastepny obrot petli while usuwa elementy z W az do osiagniecia W = &@.

Niech A = (2,Q,qi, F,d) oraz niech Py, P,,..., P, beda kolejnymi podziatami zbioru
stanow () uzyskanymi w trakcie dzialania algorytmu uruchomionego na automacie A. Zdefi-
niujmy relacje rownowaznosci ~1, ~g, ..., ~, przez kolejne podziaty P;, to znaczy

Qo ~i @ <= 3Y € P, {qa,} C P;.

Zdefiniujmy L(q) = {w | é(q,w) € F}.
Zaczniemy od udowodnienia poprawno$ci algorytmu, czyli od wykazania, ze

¢ ~mp <= L(q) = L(p).
Pokazemy dwa lematy, ktore udowodnia powyzsza réwnowaznosé.

Lemat 2.4. Niech p,q € Q. Jesli g »; p, to L(q) # L(p).
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Dowdd. Zatozmy nie wprost, ze istnieje i takie, ze ¢ ~; p oraz L(q) = L(p). Zalozmy
dodatkowo, ze i jest najmniejszym indeksem o tej wilasnosci. Jezeli ¢ = 1, to z racji, ze
P, ={Q\ F, F} wiemy, ze doktadnie jeden ze stanéw p, q akceptuje stowo e, co sprawia, ze
L(p) # L(q) i prowadzi do sprzecznosci. W przeciwnym przypadku wiemy, ze g ~; p oraz
q ~;—1 p- Oznacza to, ze istnieje zbidr Y;_1 € P;_; taki, ze p € Y;_1 oraz q € Y;_1 oraz zostal
dokonany podziat zbiorem A € W oraz litera a € 3 w taki sposob, ze stany p i ¢ zostaty roz-
dzielone. Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze §(p,a) € A,d(q,a) ¢ A. Zauwazmy, ze jesli
zbior A byl zbiorem wyjetym z W, to istnial on w podziale P (poczatkowo P = W, nastepnie
przy rozbijaniu P rozbijamy rowniez W). Mamy wiec sytuacje w ktorej d(q,a) = 0(p,a), z
zalozenia indukcyjnego dostajemy, ze L(0(q,a)) # L(d(p,a)), co implikuje L(p) # L(q). M

Lemat 2.5. Niech p,q € Q. Jesli p ~y, q, to L(p) = L(q).
Dowdd. L(p) = L(q) oznacza, ze dla kazdego w € ¥* zachodzi
Vw.d(p,w) € F <= 0(¢q,w) € F.

Pokaze indukcyjnie po dtugosci stowa w, ze jesli p ~,,, ¢ to powyzsza rownowaznos$é zachodzi.
Dla w=¢ mamy p~pmq = p~1¢, p~1q <= (p,q € F)V(p,qge Q\F), wigc

d(p,e)=p€F < d(q,e) =q€F.

Baza indukcyjna jest wiec udowodniona, przejdzmy do dowodu kroku indukcyjnego.
Zatozmy, ze dla wszystkich stéow o dlugos$ci co najwyzej d réwnowaznosé zachodzi, to
zZnaczy, ze
Viw| < d.6(p,w) € F < 0(q,w) € F.

Pokazemy, ze dla kazdego stowa dtugosci d + 1 rownowaznosé zachodzi. Zaldézmy nie wprost,
ze istnieje stowo w dtugosci d + 1 ktoére rozréznia stany p i q. Bez straty ogélnosci zalézmy,
ze 0(q,w) € F,6(p,w) ¢ F. Niech w = av, dla pewnych a € X,v € %% Mamy wicc, ze
L(6(q,a)) # L(d(p,a)), wiec z zalozenia indukcyjnego mamy 0(q,a) =, 0(p,a). Zauwazmy,
ze jesli 0(q, a) =, 6(p,a), to w pewnym momencie wstawiliSmy na liste W zbior ktory zawiera
doktadnie jeden ze stanow d(q, a), d(p, a), albo jest to jeden z poczatkowych zbiorow F,Q\ F,
albo jest to zbiér powstaly w wyniku podziatu ktéry rozdzielit te stany. Zbiér ten mogt by¢
rozbijany w dalszych fazach algorytmu (15 linijka pseudokodu), lecz takie rozbicie zachowuje
wlasnosé, ze w W istnieje zbior do ktorego nalezy doktadnie jeden ze stanow §(p, a), 5(gq,a). W
pewnym momencie musieliémy zdjac¢ z listy W ten zbidér i dokonaé podziatu za jego pomoca,
wtedy dostajemy rozdzielenie stanéw p, g po literze a, wiec p »~,, q. |

Powyzszy lemat zawiera kluczowa do otrzymania ztozonosci algorytmu obserwacje — do
uzyskania poprawnosci algorytmu wystarcza dodawanie jednego ze zbiorow X NY, Y\ X (linie
17 — 20 pseudokodu) do listy W, wiec rozmiar wktadanego zbioru jest co najwyzej potowa
wartosci |Y| (bierzemy mniej liczny zbior).

Zauwazmy, ze taczna liczba tranzycji w automacie to n - s. Oszacujemy sumaryczna moc
zbiorow X ktorymi dokonujemy podzialow w P. Przyjrzyjmy sie tranzycji t = (p,a,q) € 9,
jesli $wiadczy ona o przynaleznosci p € X przy pewnym podziale, to po rozbiciu jakiegos
zbioru Y przez X do listy W trafi zbiér rozmiaru co najwyzej %|X |, stan ¢ moze przy ta-
kich podziatach naleze¢ do dodawanego do W zbioru co najwyzej logy(n) razy. Sumujac po
wszystkich tranzycjach dostajemy, ze sumaryczna moc zbioréw X to ns - logy(n).

Do otrzymania zlozonosci O(nlog(n) - s) brakuje nam juz tylko struktury danych, ktora
potrafi rozbi¢ podzial zbioru wzgledem zbioru X w czasie proporcjonalnym do | X |. Taka struk-
ture (ang. partition refinement) (Przyktadowe opracowanie |[VLO08|) mozna uzyska¢ utrzymu-

Jac:
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e uporzadkowang liste dwukierunkows zbioréw S;,
e dla kazdego zbioru S; dwukierunkows liste jego elementow,

e dla kazdego elementu informacje w ktorym zbiorze S; sie znajduje oraz gdzie (wskaznik
na element listy stanéw nalezacych do Sj;).

Aby dokonac rozbicia iterujemy si¢ po x € X, odwotujemy si¢ do zbioru S; zawierajacego x
i dzielimy go (tworzac nowy zbior bedacy docelowo S; N X) oraz dodajemy ten zbior na liste
L (jesli go tam jeszcze nie ma) zbioréw podzielonych przez te operacje. Efektywnie usuwamy
wiec x z S oraz dodajemy do powstalego w tej iteracji zbioru S; N X. Gdy iteracja po x € X
sie zakoriczy, dokonujemy podziatu zgodnie z lista L.

Algorytm 2.3 (Brzozowski). [Brz62]

Algorytm Brzozowskiego, chociaz znacznie wolniejszy — dziala pesymistycznie w czasie
wyktadniczym wzgledem ilosci stanéw, pozwala minimalizowaé rowniez automaty niedetermi-
nistyczne oraz jest wyjatkowo prosty w zapisie. Wykorzystamy nastepujace operacje:

e P — konstruuje automat potegowy, a nastepnie usuwa z niego stany nieosiagalne (tworzy
zupelny DFA z NFA),

e R — zamienia zbiory F' oraz I, a nastepnie odwraca kierunki tranzycji, na koncu usuwa
stany nieosiggalne (odwraca rozpoznawany jezyk).

Algorytm Brzozowskiego przedstawia sie nastepujaco: return P(R(P(R(A)))).
Dlaczego ten algorytm dziata? OdpowiedzZ na to pytanie mozna uzyska¢ analizujgc ztozenie
P(R(A)). Zauwazmy najpierw ponizsza rownosc:

PR(P(R(A)))) = (P o R)2(A).

Caly algorytm dwukrotnie wykonuje operacje P o R — poprawnos¢ otrzymamy dowodzac na-
stepujaca obserwacje.

Obserwacja 2.1. Dla dowolnego zupetnego DFA B ktory jest osiggalny (patrz sekcja o algo-
rytmie 2.1) automat P(R(B)) to automat syntaktyczny rozpoznajacy L(B)E, czyli odwrdcenie
jezyka L (patrz punkt 10 na stronie 8).

Dowdd. Majac zupely osiggalny automat deterministyczny B o zbiorze stanéw poczatkowych
{¢;} mozemy przyporzadkowaé¢ kazdemu stanowi ¢, takie stowo w,, ze d(g;, w;) = ¢, (ponie-
waz automat jest deterministyczny zupelny i osiagalny). Niech przyporzadkowanie to bedzie
zadane funkcja f: Qg — X*. Po wykonaniu operacji R tranzycje sie odwréca, a jedynym
stanem akceptujacym bedzie ¢;. Wynika z tego, ze dla kazdego stanu g, bedziemy mie¢ stowo
f(qz)® = wk, ktore jest akceptowane z tego stanu, a z dowolnego innego nie. W automacie
potegowym z usunietymi stanami nieosiggalnymi — P(R(B)), stany odpowiadaja podzbiorom
stanéw automatu B. Stany te beda rozréznialne ze wzgledu na relacje Myhilla-Nerodego, po-
niewaz beda akceptowaly rézne podzbiory f(Q) — dla stanu odpowiadajacego @, C @ bedzie
t0 £(Qu). .

Operacja R odwraca jezyk automatu, na ktérym jest wykonywana, a operacja P zwraca
zupelny automat deterministyczny, nie zmieniajac jezyka, wiec po wykonaniu pierwszej ope-
racji P o R otrzymamy zupety deterministyczny automat rozpoznajacy L(.A)%, a po drugim
wykonaniu automat syntaktyczny jezyka L(A), co dowodzi poprawnosci algorytmu Brzozow-
skiego.
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2.6. Zbiory semi-liniowe a jezyki regularne

W tym podrozdziale zajmiemy sie opisem jezykow regularnych nad alfabetem unarnym (patrz
punkt 3 na stronie 7) oraz mozliwymi zbiorami dtugosci stow jezyka regularnego. Aby badaé
te struktury wprowadzimy najpierw pojecia liniowosci oraz semi-liniowosci.

O zbiorze X C N powiemy, ze jest liniowy, jesli istnieja takie a,b € N, ze:

X ={a+bx|xeN}

O zbiorze X C N powiemy, ze jest semi-liniowy, jesli jest skorniczong suma teoriomnogosciowa
zbioréw liniowych, to znaczy, ze istnieje n € N takie, ze istnieja a1, ag, .. .an,b1,b2,...,b, € N
dla ktorych spelniona jest réwnosé:

X = {ai+bir | z €N},

i=1
Twierdzenie 2.8. Niech X C N, rownowazne sq¢ warunki:
1. X jest zbiorem semi-liniowym,
2. istnieje jezyk reqularny L C {1}* taki, ze X = {|Jw| | w € L},
3. istnieje jezyk reqularny K taki, ze X = {|w| | w € K}.

Dowdd. Pokazemy cztery implikacje, dowodzac dwoch rownowaznosci: (1) <= (2) <= (3).
Implikacja (2) = (3) jest oczywista, gdyz mozemy wzia¢ jezyk z punktu (2).
Przejdzmy do (3) = (2). Rozwazmy automat Ag rozpoznajacy jezyk K z punktu (3).

Zamienimy wszystkie etykiety tranzycji na 1 — tak otrzymany automat jest automatem jezyka

L speliajacym warunek (2), poniewaz zbior dlugosci stow akceptowanych sie nie zmienit.
Przejdzmy teraz do (1) = (2). Skonstruujmy NFA A rozpoznajacy jezyk {1" | n € X}.

n
Niech X = |J {a; + biz | x € N}. Skonstruujemy automaty .4; rozpoznajace jezyki:
i=1
Li={1"|m=a; + bz, v € N}.

n
Oczywiscie L = |J L;, wiec bedzie to wystarczajace do wykazania rozwazanej implikacji.
i=1
Automaty A; konstruuje sie dosyé prosto, kazdy z nich sktada sie z stanu poczatkowego w
ktorym zaczyna sie linia dtugosci a;, na ktoérej konicu jest petla dlugosci b;, jedynym stanem
akceptujacym jest zlaczenie linii oraz petli.

H@L@LL -1 @ 1 L

Pokazmy wiec ostatnia implikacje, (2) = (1). Rozwazmy dowolny jezyk regularny nad {1}*
oraz jego automat syntaktyczny A. Z faktu, ze jest to zupelny DF A nad jezykiem jednolite-
rowym, wiemy, ze ma jeden stan poczatkowy oraz doktadnie jedng tranzycje z kazdego stanu.
Jest minimalny, wiec kazdy jego stan jest osiggalny. Idac ze stanu poczatkowego, idziemy
(jedynym biegiem) caly czas do nowych stanéw, az dotrzemy do pierwszego powtorzenia, a
wtedy krecimy sie w kotko — A wyglada wiec jak lasso:
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Ma on jeden stan poczatkowy, linie dlugosci a i cykl dlugosci b. Jaki jezyk generuje?
Stany akceptujace nieobjete petla generuja po jednym stowie, ktére mozemy dodaé w postaci
zbioréw liniowych jednoelementowych {k + 0.z | z € N}, poniewaz jest ich skonczenie wiele.
Jesli stan akceptujacy jest m—tym na petli liczac od ztaczenia, to biegi koticzace sie¢ w nim
$wiadcza o akceptacji zbioru stow {1' | t = a + m + bz,z € N}. Caly zbior dlugosci stow
jezyka jest skoriczong sumg zbioréw liniowych — czyli jest semi-liniowy. |

Obserwacja 2.2. Automaty deterministyczne nad alfabetem unarnym, w ktérych mie ma
standw nieosiggalnych oraz takich, z ktorych nie da sie zaakceptowaé zZadnego stowa, sq postaci
Jlassa” przedstawionego na rysunku wyzej — sktadajg sie ze stanu poczgtkowego, linit oraz petli.

Powyzsze rownowaznosci nasuwaja wnioski o wtasnosciach semi-liniowych podzbioréw N.

Whiosek 2.3. Niech X,Y C N bedg semi-liniowe. Wowczas, na mocy wykazanych wtasnosci
jezykow regularnych, zbiorami semi-liniowymi sqg rowniez:

e XUY ={z]|2€XVzeY} - teoriomnogosciowa suma,

o XY ={zx+y|zeX, yeY} - suma Minkowskiego,

X NY - przeciecie,

N\ X - dopetnienie,

n
X* = {Z zi|neN, z; € X} - wniosek z domkniecia Kleenego.
i=1

2.7. Nauka automatu

W tym podrozdziale poruszymy kwestie uczenia si¢ automatu deterministycznego rozpozna-
jacego jezyk regularny. Opiszmy wpierw proces ,nauczania’. Mamy dwie osoby — ucznia oraz
nauczyciela. Nauczyciel zna jezyk regularny L C ¥* a uczeri probuje podaé automat deter-
ministyczny rozpoznajacy ten jezyk, znajac na poczatku tylko alfabet 3. W tym celu uczen
moze zadawaé¢ dwa rodzaje pytan, na ktore odpowiada nauczyciel:

e przynalezno$é — uczen podaje stowo w, a nauczyciel odpowiada, czy w nalezy do L,

e zgadniecie — uczen podaje DFA A, a nauczyciel odpowiada, czy L(A) = L. Jesli odpo-
wiedZ jest negatywna, to nauczyciel podaje uczniowi kontrprzyktad — stowo w rozréz-
niajace te jezyki.

32



Gdy uczen zapyta opcja zgadujacg i otrzyma odpowiedz pozytywna, uznajemy, ze nauczy? sie
jezyka L, czyli osiagnat swoj cel.

W oczywisty sposéb same zapytania przynalezno$ciowe nie wystarcza do nauczenia sie
jezyka (z jednym koricowym zgadnieciem), poniewaz dla dowolnego skoniczonego zbioru stow i
informacji o ich przynaleznosci do jezyka istnieje wiecej niz jeden jezyk regularny spetniajacy
zadana przynaleznosé (takich jezykow regularnych jest nieskoriczenie wiele).

7 drugiej strony, same pytania zgadujace wystarczaja do nauczenia sie jezyka — mozemy
zadaé bijekcje z liczb naturalnych w jezyki regularne (gdyz jest ich przeliczalnie wiele) i pytac o
ich automaty syntaktyczne, w ten sposéb otrzymujemy algorytm uzywajacy samych zgadnieé.

Wypada wyjaénié, jak okreslamy ztozono$é¢ w tym przypadku — jest to maksymalna uzy-
wana ilo$¢ zapytan w zaleznosci od wielkos$ci automatu syntaktycznego jezyka L oraz rozmiaru
kontrprzyktadéw podawanych przez nauczyciela, przy czym druga sktadowa opisu ztozonosci
mozna usunad, jesli zatozymy dodatkowo, ze nauczyciel podaje zawsze minimalne co do dtu-
gosci kontrprzyktady. Powyzszy algorytm uzywajacy samych zgadnie¢ dziata w czasie wyktad-
niczym, poniewaz ilo$¢ automatéw dajacych sie zakodowaé jako napis o dtugosci co najwyzej
n jest wyktadnicza wzgledem n.

Powyzsze obserwacje nasuwaja na mysl to, czym teraz sie zajmiemy — pokazemy wielo-
mianowy algorytm pozwalajacy nauczy¢ sie jezyka regularnego.

Uczeni pamieta dwa skoticzone zbiory: @, T C ¥*. Intuicja jest taka, ze stowa z () repre-
zentuja stany automatu, a 1" jest zbiorem stéw rozrézniajacych klasy abstrakeji relacji, ktora
przybliza relacje Myhilla-Nerodego. Powiemy, ze stowa w, v sa T-rownowazne (w ~p v) jesli:

VueT. wué€lL < vue€ L.
Jezeli para stow nie jest T-rownowazna, to méwimy, ze jest T-nieréwnowazna.

Obserwacja 2.3. Jesli ~p rozréznia dwa stowa, to tym bardziej relacja Myhilla-Nerodego
rozroznia te stowa, wiec stowa z Q) sqg parami w roznych klasach rownowaznosci ~y,.

Dla pary zbiorow (Q,T') zdefiniujmy dwie wtasnosci:
e poprawnos¢ — wszystkie stowa zbioru @) sa parami T-nier6wnowazne,
e zupetnosé — dla kazdych ¢ € @, a € X istnieje p € QQ takie, ze qa ~7p p.

Jesli (Q,T) jest para zaréwno poprawna jak i zupelng oraz ¢ € @), to w naturalny sposob
definiuje automat deterministyczny. Jego zbiér stanéw to @, stanem poczatkowym jest stowo
puste, a zbiorem stanéw akceptujacych jest F' = {w | w € L N Q}. Funkcja przejscia zadana
jest poprzez §(q, a) = p, gdzie qa ~7 p.

Lemat 2.6. Niech Q,T bedg skoriczonymi podzbiorami X*. Jesli para (Q,T) jest poprawna dla
ustalonego jezyka reqularnego L, to przy uzyciu wielomianowej liczby (wzgledem A, @ oraz T)
zapytan przynaleznosciowych uczen moze znalezé P 2 Q takie, ze para (P,T) jest poprawna i
zupetna.

Dowdd. Jesli mamy g € @, ktoére nie ma swojego nastepnika (7-réwnowaznego) po jakiejs
literze a € 3, to wystarczy dodaé¢ stowo ga. Aby sprawdzié, ze tak faktycznie jest, wystarczy
zapytaé¢ o przynaleznosé¢ do jezyka L stow qau,pu dla wszystkich p € Q,u € T. Jezeli dla
kazdego p znajdziemy w rozrézniajace slowa ga i p dodajemy nowe stowo ga do zbioru Q.
Zauwazmy, ze nie mozemy dodaé¢ wigcej stow niz |¥*/., |, poniewaz relacja ~p rozréznia
stabiej, niz ~p. Dodanie nowego slowa zajmuje czas wielomianowy, ograniczenie na |Q| jest
liniowe, wiec cala procedura jest wielomianowa na skutek nieusuwania elementéw z Q). |

33



Algorytm 2.4 (Angluin). [Ang87]
1. Zaczynamy z Q =T = {e}.
2. Niezmiennik: para (Q,T') jest poprawna, niekoniecznie zupetna.

3. Postepujemy zgodnie z lematem 2.6 zamieniajac Q na P tak, aby para (P,T) byla
zaréwno poprawna jak i zupetna. Redefiniujemy @ = P.

4. Liczymy automat syntaktyczny A pary (Q,T) i zgadujemy czy L(A) = L?
5. Jesli sie udato, to konczymy.
6. Dodajemy wszystkie sufiksy kontrprzyktadu do T tworzac T".
7. Wracamy do punktu 2 podstawiajac T = T".
Lemat 2.7. Po széstym kroku para (Q,T") nie jest zupetna.

Dowdd. Zat6zmy nie wprost, ze para (Q,T’) jest zupelna, a otrzymany kontrprzyklad dla
automatu ktory powstal z (Q,T) to w. Oczywiscie para (Q,T) jest zupelna wiec definiuje
ten sam automat co para (Q,T"), poniewaz do rozrozniania wystarczy uzywaé tylko stow
z T. Zauwazmy jednak, ze idac po stowie w w obu automatach, dostajemy rézne wyniki —
stowo jednoczesnie jest akceptowane jak i nie jest akceptowane przez izomorficzne automaty
deterministyczne, co jest sprzeczno$cia, poniewaz w automacie deterministycznym istnieje
tylko jedna droga po danym stowie. |

Whniosek 2.4. |Q| < |X*/~,|, wiec algorytm Angluiny terminuje po co najwyzej |*/~, |
obrotach ,petli” ztozonej z punktow 2 — 6, ponitewaz punkt 3 wykonany po punkcie 6 zawsze
zwieksza rozmiar Q. Gdy |Q| = |X*/~, | otrzymany w punkcie 4 automat rozpozna L, poniewaz
Q bedzie odpowiadato zbiorowi klas abstrakcji relacji Myhill’a-Nerode’go.

Whniosek 2.5. Ztozonosé algorytmu Angluiny jest wielomianowa, poniewaz wielomianowo
wiele razy wykonuje petle ktora jest mozliwa do wykonania w wielomianowej liczbie pytan.

Powyzsze wnioski konicza dowdd poprawnosci i zlozonosci przedstawionego algorytmu.

2.8. Automaty a logika

W tym podrozdziale pokazemy kolejne spojrzenie na jezyki regularne. Tym razem wykorzy-
stamy do tego celu MSO (ang. monadic second-order logic), czyli monadyczna logike drugiego
rzedu. Jednak zanim dowiemy sie czym jest MSO i jaki ma zwiazek z jezykami regularnymi,
zdefiniujmy FO (ang. first-order logic) - logike pierwszego rzedu. W ogoélnosci logiki rozwaza
siec nad tak zwanymi strukturami relacyjnymi, my ograniczymy sie do rozwazan na zbiorze
stow skonczonych (nad ustalonym, skoriczonym alfabetem).

Logika pierwszego rzedu na zbiorze ¥*, gdzie X jest pewnym alfabetem, jest to logika
w ktorej do budowania zdan mozemy uzywaé standardowych operacji logicznych:

T —

oraz kwantyfikowaé po pozycjach stowa za pomocg kwantyfikatora ogblnego V i szczegdlnego 3.
Co wiecej dostepne sa relacje o réznych arnosciach (liczbach argumentow). Mozemy korzystaé
z dwoch relacji o arnosci dwa — & < y shuzace do poréwnywania kolejnosci pozycji w stowie
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oraz succ(z,y) wyrazajacej, ze  + 1 = y. Do dyspozycji mamy rowniez |X| relacji o arnosci
rownej jeden, sprawdzajacych czy na danej pozycji stowa stoi konkretna litera, to znaczy dla
kazdego a € 3 dostepna jest relacja unarna a(z) sprawdzajaca, czy na pozycji = stoi litera a.
Dodatkowo uzywamy nawiaséw. Jezeli po kwantyfikowanej zmiennej stoi kropka, oznacza to,
ze kwantyfikator siega mozliwie daleko (zazwyczaj do konca formuly, badz konca nawiasu w
ktorym kwantyfikator si¢ znajduje), w przeciwnym przypadku kwantyfikator obejmuje tylko
podformute stojacg bezposrednio po nim.
Przyjrzyjmy sie¢ nastepujacej formule nad ¥* = {a, b}*:

dz.Vy.—suce(y, z) A a(z)

Formuta ta opisuje stowa zaczynajace sie od litery a. Jedli formuta ¢ jest spelniona przez
stowo w, to piszemy w = ¢. Zbior wszystkich stow speiajacych formule ¢ oznaczamy L(¢).

Czym rézni sie MSO od FO? Logika drugiego rzedu pozwala nam kwantyfikowaé¢ po
relacjach, a nie tylko po pojedynczych pozycjach — stowo monadyczna oznacza, ze kwanty-
fikujemy po relacjach unarnych, czyli tylko po zbiorach pozycji stowa.

Dodatkowo mozemy pisa¢ x € X, jesli x jest zmienng pierwszego rzedu, a X drugiego
(zbiorem). Aby rozréznié, ktorego rzedu jest kwantyfikowana zmienna, uzywamy malych liter
do zmiennych przebiegajacych po pozycjach, a wielkich liter do zmiennych przebiegajacych
po zbiorach pozycji stowa.

Przyktadowo nad ¥* = {a, b}*:

X Jz.x € X A Vy.—suce(y, z)A
AVz.(z € X) = (a(z) A Vp.Vq.(succ(z,p) Asucc(p,q)) = q € X))
Powyzsza formula mowi, ze istnieje zbior X (pozycji nieparzystych), w ktorym istnieje ele-
ment z, ktory nie ma poprzednika (jest pozycja 1) oraz wszystkie pozycje zbioru X maja te
wlasnosé, ze pozycja o dwa dalsza, jesli istnieje, to tez jest w X. Wszystkie elementy z € X
spelniaja a(z), czyli na pozycjach z X stoja litery a. Formuta ta rozpoznaje wiec stowa po-
siadajace na pozycjach nieparzystych litery a, czyli jezyk L((a(a + b))*(a + ¢€)).

Czesto zamiast pisa¢ Jq.succ(p, q) A ¢(q), bedziemy pisaé ¢(succ(p)), a zamiast formutly
Jz.Vy.—suce(y, x) A (z) bedziemy po prostu pisa¢ 1 w miejsce x, czyli ¥(1). W powyzszym
przypadku skraca to formute do:

dX.1e X AVz.(z € X) = (a(z) Asucc(suce(z)) € X)
Bedziemy rowniez uzywaé last(z) w celu oznaczenia —3y.succ(z, y).
Uwaga 2.9. Za pomocqg 3,<,—,V mozemy zdefiniowaé N\, >,<,>,=,V, =, < <.
Dowad.

(o AN ) wiw. (=((= ) (—)))
(x> y) wtw. (~(z < y))

(z <y) wtw. (y > )

(z 2 y) wiw. (y < z)

(z=y) wtw. (x <y) A (z >y)

(Vz.¢(z)) wiw. (=(3z.~¢(z)))
(¢ = ¥) wtw. (= V1))
(¢ <) wiw. (= V @)
(¢ = ) wtw. ((pAP)V (= A=)
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Twierdzenie 2.9 (Biichi-Elgot—Trakhtenbrot). [Elg61] Ustalmy jezyk L C 3*. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

1. istnieje NFA A, taki, ze L(A) = L,
2. istnieje formuta MSO ¢ taka, zZe L(¢p) = L.

Dowdd. Pokazemy implikacje w obie strony. Zacznijmy od (1) = (2). Mozemy zalozy¢,
ze A jest automatem deterministycznym o n stanach, ze stanem poczatkowym 1 na mocy
twierdzenia 2.2.

Szukana formuta ¢:

e Na poczatku kwantyfikuje egzystencjalnie (tzn. za pomoca 3) po zbiorach X, Xo, ..., X,
zbiér X; bedzie reprezentowaé pozycje w stowie na ktorych A byt w stanie o numerze i.

e Nastepnie wyraza, ze X; N X jest puste dla i # j, 1 € X; oraz dla kazdej pozycji istnieje
zbior, w ktérym ona sie znajduje.

o Gdy wiemy juz, ze Xq,..., X, sa podziatem wszystkich pozycji wystarczy napisaé¢
V(1 Vipa V...V iby,) Vlast(z),

gdzie m = n - |¥|, a ¢; odpowiadaja kolejnym tranzycjom w taki sposob, ze jesli j—ta
tranzycja to (p, a,q), to ; jest formula

(x € Xp Aa(z) Asuce(z) € Xg).

e Na koncu wystarczy sprawdzi¢, czy Jz.last(x) Az € X dla jakiego$ f bedacego numerem
stanu akceptujacego.

Uwaga 2.10. Warto zaznaczyé, iz powyzsza konstrukcja prowadzi do otrzymania formuty
szczegdlnej postaci (tzw. normalnej), w ktdrej kwantyfikatory drugiego rzedu znajdujq sie tylko
na poczgtku formuty i sq wytacznie egzystencjonalne (formuta nie uzywa ¥ kwantyfikujacego
po zmiennej drugiego rzedu).

Przejdzmy do dowodu drugiej implikacji, (2) = (1). Dowdd przeprowadzimy indukcyj-
nie po budowie formuly ¢. Korzystajac z uwagi 2.9 mozemy ograniczy¢ sie do formutl zbudo-
wanych z A, -, 3, <. Aby moéc stosowaé indukcje po strukturze formuty ¢, musimy najpierw
zdefiniowaé kilka pojec.

Ustalmy alfabet X, stowo w € ¥* dlugosci n oraz zbiér zmiennych X' (pierwszego i drugiego
rzedu). Wartos$ciowaniem zbioru X' na stowie w jest funkcja F': X — {0,1}" taka, ze obra-
zem kazdej zmiennej pierwszego rzedu jest wektor o doktadnie jednej niezerowej wspotrzednej
(obrazy zmiennych drugiego rzedu moga przyjmowaé dowolne wartosci przeciwdziedziny).
Przyktadowo dla stowa w = aabca i zbioru X = {z,y, Z} wartoSciowaniem jest:

F(z) = 00100, F(y)=01000, F(Z)=11101,

gdzie ciag ejeaesgeqes jest skrotem notacyjnym oznaczajacym wektor (eq, es, 3, eq, e5) € {0, 1}5.
Dla uproszczenia bedziemy pisac:

F(z)=3, F(y) =2, F(Z)={1,2,3,5}.

Wartosciowanie wraz ze stowem nad ktérym jest rozpatrywane bedziemy reprezentowaéd
tabela i traktowaé jako stowem nad alfabetem Yy = ¥ x {0, 1}¥] (literami sa kolumny).
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Bedziemy uzywaé operatora ® do operowania na stowach nad alfabetem > y. W powyz-
szym przykladzie trzecia litera stowa w ® F' jest para (b, [z = 1,y = 0, Z = 1]). Konkretniej
i-ta litera stowa w ® F' to para (a, f) € Xy gdzie a € ¥ oraz f: X — {0,1} jest taka, ze
f(z) =1 <= F(z)=ioraz f(X) =1 < i€ F(X).

Rozwazmy formute MSO ¢ sktadajaca sie z V,—, 3, < o zmiennych wolnych (czyli takich,
do ktorych nie odnosi si¢ zaden kwantyfikator, tzn. nie sa kwantyfikowane) X. Zdefiniujmy
jezyk Lya(¢) nad alfabetem ¥y w sposob rekurencyjny. Dla z,y € X pierwszego rzedu oraz
X drugiego rzedu i wartosciowania F' zbioru X zawierajacego x,y, X:

e Majac ¢ = x < y, definiujemy Lya1(¢) jako zbior stow postaci w @ F' w ktorych:

F(z) < F(y).

o Jesli ¢ jest rowne a(x), to Lya (@) jest zbiorem stow postaci w ® F, w ktorych:

w[F(x)] = a.

e Dla ¢ = x € X definiujemy Ly,(¢) jako podzbior w ® F' w ktorym F(z) € F(X).
o Lval(¢ \ 10) = Lval(¢) U Lval(w)-
o Lval(_‘qb) = (EX)* \Lval(qb)-

e Jesli ¢ jest formula postaci 3z.1), to Lyai(¢) jest zbiorem stow w® F, dla ktorych istnieje
wartosciowanie G rozszerzajace F' na zbior X U {z} w taki sposob, ze w ® G € Ly, (1)).

o Jesli ¢ jest formuta postaci 3Z.9), to Lyai(¢) jest zbiorem stow w® F', dla ktorych istnieje
warto$ciowanie G rozszerzajace F' na zbior X U{Z} w taki sposob, ze w ® G € Ly, (1)).

Dla formut ¢, w ktoérych nie wystepuja zmienne wolne, zachodzi Ly, (¢) = L(1)).

Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy indukcyjnie zbudowaé automat A. Konstrukcje prowa-
dzimy zgodnie z budowa formuty. Kolejne tworzone automaty (na ogét niedeterministyczne)
opieraja sie na rozwazaniu podformul rozwazanej formuty ¢ oraz ich automatéw nad alfabe-
tem X y. Konkretniej dla formuty:

e < y tworzymy automat o stanach ¢;n, q1, g2, gdzie stanem poczatkowym jest ginis
oraz akceptujacym g¢o. Kazdy stan posiada petle po dowolnej literze oraz dla a € X
tranzycje (qinit, (a, f),q1) dla f takich, ze f(z) =1, (q1, (a, f), q2) dla f spemiajacych
f(y) =1 oraz (qinit, (a, f),q2) dla f spelniajacych f(x) = f(y) = 1.




e a(x) tworzymy automat o stanach ginit, 1 gdzie ginit jest poczatkowy a ¢ akceptujacy,
posiadajacy petle na kazdym stanie po dowolnej literze oraz tranzycje (ginit, (a, f),q1)
dla f takich, ze f(z) = 1.

EX EX

—| Qinit (@ f(@) =1) @

e 1z € X tworzymy automat o stanach gnst, 1 gdzie ginit jest poczatkowy a ¢ akceptujacy,
posiadajacy petle na kazdym stanie po dowolnej literze oraz tranzycje (qinit, (a, f),q1)
dla f takich, ze f(x) € F(X).

ZX ZX

g f(z) € F(X) @

¢ V ¢ tworzymy automat bedacy suma roztaczna (definicja na stronie 16) automatow

dla 1 oraz ¢.

e ¢ tworzymy automat rozpoznajacy dopelnienie L(¢) (konstrukcja na stronie 18).

e Jdr.¢ tworzymy automat powstaly z DFA rozpoznajacego L(¢) poprzez zamiane na
tranzycjach (a, f) na (a, g), gdzie g jest obcieciem f z aktualnego X do X\ {x}.

e 3X.¢ tworzymy automat powstaly z DFA rozpoznajacego L(¢) poprzez zamiane na
tranzycjach (a, f) na (a, g), gdzie g jest obcieciem f z aktualnego X do X\ {X}.

Zakonczylismy dowod twierdzenia 2.9, wiemy wiec, ze logika MSO jest réwnowazna je-

zykom regularnym, to znaczy, ze kazda formute monadycznej logiki drugiego rzedu umiemy
przeksztatcié w automat, oraz dla kazdego automatu mozemy znalezé réwnowazna mu for-
mute.

Innym ciekawym wynikiem wiazacym logike (tym razem pierwszego rzedu) z jezykami

regularnymi jest twierdzenie Schiitzenbergera (2.12), jednak zanim przejdziemy do przedsta-
wienia tego wyniku potrzebowaé bedziemy odrobiny algebry.

2.9. Automaty a poélgrupy

W tym podrozdziale zajmiemy sie zupelnie odmienng reprezentacja jezykéw regularnych,
zanim jednak przejdziemy do twierdzeni, zdefiniujmy kilka pojec.

1. Pélgrupa to zbiér S z tacznym dziataniem ,,-” nazywanym mnozeniem, to znaczy:

Va,b,c € S.(a-b)-c=a-(b-c).
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2. Monoid to poélgrupa z elementem neutralnym (oznaczanym przez 1 lub e), czyli takim,
ktory spetnia warunek:
Vse Sl-s=s5-1=s.

Uwaga 2.11. Czasami element neutralny nazywa sie jedynkq monoidu.

3. Monoid nazywamy skoiiczonym, gdy moc zbioru jego elementéw jest skonczona.
4. Przyktadami monoidow (wiec tez potgrup) sa:

e N z dodawaniem i jedynka,
e N z dziataniem a - b = max(a, b) oraz zerem,

e Dla dowolnego zbioru X zbior XX wszystkich funkcji X — X z operacja sktadania
oraz jedynka bedaca funkcja identycznosciowa (oznaczana 1x),

e >* 7 operacja konkatenacji stow i stowem pustym,

e Dowolna grupa (G, -, e).

Wszystkie powyzsze polgrupy sa monoidami, przyktadem poédtgrupy ktéra nie jest mo-
noidem jest ¥* \ {¢} z operacja konkatenacji.

5. Dla danych monoidéw (S,-,eg) i (M, e, epr), homomorfizmem z S do M nazywamy
kazda funkcje h: S — M spelniajacy warunki:

Vs1,82 € S.h(s1) @ h(s2) = h(s1-s2), h(es)=enm.

Pierwsza z tych wlasnodci nazywamy kompozycjonalnoscia. Odnotujmy, ze w ogdlnosci
homomorfizm nie musi by¢ ani injekcja, ani surjekcja.

Lemat 2.8. Niech M bedzie monoidem, a X potgrupg. Rozwazmy h: M — X bedgce kompo-
zycjonalng surjekcjq. Istnieje jednoznaczna struktura monoidu na X, dla ktorej h jest homo-
morfizmem monoidow.

Dowdd. Funkcja h jest kompozycjonalna, wiec istnieje:
i X xX—>X
taka, ze dla kazdych m,n € M spelnione jest:
h(m -n) = f(h(m), h(n)).
Wystarczy uzy¢ f jako mnozenia w X oraz h(eps) jako identycznosci. |

Twierdzenie 2.10.

Niech L C ¥*, nastepujgce warunki sg rownowazne:
1. L jest jezykiem regularnym.
2. Istnieje monoid skoriczony S, homomorfizm h: ¥* — S oraz podzbior K C S taki, ze:

L=h"Y(K).

39



Dowdd. Udowodnimy implikacje w obie strony.

Zacznijmy od implikacji (1) — (2). L jest regularny, wiec istnieje zupelny DFA rozpozna-
jacy L, nazwijmy go A. Nazwijmy jego zbiér stanéw Q. Rozwazmy monoid S funkcji Q9 z
dziataniem lewostronnego sktadania funkcji (f - g)(a) = g(f(a)). Niech h(w) = f, dla takiej
funkcji f, ze Vq € Q.f(q) = §(q, w). Funkcja h jest homomorfizmem, poniewaz h(e) = 1¢
oraz

h(wl)h(wg) = h(wllUQ)

jest rownowazne

Vg € Q.6(q, wrwa) = 6(6(q, wr), w2).

Niech K bedzie zbiorem funkcji f: @ — Q o wlasnosci f(qinit) € F, gdzie ginit to stan
poczatkowy, a F to zbiér stanéw akceptujacych automatu A. Wiemy, ze h(w) € K <=
0(qinit, w) € F z definicji K. Zachodzi rowniez rownowaznos¢ 6(qinit, w) € F <= w € L,
wiec h}(K) = L.

Przejdzmy teraz do implikacji (2) — (1). Niech S bedzie monoidem skoriczonym. Ustalmy
podzbiér K C S oraz homomorfizm h: ¥* — S. Niech L = h™(K), pokazemy, ze L jest
regularny poprzez konstrukcje DFA rozpoznajgcego L. Zdefiniujmy automat B w nastepujacy
sposob: zbiér stanéw to zbior elementow S, funkcja przejscia zadana jest poprzez §(s,a) =
s - h(a), stan poczatkowy ginis = h(e), zbior stanéw akceptujacych F' = K. Na mocy indukcji
otrzymujemy, ze h(w) = 6(ginit, w). Zachodza nastepujace rownosci:

L(B) = {w € =" | §(qinit,w) € K} = {w € X* | h(w) € K} = h™'(K) = L,
wiec L jest regularny. |
Twierdzenie 2.11. Niech L C ¥*. Istnieje monoid M oraz homomorfizm h : ¥* — M
rozpoznajgcy L, o tej wtasnosci, zZe dla kazdego surjektywnego homomorfizmu g: ¥* — N

rozpoznajgeego L istnieje doktadnie jeden homomorfizm spetniajgcy przemiennosé ponizszego
diagramu (go f = h).

r———m™mM

f
N

Dowdd. Rozwazmy relacje rownowaznosci ~, zdefiniowang jako w ~p w’ wtw. gdy:
Yo, u € ¥ vwu € L <= vw'u€ L

Uwaga 2.12. Zdefiniowana wtasnie relacja nie jest relacjg Mihilla-Nerodego (definicja na
stronie 23), chociaz otrzymujemy jg podstawiajgc v = €.

Niech h bedzie mapowaniem w € ¥* na klase rownowaznosci ~ . Przyjmijmy mnozenie na
klasach rownowaznosci zadane wzorem [w]~, -[v]~, = [wv]~,. Funkcja h jest kompozycjonalna
surjekcja (h(w1) - h(wse) = h(wiws) oraz jest ,na’), a wiec z lematu 2.8 jest homomorfizmem.
Jednoznacznos¢ h wynika wprost z rozrézniania klas ~p,. |

Powyzej skonstruowany monoid nazywamy monoidem syntaktycznym jezyka L.
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Lemat 2.9 (o potedze idempotentnej). Niech S bedzie monoidem skoriczonym. Dla kazdego
s € S istnieje m € N, takie, ze s™ jest idempotentem, czyli s™s™ = s™, co wiecej, jesli k € N
i sksk =P to s¥ = s™ (element jest unikalny).
Dowdd. Ustalmy skoriczony monoid S oraz jego element s € S. Monoid S jest skoniczony, wiec
patrzac na elementy s, s, s3, . .., dostaniemy powtorzenie. Niech s = s"t™ bedzie pierwszym
powtorzeniem, to znaczy, niech (n, m) bedzie najmniejsza (leksykograficznie) para spetniajaca
te rownosé, gdzie m # 0. Struktura poteg s wyglada jak lasso (najpierw od s do s"~! elementy
sg rozne, od s = s"T do s"T 7! jest petelka, potem krazymy juz tylko po petelce).
Elementy s, s2,...s" ! nie moga by¢ szukana potega s, pozostalo wiec rozwazy¢ elementy
s snHL sl Rownosé elementow na petelce jest rownowazna temu, ze indeks elementu
ge{n,n+1,...,n+m— 1} spehia:

g=2q (modm),

co jest rownowazne:
0=g¢q (modm).

To rownanie ma dokladnie jedno rozwiazanie (poniewaz [{n,n + 1,...,n +m — 1}| = m),
ktore daje szukany element ((%1 . m) oraz jego unikalnosé. |

Wnhniosek 2.6. Niech S bedzie monoidem skoriczonym, |S| = n. Dla kazdego s € S element
s™ jest unikalng potegq elementu s (potegq, a nie wyktadnikiem) bedgcq idempotentem, ktorg
oznaczamy s*.

Wprowadzmy teraz pojecie monoidu aperiodycznego — jest to taki monoid M, w kto6-
rym Vm € M.m# = m# - m, co jest rownowazne temu, ze ciag a, = m" dla kazdego m € M
jest staly od pewnego momentu.

Ostatnim potrzebnym nam terminem bedzie wyrazenie regularne typu star-free, jest
to takie wyrazenie regularne, ktére nie moze uzywaé¢ domkniecia Kleenego, za to moze uzywaé
dopelnien. Niektore wyrazenia pomimo posiadania gwiazdki w ,standardowej formie” daja sie
definiowaé jako wyrazenia typu star-free, np. (ab)* = (X*(aa+bb)X* +bX* +X*a)¢, przy czym
¥ = (@)

Twierdzenie 2.12 (Schiitzenberger). [Sch65] Ustalmy jezyk L C ¥*. Nastepujace warunki
sq rownowazne:

1. L jest definiowalny przez wyrazenie typu star-free,
2. L jest definiowalny w logice pierwszego rzedu (FO),
3. monoid syntaktyczny jezyka L jest aperiodyczny.

Standardowe dowody tego twierdzenia sg dosy¢ ztozone, dlatego pominiemy uzasadnienie
prawdziwosci przytoczonego twierdzenia.
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Rozdzial 3

Jezyki bezkontekstowe

Jezyki regularne sa wygodnym narzedziem do opisywania wielu obiektéw, na przyktad: nu-
merow telefonéw, kodéw pocztowych, adresow e-mail czy nazw plikow — nie sg jednak wystar-
czajace do opisania bardziej ztozonych struktur takich jak na przyktad sktadnie wiekszosci
jezykow programowania czy poprawnie nawiasujace sie wyrazenia arytmetyczne. Do opisu
czedci bardziej skompilowanych struktur postuza nam jezyki bezkontekstowe.

Jest kilka sposobéw patrzenia na jezyki bezkontekstowe, poprzez drzewo parsowania:

Stowo danego drzewa parsowania uzyskujemy czytajac etykiety lisci od lewej do prawej.
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Mozemy tez rozwazaé¢ gramatyki bezkontekstowe, ktore generuja stowa danego jezyka. Za-
nim przejdziemy do definicji obu sposobow patrzenia przyjrzyjmy sie przyktadowi gramatyki
bezkontekstowej:

S — SuSe
Sap — aSapb | €
Se = cSc e

Za pomoca takiej gramatyki opisujacej jezyk {a"b"c™ | n,m € N} mozemy wyprowadzi¢
stowo abcc w nastepujacy sposob:

S = SwSe — aSwbS. —  aSgpbcS. —  aSgbecS. —  abecS. —  abec

3.1. Gramatyki bezkontekstowe

Formalnie gramatyka bezkontekstowa G sktada sie z:
e Skoriczonego zbioru terminali ¥ (litery jezyka, jest to odpowiednik alfabetu),
e Skoriczonego zbioru nieterminali NV,
e Nieterminala startowego S € N,

e Skoriczonego zbioru produkcji P, ktore graficznie zapisujemy w postaci X — w, gdzie
X € N,aw € (XUN)* (formalnie taka produkcja to element zbioru N x (¥ U N)*).

Zapis X — a1 | ... | am jest skrotem notacyjnym oznaczajacym zbior produkeji {X —
at,..., X — an}.

Uwaga 3.1. Warto odnotowaé, ze X — € (stowo puste) jest poprawng produkcjq.

Drzewo parsowania (wyprowadzenia), jest to etykietowane drzewo posiadajace w ko-
rzeniu nieterminal S, w lisciach elementy ¥ U {e}, a w weztach wewnetrznych etykiety ze
zbioru nieterminali V. Dla ustalonego drzewa T oraz jego wierzchotka v etykiete wierzchotka
v oznaczamy przez T'(v). Dzieci wierzcholka numerujemy od lewej do prawej (zaczynajac
od 1). Stowem wyprowadzanym przez dane drzewo T' nazywamy wynik konkatenacji etykiet
(stosowanej od lewej do prawej) lisci drzewa T'. Jesli przej$cia miedzy wierzchotkami drzewa
(T'(v) = T(v1)...T(va)), gdzie v; to kolejne dzieci wierzchotka v, zadane sa przez zbiér pro-
dukcji P gramatyki G, to mowimy, ze stowo w wyprowadzane przez T nalezy do jezyka tej
gramatyki. Jezykiem gramatyki jest zbior wszystkich stéw ktore posiadajg swoje drzewa wy-
prowadzenia w tej gramatyce (lub odpowiednie wyprowadzenia za pomoca gramatyki). Jezyk
gramatyki G oznaczamy L(G).

Jezyk bezkontekstowy (ang. CFL — context-free language) jest to jezyk rozpoznawany
przez pewng, gramatyke bezkontekstowa.

Powiemy, ze gramatyka jest w postaci normalnej Chomskyego gdy kazda jej produkcja
jest jednej z postaci:

X —a, X —X1X9, S—e¢

gdzie a € ¥ oraz X1, X2 € N, X1 # 5 # Xo.

Lemat 3.1 (Posta¢ normalna Chomskyego). [MRJ83] Niech G bedzie gramatykq bezkontek-
stowq. Istnieje réwnowazna do G gramatyka G' bedgca w postaci normalne; Chomskyego.
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Dowdd. Konstrukcje gramatyki G’ przeprowadzimy w czterech krokach zachowujacych L(G).

1. Jedli nieterminal S wystepuje po prawej stronie ktorejkolwiek produkcji zamienmy wszyst-
kie wystapienia S w gramatyce (po lewej i prawej stronie produkcji) na nowy nieterminal
S’, a nastepnie dodajmy produkcje S — 5.

2. Nastepnym krokiem konstrukeji G’ bedzie usuniecie produkcji typu X — ¢, dla X # S.
Aby tego dokonaé¢ najpierw obliczamy zbiér Z nieterminali ktére moga wyprowadzi¢
stowo ¢ (najpierw do zbioru dodajemy wszystkie nieterminale posiadajace produkcje o
wyniku €, nastepnie az do ustabilizowania dodajemy do Z wszystkie nieterminale posia-
dajace produkcje o wyniku nalezacym do Z*). Sprawdzamy, czy € € L(G), jesli wynik
jest pozytywny, to dodajemy produkcje S — e. Iterujemy sie po wszystkich tranzy-
cjach, jesli posiadaja jakies nieterminale ze zbioru Z po prawej stronie, to dodajemy
wszystkie produkcje powstajace z usuniecia kombinacji wystapien zmiennych z Z z wy-
niku tej produkcji (moga powstaé¢ nowe e— produkcje). Usuwamy wszystkie e-produkeje
nieposiadajace S po lewej stronie.

3. Jesli gramatyka posiada produkcje postaci X — Y, to usuwamy takie produkcje oraz dla
kazdej produkcji posiadajacej co najmniej jedno wystapienie X dodajemy do gramatyki
produkcje podmieniajace wystapienia X na Y (dla kazdego podzbioru wystapien X w
takiej produkcji).

4. Dla kazdej litery a € ¥ stwoérzmy nieterminal X, posiadajacy tylko jednag produkcje
X, —a.

5. Przeksztalcamy gramatyke G do postaci posiadajacej tylko produkcje typow:

X —a X—->X1X0... X, S — e

Tworzac produkcje Y; ; — X;X; mozemy zmniejsza¢ dtugosci formul typu:
X —>X1X2...Xk,

poprzez dodawanie:
X — Y172X3 .. .Xk,

az osiagna dtugosci doktadnie 2 elementéw po prawej stronie. Dostajemy wiec gramatyke
ktorej kazda produkcja jest jednej z postaci:

X —a S—e X ZY,

gdzie symbol startowy S nie wystepuje po prawej stronie.

Bedziemy dazy¢ do pokazania wtasnosci jezykow bezkontekstowych, najpierw jednak wska-
zemy model automatu rozpoznajacy te klase jezykow.
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3.2. Automaty ze stosem

Wprowadzimy nowy model automatu — automat ze stosem (ang. PDA — push-down automata),
rozni sie on od zwyklego automatu tym, ze decyzje o wybieranej tranzycji moze podjaé¢ na
podstawie nie tylko stanu i litery, lecz réwniez informacji z szczytu stosu.

Formalniej ujmujac automat ze stosem sklada sie z:

e skoriczonego alfabetu X,

e skoriczonego zbioru stanéw (),

e zbioru standéw poczatkowych I C @,

e zbioru stanoéw akceptujacych F' C @,

e skonczonego alfabetu stosowego I' (zaktadamy # € I),

e skornczonej relacji tranzycji 0 C Q x I' x (XU {e}) x I'™* x Q.

Tranzycje sg postaci:
pop(Z),a,push(y)
S,

Co oznacza, ze bedac w stanie p € () majac na szczycie stosu symbol Z € I po literze a € &
mozemy przej$é¢ do stanu q € Q) usuwajac element Z ze szczytu stosu a nastepnie wstawiajac
na stos kolejne elementy v € T'*. Jesli v[1] = Z to zazwyczaj nie piszemy instrukcji pop ani
pierwszej litery stowa 7. Bedziemy przyjmowaé, ze jesli v zawiera symbol #, to tylko jako
pierwszg litere. W tranzycji ktora posiada # na poczatku v zachodzi réwniez Z = #, aby
symbol ten zawsze oznaczal dno stosu.

Poprzez konfiguracje automatu ze stosem rozumiemy aktualny stan oraz caly jego stos,
czyli element zbioru @ x I'*. Konfiguracja poczatkowsq jest konfiguracja zawierajaca stan
poczatkowy oraz stos jednoelementowy — specjalny symbol dna stosu # € I'. Konfiguracja
akceptujaca jest konfiguracja skladajgca sie ze stanu akceptujacego qy € F' i dowolnego
stosu v € I'*.

Uwaga 3.2. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze osiggalnych konfiguracji automatu ze stosem
moze byé nieskoriczenie wiele, pomimo tego, ze zbiory Q i L' sq skoriczone, poniewaz zawartosé
stosu jest elementem I'*, a ten zbior jest nieskoriczony.

Automat ze stosem jest deterministycznym automatem ze stosem (ang. DPDA —
deterministic pushdown automaton) jesli dla kazdej konfiguracji i elementu ¥ U {¢} ma co
najwyzej jedna tranzycje — czyli jego relacja tranzycji jest funkcjg czesciowa 6 : Q@ x I' x (XU
{e}) = I'* x Q oraz jesli z danej konfiguracji posiada tranzycje po €, to nie posiada zadnej
innej tranzycji z tej konfiguracji. O DPDA moéwimy, ze jest zupelny jesli z kazdej konfiguracji
posiada albo doktadnie jedna tranzycje po € i zadnej innej, albo doktadnie jedna tranzycje
dla kazdej litery z X.

Podajmy przyklad automatu ze stosem rozpoznajacego poprawne wyrazenia nawiasowe
aby rozjasni¢ opisane pojecia. Automat A = (X, Q, I, F,T',4), gdzie:

Y={{}} Q={dnit-r} I={qna} F={a} T'={#1}
0 = {(init: #, 6.6, q1), (@inits 7 Lo #1s @init) s (Ginies 1 4o 11, Ginit ), (@init, 1, 5 €5 Ginit) }

Powyzszy automat rozpoznaje poprawne wyrazenia nawiasowe trzymajac na stosie tyle zna-
kow 1 ile nawias6w musi jeszcze zamknac.
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Wazng modyfikacja automatu ze stosem jest zmiana warunku akceptacji na akceptacje
przez pusty stos. Zazwyczaj PDA akceptuja poprzez stany akceptujace, mozna jednak zmo-
dyfikowaé definicje akceptacji w taki sposob, ze pozbywamy sie stanéw akceptujacych na rzecz
akceptowania gdy stos jest pusty (nie ma na nim nic, w szczegdlnosci # tez zostal usuniety).

Formalnie automat ze stosem akceptujacy przez stos jest to piatka

A:<27Q7I7F76>’

wiec od zwyktego automatu ze stosem akceptujacego za pomoca stanéw akceptujacych rézni
sie tylko brakiem zbioru stanéw akceptujacych. Zmieniamy jednak definicje jezyka automatu
w taki sposob, ze

L(A) = {w | istnieje bieg w automacie A rozpoczynajacy sic w konfiguracji poczatkowej,

a koriczacy sie w konfiguracji z pustym stosem}.

Jest to réwnowazna definicja, poniewaz aby przejs¢ z automatu akceptujacego przez stan
do automatu akceptujacego przez pusty stos wystarczy na poczatku dodaé¢ na dot stosu
(pod #) nowy specjalny symbol, np. $, nastepnie doda¢ ze stanoéw akceptujacych tranzycje
po e do nowego stanu z petla pop’ujacag dowolny znak, w drugg strone majac akceptacje przez
pusty stos dodajemy nowy stan gy, ktéry bedzie jedynym stanem akceptujacym, a wszystkie
tranzycje wykonujace pop(#) usuwamy na rzecz identycznych prowadzacych do g.

Zmodyfikowany warunek pozwala nam rozwazaé¢ automaty ze stosem posiadajace tylko
jeden stan, o czym dokladniej moéwi ponizszy lemat.

Lemat 3.2 (o PDA z 1 stanem). Niech A bedzie PDA akceptujgcym przez stany. Istnieje
réwnowazny mu jezykowo jednostanowy PDA B akceptujgcy przez pusty stos.

Dowdd. Jesli A akceptuje przez stany, to zamieniamy go na réwnowazny PDA akceptujacy
przez pusty stos zgodnie z opisem powyzej. Aby skonstruowa¢ PDA B musimy zapamietaé
informacje o stanach na stosie, w tym celu zmienimy alfabet stosowy automatu. Literami
nowego alfabetu stosowego beda trojki (p, X,q) € Q x I' x @, gdzie @,I" to zbiér stanow
oraz alfabet stosowy automatu A. Automat B posiada jeden stan, wiec pominiemy go w
tranzycjach. Dla kazdej tranzycji (p, Z, a, 7, ¢) automatu 4 dodajemy do automatu B tranzycje
wedle przypadkow:

e Jesli v = e dodajemy tranzycje (a, [p, Z, ql,€)
e Gdy vy =X dla X €T, dodajemy dla kazdego b € Q tranzycje (a, [p, Z,b], [q, X, b])

e Dla v = X;Xs...X,, dodajemy dla kazdych by, bs, ..., by € Q tranzycje
(a, [p, Z, bm], [lebl][leng} e [bmlembm])

Tranzycje te poza aktualnym stanem i litera stosowa dodatkowo zgaduja stan w ktérym
automat bedzie gdy wroci do tego miejsca na stosie popujac litere — jesli nie uda sie zgadnag,
to automat nigdy nie zaakceptuje, poniewaz nie bedzie w stanie usunaé tej litery ze stosu, w
przypadku umieszczania na stosie wiecej niz jednej litery musimy zgadnaé caty ciag stanéw,
lecz argumentacja poprawnosci konstrukeji pozostaje taka sama, wykonujemy jedno zgadniecie
na kazdy umieszczony symbol na stosie. |

Twierdzenie 3.1. [HMUOG6, rozdziat Pushdown Automata, strony 237-245] Niech L C ¥*.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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1. istnieje gramatyka bezkontekstowa G taka, ze L(G) = L,
2. istnieje PDA A taki, ze L(A) = L.

Dowdd. Pokazemy implikacje w dwie strony, zacznijmy od (1) = (2).

Na poczatku przeksztatémy gramatyke G do postaci normalnej Chomsky’ego z ewentual-
nymi dodanymi produkcjami postaci X — ¢ (przeksztalcenie opisane w lemacie 3.1)

Stworzymy teraz automat A réwnowazny gramatyce G akceptujacy przez pusty stos posia-
dajacy tylko jeden stan, co bedzie wystarczajace do zakoriczenia dowodu pierwszej implikacji.
Jako # wybieramy symbol startowy S gramatyki G. Dla kazdej produkcji postaci X — ¢ two-
rzymy tranzycje (pop(X), €), dla produkcji X — a tworzymy tranzycje (pop(X),a) natomiast
dla produkcji X — X3 Xy tworzymy tranzycje (pop(X), €, X1X2) (w powyzszych tranzycjach
pominiete zostaly stany i puste operacje pop, push).

Powstaty automat odtwarza doktadnie wyprowadzenie za pomoca drzewa parsowania, po-
niewaz o stosie mozemy mysle¢ w ten sposoéb, ze jesli posiadamy symbole X, Xo,... X} to
najpierw musimy skoniczy¢ przetwarzanie X; dostajac jakie§ wygenerowane stowo wy, nastep-
nie przetwarzamy Xo dostajac wa, przetwarzamy po kolei wszystkie symbole ze stosu dostajac
na koncu stowo wiws . .. wg.

Aby uzyska¢ implikacje (2) = (1) najpierw przeksztalémy PDA A do automatu akcep-
tujacego przez pusty stos o dokladnie jednym stanie (lemat 3.2). Zauwazmy teraz, ze kazda
tranzycje postaci (pop(X), a, push(y)), gdzie X € I', a € (¥),7 € I'* mozemy przeksztal-
ci¢ na dwie tranzycje (pop(X), €, push(vF,)), (pop(P,), a) gdzie P, to nowa litera alfabetu
stosowego I'. Po takiej zamianie nasz automat bedzie mial tranzycje postaci:

(pop(X), e, push(v)), (pop(X),a)

Bedziemy mogli wiec symulowaé jego dzialanie gramatyka bezkontekstowa o produkcjach
postaci X —a, X — e, X — X1 X5... X}, co koniczy dowdd twierdzenia. |

3.3. Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Jezyki bezkontekstowe, tak jak jezyki regularne, posiadaja swoja wersje lematu o pompowaniu.
Jest to przydatne narzedzie do dowodzenia, ze dany jezyk nie jest bezkontekstowy.

Lemat 3.3 (o pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych). [HMUO6, rozdzial Properties of
Context-Free Languages, strony 275-276] Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Istnieje
N € N takie, Ze dla kazdego stowa w € L dtugosci co najmniej N, istnieje podziat w =
W1 WawswWaws Sspetniajgcy:

® Wowy F# €,
o |wowswy| < N,
° w1w§w3w§w5 € L dla kazdego k > 0.

Dowdd. Ustalmy gramatyke G w postaci normalnej Chomskiego (lemat 3.1) taka, ze L(G) = L.
Jesli L = @ badz L = {e}, to teza jest oczywista — zalézmy przeciwnie. Niech p bedzie
maksymalng dlugoscia wyniku (prawej strony) produkcji w G, a m liczba nieterminali w tej
gramatyce, czyli m = |Ng|. Rozwazmy N = p™*! 4+ 1. Niech w bedzie stowem dtugosci co
najmniej NV nalezacym do L. Rozwazmy dowolne drzewo wyprowadzenia stowa w za pomoca
gramatyki G.
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Rozwazane drzewo ma co najmniej |w| > N = p™+! + 1 lidci, wiec jego wysokosé jest nie
mniejsza niz m + 2. Istnieje wiec Sciezka od liscia do korzenia tego drzewa na ktérej znajduje
sie powtorzenie jakiego$ nieterminala 7, poniewaz nieterminali na Sciezce dtugoéci m + 2 lub
wiekszej jest przynajmniej m—+1, a wszystkich nieterminali w gramatyce jest m. Taka sytuacje
mozemy pompowadé, poniewaz z nieterminala v mozemy wyprodukowaé uyv, dla pewnych stow
u, v spelniajacych uv # e (korzystamy tu z postaci normalnej Chomskyego, jedyny nieterminal
ktory produkuje stowo zerowej dtugosci to S — wystepuje on tylko w korzeniu, wiec sie nie
powtarza).

Y= Uy = uuyv v — . — uFyP

Ponadto pompujac ostatnie powtoérzenie najdtuzszej sciezki mozemy uzyskaé |wowswys| < N,
poniewaz pompowane wystapienia znajduja sie co najwyzej m produkcji od najdalszych lisci
w ich poddrzewie. [ ]

Przyklad 3.1. Jezyk {a™b"c" | n € N} nie jest jezykiem bezkontekstowym.

Dowdd. Zatozmy przeciwnie, ze jezyk L = {a"b"c"™ | n € N} jest bezkontekstowy. Niech
N bedzie stalg z lematu o pompowaniu dla jezyka L. Rozwazmy stowo w = a’V oV eV
jego podzial w = wjwowswsws wynikajacy z tego lematu. Wiemy, ze |wowswy| < N, wiec
stowo wowsw, moze zawieraé¢ co najwyzej dwa rodzaje liter, korzystajac z faktu wowy # @
dostajemy, ze stowo v = wjwsws spetnia:

oraz

max(#a(v), #b(v)a #c(v)) =n, min(#a(v)a #b(v)a #c(v)) <n.

Mamy wiec sprzecznoéé, poniewaz z lematu o pompowaniu dla k = 0 dostajemy v € L, jednak
z powyzszego rozumowania dostajemy v ¢ L. Jezyk L nie jest wiec jezykiem bezkontekstowym.
[ ]

Tak jak dla jezykéw regularnych, istniejg silniejsze wersja lematu o pompowaniu. Wzmac-
nia¢ mozemy na rézne sposoby, na przyktad poprzez rozwazanie dtuzszych stéw, co wykorzy-
stuje ponizszy lemat.

Lemat 3.4 (wzmocniony lemat o pompowaniu dla jezykoéw bezkontekstowych). Niech L
bedzie jezykiem bezkontekstowym. Istnieje stata M, taka, ze dla kazdego k > 0 oraz stowa
w € L dtugosci co najmniej M* istnieje podzial w = uz1xs ... Tp2yy . . . Yoy1v spetniajgcy:

* Tiyi # €,
o |T1xo. .. T2k ... y2y1| < NF,
o [stniejg nieterminal Z € N oraz wyprowadzenia:

S s uZv, Z — z, Z — x;Zy; (dla kazdego 1i).

Dowdd. Ustalmy jezyk bezkontekstowy L, niech N bedzie stala z lematu o pompowaniu dla
jezyka L. Biorac M = N* mozemy uzyska¢ k krotne powtorzenie tego samego nieterminala
na $ciezce drzewa parsowania, z czego wynika powyzszy lemat. |

Uwaga 3.3. Dla stowa w dlugosci wiekszej niz M* w dowolnym drzewie wyprowadzenia
znajdziemy nieterminal Z € N posiadajgcy wyprowadzenia zgodne z powyzszym lematem.

Innym kierunkiem wzmocnienia lematu o pompowaniu jest uwzglednianie potozenia pom-
powanego fragmentu w stowie. Takie podejscie prezentuje lemat Ogdena.
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Lemat 3.5 (Ogden). [Ogd68] Niech L bedzie CFL. Istnieje N € N takie, ze dla kazdego
stowa w € L spetniajgacego |w| = N oraz kazdego zaznaczenia co najmniej N pozycji ze stowa
w stnieje podziat w = uxyzv spetniajgcy nastepujgce warunki:

o Przynajmniej jeden z fragmentow x, z stowa w posiada co najmniej jedng zaznaczong
pozycje,

e xyz posiada co najwyzej N zaznaczonych pozycji,
o uzFyzFv € L dla kazdego k > 0.

Dowdd. Niech G bedzie gramatyka w postaci normalnej Chomskyego rozpoznajaca jezyk L.
Niech N = 2IN¢l+1 rozwazmy stowo w € L, dtugosci co najmniej N, z zaznaczonymi przynaj-
mniej N pozycjami. Ustalmy drzewo parsowania w w gramatyce G, wybierzmy pewna $ciezke
w tym drzewie od korzenia do liscia wedle nastepujacej reguty: schodzimy zawsze do takiego
dziecka (w postaci normalnej Chomskyego zawsze sa co najwyzej dwa produkty), ktore ma
przynajmniej potowe zaznaczonych pozycji (lisci) w swoim poddrzewie (potowe zaznaczonych
lisci poddrzewa swojego ojca). Na poczatku zaznaczonych jest co najmniej N = 2INGI+1 ogy-
cji, wiec zanim dojdziemy do liscia (tracac za kazdym razem co najwyzej potowe zaznaczonych
pozycji) zobaczymy | Ng|+1 nieterminali, uzyskamy wiec powtorzenie dajace pompowanie. W

Obserwacja 3.1. Lemat o pompowaniu jest szczegdlnym przypadkiem lematu Ogdena, ktory
mozna otrzymad zaznaczajgc wszystkie litery rozwazanego stowa.

3.4. Wlasnosci jezykéw bezkontekstowych

Jezyki regularne posiadaly rézne przydatne wtasnosci, mozna bylo je sumowaé, przecinad,
dopekiaé i nie tylko. Zbadajmy wiec jezyki bezkontekstowe pod tym katem.

Obserwacja 3.2. Kazdy jezyk regularny jest tez bezkontekstowy, poniewaz automat NFA jest
specjalnym przypadkiem automatu ze stosem. Co wiecej, kazdy jezyk reqularny jest tez roz-
poznawany przez determanistyczny automat ze stosem, co wynika z rownowaznosci jezykowej
NFA oraz DFA (twierdzenie 2.2).

Uwaga 3.4. Jezyk X* jest regularny, wiec tez bezkontekstowy.
Lemat 3.6. Niech L, K bedg jezykami bezkontekstowymi. Jezyk L U K jest bezkontekstowy.

Dowdd. Klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknieta na sumy, poniewaz majac dwie gra-
matyki G, Go mozemy stworzy¢ gramatyke G ktorej nieterminal startowy S bedzie miat tylko
dwie produkcje S — Sg,, Sg, wyprowadzajace nieterminale startowe tych gramatyk. |

Lemat 3.7. Niech K bedzie jezykiem bezkontekstowym, a L regularnym. Jezyk K N L jest
bezkontekstowy.

Dowadd. Klasa jezykéw bezkontekstowych jest zamknieta na przeciecia z jezykami regularnymi,
poniewaz majac automaty bezkontekstowego jezyka K oraz regularnego jezyka L mozemy
stworzy¢ stosowy automat produktowy ktory bedzie modyfikowal stos zgodnie z automatem
jezyka K, a jako stan trzymal pare stanéw — po jednym z kazdgo automatu. |

Uwaga 3.5. Powyzsze rozumowanie pozostaje prawdziwe dla K rozpoznawanego przez DPDA.
Wystarczy uzyé przy powyzszej konstrukcji DFA rozpoznajacego L (przeciecie jest wtedy jezy-
kiem rozpoznawanym przez deterministyczny automat ze stosem).
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Lemat 3.8. Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta ani ze wzgledu na operacje
przeciecia, ani dopelnienia.

Dowdd. Aby pokazaé brak zamknietosci na przeciecia wskazemy przyktad — dwa jezyki CFL

ktorych przecigcie nie jest CFL. Jezyki {a"b"c™ | n,m € N}, {a"b™c" | n,m € N} sa bezkon-
tekstowe, przyktadowa gramatyka pierwszego z nich to:

S—XC, C—cle, X —aXb|e,
drugi natomiast jest rozpoznawany przez:
S —aSc|B, B—bB |e.

Przecieciem tych jezykow jest {a™b"c"™ | n € N} — nie jest on jednak jezykiem bezkonteksto-
wym, co udowodniliémy w przyktadzie 3.1.

Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta na dopelnienia, poniewaz jesli mogli-
by$my sumowaé i dopelniaé¢ to uzyskaliby$my przeciecie:

LNK =Y\ (Z\L)U((X\K)).
Aby uzyskaé¢ przyktad swiadczacy o braku zamknietosci na operacje dopetnienia mozna roz-

wazy¢ jezyk {a™b"c" | n € N} — nie jest on bezkontekstowy, co udowodnilismy w przyktadzie
3.1, jednak jest dopelnieniem jezyka bezkontekstowego. |

W rozdziale o jezykach regularnych dowiedzieliSmy si¢ o zwigzkach liniowych i semi-
liniowych podzbioréw N z jezykami regularnymi. Przyjrzymy sie teraz podobnym zwiazkom
pewnych podzbioréw N? z jezykami bezkontekstowymi. Zacznijmy od kilku definicji.

Ustalmy alfabet ¥ = {a1, a9, ...,aq} oraz jezyk L C ¥*.

e Obrazem Parikha stowa w nazywamy wektor P(w) = (#4,(w), ..., #a,(w)) € N¢,

e Obrazem Parikha jezyka L nazywamy zbior P(L) = {P(w) | w € L} C N%,

O zbiorze X C N? powiemy, ze jest liniowy jesli istnieja takie cg, c1,...cq € N%, ze:

X:{Co+01t1+...+cdtd’tl,...,tdEN}.

O zbiorze X C N powiemy, ze jest semi-liniowy jesli jest skoriczona suma teoriomnogosciowa

zbioréw liniowych, to znaczy istniejg zbiory liniowe X71,. .., X, C N? takie, ze:
n
X =Jx.
=1

Uwaga 3.6. Powyzsze definicje podzbioréw liniowych i semi-liniowych zbioru N® sq uogdlnie-
niem wprowadzonych wczesniej (patrz strona 31) dla podzbioréw N.

Twierdzenie 3.2 (Parikha). [Par61] Niech L bedzie jezykiem bezkontekstowym. Obraz Pari-
kha jezyka L jest zbiorem semi-liniowym. Jesli X C N? jest zbiorem semi-liniowym to istnieje
jezyk reqularny K nad alfabetem d literowym taki, ze P(K) = X.
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Dowdd. Druga cze$¢ twierdzenia jest prostsza do udowodnienia, dlatego od niej zaczniemy.
Aby skonstruowaé jezyk K posiadajacy obraz X wystarczy ograniczy¢ sie do skonstruowania
poszczegdlnych jezykow liniowych sktadajacych sie na X. Ustalmy wiec zbior liniowy

M ={co+cit1 +...+cqtq | t1,...,tq € N}.

Niech wg, w1, ... wq beda stowami o obrazach P(wqg) = ¢y, ..., P(wg) = ¢q. Aby skonstruowaé
odpowiedni jezyk nalezy rozwazy¢ wyrazenie:

E = wowjw; ... wj.

Oczywiscie jezyk L(E) jest regularny oraz P(L(E)) = M.

Przejdzmy do pierwszej — trudniejszej czesci twierdzenia. Jako pierwszy krok skonstruujmy
gramatyke G w postaci normalnej Chomsky’ego spehiajaca L(G) = L.

Niech G = (¥, N, S, P). Dla kazdego U C N zdefiniujmy jezyk Ly stow posiadajacych
wyprowadzenie uzywajace zbioru nieterminali réwnego dokladnie U (nie uzywaja zadnych
spoza U oraz uzywaja kazdego z U co najmniej raz).

Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé:

P(L) = |J P(Lv),

UCN

wystarczy wiec pokazaé, ze wszystkie Ly sa semi-liniowe. Ustalmy U C N,k = |U]|.

Niech M bedzie stala z wzmocnionego lematu o pompowaniu (patrz lemat 3.4) dla jezyka
Ly.

Zdefiniujmy dwa zbiory:

o F={we Ly ||w <M},
o G={ay| 1< |zy| < MF, 3Z € N.Z =} 22y},

gdzie =7; oznacza wyprowadzenie uzywajace nieterminali z U (by¢ moze nie wszystkich).
Udowodnimy P(Ly) = P (FG*) pokazujac dwa zawierania.
Zacznijmy od P(Ly) C P(FG*). Dowod przeprowadzimy indukeyjnie po dlugosci stowa
w € P(Ly). Jesdli jw| < M*, to z definicji F wiemy, ze w € F, wiec P(w) € P(F) C P(FG*).
W przeciwnym przypadku |w| > MP*, wiec z wzmocnionego lematu o pompowaniu dla jezykow
bezkontekstowych oraz uwagi 3.3 uzyskujemy, ze istnieje nieterminal X € U oraz ciag przejscé:

S =0 uXv =5 uri Xyiv =y ..o =0 ury .. TR2Yg - - - YL,

gdzie z;y; # € dla kazdego i.

Zauwazmy jednak, ze co najmniej jedno z k Srodkowych przej$¢ mozemy usunaé, dalej
pozostajac w L. Jest tak poniewaz |U \ Z| = k — 1, wiec istnieja dwa kolejne przejscia nie
posiadajace miedzy soba zadnego unikalnego (nie wystepujacego nigdzie indziej) nieterminala
z U. Skracajac stowo w (z;y; # €, wiec faktycznie skracamy) dostajemy mozliwos¢ uzycia tezy
indukcyjnej dla krotszego stowa w’. Skracane z;y; € G, wiec

P(w) = P(z;y;) + P(w') € P(FG*),

co koniczy dowdd pierwszej inkluzji.

Przejdzmy do drugiej inkluzji — P(FG*) C P(Ly). Dowod rowniez przeprowadzimy induk-
cyjnie, tym razem po dhugosci stowa w € FG*. Jesli w € F, to réwniez w € L. Ograniczmy
sie wiec do przypadku w ¢ F. Wiemy, ze w € FG* oraz w ¢ F, wiec w = w'zy dla pew-
nych w’ € FG*,zy € G. Na mocy tezy indukcyjnej wiemy, ze P(w') = P(w”) dla pewnego
w” € Ly. Wiemy tez, ze w” posiada wyprowadzenie uzywajace wszystkich nieterminali z U,
wystarczy wiec doda¢ produkeje Z — xZy aby otrzymaé P(w) € P(Ly). |
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Whiosek 3.1. Otrzymujemy nastepujgocy, na pierwszy rzut oka nieoczywisty, rezultat. Jezyki
bezkontekstowe nad alfabetem unarnym (jednoliterowym) sq reqularne, poniewaz odpowiadajq
mm te same zbiory dtugosci stow — semi-lintowe podzbiory N.

3.5. Wlasno$ci deterministycznych automatéw ze stosem

W odréznieniu od NFA niedeterministyczne automaty ze stosem nie zawsze posiadajg row-
nowazne deterministyczne odpowiedniki — zanim wykazemy ten fakt udowodnimy, ze klasa
jezykow rozpoznawanych przez deterministyczne automaty ze stosem (DCFL) posiada naste-
pujaca wlasnosé.

Lemat 3.9. Klasa DCFL jest zamknieta na dopetnienia.

Dowdd. Niech A bedzie zupelnym DPDA. Niech B bedzie automatem powstalym z A przez
zamiane zbioru stanéw akceptujacych na zbior Q4 \ F4. Z faktu, ze w automacie A istnieje
doktadnie jeden bieg po kazdym stowie wynika, ze L(B) = ¥* \ L(A), co dowodzi tezy. N

Lemat 3.10. Klasa jezykow rozpoznawanych przez deterministyczne automaty ze stosem jest
mniejsza niz klasa jezykow bezkontekstowych.

Dowdd. Deterministyczne automaty ze stosem sa podzbiorem PDA, wiec wystarczy wykazac,
ze klasy te sa rozne. Korzystajac z lematow: 3.8 oraz 3.9 wnioskujemy, ze jedna klasa jest
zamknieta na dopelnienia, a druga nie — musza wiec by¢ rézne. ]

Uwaga 3.7. Przyktadem jezyka bedgcego CFL, lecz nie bedgcego DCFL, jest:
L =1LyULy, gdzie: L1 = {a"b"c™ | n,m € N}, Ly = {a"b"c" | n,m € N}

Dowadd. Jezyk L jest CFL poniewaz jest sumg jezykdéw bezkontekstowych — to, ze Ly, Lo sa
CFL pokazalismy dowodzac lemat 3.8.

Pozostaje wykazaé, ze nie jest on DCFL — w tym celu pokazemy, ze jego dopelnienie nie
jest CFL. Bedzie to wystarczajgce, poniewaz jesli L bytby DCFL, to jego dopelnienie tez —
ta klasa jest zamknieta na dopelnienia zgodnie z lematem 3.9, z lematu 3.10 wynika jednak,
ze byltby tez CFL — wykazanie, ze nie jest to prawda bedzie wiec dla nas wystarczajace.

Zatozmy nie wprost, ze ¥*\ L jest CFL. Wtedy rowniez K = (X*\ L)N{a*b*c*} jest CFL,
poniewaz klasa jezykow bezkontekstowych jest zamknieta na przeciecia z jezykami regularnymi
zgodnie z lematem 3.7. Jezyk ten wyraza sie¢ poprzez:

K = {a"b™c* | m #n # k),

otrzymamy sprzecznos¢ korzystajac z lematu Ogdena (3.5).

1 N!
NpN! -N'+N

Niech N bedzie stata z lematu Ogdena. Rozwazmy stowo w = a , w ktéorym

zaznaczone sg wszystkie litery a. Na mocy lematu istnieje podzial w = uzyzv spelniajacy
nastepujace warunki:

e 1z posiada co najmniej jedna zaznaczona pozycje,
e xyz posiada co najwyzej N zaznaczonych pozycji,

o uzkyzFv € L dla kazdego k > 0.
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Jesli ktores ze stow x, z posiadatoby dwie rozne litery, to pompujac dla k = 2 otrzymaliby$my
stowo spoza jezyka a*b*c*. Bez starty og6lnosci zalézmy wiec, ze x oraz z uzywajg co najwyzej
jednej litery kazde. Stowo zz posiada jaka$ litere a (zaznaczona), wiec co najmniej jedno ze
stow z, z jest postaci a™ dla pewnego m speliajacego 0 < m < N (gbérne ograniczenie
wynika z dtugosci bloku liter a w stowie w). Bez straty ogélnosci niech bedzie to z. Jednak
teraz mozemy rozwazy¢ trzy przypadKki:

e 2 jest postaci a” (wtedy n+m < N), to pompujac dla k = nji—;n dostajemy sprzecznosé,
e 2 jest postaci ", to pompujac dla k = %’ dostajemy sprzecznosé,

e jesli nie zachodzi zaden z powyzszych przypadkéw, wiemy, ze z jest postaci ¢ — pom-
pujac dla k = N'm;N dostajemy sprzeczno$é.

W kazdym przypadku otrzymujemy sprzecznosé¢ z lematem Ogdena, wiec jezyk L nie jest
jezykiem rozpoznawanym przez deterministyczny automat ze stosem. |

Lemat 3.11. Klasa DCFL nie jest zamknieta ze wzgledu na operacje: sumy, przeciecia.

Dowdd. Jak pokazalismy w przyktadzie 3.1 jezyk L = {a"b"c™ | n € N} nie jest bezkontek-
stowy. Pokazmy, ze jezyki:

o Ly = {a"b™c* | n,m,k € N},

o Ly = {a™"c* | n,k € N},

o L3 ={a"b™c" | n,m € N},
sa rozpoznawane przez deterministyczne automaty ze stosem. Jezyk L; jest regularny, wiec na
mocy obserwacji 3.2 posiada pozadang wlasnosé. Przejdzmy do jezykéw Lo i Ls. Wskazemy

automaty rozpoznajace te jezyki:

(push(x),a) (b, pop(x)) ¢

Ar,




Skorzystamy z nastepujgcej rownosci:
SINL = (E"\ L) U (5" \ L2) U (X7 L),

wynika ona z faktu, ze jesli stowo w nie jest postaci ab"c", to spelniony jest przynajmniej
jeden z ponizszych warunkdw:

e w nie nalezy do jezyka generowanego przez wyrazenie a*b*c*,
o #a(w) # #i(w),
o #a(w) # #c(w).

Jezyk L nie jest CFL, wiec tym bardziej nie jest DCFL. Klasa DCFL jest zamknieta na
dopelienia, wiec dopetnienie L réwniez nie jest DCFL. Jezyki Ly, Lo, Ls sa DCFL, wiec ich
dopelnienia tez. Jesli klasa DCFL bytaby zamknieta na sumy, to prawa strona rownosci bytaby
DCFL, a lewa nie — otrzymaliby$my sprzeczno$¢, wiec klasa jezykow rozpoznawanych przez
DPDA nie jest zamknieta na sumy. Klasa ta: zawiera @, Y*, jest zamknieta na dopelnienia
oraz nie jest zamknieta na sumy — wynika z tego, ze nie jest zamknieta na przeciecia, na mocy

prawa De Morgana:
LNK=Y"\((Z*\L)U(X*\ K))

3.6. Problemy decyzyjne powiazane z klasami CFL oraz DCFL

W tym podrozdziale bedziemy zajmowaé sie szukaniem algorytméw sprawdzajacych roézne
wlasnosci, badz tez dowodéw na to, ze posiadania niektérych wtasnosci nie da sie sprawdzac.
Osoby niezaznajomione z pojeciem rozstrzygalnosci zachecam do przeczytania dodatkéw B i
C ktore wprowadzaja pojecia potrzebne do zrozumienia dalszej czedci tego podrozdziatu.

Pierwszym problemem ktéry rozwazymy bedzie problem polegajacy na stwierdzeniu, czy
jezyk gramatyki bezkontekstowej jest pusty.

Problem 3.1 (Pustosci CFL). [HMUO0G6, rozdziat Properties of Context-Free Languages,
strony 296-298]

Problem: CFL-EMPTINESS

Dane: Gramatyka bezkontekstowa G
Rozstrzygnaé¢: Czy L(G) = @7

Opiszemy procedure ktory rozwiazuje powyzszy problem w czasie O(d - |Ng| - |Pgl), gdzie d
jest maksymalna dlugoscia wyniku (prawej strony) produkeji w gramatyce G.

Algorytm 3.1 (Pustos¢ CFL).

Dla wygody opisu wprowadzmy nastepujace pojecie.

Nieterminalem produktywnym nazywamy nieterminal z ktérego mozna wyproduko-
wac jakies stowo.

Algorytm konstruuje zbior nieterminali produktywnych (oznaczony zmienng X ), a na-
stepnie sprawdza czy Sg € X. Aby skonstruowaé zbiér X wykorzystywana jest ponizsza
obserwacja.
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Obserwacja 3.3. Zbior nieterminali produktywnych gramatyki G jest punktem statym prze-
ksztatcenia f : P(Ng) — P(Ng) zadanego formutq:

F(X)=XU{Y € Ng |3 — (BUX)") € Pg}

iterowanego na argumencie poczgtkowym &, czyli najmniejszym punktem statym tego prze-
ksztatcenia.

X = J;
bool zmiana = true;

while zmiana do
zmiana = false;
for (Y - w) € F; do
if Y¢ Xand w € (X U X)*
X.dodaj (Y);
zmiana = true;
// Wynikiem (zbiorem nieterminali produktywnych) jest X.

Dowdd. Oczywiscie jesli jaki§ nieterminal Y znajdzie sie w zbierze X to jest produktywny,
poniewaz aby wyprodukowaé z niego stowo mozemy najpierw uzy¢ tranzycji ktora sprawita, ze
znalaz! sie w zbiorze X, a nastepnie postepowaé tak z wszystkimi powstalymi nieterminalami,
az otrzymamy stowo sktadajace sie wylacznie z terminali. W druga strone, jesli nieterminal
Y jest produktywny, to posiada stowo w ktoére da sie z niego wyprodukowaé¢. Oczywiscie takie
wyprowadzenie uzywa skonczonej liczby tranzycji. Zalézmy nie wprost, ze Y nie znajduje sie
w zbiorze X. Rozwazmy ostatni moment wyprowadzenia w w ktérym wystepuje nieterminal
produktywny nie wystepujacy w X, niech takim nieterminalem bedzie Z. Zauwazmy, ze wyko-
nanie dodatkowego obrotu petli for doda nieterminal Z do X, co daje sprzecznos¢, poniewaz
wiemy, ze Z ¢ X. [ |

Nastepnym problemem bedzie problem przynaleznosciowy. Majac dane stowo w chcemy
stwierdzié¢, czy nalezy ono do jezyka podanej gramatyki.

Problem 3.2 (Przynaleznosci do CFL). [HMUO06, rozdziat Properties of Context-Free
Languages, strony 298-302]

Problem: CFL-MEMBERSHIP
Dane: Stowo w, gramatyka bezkontekstowa G w postaci normalnej Chomsky’ego.
Rozstrzygnaé¢: Czy w € L(G)?

Odpowiedz na powyzsze pytanie dla stowa w dtugosci n mozemy uzyskaé¢ w czasie O(n?|G|)
za pomocy, algorytmu Cooke’a, Youngera i Kasamiego.

Algorytm 3.2 (CYK).

Niech w € ¥*. Algorytm konstruuje tablice wartosci logicznych T|first|[size][X]| ktora
mowi, czy z nieterminala X da sie wyprowadzi¢ stowo w(first.. first + size — 1]. Aby uzyskaé
odpowiedZ na pytanie czy w € L(G) nalezy sprawdzi¢, czy T|1][n][S] jest prawda.

Poczatkowe wartosci T|[é][1][X] algorytm ustala za pomoca sprawdzenia, czy X — wli]
jest produkcja gramatyki G. W celu obliczenia nastepnych wartosci dokonywana jest iteracja
po dlugosci podstowa (zmienna size). Wykorzystywana jest nastepujaca obserwacja.
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Obserwacja 3.4. Jesli z nieterminala X mozna wyprowadzi¢ stowo wli..j], gdzie j > i, to
wyprowadzenie to zaczyna sie od X — Y Z, gdzie Y 1 Z to takie nieterminale, Ze istnieje k
spetniajace i < k < j takie, ze Y wyprowadza wli..k] oraz Z wyprowadza wlk + 1..j].

Dowdd. Gramatyka G jest w postaci normalnej Chomsky’ego, wiec wszystkie produkcje posia-
dajace nieterminal po prawej stronie maja posta¢ X — Y Z. Nieterminal Sg nie wystepuje po
prawej stronie zadnej produkcji oraz zaden nieterminal poza Sg nie moze wyprowadzié stowa
pustego. Wobec przytoczonych faktéw wyprowadzenie musi zaczaé si¢ od X — Y Z, a kazdy
z nieterminali Y, Z musi wyprowadzi¢ stowo niezerowej dlugoéci, co dowodzi obserwacji. W

Zgodnie z powyzsza obserwacja algorytm iteruje sie po wszystkich podziatach i wypetnia
tablice T, nastepnie sprawdza wartos¢ T|[1|[n][S]|. Przyktadowy pseudokod:

bool check(fst, spl, size, X, Y)
return T[fst][spl][X] and T[fst+spl]l[size-spl][Y];

for (X — w[j]) € P; do
T[j1[1]1[X] = true;

for (size = 2; size < n; size++) do
for (first = 1, first < n - size, first++) do
for (split = 1, split < size - 1, split++) do
if (Z - XY) € FP; and check(first, split, size, X, Y)
T[first][sizel][Z] = true;

if T[1]([n][s]
print ("0K") ;

Przejdziemy teraz do bardzo waznego problemu — stwierdzenia czy dana gramatyka bez-
kontekstowa posiada wyprowadzenie kazdego stowa. Zagadnienie to jest o tyle ciekawe, ze nie
jest rozstrzygalne, a co wiecej redukuje sie do wielu innych probleméw w prosty sposob, co
pozwala wykazywacé ich nierozstrzygalnosé.

Problem 3.3 (Pelnosé CFL). [HMU06, rozdziat Undecidability, strony 407-408]

Problem: : CFL-UNIVERSALITY
Dane: Gramatyka bezkontekstowa G.
Rozstrzygnaé: Czy L(G) = ¥*7

Pokazemy, ze ten problem jest nierozstrzygalny (patrz definicja na stronie 69) korzystajac z
wniosku C.2, ktory mowi, ze nie istnieje algorytm rozstrzygajacy czy dana maszyna Turinga
M spelia L(M) = @.

Dla danej maszyny Turinga M skonstruujemy gramatyke bezkontekstowa G rozpozna-
jaca doktadnie te stowa, ktore nie sg poprawnymi kodowaniami biegéw akceptujacych M.
Jesli M posiada jakis bieg akceptujacy, to stowo reprezentujace ten bieg nie nalezy do jezyka
L(Gm), wiec zachodzi L(Gr) = ¥ <= L(M) = @. Wspomniana konstrukcja dowodzi
tego, ze problem uniwersalnosci dla gramatyk bezkontekstowych jest nierozstrzygalny.

Konstrukcje poprzedzimy pewna intuicja. Jezyk:

{wpo® | we T,
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jest bezkontekstowy (jest przecieciem jezyka palindroméw z regularnym X*#3*), lecz jezyk:

{w#w | we X},
bezkontekstowy juz nie jest (np. z lematu o pompowaniu dla stowa a™¥ b #a™Vb'V).
Bedziemy wiec chcieli zamiast zwyklych biegbw maszyny Turinga:

#Co#C1H ... #Cm#,

kodowaé¢ odwracane biegi:
#OHCTHOHCTH ... #.

Chcemy rozpoznawaé stowa niebedgce kodowaniami biegéw akceptujacych M, wiec szu-
kamy Swiadectw na to, ze dane slowo w nie jest poprawnym odwroéconym biegiem. Taka
sytuacja moze mie¢ miejsce z czterech powodow:

& Stowo w nie jest postaci #C’O#Cﬁ#CQ#Cf# c T

& Konfiguracja C nie jest konfiguracja poczatkowa M (na zadnym stowie),

& Ostatnia konfiguracja — C,, nie jest konfiguracja akceptujaca,

% Istnieje i dla ktorego przejscie C; — Cj1q nie jest poprawnym przejsciem maszyny M.

Zauwazmy jednak, ze warunki oznaczone # sa regularne, wiec mozemy je przeciaé¢ (lemat 3.7)
z jedynym warunkiem bezkontekstowym v — sprawdzeniem przejé¢ C; — Cjy1, otrzymujac
jezyk bezkontekstowy (a wiec tez szukang gramatyka Gag).
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Dodatek A
Maszyny Turinga

Ludzko$¢ od zarania dziejow konstruuje i projektuje przepisy, receptury i algorytmy. Choé
intuicyjnie kazdy wie, czy dany tekst jest przepisem na ciasto, czy nie, zazwyczaj podanie
definicji pojecia algorytmu sprawia nam duzo wiecej probleméw. Prawdziwy przetom w tej
tematyce nastapit za sprawg Alana Turinga, ktory w roku 1936 podal matematyczng definicje
algorytmu. Maszyna Turinga w zamysle inspirowana jest rachmistrzem, ktéry posiada otéwek
z gumka oraz nieskoriczona jednowymiarowa kartke papieru (tasme). Na poczatku rachmistrz
dostaje napisane stowo w, nastepnie rozpoczyna obliczenie. Oczywiscie rachmistrz postepuje
zgodnie ze z gory okreslonym zbiorem regul (relacjg tranzycji) oraz posiada swoj wewnetrzny
stan obliczenia (stan maszyny). Dodatkowo rachmistrz patrzy na konkretne miejsce swojej
kartki (wskazywane przez glowice), po zaaplikowaniu reguly obliczenia moze przesunaé wzrok
o jedna kratke w lewa lub prawg strone kartki.

Maszyny Turinga (skrot: MT) dostaja na wejsciu stowa, w wyniku czego wykonuja pewne
obliczenia, ktére moga si¢ skoriczy¢ poprzez osiagniecie stanu koricowego — wynikiem obliczenia
jest wtedy stowo zapisane na tasmie, badz trwaé¢ w nieskoriczonos¢.

stan: q gloximca

1 0 0 0 1 1 0 1 0

Maszyny Turinga mozna definiowaé¢ na wiele sposob6éw, w wielu wariantach. Za pod-
stawowy wariant maszyny uznamy deterministyczny, jednotasmowy — w ktérym tasma jest
(jednostronnie) nieskorniczona w prawo. Sktadac sie bedzie z nastepujacych komponentow:

e alfabet wejsciowy %,

e alfabet roboczy I' zawierajacy w sobie alfabet 3 oraz znak _ (blank) oznaczajacy puste
pole tasmy,

e zbioér standow Q,
e stan poczatkowy ¢init € Q,
e stan koncowy ¢ € Q,

o funkcja przejscia 6: (Q \ {gr}) X' = ' x {<—, 0, =} x Q.
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Maszyna wykonuje obliczenie na tasmie bedacej (jednostronnie) nieskonczonym ciagiem
komorek, w kazdej komoérce znajduje sie jedna litera alfabetu I'. Zbior stéow nieskoriczonych
nad alfabetem I' oznaczamy przez I'Y. Aktualnie rozwazane przez maszyne miejsce zaznaczone
jest gltowica, jesli maszyna jest w stanie ¢, a glowica wskazuje na komorke z litera a, to
mozliwe jest uzycie tranzycji t = (p,a,b,d, q). Po wykonaniu tranzycji ¢ tasma pod glowica
zawiera litere b (zamazujac a), stan maszyny to ¢, a glowica przesuwa si¢ w lewo, prawo badz
zostaje w miejscu w zaleznosci od wartosci d € {<, e, —}. Bedac na poczatku tasmy proba
przemieszczenie sie w lewa strone skutkuje pozostaniem na tej samej pozycji.

Formalnie konfiguracja maszyny sktada sie z:

e stanu q € Q,
e pozycji glowicy n € N,

e nieskoriczonego slowa w € I'Y napisanego na tasmie, ktoérego tylko skoniczona ilosé liter
jest rozna od _ (te czes¢é mozna utozsamiaé z najkrotszym stowem skoriczonym bedacym
prefiksem w zawierajacym wszystkie pozycje stowa w rézne od ).

Konfiguracje oznaczamy przez [¢,n,w|. O konfiguracji moéowimy, ze jest poczatkowa jesli
q = Qinit, natomiast jedli ¢ = ¢y konfiguracje nazywamy koricowa. Tranzycje wykonywane
sa zgodnie z funkcja przejicia, jezeli § pozwala przejsé¢ z konfiguracji [g,n,w] do [p,n’, w’]
piszemy:

[(L n, w] - [pv n,a w/]‘

Biegiem maszyny po stowie w nazywamy ciag konfiguracji (by¢ moze nieskoriczony)
postaci:
Cl —>C—>C3—> ...,

gdzie c; jest konfiguracjg poczatkowa.

Gdy maszyna M zaczynajac ze stowem w osiagnie konfiguracje koricowa wynikiem ob-
liczenia jest najkrotszy prefiks tasmy zawierajacy wszystkie litery rézne od _ znajdujace sie
aktualnie na tasmie. W takiej sytuacji mowimy, ze M terminuje na stowie w (odpowiedni
bieg okreslamy terminujacym). Maszyna Turinga oblicza funkcje czeSciowa faq: ¥* — T,
takie funkcje nazywamy funkcjami obliczalnymi. Przez L(M) rozumiemy jezyk maszyny
M, czyli zbior stéow na ktorych M terminuje (obliczenie konczy sie), takie jezyki nazywamy
czeSciowo obliczalnymi. Czesto bedziemy przyjmowaé, ze ¥ = {0,1} oraz I' = {0,1, }.
Wtedy, traktujac _jako 0, oraz stosujac standardowe kodowanie binarne liczb oraz krotek
uzyskujemy maszyny obliczajace tzw. obliczalne funkcje liczbowe, czyli funkcje obliczalne
postaci f: N¥ — N”. Typowo k =n = 1.

Okazuje sie, ze bardzo wiele funkcji mozna obliczy¢ za pomoca maszyn Turinga (Teza
Churcha—Turinga moéwi, ze MT obliczaja dokladnie to, co jezyki takie jak C, Python itp.),
przyktadami takich funkcji sa:

e (a,b) » a+0b,
e (a,b) »a-b,
e (a,b) — ab,

e zamiana kodowania binarnego i unarnego (w obie strony),

¥* — {0, 1}, gdzie f(w) =1 wtw. gdy w to kod maszyny Turinga,

¥* — {0, 1}, gdzie f(w) =1 wtw. gdy w to konfiguracja maszyny Turinga.
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Co ciekawe, maszyny Turinga maja tak duzg moc wyrazu, ze potrafiag symulowaé dzialanie
innych maszyn. Maszyne ktora otrzymawszy na wejsciu stowo w oraz kod maszyny M oblicza
wynik uruchomienia M na stowie w nazywamy Uniwersalng maszyna Turinga. Maszyna
ta przechowuje na tadmie reprezentacje konfiguracji M i aktualizuje ja ,krok po kroku”.

Omoéwimy teraz rozszerzenie maszyn Turinga o dodanie wiekszej ilosci tasm. Aby posia-
da¢ k € N tasm, wielotaS§mowa maszyna Turinga potrzebowaé¢ bedzie réwniez k glowic.
Formalnie funkcja przejscia takiej maszyny jest postaci:

5: (Q\{gr}) xTF = ([ x {+—,0,=}F x Q.

Pierwsza tasme nazywamy wejSciowa — na niej poczatkowo jest zapisane stowo, ostatnia
nazywamy wyjsciowa — z niej odczytywany jest wynik obliczenia. Co ciekawe dodanie dodat-
kowych tasm, chociaz pomaga zapisywaé algorytmy, nie zwieksza sity wyrazu, o czym mowi
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie A.1. Ustalmy k € N. Niech f: ¥* — I'*. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1. funkcja f jest obliczana przez jednotasmowq deterministyczng maszyne Turinga,

2. funkcja f jest obliczana przez k-tasSmowq deterministyczng maszyne Turinga.

Dowdd. Przed rozpoczeciem dowodu odnotujmy, ze w ogélnosci rozwazana funkcja jest funkcja
czesciowy, wiec dla niektérych argumentdéw moze nie przyjmowaé zadnej wartosci.

Aby pokazaé¢ réwnowaznosé pokazemy dwie implikacje.

Implikacja (1) = (2). Konstruujemy maszyne¢ ktora zamiast przechodzi¢ do stanu
konicowego przepisuje wynik z pierwszej tasmy na ostatnia, a nastepnie terminuje.

Przejdzmy do implikacji (2) = (1). Dla danej maszyny k-tasmowej M, skonstruujemy
maszyn¢ jednotasmowa M obliczajacg funkcje czedciowa faq, symulujac dzialanie maszyny
M. Aby uzyskaé zapowiedziany efekt maszyna M na swojej tasmie bedzie pamieta¢ konfi-
guracje maszyny My. Oczywiscie na kazda tranzycje maszyny k-tasémowe]j bedzie przypadac
wiele tranzycji maszyny jednotasmowej. Rozszerzmy alfabet maszyny M o litery z podkresle-
niami, bedziemy uzywaé ich do oznaczania miejsc na ktore wskazujg glowice maszyny M.
Oznaczmy przez u(w;,n;) stowo w; z podkreslona (forma zapisu pozycji gtowicy) litera na
pozycji n;. Maszyna M na tasdmie bedzie trzymac:

qSu(wy, ny)#u(ws, no)# . .. #u(wg, ng)Q,
gdzie:
e ¢ to aktualny stan maszyny My,
e w; to stowo na i-tej ta§mie maszyny My,
e n; to pozycja i-tej glowicy maszyny My.
Aby symulowaé¢ maszyne Mj maszyna M kolejno:

1. sprawdza ktora tranzycje ¢t maszyny My musi wykonaé, w tym celu odczytuje stan ¢
oraz litery znajdujace sie na pozycjach podkreslonych zapamietujac wszystkie odczytane
informacje w swoim stanie.

2. Zamienia litery podkreslone zgodnie z tranzycja t oraz przesuwa w razie potrzeby pod-
kreslenia. Jezeli glowica wychodzi w prawg strone, poza zarezerwowany obszar, nalezy
przesunaé¢ o jednag kratke w prawo cze$¢ tasmy znajdujaca sie po prawej stronie od
rozwazanego pola.
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3. Zamienia stan ¢ na nowy stan p, chyba, ze p = q;. W takim wypadku zanim M zakon-
czy prace przesuwa cala swoja tasme w prawo o |wg| pozycji, przepisuje na poczatek
aktualna zawartosé¢ k-tej tasmy My (stowo wy) oraz czysci tasme tak, aby przepisane
wy pozostalo wynikiem obliczenia. Dopiero po wykonaniu catego procesu ,czyszczenia
tasmy” terminuje.

Wnhniosek A.1. Maszyny Turinga z tasmami dwustronnymi rowniez majg te samg site wyrazu,
poniewaz mozemy symulowaé tasme dwustronng dwoma tasmami jednostronnymi traktujgc je
jako ,zleptone koricami skoniczonymai”.

Do tej pory omawialiémy deterministyczne MT. Tak jak w innych modelach, réwniez ten
model posiada niedeterministyczna wersje. Niedeterministyczna maszyna Turinga rézni
sie od zdefiniowanej przez nas deterministycznej wersji tym, ze funkcja przejscia jest relacja
0 sygnaturze:

dC(Q\{gf}) xT xT x {«, 0, =} x Q.

Aby doda¢ niedeterminizm do k-tasmowej MT uzywamy nastepujacej relacji tranzycji:

§ S (Q\{ar}) x TP x (T x {0, =1 x Q.

Podobnie do maszyn wielotasmowych, niedeterministyczne MT réwniez obliczaja te sama
klase jezykow co deterministyczne jednotasmowe odpowiedniki.

Twierdzenie A.2. Ustalmy skoriczony alfabet X2 oraz jezyk L C X*. Nastepujgce warunki sq
TOWNOWAZNE:

1. istnieje deterministyczna MT Mp taka, ze L(Mp) = L,
2. istnieje niedeterministyczna MT My taka, ze L(My) = L.

Dowaod. Réwnowazno$é wykazemy dowodzac dwie implikacje.

Implikacja (1) = (2) jest trywialna, poniewaz deterministyczna MT jest szczeg6lnym
przypadkiem niedeterministycznej MT. Zajmijmy sie (2) = (1).

Ustalmy niedeterministyczng MT M. Skonstruujemy deterministyczng maszyne Mp
rownowazng jezykowo maszynie Mpy. Maszyna Mp na poczatku swojego dziatania zamie-
nia wejsSciowe stowo w na konfiguracje poczatkowa ¢y maszyny My na stowie w. Od tego
momentu M p bedzie utrzymywac liste konfiguracji do rozwazenia na swojej tasmie. W ,nie-
skoniczonej petli” czyta pierwsza konfiguracje ¢; z listy, jesli posiada ona stan koricowy, to M p
terminuje. W przeciwnym przypadku maszyna M p rozwaza wszystkie tranzycje ktorych moze
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uzy¢ maszyna My bedac w konfiguracji ¢;. Dla kazdej mozliwej do uzycia tranzycji dopisuje
wynikowa konfiguracje na koniec przechowywanej listy.

Opisana procedura przeszukuje wszerz drzewo osiggalnych konfiguracji maszyny My, wiec
jesli maszyna niedeterministyczna moze zakoriczyé swoje dzialanie na stowie w, to Mp tez
terminuje. W drugg strone, jesli Mp terminuje, to musi istnie¢ terminujacy bieg po stowie w
dla maszyny My. |

Uwaga A.1. Nalezy zwrdcié¢ uwage na wykonywanie wyktadniczo wiekszej liczby krokow wzgle-
dem maszyny My przy przedstawionym sposobie symulowania dziatania tej maszyny.

Przyjrzymy sie¢ teraz pewnej podklasie maszyn Turinga. Powiemy, ze 2-tasmowa M'T M
jest enumeratorem jezyka L C X%, jesli spelnia nastepujace warunki uruchomiona na stowie
pustym:

e glowica tasmy wyjsciowej M nigdy sie nie cofa (nie przemieszcza si¢ w lewo),

e maszyna M wypisuje wszystkie stowa w € L na tasme wyjsciowa (oddzielajac je spe-
cjalnym symbolem 7). Maszyna M musi wypisywa¢ na tasme wyjsciowa w taki sposob,
ze dla kazdego w € L stowo #w# kiedys$ zostanie wypisane na tasme oraz dla kazdego
stowa v niezawierajacego znaku # takiego, ze na tasmie pojawi si¢ #v# zachodzi v € L.

O jezykach posiadajacych enumerator méwimy, ze sa rekurencyjnie przeliczalne.
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Dodatek B

Jezyki obliczalne 1 czeSciowo obliczalne

Powiemy, ze jezyk L C X* jest obliczalny, jesli istnieje MT ktora oblicza funkcje charakte-
rystyczna tego jezyka, to znaczy, ze wynikiem jej obliczenia rozpoczetego na stowie w jest:

o1l -gdywel,
e 0—gdy w¢ L.

Tak jak zdefiniowaliSmy w dodatku A, jezyki czeSciowo obliczalne to te jezyki, dla ktérych
istnieje MT ktéra dla stowa wejsciowego w:

e terminuje — gdy w € L,
e nieterminuje, czyli prowadzi obliczenia w nieskonczonosé — gdy w ¢ L.

O jezykach czesciowo obliczalnych tak na prawde ustyszeliSmy juz wczeéniej, jest to ta sama
klasa co klasa jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych, czyli posiadajacych swdj enumerator.

Twierdzenie B.1. Klasa jezykdw czeSciowo obliczalnych jest réwna klasie jezykow rekuren-
cyjnie przeliczalnych.

Dowdd. Pokazemy dwa zawierania. Ustalmy jezyk L oraz jego enumerator M.. Skonstruujemy
maszyne M, terminujaca dla stow w € L oraz petlaca sie dla stow w ¢ L. Maszyna M,
symuluje dzialanie M, na stowie pustym, za kazdym razem (poza pierwszym) gdy M, stawia
# maszyna M, sprawdza, czy wladnie wyenumerowane stowo to w. Jesli tak — terminuje.

W druga strone, majac jezyk L oraz maszyne M; taka, ze M; terminuje na stowie w wtedy
i tylko wtedy gdy w € L konstruujemy maszyne M, bedaca enumeratorem L w nastepujacy
sposob. Maszyna M; wykonuje kolejne ,obroty petli” (obroty numerujemy kolejnymi liczbami
naturalnymi: 1,2,...), w i-tym obrocie symulujac po kolei i pierwszych krokéw obliczenia
maszyny M; na i pierwszych (w porzadku sortujacym po dlugosci, a dla stow tej samej
dtugosci sortujacym leksykograficznie) stowach wejsciowych. Jezeli dla jakiegos stowa M,
terminuje, to M, wypisuje to stowo na tasme wyjsciowa (oddzielajac znakiem #). Maszyna
M jest enumeratorem jezyka L poniewaz jesli M; terminuje dla stowa w po n krokach, to
podczas n-tego ,,obrotu petli” M, wypisze stowo #w#. W druga strong, jesli M; nie terminuje
na stowie w, to M, nigdy nie wypisze na tasme wyjsciows F#w#. |

Przejdziemy teraz do wykazania lematu stuzacy do stwierdzania czy dany jezyk jest ob-
liczalny. Majac wiedze o tym czy jest on czesciowo obliczalny, oraz czy jego dopelnienie jest
czesciowo obliczalne. Warto zwrocié¢ uwage na to, ze dowodzenie czesciowej obliczalnosci jezyka
jest czesto tatwiejsze niz dowodzenie jego obliczalnosci.
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Lemat B.1. Ustalmy jezyk L C ¥*. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
o jezyk L jest obliczalny,
o jezyki L, L¢ = X"\ L sq czesciowo obliczalne.

Dowaod. Majac maszyne obliczajaca L tatwo jest uzyskaé czesciowa obliczalno$é L oraz L€,
wystarczy w momencie poznania odpowiedzi albo ja zwroécié, albo zamieni¢ na przeciwng,
albo zapetli¢ sie, zgodnie z oczekiwanym rezultatem.

Majac dwie maszyny M, M. obliczajace czeSciowo L oraz L€ wystarczy na dwutasmowej
maszynie wspotbierznie (wykonujac kroki na przemian) symulowa¢ dwa biegi: M na pierwszej
tasmie, a M, na drugiej. Jesli ktoras z maszyn poda odpowiedz (a ktoras kiedy$ musi), wiemy
jakiej odpowiedzi udzielié. |

Okazuje sie, ze klasa jezykdéw obliczalnych jest zamknieta na niektore operacje, przyjrzyjmy
sie tym wtasnosciom.

Twierdzenie B.2. Niech L, K C ¥* bedq jezykami obliczalnymi. Nastepujgce jezyki:
e LUK,
e LNK,
o [c=%¥"\L,

rowniez sq obliczalne.

Dowdd. Niech My, Mg beda MT obliczajacymi funkcje charakterystyczne jezykow L, K.
Aby rozpozna¢ sume badz przeciecie nalezy otrzymujac na wejéciu stowo w przesymulowaé
dziatanie obu maszyn M, Mg na stowie w i poda¢ odpowiedZ zgodna z otrzymanymi wyni-
kami i pozgdanym efektem. Aby uzyska¢ dopelnienie wystarczy zasymulowaé¢ maszyne My,
otrzymujac wynik x nalezy na koiicu wypisaé¢ 1 — x. |

Twierdzenie B.3. Niech L C I'* bedzie jezykiem obliczalnym, a f: X* — T'* calkowitq
funkcjq obliczalng. Jezyk f~1(L) jest obliczalny.

> re
[ L
. ./
przeciwobraz L [—
[
® —
[
¢ f ¢
° [ ]
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Dowdd. Niech M oblicza dla danego w czy w € L. Aby oblicza¢ odpowiedzi na pytanie czy
w € f~1(L) nalezy symulowaé obliczenie w +— f(w), a nastepnie zasymulowaé¢ maszyne M
na f(w), aby uzyska¢ odpowiedz na pytanie czy f(w) € L. Zachodzi réwnowaznos¢:

flw)e L < we fH(L).
|

Tak jak klasa jezykéw obliczalnych, rowniez klasa jezykéw czesciowo obliczalnych jest za-
mknieta na niektére operacje, przeanalizujmy teraz te klase pod tym katem.

Twierdzenie B.4. Niech L, K C X* bedq czeSciowo obliczalne. Nastepujgce jezyki:
e LUK,
e LNK,

rowniez sq czesciowo obliczalne.

Dowdd. Niech My, Mg beda MT obliczajacymi funkcje charakterystyczne jezykow L, K.
Aby rozpoznaé¢ sume badZ przeciecie nalezy otrzymujac na wejsciu stowo w symulowaé ,w
petli” dziatanie obu maszyn My, Mg na stowie w réwnolegle (analizujac coraz dtuzsze biegi
tych maszyn). Gdy jedna z maszyn poda odpowiedz twierdzaca, wiemy ze stowo nalezy do
LUK — mozemy wiec zakoriczy¢ w tym przypadku.

Jezeli zadna z maszyn nie terminuje, to w obu przypadkach symulacja sie nie zakoniczy,
wiec osiggniemy zamierzony cel. Pozostaje przypadek, gdy terminuje jedna z maszyn, niech
bedzie to M, a pytanie na ktére chcemy odpowiedzieé, to czy w € CN K. Zauwazmy jednak,
ze nalezenie w € L implikuje:

weK < weLNK,

wystarczy wiec kontynuowaé symulowanie maszyny M. [ ]
Twierdzenie B.5. Niech L C ¥X* K C I'* bedqg jezykami czeSciowo obliczalnymi. Ustalmy
funkcje obliczalng f: X% — T*. Jezyki f(L), f~1(K) sq czesciowo obliczalne.

3 r

Dowdd. Najpierw zajmiemy sie f~1(K). Tak jak dla jezykow obliczalnych, dostajac na wejsciu
stowo w, najpierw wyliczamy warto$¢ f(w), a nastepnie symulujemy obliczenie sprawdzajace,
czy f(w) € K. Wobec nastepujacej rownowaznosci:

flw) e K — we fH{K),

otrzymujemy odpowiedz twierdzaca, badz petlimy sie gdy w istocie jest ona negatywna.
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Przejdzmy do zamkniecia na obraz funkcji obliczalnej. Dostajac stowo w, chcemy stwier-
dzi¢, czy w € f(L). Iterujemy sie wiec ,w petli”, dla i-tego obrotu petli rozwazamy i pierwszych
stow pod wzgledem dlugosci. Dla stowa v obliczamy warto$é¢ funkcji f, jezeli wynosi ona w
iterujemy ¢ pierwszych krokéw sprawdzenia czy v € L. Jezeli uzyskamy odpowiedz twierdzaca,
to mamy v € L takie, ze f(v) = w, wiec w € f(L), terminujemy. Oczywiscie jesli istnieje v € L
speliajace f(v) = w, to w pewnym momencie rozwazymy odpowiednio dlugie sprawdzenie
na tym stowie. |

Skoniczonych napiséw jest przeliczalnie wiele, maszyn Turinga jest wiec co najwyzej prze-
liczalnie wiele. Jezykdéw — podzbioréw zbioru stéw skoniczonych jest continnum, nie jest wiec
zaskakujacym, ze istnieja jezyki ktoére nie sa obliczalne.

O jezyku powiemy, ze jest nieobliczalny, jesli nie istnieje MT ktora go oblicza.
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Dodatek C

Nierozstrzygalnos¢, problem stopu

Teoria obliczen tak jak kazda dziedzina uzywa swojego ,zargonu” — nazewnictwa. Gdy mo-
wimy o algorytmach czesto uzywamy poje¢ z dziedziny Algorytmiki, wprowadzimy wiec teraz
stosowng terminologie.

Bedziemy moéwi¢ o problemach oraz algorytmach rozwiazujacych problemy. Wyrézniamy
dwa typy probleméw: obliczeniowe oraz decyzyjne.

Problemem obliczeniowym nazywamy funkcje f: ¥* — I'*, rozumiemy przez to ,za-
danie” polegajace na skonstruowaniu algorytmu (odpowiedniej MT) ktory dla wejscia w od-
powiada wyjsciem f(w) (w szczegdlnosci zawsze terminuje).

Problemem decyzyjnym nazywamy funkcje f: ¥* — {0, 1}, badZ rownowaznie jezyk
L = f~1(1) C ¥*. Rozumiemy przez to ,zadanie” polegajace na skonstruowaniu algorytmu
(odpowiedniej MT) ktory dla wejscia w odpowiada wartoscia 1 — gdy w € L badz 0 w prze-
ciwnym przypadku.

Instancja problemu nazywamy pojedyncze wejscie danego problemu, aby lepiej zrozu-
mie¢ to pojecie spojrzmy na przyktad dla ponizszego problemu:

Problem C.1 (Pelnosci CFL).
Problem: CFL-UNIVERSALITY
Dane: Gramatyka bezkontekstowa G
Rozstrzygnaé: Czy L(G) = ¥*7

Przyktadem instancji tego problemu jest (dowolna, konkretna) gramatyka G.

O problemie powiemy, ze jest rozstrzygalny jesli zadajaca go funkcja jest obliczalna, w
przeciwnym przypadku méwimy, ze dany problem jest nierozstrzygalny.

Moéwilismy juz, ze maszyn Turinga jest przeliczalnie wiele wnioskujac, ze istniejg funkcje
nieobliczalne. Z tego samego powodu wiemy, ze istniejg problemy nierozstrzygalne, poniewaz
roznych problemow jest continuum.

Wykazemy teraz, ze ponizszy problem jest nierozstrzygalny.

Problem C.2 (Problem stopu). [HMUO06, rozdzial Undecidability, strony 377-381]

Problem: HALT
Dane: Maszyna Turinga M oraz stowo w

Rozstrzygnaé: Czy M terminuje uruchomiona na stowie w?
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Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze istnieje maszyna Mg ktoéra na dowolnym stowie v € X*
terminuje i zwraca:

o 1 — gdy v = w#kod, gdzie kod jest kodem MT terminujacej na stowie w,
e 0 — w przeciwnym przypadku.

Stworzmy teraz maszyne Mg o kodzie S ktoéra dostajac na wejsciu stowo w dziata naste-
pujaco:

1. zamienia w na w#w,
2. symuluje Mg na stowie w#w,
3. jesli wynikiem symulacji jest 0, to terminuje, w przeciwnym przypadku petli sie.

Co stanie sie, gdy maszynie Mg podamy na wejscie stowo S?

Jezeli sie zapetli, oznacza to, ze na stowie S#S maszyna My zwraca 1, czyli, ze maszyna
Mg na stowie S terminuje. Przeczy to naszemu zalozeniu.

7 drugiej strony, jezeli terminuje, oznacza to, ze na stowie S#S maszyna My zwraca 0,
czyli, ze maszyna Mg na stowie S petli sie, co znowu daje sprzecznosé.

Maszyna Mg otrzymujac jako wejécie swoj kod S nie moze ani terminowaé, ani sie petlic,
dostajemy wiec sprzecznosé z zalozeniem, ze istnieje maszyna M rozwiagzujaca problem
stopu. Problem ten jest wiec nierozstrzygalny. |

Wiemy juz, ze problem stopu nie jest rozstrzygalny, to znaczy, ze jezyk
Halt = {w#kod | kod jest kodem MT M terminujacej na stowie w}

nie jest obliczalny. Jest on jednak czesciowo obliczalny, poniewaz maszyna uniwersalna (patrz
definicja na stronie 61) oblicza ten jezyk czesciowo.

Whniosek C.1. Dopetnienie jezyka Halt nie jest cze$ciowo obliczalne, poniewaz jesli bytoby,
to na mocy lematu B.1 jezyk Halt bytby obliczalny.

Zajmiemy sie teraz redukcjami obliczalnymi. Redukcja obliczalna problemu L C ¥* do
problemu K C I'* jest to funkcja obliczalna f: ¥* — I'* spetniajaca réwnowaznosé:

weL << f(w)eK

Technika ta jest przydatna przy badaniu rozstrzygalnosci ze wzgledu na wykazane w twier-
dzeniach B.3, B.5 wtasnosci zamkniecia ze wzgledu na obrazy i przeciwobrazy przy funkcjach
obliczalnych.

Pokazemy teraz nierozstrzygalnosé innej wersji problemu stopu, przydatnej przy pokazy-
waniu nierozstrzygalnosci problemu uniwersalnosci dla gramatyk bezkontekstowych.

Problem C.3 (Problem stopu na pustym wejsciu).

Problem: HALT,
Dane: Maszyna Turinga M

Rozstrzygnaé: Czy M terminuje uruchomiona na stowie £7
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Dowdd. Wskazemy obliczalng redukcje f problemu Halt do problemu Halt.. Wobec nieroz-
strzygalnosci problemu Halt uzyskamy nierozstrzygalnosé problemu Halt., poniewaz jesli Halt.
bylby rozstrzygalny, to wobec zamknietosci jezykéw obliczalnych na przeciwobrazy przy funk-
cjach obliczalnych réwniez Halt musiatby byé obliczalny.

Niech M,, bedzie maszyng Turinga ktora petli si¢ na kazdym wejéciu. Redukcja f otrzymu-
jac na wejsciu stowo v najpierw sprawdza, czy jest ono postaci w#kod (gdzie kod to poprawny
kod MT) — jezeli tak nie jest to zwraca M,,. Nastepnie jesli v = w#kod, gdzie kod to kod MT
M, oblicza KOD,, bedacy kodem MT ktora kolejno:

1. zapisuje na swojej taémie stowo w,
2. symuluje obliczenia maszyny M na zapisanym aktualnie stowie w.
Nastepnie zwraca jako wynik warto$¢ KOD,,. |

Whniosek C.2. Majgc dang maszyne Turinga mozemy skonstruowaé analogiczng, ktdra igno-
ruje swoje wejscie (na starcie czysci je i wraca na poczatek tasmy) i zawsze dziata tak jak na
stowie pustym. Nie istnieje wiec algorytm rozstrzygajocy czy dana MT M spetnia L(M) = &
(jest to dla zmodyfikowanej maszyny pytanie réwnowazne pytaniu z problemu stopu dla ma-
szyny przed modyfikacja).

Uwaga C.1. Problem pustosci jest rozstrzygalny dla automatow skonczonych oraz gramatyk
bezkontekstowych, nie jest jednak rozstrzygalny dla maszyn Turinga.
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