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Wprowadzenie

Historia kwaternionéw rozpoczyna sie w roku 1843 wraz z odkryciem irlandzkiego matematy-
ka Williama Hamiltona algebry kwaternionéw (zwanych dalej hamiltonowskimi) nad cialem
liczb rzeczywistych. Poczatkowo, ze wzgledu na nieprzemiennos$é, kwaterniony byly uwazane
za twor patologiczny (nalezy mie¢ na uwadze, ze pojawily sie przed macierzami), jednakze
idealnie sie sprawdzaly do opisu obrotéw R®. W niniejszej pracy uogélnimy pojecie kwa-
ternionéow. W rozdziale 1 podamy ogélna konstrukcje kwaternionéw nad dowolnym cialem
charakterystyki réznej od 2. Zbadamy tez kiedy dwie algebry kwaternionéw nad tym samym
ciatem sg izomorficzne. W rozdziale 2 skupimy sie na pierwotnym, praktycznym zastosowa-
niu kwaternionéw hamiltonowskich: powiazemy je z obrotami przestrzeni tréojwymiarowej.
W rozdziale 3 zbadamy podpierscienie kwaternionéw hamiltonowskich pod katem wystepo-
wania podgrupy wolnej generowanej przez dwa elementy w grupie elementéw odwracalnych.
Natomiast w rozdziale 4 pokazemy praktyczne zastosowanie kwaternionéw w teorii liczb,
udowadniajac klasyczne twierdzenie Lagrange’a o sumie czterech kwadratéw.

Od czytelnika wymagamy znajomosci materiatu kursowego Geometrii z Algebra Linio-
wa I/II oraz Algebry I, nie definiujac poje¢ jak np. grupa, pierscien, cialo, przestrzen liniowa
oraz nie przedstawiajac ich wtasnosci. Ponadto zaktadamy znajomosé definicji i podstawo-
wych wlasnosci pewnych poje¢ wprowadzonych na proseminarium algebraicznym, takich jak
grupa wolna (zob. np. [Kar76]) oraz modul (zob. np. [Brow77]).

W calej pracy przez R, Q, Z bedziemy oznaczali odpowiednio: cialo liczb rzeczywistych,
cialo liczb wymiernych, pierscien liczb calkowitych, przez N bedziemy rozumieli zbiér liczb
naturalnych (z zerem !), a przez Ny zbiér liczb naturalnych dodatnich.

Na poczatku kazdego rozdzialu bedziemy podawali odnosniki do literatury, na podstawie
ktérej 6w rozdzial powstat.






Rozdzial 1

Podstawowe wtasnosci algebr
kwaternionéow

W rozdziale pierwszym zaczynamy przygode ze $wiatem kwaternionéw od zdefiniowania poje-
cia 'algebra’ oraz definicji samych kwaternionéw. Ogolny szkic zostal zaczerpniety z [Brow68]
oraz [Pier82].

1.1. Pojecia wstepne

W tym podrozdziale bedziemy zakladali, ze R oznacza pierScien przemienny z 1.

Definicja 1.1.1. Niech A bedzie lewostronnym R—modutem, w ktérym jest zdefiniowane dwu-
liniowe odwzorowanie Ax A — A (oznaczone nizej przez zestawienie argumentow i nazywane
mnozeniem), ktore jest lgczne (x(yz) = (zy)z dla kazdego x,y,z € A) oraz istnieje element
neutralny 14 € A taki, Ze lax = x14 = x dla kazdego x € A. Modul A z tak wprowadzong
strukturg bedziemy nazywali algebra nad pierscieniem R bgdZ R—algebra.

Zalozenie, ze mnozenie jest dwuliniowe jest réwnowazne lewostronnej i prawostronnej
rozdzielnosci wzgledem dodawania oraz zgodnoéci z dzialaniem mnozenia przez skalary:

r(zy) = (ra)y = z(ry) dla kazdego r € R, z,y € A (1.1)
Kazda R—algebra jest pierscieniem z jedynka. Odwrotnie, jezeli A jest pierscieniem z jedynka

oraz lewostronnym R—modulem, ktéry spelnia (1.1), to A jest R—algebra.

Powiemy, ze algebra A jest z dzieleniem, jezeli pierscien A jest z dzieleniem. Analogicznie
algebra A jest nieprzemienna, jezeli pierécien A jest nieprzemienny.

Przyktady 1.1.2.

e Dowolny pierscieri przemienny z jedynkq (czyli w szczegdlnosci cialo) jest algebrg nad
samym sobg.

o Kazde rozszerzenie ciala L O K moze byé traktowane jako K—algebra przemienna z
mnozeniem zewnetrznym elementow z L przez elementy z K zdefiniowanym jako zawe-
Zenie mnozenia - : L x L — L do -|g : K x L — L.

o Algebra macierzy, tzn. zbior macierzy kwadratowych stopnia n nad R z dodawaniem i
mnozeniem (Cauchy’ego) oraz mnozZeniem macierzy przez skalar, jest nieprzemienng
algebrg nad R.



e Pierscien wielomiandw R[x1, x2, . ..] z dodawaniem i mnozeniem wielomiandéw oraz mno-
zeniem wielomiandw przez skalar jest R—algebrg.

Definicja 1.1.3. Niech A, B bedg algebrami nad tym samym pierScieniem R . Powiemy, Ze
algebry A, B sq izomorficzne, gdy istnieje izomorfizm modutéow ¢ : A — B, ktory zachowugje
mmnozenie, tzn.

Ve,y € A o(x)p(y) = p(zy)

Zatem w szczegblnodci izomorfizm algebr jest tez izomorfizmem pierdcieni.

Poniewaz w kolejnych rozdziatach bedziemy zajmowaé sie algebrami nad ciatem, warto
uczynié prosta uwage:

Uwaga 1.1.4. Niech F bedzie ciatem. Wtedy F'—algebra A to przestrzen liniowa ze struk-
turg pierscienia spelniajgca warunek (1.1), natomiast izomorfizm F—algebr to izomorfizm
przestrzeni lintowych zachowujgcy mnozenie.

Lemat 1.1.5. Niech A, B bedq algebrami nad ciatem F i niech aq,...,ay bedzie bazg A.
Wowczas kazdy izomorfizm liniowy ¢ : A — B, taki zZe p(oy)p(a;) = @(aio) dla kaZdego
i,j €{1,...,n} (¢ zachowuje mnozenie na bazie) jest izomorfizmem F—algebr.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze ¢ zachowuje mnozenie. Niech zatem = = Y i | a;a; € A,
y =371 bja; € A. Wtedy

p(@)p(y) = ¢ (Zn: am) @ (zn: bj@j) ch o le ;) Zzaz ip(ai)p(ag) =

i=17=1

i=17=1

= ZZaibjcp a;0y) (Zzazb O@p@) = (Z ;o Zb 04]) = o(xy)
i=1j=1

O]

W dalszej czesci rozdziatu bedziemy zaktadali, ze F' oznacza cialo charakterystyki réznej
od 2.
1.2. Konstrukcja kwaternionéw uogdlnionych

Niech a, b beda niezerowymi elementami ciata F'. Niech A bedzie czterowymiarowg przestrze-
nia liniowa nad F' z baza eq, €1, €2, e3. Okreslamy mnozenie na zbiorze {eq, €1, €2, €3} :

epe; = ejeg =¢; dlat=0,1,2,3

2 2 2
el = aep, e5 = beg, e; = —abeg (1.2)
€1eg = —e2e1 = €3, €1e3 = —e3e1 = aey, ese3 = —egex = (—b)ey

Nastepnie iloczyn dwoch dowolnych elementéw A definiujemy nastepujaco:

0<4,5<3

3 3
<Zaiei> (Zﬁjej) = Z a;fBi(eie;) (1.3)
i=0 =0

gdzie a; € F,Bj € Fdlai,57=0,1,2,3.



Twierdzenie 1.2.1. Przestrzen liniowa A z mnozeniem okreslonym wyzej jest algebrq nie-
przemienng nad ciatem F'.

Dowdd. W mys$l definicji 1.1.1 trzeba pokazaé, ze mnozenie ma oczekiwane wlasnosci. Zatem
musumy sprawdzié, ze

1. Mnozenie jest taczne.
2. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.
3. W zbiorze A\ {0} istnieje element neutralny mnozenia.

4. Mnozenie jest zgodne z mnozeniem przez skalary.

Najlatwiejszy jest warunek (3). Na mocy 1.2 i 1.3 elementem neutralnym mnozenia jest
eg, bo

3 3 3
0 <Z ai€i> = ailege;) = > _ e
=0 =0 =0
3 3 3
<Z aiei> €y — Zai(eieo) = Zaiei
=0 =0 =0

Niech teraz . . X
a=> e, B=> Bej, v=> ek, a€F (1.4)
=0 =0 k=0
Poniewaz
3 3 3 3 3 3
a DD aibilees) | =D (aci)Bileies) =YY ai(aBy)(eiey)
=0 j=0 i=0j=0 i=0j=0

otrzymujemy, ze
a(af) = (aa)f = afaf)

Zatem warunek (4) jest spelniony. Sprawdzimy teraz warunek (2) :

3 3 3
a(B+7) Zazez Z /6] + '7] € = Z ai(ﬁj =+ ')’j)(eiej) = Z (O‘iﬁj + O‘Z”Yj)(eiej) =
= J=0 0,j=0 i.j=0
3 3
Z (aiB)(eiej) + Z (aivj)(eiej) = af + ay
: ’] 0

Sprawdzenie wzoru (3 + v)a = fa + ya przebiega analogicznie.

Dowdéd tacznosci mnozenia zaczniemy od sprawdzenia tacznosci na elementach bazy. Do-
wbd przebiega przez sprawdzenie wszystkich przypadkéw. Sprawdzimy tu tylko dla jedne-
go, pozostale sprawdza sie identycznie korzystajac z (1.2) oraz (1.3). Mamy ej(eses) =
e1(—ezez) = e1(ber) = b(ere1) = baey = abey oraz (e1ez)ex = (aez)(e2) = a(ezes) = abey.
Zatem ej(ezez) = (e1e3)ez. Majac sprawdzana taczno$é mnozenia na bazie, sprawdzamy lacz-
no$¢ na dowolnych elementach z A, stosujac oznaczenia (1.4) :

3 3 3
= Zazez Z /8ij ejek Z a; ﬁj'}’k €Z<6j6k)) =
i=0 7,k=0 ,5,k=0
3 3
= > ((B)ve)((eiej)er) = > (i) (eie;) Z’Ykek = (aB)y
,7,k=0 1,j=0 k=0



Poniewaz z definicji ejeqs = —eseq, a cialo F' jest charakterystyki réznej od 2, rzeczywiscie
otrzymalismy algebre nieprzemienng,.

O]

Definicja 1.2.2. Algebre A otrzymang za pomocq powyzszej konstrukcji oznaczaé bedziemy

przez
a,b
A=[=
(%)

i nazywaé algebra kwaternionéw (uogélnionych) nad ciatem F', natomiast elementy A bedzie-
my nazywali kwaternionami.

Niech a € F. Korzystajac ze zgodnosci mnozenia stwierdzamy, ze elementy postaci aeg
sg przemienne z dowolnymi elementami z A, bodla g € A :

(cveg) B = aleoB) = a(Beg) = B(aeo)

Okreslmy przeksztalcenie ¢ : FF — A wzorem () = ae,. Jest oczywiste, ze ¢ jest homo-
morfizmem pierécieni, a poniewaz jadro jest zerowe, @ jest wlozeniem ciata F' w pierScien A.
Zauwazmy tez, ze mnozenie (w sensie przestrzeni liniowej) dowolnego kwaternionu przez
a € F daje ten sam wynik co mnozenie (w sensie dzialania pierécieniowego) tego kwaternio-
nu przez aegy. Zatem w dalszym ciggu zbidér elementow A postaci aeg, gdzie o € F' bedziemy
utozsamiaé z ciatem F', piszac po prostu a zamiast aeg.

Uwaga 1.2.3. Elementy eg, e1, €2, e3 $g czesto oznaczane przez 1,1, 5, k.

W dalszej czesci tej pracy bedziemy uzywaé zamiennie tych oznaczen, sktaniajac sie jed-
nak w strone przedstawiania bazy jako 1,1, j, k (notacja ta wydaje sie bardziej czytelniejsza,
natomiast notacja z ,ponumerowanymi” wspoélrzednymi bywa elegantsza w dowodach).

Zatem tabelka mnozenia dla elementéw bazowych wyglada nastepujaco:

i [4] k]
1] 1 i ¥ k
T ¢ a k| aj
jllg =k |b]| —bi
k| k| —aj|bi| —ab

Uwaga 1.2.4. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynkq bez (niewlasciwych) dziel-
nikdw zera, dla ktérego 1 + 1 # 0. W analogiczny sposéb mozna zdefiniowac nieprzemienng
algebre kwaternionéw nad pierScieniem R, konstruujgc lewostronny R—modul wolny z bazg
€o, €1, €2, e3 1 wprowadzajgc w nim mnozenie w mysl (1.2) oraz (1.8).

Definicja 1.2.5. Jesli do konstrukcji kwaternionow wezZmiemy a = b= —1, F =R to otrzy-
mang algebre nazywamy algebra kwaternionéw hamiltonowskich. W dalszym ciggu bedziemy

ja oznaczali przez H, tzn.
-1,-1
H= -
(=)

Lemat 1.2.6. Dia a,b € F \ {0}, algebra A = (a}j-,b) jest prosta (tzn. A jako pierscien nie

posiada nietrywialnych idealéw) i jej centrum jest réowne F.
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Dowdd. Niech Z(A) oznacza centrum A. Dla wygody wprowadzmy operator nawiasu Liego:
[z,y] := 2y — yx. Niech x = ¢g + ¢1i + coj + csk € A. Wtedy

[i, 2] = [i,co + c19 + c2j + c3k] = i(co + c1i + caj + c3k) — (co + c1i + c2j + c3k)i =
= coi + acy + cok + acsj — coi — acy + cok + acsj = (2ac2)j + (2¢2)k

Analogicznie sprawdzamy, ze
[7,2] = (—2bc3)i + (—2c1)k, [k, z] = (2bca)i + (—2acy)j

W szczegdlnosed, jesli x € Z(A) to [i,z] = [j,x] = [k,z] =01 tym samym ¢; = co =c¢3 =0
(bo a,b # 0 oraz charakterystyka F' jest rézna od 2). Zatem Z(A) C F. Ale tez F C Z(A),
bo kazdy element z ciala F' jest przemienny z elementami z A. Zatem Z(A) = F. Pierwsza
czesé lematu jest udowodniona.

Zalézmy teraz ze I jest idealem A oraz 0 # = € I. Z definicji idealu [y, 2| € I dla kazdego
y € A, a tym samym [z, [y, z]] € I dla kazdego y,z € A. W szczegdlnosci do I nalezy element
postaci

[, [d, 2] = [4, (2ac2)j + (2¢2)k] = j((2ac2)j + (2¢2)k) — ((2acz)j + (2c2)k)j =
= 2abcg — 2bcai — 2abey — 2begi = (—4bes)i

oraz elementy: [k, [j,z]] = (4abcs)j, [i,[k,z]] = (—4aci)k. Jesli ¢ = ca = ¢3 = 0, to [
zawiera element odwracalny 0 # = = ¢ € F. W przeciwnym przypadku do I nalezy jaki$
niezerowy element postaci (—4bca)i, (4abes)j, (—4acy)k. Mnozac odpowiednio przez i, j lub
k otrzymamy, ze do I nalezy jaki$ element z ciala F'. We wszystkich przypadkach I = A (bo
zawiera element odwracalny). O

a,

Definicja 1.2.7. Niech A = (—) Elementy podprzestrzeni Ay = Fi @ Fj @ Fk nazywamy

czystymi kwaternionami. Oczywiscie A = F ® A, gdzie & oznacza sume prostg podprze-
strzens.

Definicja 1.2.8. Niech x € A = (“l[;b) bedzie postaci x = co + z, gdzie cg € F,z € A,.
Sprzezeniem x nazywamy element T = co — z.

Uwaga 1.2.9. Niech z,y € A = (aﬁb) ,d € F. Wowczas:

l.z+y=2+79y

2
3
4.d=d
5

Z wyjatkiem punktu 2. rownosci sg oczywiste. Niech z = Z?:o Qi€ Y = Z?:o Bjej, gdzie
a;, 3; € F. Chcemy pokazaé ze Ty = y . Korzystajac z punktéw (1), (4) i (5) mozemy zapisaé
lewa i prawa strone jako:

3 3

Z (aifj)(eie;) Z aifj(ei€j)

1,7=0 4,7=0

11



3

3 3
P=yT=> pig;y aigi= Yy af;(eje)
=0 1=0

J 1,j=0
Zatem sprowadziliémy zadanie do udowodnienia, ze Ty =y T dla x,y € {eg, 1, €2,€3}. By to
pokazaé¢ sprawdzamy po prostu wszystkie mozliwosci:

e dla i =0 lub j = 0 réwnosé¢ oczywista (bo z =11lub y = 1)

edlai=j#0:¢ €A, el cF,zatem L=e2=¢?, P= ()= (-¢)?=¢?

o dlai # j,i,7 #0:e,e; € Ay eiej € Ay, zatem L = €e; = —ee;, P =¢€¢ =
(—ej)(—e;) = eje; = —e;e; przy czym ostatnia réwnos¢ wynika bezposrednio z definicji
mnozenia (1.3)

Definicja 1.2.10. Niechz € A = (“I;b) Norma x nazwiemy N(x) = 2.

Niech x = ¢y + c1i + coj + cgk. Wtedy otrzymujemy, ze N(x) = ¢3 — ac? — bc3 + abc3.

Zatem w szczegblnoéci N(x) € F oraz N(x) = N(T) = Tx.

Uwaga 1.2.11. Jesli z,y € A = (‘}b), d€ F, to N(zy) = N(z)N(y) oraz N(d) = d?.

Rzeczywiscie, korzystajac z wymienionych wyzej podstawowych wlasnoéci normy otrzy-
mujemy, ze N(zy) = zyzy = xyyx = zN(y)T = 2TZN(y) = N(z)N(y). Zatem norma
iloczynu to iloczyn norm. Réwnosé N(d) = d? jest oczywista.

Twierdzenie 1.2.12. Niech A = (aﬁb). Nastepujgce warunki sg réwnowazne :
1. A jest algebrq z dzieleniem.
2. x € A\ {0} implikuje N(z) # 0
3. jezeli (co,c1,c2) € F3 spelnia c% = ac% + bc% tocg=c1 =cy =0

Dowdd. 7 (1) wynika (2), bo niech x # 0, z € A. Korzystajac z uwagi 1.2.11 mamy, ze
N(x)N(z7!) = N(zz~!) = N(1) = 1, zatem N(zx) # 0. (2) réwniez implikuje (1), bo niech
x#0, wtedy 1 = N(z)N(z)™! = 2ZN(x)~! = 2(TN(x)~!) = (N (z) !z, oraz analogicznie
1 =z(ZN(z)™ 1), zatem ZN(z)~! to element odwrotny do .

Przypusémy, ze z (2) nie wynika (3). Niech (co, c1, ca) # (0,0, 0) oraz c2 = ac? +bc3. Niech
x = co+tcriteyj. Wtedy N(z) = 0, ale poniewaz z jest niezerowy, to otrzymujemy sprzecznosé
z przypuszczeniem. Aby dostaé¢ komplet rownowaznosci wystarczy jeszcze wykazaé, ze z (3)
wynika (2). Niech N(z) = 0 dla pewnego « = do + dq% + daj + dzk. Na mocy wczesniejszego
spostrzezenia N(x) = d3 — ad? — bd3 + abd} = 0, zatem d3 — bd3 = a(d? — bd3). Mnozac
obustronnie przez (d? — bd%) otrzymujemy:

a(d} — bd3)? = (df — bd3)(d; — bd3) = (dody + bdads)® — b(dody + d1da)?

Korzystajac z (3) dostajemy, ze d3 — bd3 = 0. Zatem d3 = bds + a0? i jeszcze raz korzystajac
z (3) otrzymujemy, ze d; = d3 = 0. Podstawiajac do wyjéciowego réwnania dostajemy d3 —
bd% = 0, wiec znowu dy = dy = 0, co ostatecznie implikuje, ze x = 0. ]

Whniosek 1.2.13. Kwaterniony hamiltonowskie (%) sq algebrg z dzieleniem.

Dowad. Istotnie, c% = —c? — ¢ implikuje, ze cg = ¢1 = ¢ = 0 dla cg,c1,c0 € R. ]
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Do kolejnego wniosku potrzebujemy prostego faktu z teorii cial skonczonych:

Lemat 1.2.14. Niech Fyn oznacza cialo skoriczone o p™ elementach, niech a,b € Fyn \ {0}.
Wtedy istniejq takie x,y € Fpn, Ze azx?® + by? = 1.

Dowdd. Zatézmy, ze p = 2. Niech x,y € Fhn. Wowezas 2 = y? wtedy i tylko wtedy, gdy
r =y (bo w wielomian 22 — 32 = (z — y)(z +y) = (z — y)? ma jeden podwéjny pierwiastek).
Zatem przeksztalcenie o : Fyn — Fyn zdefiniowane wzorem o(z) = 22 jest ma’ (bo jest
réznowartosciowe i jest pomiedzy zbiorami o tej samej, skonczonej liczbie elementéw). W
szczegblnodci istnieje takie A € Fyn, ze A2 = a~! € Fyn. Biorac = ), y = 0 otrzymujemy
teze.

Zalézmy teraz, ze p > 2. Niech z,y € Fpn. Zauwazmy, ze 22 = y? wtedy i tylko wtedy, gdy
z = +y (bo w ciele Fyn wielomian 2% — y? = (z — y)(z + y) ma dwa pierwiastki). Oczywidcie
r = —z wtedy i tylko wtedy, gdy # = 0. Zatem mozemy podzieli¢ F,» \ {0} na % par,
ktére odpowiadaja réznym kwadratom, réznym od zera. Zatem zbiér {22 | * € Fyn} ma
dokladnie LQ_I +1 = L;l elementéw. Tyle samo elementéw ma zbiér {ta? | z € Fyn}
dla dowolnego t € Fpn \ {0}, a tym samym tyle samo elementéw ma zbidér ,przesuniety”
{s2? 41| x € Fyn} dla dowolnego s € Fyn \ {0}. Biorac t = a, s = —b otrzymujemy, ze zbiory
A={az? |z € Fpn}, B={-by’>+ 1|y € Fyn} maja lacznie |A| + |B| = p" + 1 elementéw,
ale poniewaz w Fyn jest tylko p™ elementéw, to AN B # (). Zatem istnieja takie z,y € Fpyn,
ze ax® = —by? + 1, a tym samym az? + by® = 1. O

Whniosek 1.2.15. Dowolna algebra kwaternionow nad ciatem skoriczonym nie jest algebrg z
dzieleniem.

Dowdd. Istotnie, niech A = (;—i) (p > 2). Wtedy na mocy lematu 1.2.14 istnieja takie
p

z,y € Fpn, ze ax®+by?+1, a poniewaz (1,z,y) # (0,0,0) wystarczy zastosowaé kryterium (3)

7 twierdzenia 1.2.12. O

Uzyskany wniosek nie jest niczym porywajacym. Jako ciekawostke mozna podaé fakt, ze
jest to przypadek szczegdlny klasycznego twierdzenia z teorii pierscieni: twierdzenie Wedder-
burna stanowi, ze kazdy skonczony pierscien z dzieleniem jest cialem. Kwaterniony nie sa
cialem, bo (w szczegblnosci) sa nieprzemienne.

Przyklad 1.2.16. Niech a € F \ {0}. Algebra kwaternionéw (aﬁl) jest izomorficzna z
Mosyo(F). (w szczegdlnosci nie jest to algebra z dzieleniem).

Skonstruowanie odpowiedniego izomorfizmu jest bardzo trikowe. Idea jest bardzo prosta:

poniewaz zaréwno (“I’,l> jak i Mayo(F') sa algebrami nad cialem F', naszym celem jest wska-

zanie izomorfizmu liniowego ¢: (aﬁl) — Max2(F) przeprowadzajacego pewna baza (aﬁ}) .

baze Mayxo(F') w ten sposéb, by ¢ zachowywalo mnozenie na wybranej bazie. Wtedy stosu-
jac lemat 1.1.5 otrzymamy, ze ¢ jest izomorfizmem algebr. Zatem cala trudnosé polega na
wskazaniu odpowiedniej bazy.

WeZmy wigc :

) 1 . 1 .
(1+37) 6’212%(1—@ 61225(14‘]‘5)

DN | =

(1-4) €22 =

N |

€11 =
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Pokazemy, ze tak zdefiniowany uklad jest liniowo niezalezny (a tym samym jest ba-
A} (“—Fl)) Niech cieq1 + cae99 + c3e21 4+ c4e12 = 0 dla ¢, o, c3,c4 € F. Wtedy

1 . 1 . 1 . 1.
0—015(1—J)+02§(1+J)+03%(1—k)+C4§(l+k)—

1 C2 c3 | C4)\ . c1  C2) . c3 (4
==4+—= — 4+ — e —— 4+ —k
<2 * 2>+<2a+ 2)”( 2 " 2>‘7+< 2a " 2)
Patrzac na wspélrzedne przy 1 oraz j otrzymujemy, ze ¢y + co = 0 oraz —c; + ca = 0, a tym
samym c; = cg = 0. Patrzac z kolei na wspétrzedne przy i oraz k mamy, ze c3 + acy = 0 oraz
—c3 + acy = 0, zatem c3 = ¢4 = 0. Uklad jest liniowo niezalezny.
Nastepnie policzmy iloczyny wszystkich elementéw bazowych. Ograniczymy sie tylko do

wypisania kilku przyktadowych obliczen (reszta wykonywana jest zupelnie analogicznie) i
wypisania tabliczki mnozenia:

1 1 ) 1 ) 1
el - e = 5(1 —3)5(1 +7) = 1(1 —j) = 1(1 —-1)=0

1 N 1, 1
en e =g(L=j)g(i+k) = (i+k+k+i)=5(i+k) =en

1 1 1 1 1
621'612:%(i—/€)§(i+k):@(Z’Q—Fik—ki—k%:@(a-i-aj-i-aj-i-a)25(1+j):€22

1 . .
(a—aj+aj—a)=0

L. 1, 1, . o,
621'621:7('5_]{;')7(7,—]{,‘):7(@ _Zk_kl+kf):4a2

2a 2a 4a?

Tabliczka mnozenia prezentuje sie nastepujaco:

|- e [ e2 | ean | e ]
e11 || e11 | ez 0 0

ez || O 0 | e | e

€21 || €21 | eaa | O 0
€99 0 0 0 €99

W tej chwili wyjaénia sie dlaczego wektory oznaczaliémy dwoma indeksami: mozna bardzo
tatwo dostrzec, ze mnozenie na elementach bazowych jest okreslone wzorem: e;; - ey = d;r€q,
gdzie d;;, to delta Kroneckera.

Niech teraz

1 0 0 1 0 0 0 0
Ell—[ool ElQ_[OO] Ezl—[lol E22—[0 11

E;j to oczywiscie baza Mayo(F'), ponadto Ey; - Eiy = 6, Fy. Zdefiniujmy teraz przeksztal-
cenie ¢ na bazie: p(e;;) = E;j dlai,j € {1,2}. Mamy:

p(eij)pler) = EijEr = djr By = djrp(ei) = p(djken) = pleijern) dla i, j, k, 1 € {1,2}
Lemat 1.1.5 dopelnia calosé.
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1.3. Izomorfizm algebr kwaternionéw

Na podstawie poprzedniego podrozdzialu mozemy wskazaé¢ przykiad dwoch algebr kwater-
nionéw nad cialem R, ktére nie sg izomorficzne: sg to np. (_1@_1> (algebra z dzieleniem)

oraz (2) (algebra izomorficzna z My(R)). Fundamentalnym problemem teorii algebr kwa-

R

ternionéw jest pytanie, kiedy (“156> o (a;;b/) ? W tym podrozdziale wyrazimy ten problem w
jezyku form kwadratowych.
Niech z,y € A = (%), zdefiniujmy pomocniczy operator:

Bl,y) = 5 (N(w+5) — N(&) - N(y)

Niech x = cop+ 2,y =do+w, co,dg € F', z =cri+coj+csk € Ay, w=dii+dsoj+dsk € Ay.
Wtedy

Ba,y) = 5 (2 + ) ETT) — o7 — y7) = 507+ y7) =

1
2
= 5 ((eo + 2)(do — w) + (do + w)leo — 2)) = cudo — 5 (zw + w2) =

= codp — aci1dy — beady + abesds
Majac powyzsze wzory mozemy stwierdzié, ze 3 : Ax A — F jest funkcjonalem dwuliniowym

symetrycznym (tzn. B(z,y) = B(y,x)), ponadto N(z) = f(x,x) oraz

1
jezeli z,w € Ay to f(z,w) = —§(zw +wz), a to implikuje, ze N(z) = —2° (1.5)

Twierdzenie 1.3.1. Niech A = (aﬁb), A = (%) bedq algebrami kwaternionow z normamsi
odpowiednio N oraz N'. A jest izomorficzne z A’ (jako F—algebra) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje izomorfizm przestrzeni wektorowych ¢ : Ay — A, taki, Ze N'(¢(z)) = N(z) (czyli ¢
zachowugje norme czystych kwaternionow).

Dowdd. = Zaczniemy dow6d od charakteryzacji A;. Niech = c+2z, gdziec € Z(A),z € A4,
Wtedy 22 = ¢ + 22 + 2(2¢) = ¢ — N(2) + 2(2¢). Zatem 22 € Z(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
z2=0 (czyliz € Z(A)) lub ¢ = 0 (czyli x € Ay). To spostrzezenie pokazuje ze dla x € A\ {0}

A, ead Z(A)AN2® € Z(A) (1.6)

Oczywiscie zupelnie analogicznie mozna scharakteryzowaé A’, . Zatem, skoro kazdy izomor-
fizm ¢ : A — A’ spelnia warunki ¢(Z(A)) = Z(4'), ¢(2?) = ¢(x)? to korzystajac z charak-
teryzacji czystych kwaternionéw z (1.6) mamy, ze ¢(A4) = A, a tym samym

Veea N'(6(2)) = —6(2)* = 6(—2%) = ¢(N(2)) = N(2)

przy czym pierwsza i trzecia réwnosé zachodzi z (1.5) (bo z oraz ¢(z) to czyste kwaterniony),
a ostatnia jest prawdziwa, bo ¢ obciete do F' to identycznoéé. Zatem ¢ jest poszukiwanym
izomorfizmem z A, w A/,

< Zalbzmy teraz ze ¢ : Ay — A’, jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych takim ze
N'(¢(z)) = N(z) dla z € A,. By pokazaé, ze A = A’ skonstruujemy baze A’, dla ktérej
ytabliczka mnozenia” jest taka sama jak ta powiazana ze standardowa baza A. Korzystajac
z (1.5) mamy, ze

¢(i)* = =N'(¢(i)) = —=N(i) = a
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Analogicznie otrzymujemy ze ¢(j)? = b. Co wiecej

¢(1)p(7) + 0(3)d(i) = —20'((i), ¢(j)) = —28(i,j) = ij +ji =0

(pierwsza i ostatnia réwnos$¢ wynika z (1.5), ponadto skorzystaliémy z oczywistego fak-
tu, ze skoro ¢ zachowuje norme to zachowuje takze sprzezony z nig funkcjonat 3, tzn.
B(d(2),p(w)) = B(z,w) dla kazdego z,w € Ay). Zatem

oraz (6(1)6()))#(j) = $(D)9(j)? = b(i)

z czego wynika ze ¢(i)¢(j) jest elementem nie nalezacym do centrum. Ponadto

(6(0)0(1))* = ¢(i)(@() () () = d(E)$(i)(~b) = —ab

wiec korzystajac znowu z (1.6) dostajemy, ze ¢(i)¢(j) € A’ . Przez zupelnie analogiczne
obliczenia otrzymujemy réwniez, ze

0()(6()0()) = ad(i)  oraz  (B(1)6(4))6(i) = (—a)g(y)

Pokazemy teraz, ze ¢(i), ¢(j), #(i)¢(j) stanowi baze A’, . Niech c1¢(i)+c2¢(j)+cap(i)p(j) =0
dla pewnych ci,ca,c3 € F. Mnozac z lewej strony przez ¢(i) mamy, ze 0 = ¢(i)(c10(i) +
cod(3) +c30(i)p(g)) = acy +cap(i)d(j) + acsd(j), co implikuje, ze ¢; = 0. Podobnie mnozac z
prawej strony przez ¢(j) mamy, ze 0 = (c2¢(j) +c30(i)p(5))d(j) = bea+besp(i), co implikuje,
ze cog =0, a z tego mamy c3¢p(i)p(j) = 0, wiec ¢ = 0.

Zdefiniujmy przeksztalcenie liniowe 1) : A — A’ na bazie A

) =1, @) =9¢G), v =00),  ¥(k) =)o)

Z prezentowanych wczesniej obliczen wynika, ze baza 1,¢(i), (), #(i)¢(j) ma identyczna
Ltabliczke mnozenia” jak baza 1,7,7,k, a tym samym mnozenie na standardowej bazie si¢
zachowuje. Zatem stosujac lemat 1.1.5 dostajemy, ze ¥ to szukany izomorfizm.

O

W ogdélnym przypadku przeksztalcenie 1 zdefiniowane w powyzszym dowodzie nie pokry-
wa si¢ z ¢. Klasa izometrii z A do A/, jest ,wieksza” niz klasa izomorfizméw algebr A oraz
A

Gléwny rezultat tego rozdzialu uzyskamy ttumaczac twierdzenie 1.3.1 na jezyk form kwa-
dratowych. Niech z = c¢1i + coj + sk € Ay, w = dyi + doj + dsk € Ay, 2/ = i’ +
chj + sk e Al w' = did +dyy + dsk! e Al (1,7, 5, k' oznacza standardows baze A').
Wtedy N(z) = ®(c1,ca,c3), gdzie ® jest forma kwadratowa —ax? — bz3 + abr3. Podobnie
N'(2') = ®'(c], ¢y, cy), gdzie &' = —a'z? — bz} + o'V 3.

Wygodnie jest zaprezentowaé te rownania w postaci macierzowej. Oznaczmy zatem:

—a 0 0 —a 0 0
a=| 0 —=b 0 |, o= 0 =¥ 0 |,
0 0 ab 0 0 dab
c1 cy dy A
f = C2 |, gl = 0/2 ’ n= da ’ 77/ = /2
c3 h ds 5
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Wtedy 2z = [i, §, k)&, w = [i, 7, k]n, 2/ = [, 7', K¢, w' = [i',§',k']n ! oraz
N(z) =¢'ag,  N'()=()"a¢
(indeks gérny T oznacza transpozycje macierzy). Co wiecej
B(zyw) =&Tan,  F(w') = (€)Tay
Zalbzmy teraz, ze ¢ : Ay — A, jest dowolnym przeksztalceniem liniowym i niech
[6(i), (5), d(k)] = [, 5, K]0

gdzie 0 € Ms,3(F'). (Oczywiscie przeksztalcenie ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢ jest macierza nieosobliwa). Otrzymujemy, ze

Podobnie ¢(w) = [¢/, 5, k']on. W rezultacie
B'(6(2), p(w)) = (6)" ' (6m) = €7 (67 /)

Zatem przeksztalcenie ¢ spelnia N'(¢(z2)) = N(z) dla kazdego z € Ay lub réwnowaznie
B(#(2), p(w)) = B(z,w) dla kazdego z,w € A, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢Tan = ¢7(67a/6)n
dla kazdego &,m € F3. Poniewaz &,7 sa dowolne oraz macierze «, o’ sa nieosobliwe, to réw-
nanie sprowadza si¢ do a = 67 o/ (zauwazmy, ze jezeli jest ono spetnione to & jest réwniez
nieosobliwa, zatem ¢ jest izomorfizmem). Czyli nasza dyskusje mozemy podsumowaé, mo-
wigc, ze istnieje izometria pomiedzy A4 i A’ wtedy i tylko wtedy, gdy macierze a i o sa
kongruentne, z czego wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.3.2. Dwie algebry kwaterniondow (aﬁb> ) (“,I;b,) sq izomorficzne wtedy i tylko

wtedy, gdy formy kwadratowe ax? + bx3 — abx3 i a'z? + bz} — a'V'x3 sq réwnowazne.

Dowdd. Przypomnijmy: dwie kwadratowe formy sg rownowazne, jezeli mozna uzyskaé jedng z
drugiej przez odwracalng liniowg zamiane zmiennych. Jesli formy ¥ i U/ zaprezentujemy jako

1 X1
produkt macierzy V(z1,xo,x3) = [v1, 22, 23] | @ |, V(21 29,23) = [21, 22, 23]/ | 22 |,
T3 T3

to warunek, ze ¥ oraz ¥’ sa réwnowazne odpowiada istnieniu nieosobliwej macierzy ¢ takiej
ze o = 67a’S. Zatem korzystajac z wezesniejszych obserwacji otrzymujemy, ze twierdzenie
1.3.2 to twierdzenie 1.3.1 wyrazone w jezyku form kwadratowych.

O

Whniosek 1.3.3. Jezeli a,b,c € F\ {0}, to
ac,b ~ [ 4 bc? ~ (a,b) ~ (b,a)
F N F ~\F/) \F

10d tego miejsca az do konca rozdziatu, dla wygody oraz czytelnosci dalszych wyprowadzen, pozwalamy
sobie zmieni¢ dotychczasowa konwencje, zapisujac skalar po prawej stronie wektora
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Dowdd. Oczywisty, korzystajac z wezesniejszego twierdzenia wystarczy sprawdzié, ze odpo-
wiednie macierze sa kongruentne:

—ac 0 0 c 0 0 —a 0 0 c 00
0 -b 0 =01 0 0 —-b O 010
0 0 (ac?)b 0 0 ¢ 0 0 ab 0 0 ¢
—a 0 0 1 00 —a 0 O 1 00
0 —bc? 0 =10 ¢ 0 0 -b 0 0 c 0
0 0 a(bc?) 0 0 ¢ 0 0 ab 0 0 ¢
-b 0 O 010 —-a 0 O 010
0 —a O =1 0 0 0 —-b O -1 1 0 0
0 0 ba 0 01 0 0 ab 0 01

O]

Whniosek 1.3.4. Podstawiajgc F' = R we wniosku 1.3.3 otrzymujemy, Ze kazda algebra kwa-
ternionéw nad R jest izomorficzna z (1]1’{1), (—ng,l) lub H = (‘1]1’{1). Jednakze z Przykiadu

1.2.16 wiemy, Ze (1]1’%1) = Msy(R) = (_ngJ), zatem jedynymi istotnie roznymi (z dokladnoscig

do izomorfizmu) algebrami kwaternionow rzeczywistych sq (1[[’{1) oraz H = <_1’_1).

R
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Rozdziatl 2

Mechanika przestrzeni
tréjwymiarowej

W niniejszym rozdziale zbadamy powiazanie kwaternionéw hamiltonowskich z obrotami w
przestrzeni tréjwymiarowej. Szkic rozdziatu, a w szczegdlnosci gtéwne twierdzenie, pochodzi
z [Kop05].

Niech H = R P, gdzie P oznacza 3-wymiarowg przestrzen czystych kwaternionéw. Prze-
strzen R3, w ktérej bedziemy rozwazaé obrét, bedziemy utozsamiali z przestrzenia P ze ’stan-
dardowym’ iloczynem skalarnym, dla ktérego i, j, k jest baza ortonormalng. Na potrzeby
tego rozdzialtu wprowadzimy inna reprezentacje kwaternionéw, dzieki ktérej bedziemy mogli
zapisa¢ mnozenie za pomocy iloczynu skalarnego oraz wektorowego.

Niech ¢ = ag + a1t + azj + ask € H. Wtedy g mozemy zapisa¢ alternatywnie w postaci
pary uporzadkowanej (ag,v), gdzie ag jest skalarem, zas v to wektor tréjwymiarowy, v =
a1t + azj + ask.

Uwaga 2.0.5. Niech ¢ = (a,u),7 = (b,v) € RGP = H beda dowolnymi kwaternionami.
Wtedy
g+ 7= (a,u)+ (b,v) = (a+b,u+v)

gt = (a,u)(b,v) = (ab — u e v,av + bu + u X v)
gdzie ® oznacza standardowy iloczyn skalarny, zas X to standardowy iloczyn wektorowy.

Jak juz zauwazyliémy w poprzednim rozdziale, H jest algebra z dzieleniem. Dla kaz-
dego niezerowego q = ag + a1i + asj + ask € H istnieje element odwrotny ¢~ ! = ﬁq,
gdzie N(q) = ag +a? + a3 + a% oznacza norme¢ ¢, a ¢ to element sprzezony do q. Ponad-
to standardowqg normg euklidesowq kwaternionu ¢ bedziemy oznaczali jako ||¢||. Oczywiscie
lall = /a3 + af + a3 + a3 = VN (a).

Dla dowolnego ¢ € H \ {0} zdefiniujmy przeksztalcenie ¢, : P — P wzorem

q(v) = qug
Na poczatku pokazmy, ze przeciwdziedzina jest rzeczywiscie P. W tym celu postuzmy sie
nastepujacym kryterium:

TePsm=—7

Niech v € P, tzn. v = —v. Wtedy qug~! = ¢ 1lvg = ﬁq(—v)ﬁ = (W@ (—v)g =

Q

q(—v) (ﬁ@) = — (qug™1), czyli p4(v) € P.
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Z rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia w pierscieniu kwaternionéw wynika, ze ¢,
jest przeksztatceniem R-liniowym. Ponadto ¢, zachowuje norme kwaternionéw, bo dla v € IP
mamy:

N(gwg ™) =N@N@N(¢7") =N@N@N(¢) =N@N(a") =N

Skoro ¢, zachowuje norme kwaternionéw, to tym samym zachowuje norme euklidesowsa, a z te-
go wynika ze zachowuje dtugosci wektoréow w P. Zatem ¢, to izometria P. W dalszej czesci
pokazemy, ze ¢, to obrét przestrzeni tréjwymiarowej oraz, ze dla kazdego obrotu w przestrzeni
tréojwymiarowej istnieje takie ¢ € H '\ {0}, ze w = 4.

Lemat 2.0.6. Dia kaZdego niezerowego q € H oraz a € R\ {0} zachodzi paq = pq.

1 1, -1

= aquq a~ 1

= qug! = o,

O

Dowdéd. Oczywisty: Vyep @aq(v) = (agq)v(aq)™ = aa"lqug~

Niech ¢ = (a,v) € H\ {0} bedzie dowolnym kwaternionem. Jezeli v # 0, to ¢ mozemy

zapisa¢ w postaci
lall (75 L2
a=1q\ 7 Tan
[all™ [lal| o]l

2 2
Poniewaz (|“—‘) + (M) = ﬁ(a2 +vew)= ﬁN(q) =1, to istnieje o € R takie, ze

a _ ol _
— = COS @, 0 =sina
lqll

i wowezas ¢ = ||q]| (cosa,sinawqj—u).
Jezeli v = 0, to ¢ = (a,0) = |a| (cos0, (sin0)v’) lub g = (a,0) = |a| (cos, (sinm)v') dla

dowolnego v" wektora jednostkowego. Zatem kazdy niezerowy kwaternion mozemy zapisa¢ w
postaci

t(cos a, (sin a)v) (2.1)
gdzie ||v]| =1, a e R, t € R, t > 0.
Definicja 2.0.7. Postaé (2.1) bedziemy nazywaé postacia trygonometryczna kwaternionu.

Definicja 2.0.8. Niech v € P bedzie wektorem jednostkowym, 8 € R. Obrotem o kat 0 wokdt
lin(v) nazywamy przeksztalcenie liniowe w : P — P takie, Ze istnieje baza ortonormalna
v, V2, V3 zgodnie zorientowana z bazq i, j, k, w ktérej w ma macierz

1 0 0
0 cosfB —sinpg
0 sinfg cosf

W ten sposéb zblizamy si¢ do centralnego twierdzenia tego rozdziatu:

Twierdzenie 2.0.9. Niech q¢ = ||q|| (cos a, (sin a)v) bedzie niezerowym kwaternionem. Wow-
czas @q jest obrotem przestrzeni trojwymiarowej wokot osi lin(v) o kqt 2a. (Zatem w szcze-
golnosci kazdy obrét mozna opisaé za pomocg pewnego g ).
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Dowadd. Korzystajac z Lematu 2.0.6 wystarczy przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia w sytuacji,
gdy ¢ jest kwaternionem o jednostkowej normie euklidesowej. Zatem niech ¢ = (cos a, (sin a)v)
dla pewnego v € P wektora jednostkowego. Poniewaz na mocy wczesSniejszej uwagi ¢4 jest
liniowa izometria przestrzeni liniowej, wystarczy pokazaé jak ¢, zachowuje sie na lin(v) oraz
lin(v)*. Mamy

wq(v) = (cos v, (sina)v) (0,v) (cos a, (—sina)v) = (—sina, (cos a)v) (cos a, (—sina)v) =
= (0, (sin a? + cos a2)v) = (0,v) = v

Poniewaz ¢, nie zmienia wektora v, to tez zachowuje cala prosta lin(v).
Pozostaje wykazaé, ze ¢4 to obrét na lin(v)*. Wezmy zatem dowolny wektor jednostkowy
w € lin(v)*. Oczywiécie v @ w = 0. Niech u := v x w. Jest oczywistym, ze u € lin(v)*, co

wiecej v, w, u stanowia baze ortonormalna zgodna z baza standardowa. Mamy zatem:
©q(w) = (cos o, (sina)v) (0, w)(cos e, (—sina)v) = (0, (sin )u + (cos )w)(cos a, (— sin)v) =

= ((sin? @) (u ® v) + (sin acos o) (w ® v),

(—sin? a)(u x v) — (sinacos a)(w x v) + (sin a cos a)u + (cos® a)w) =

= (0, (—sin? a)w + (2sin o cos a)u + (cos? a)w) = (0, cos (2a)w + sin (2a)u) =

= cos (2a)w + sin (20)u

Zatem wektor prostopadly w jest obracany o kat 2a.. Z dowolnosci wyboru wektora otrzy-
mujemy teze. ]

Whiosek 2.0.10. Niech ¢ € H\ R, ¢ = (a,v), gdzie v # 0. O$ obrotu ¢, jest réwnolegla
do v.

Dowo6d wynika z twierdzenia 2.0.9 oraz wlasnosci przedstawienia ¢ w postaci trygonome-
tryczne;j.

Niech SO3(R) oznacza grupe obrotéw przestrzeni R3.

Twierdzenie 2.0.11. Odwzorowanie F' : H\ {0} — SO3(R) zadane wzorem F(q) = ¢, jest
homomorfizmem grup.

Dowdd. Niech p,q € H\{0}. Wtedy (F(p)F(q))(v) = plqug)g = (pq)v(pq)~! = F(pq)(v)
dla kazdego v € P. Zatem F(p)F(q) = F(pq). O

Zgodnie z twierdzeniem 2.0.9 homomorfizm F jest 'na’, co wigcej, z lematu 2.0.6 wynika,
ze kazdemu obrotowi z SO3 odpowiada nieprzeliczalnie wiele kwaternionéw z H \ {0}.

Niech S3 = {v € H| N(v) = 1}. Poniewaz iloczyn dwéch kwaternionéw unormowanych
jest unormowany oraz elementem odwrotnym do kwaternionu unormowanego jest sprzezenie
tego kwaternionu (tez unormowane) to S3 jest podgrupa H ze wzgledu na mnozenie.

Whiosek 2.0.12. Odwzorowanie F : S3 — SO3(R) zadane wzorem F(q) = ¢, jest homo-
morfizmem grup, przy tym kaidy obrét jest obrazem dokladnie dwéch kwaternionéw z S3.

Dowdd. Poniewaz S3 to podgrupa H \ {0}, homomorfizm wynika z twierdzenia 2.0.11. Zaj-
miemy sie druga czedcia wniosku.

Niech w € SO3. Jezeli w = id, to w oczywisty sposéb odpowiadaja mu tylko kwaterniony
+1 € S3. Zalézmy teraz, ze w jest nietrywialnym obrotem o kat 2c wokét osi lin(v), gdzie
v jest wektorem jednostkowym. Wtedy obrotowi w oczywiscie odpowiadaja kwaterniony ¢ =
(cosa, (sina)v) oraz —q. Pokazemy, ze nie ma ich wiecej, korzystajac ze zwiazku postaci
kwaternionu oraz obrotu. Obrét w moze alternatywnie zapisa¢ w dwoch postaciach:
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e Jako obrét o kat 2« + 2k wokot osi lin(v) dla k € Z
e Jako obrét o kat —2a + 2km wokét osi lin(—v) dla k € Z

W pierwszym przypadku odpowiada mu kwaternion ¢ga = (cos (« + k), sin (a + km)v). Je-
zeli k jest parzyste to g2 = (cos a, (sina)v) = q. Jezeli k jest nieparzyste, to g2 = (cos (a + ),
sin (a4 7))v = (— cos o, (— sina)v) = —q.

W drugim przypadku

g2 = (cos (—a + km),sin (—a + km)(—v)) = (cos (a — k7), —sin (o — km)(—v)) =
= (cos (a + km),sin (o + km)v)

i sprowadziliémy sytuacje do przypadku pierwszego. O
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Rozdziat 3

O wolnych podgrupach grupy
elementow odwracalnych algebr
kwaternionéw

W tym rozdziale zawezimy pole naszych badan: przez ,algebry kwaternionow” bedziemy
rozumieé¢ podpierscienie kwaternionéw hamiltonowskich, bedace algebra nad pewnym pod-
pierscieniem Q. Zajmiemy sie badaniem pewnej algebraicznej wtasnosci kwaternionéw: poka-
zemy kiedy grupa elementéw odwracalnych algebry kwaternionéw zawiera podgrupe wolna.
Zawarto$¢ tego rozdzialu powstala na podstawie pracy [Kre01].

3.1. Motywacja oraz wprowadzenie notacji

Na potrzeby tego rozdzialu przypomnijmy przydatna notacje: przez U(R) bedziemy ozna-
czali grupe elementéw odwracalnych pierécienia R (dla ktérego 1 # 0) z mnozeniem jako
dziataniem grupowym, F bedzie oznacza¢ nieabelows grupe wolna generowang przez dwa
elementy. Ponadto przez (ai,...,a,) bedziemy rozumieli grupe generowana przez elementy
ai,...,a,. Dopuscimy sie tez pewnego naduzycia notacyjnego: jezeli G jest grupa, to piszac
F C G bedziemy mieli na my$li, ze G zawiera podgrupe izomorficzna z F.

Niech A C Q bedzie podpierscieniem. Przez H(A) bedziemy oznaczali algebre kwaternio-
néw nad A. Bardziej precyzyjnie:

H(A) ={ao + ari + azj + ask | ag,a1,a2,a3 € A}

H(A) jest oczywiscie podpierscieniem H, bo jest zamknigte ze wzgledu na dodawanie i
mnozenie. Dla n € N definiujemy: A4,, = Z[%], H, = H(A,). Ponadto Hy = H(Z) bedziemy
nazywali kwaternionami catkowitymi, a H(Q) kwaternionami wymiernymi.

Lemat 3.1.1. Niech A bedzie podpierscieniem Q. Wtedy
UH(A)) ={a€ H(A): N(a) e U(A)}

Dowdd. DO.Niech o € H(A), N(«) € U(A). Wtedy z wyprowadzonych w rozdziale 1 wlasnosci

mamy bezpoéredni wzér na element odwrotny: o~ ! = N%a)@, oczywiscie tak zdefiniowane

a~l € H(A). Zatem o € U(H(A)).
C. Niech a € U(H(A)). Oznaczmy przez o~ 1 jego element odwrotny. Wtedy @ tez nalezy
do U(H(A)), bo jego element odwrotny to a~!. Istotnie, sprawdzmy: e la =a " la=1=1,
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tak samo mnozac z drugiej strony. Poniewaz U(H(A)) to grupa, otrzymujemy ze N(«) =
aa € U(H(A)). Ale réwniez N(«) € A, wigc stad wnioskujemy ze N(a) € U(A).
]

Przyktad 3.1.2. U(H;) ={1,—1,4,—1i,5,—j, k, —k}.
Przyktad 3.1.3. U(H(Q)) = H(Q) \ {0}.
W ramach motywacji, podamy jeszcze jedno twierdzenie, ktérego dowdd pominiemy:

Twierdzenie 3.1.4. Niech D bedzie algebrg z dzieleniem, ktora jest skonczenie wymiarowa
nad swoim centrum. Jezeli D nie jest cialem, to F C U(D).

Podane twierdzenie jest bardzo silne i mocno nietrywialne, jednakze jego dowdd jest
niekonstruktywny (zob. [Gon84]) . Korzystajac z niego otrzymujemy od razu, ze istnieje
pewna kopia podgrupy wolnej w grupie elementéw odwracalnych kwaternionéw wymiernych.
W szczegdlnosci mamy kolejny niekonstruktywny rezultat:

Lemat 3.1.5. Istnieje n € Ny takie ze F C U(H,,).

Dowdd. Niech F = (u,v) C U(H(Q)) (istnienie grupy F w grupie U(H (Q)) wynika z twier-
dzenia 3.1.4), gdzie N(u) = %v N(v) = % dla pewnych s1, s9,t1,t2 € Ny. Niech n; = 5159,
wtedy N(u) € U(Ay,). Analogicznie dla ny = t1t2 mamy N(v) € U(A,,). Poniewaz U(A,,) C
U(Apn,) oraz U(Ay,) C U(Ann,) dostajemy, ze N(u), N(v) € U(Apin,), a tym samym z
lematu 3.1.1 mamy, ze u,v € U(Hy,n,). Zatem wystarczy wzia¢ n = nins. O

W tym rozdziale okreslimy jakie liczby naturalne dodatnie n spetniaja teze lematu 3.1.5.
Naszym celem jest réwniez wskazanie wprost nieskonczenie wiele réznych kopii F w U(H (Q)).

7 drugiej strony, korzystajac z przyktadu 3.1.2 wiemy, ze podgrupa elementow odwracal-
nych kwaternionéw catkowitych jest skonczona rzedu 8 - zatem nie zawiera w sobie podgrupy
wolnej. Ostatecznie dla dowolnego posredniego pierécienia Z C A C Q podamy kryterium,
ktore rozstrzyga, czy U(H(A)) zawiera kopie F i w przypadku odpowiedzi twierdzacej wy-
znaczymy wprost ta podgrupe.

3.2. Poszukiwania grupy wolnej

Naszym gléwnym rezultatem jest:

Twierdzenie 3.2.1. Niechn € Ny. Wéczas F C U(H,,)) wtedy i tylko wtedy, gdy n nie jest
potegq 2.

Pierwszym krokiem w kierunku dowodu twierdzenia 3.2.1 jest lemat dotyczacy podgrupy
ortogonalnych macierzy:

Lemat 3.2.2. Niech

cos@ —sinf O 1 0 0
A= | sinf@ cosf@ O B=1]0 cosf —siné
0 0 1 0 sinf cosd

bedq macierzami obrotu 3-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej nad R. Jezelicos§ ¢ {0, i%, +1},
ale jest liczbg wymierng, to grupa (A, B) jest podgrupg wolng grupy SOs3(R).
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Dowaod wersji uproszczonej. Pelny dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [Swieg4]. Rozpa-
truje sie w nim dwa przypadki: a) gdy mianownik cos 6 nie jest potega 2, b) gdy mianownik
cos @ jest potega 2. Poniewaz w dalszej czedci pracy bedziemy korzystali tylko z pierwszej
sytuacji, w podanym dowodzie przyjmiemy dodatkowe zalozenie, ze cosf ¢ {:l:z% | ke Ny}
(zasygnalizujemy w dowodzie od ktérego miejsca z tego zalozenia korzystamy). Zaintereso-
wanych dowodem drugiego przypadku odsylam do wyzej wymienionej pozycji z uwaga, iz
dowdd jest nieco bardziej skomplikowany.

Niech cos) = 7, gdzie a,b to rézne liczby naturalne. Niech ¢ = b2 — a?. Pokazemy, ze

macierze
g = <0 1 0 0
A=| Ve a B=|0 & =
b b b b
0 0 1 0 ve a

generuja grupe wolng. Zakladamy przy tym, ze b > 0, |a| < b oraz § # O,i%,:lzl. Zatem

mozemy dodatkowo zalozyé, ze a # 0, a, b sa wzglednie pierwsze oraz b > 2. Musimy pokazad,
ze dla kazdego n > 1 oraz dowolnego ciggu macierzy C1,...C),, takiego ze C; = A® lub B®,
gdzie e = £1 oraz Cj - Cj41 # I dla 1 < j < n (I jest macierza jednostkowa) mamy

Cy-CyCp#1 (3.1)

Mnozac obie strony (3.1) odpowiednio przez AP oraz A™P otrzymujemy, ze réwnanie (3.1)
jest réwnowazne AP - C1 - Cy---C, - A7P # I, gdzie p jest dowolng liczba catkowita, zatem
mozemy dodatkowo zakladaé, ze C; = AL

Dlaj=1,...,n, k=1,2,3 zdefiniujmy liczby dlgj) za pomocay:

40 a9 dY

[ bi bi
Cr-Co--Ci=| % « « (3.2)
* * *

Pokazemy, ze dén) # 0, a z tego od razu wynika teza twierdzenia. Zacznijmy od wypisania

rekurencyjnych zaleznosci na d,(f ).
Jezeli Cj1 = A%, j > 1, wtedy:

A9 = ad?) 4 ecdy A9V = —ed?) 4 ady  dJTV = bdf) (3.3)

(uzyskujemy to mnozac réwnanie (3.2) z prawej strony przez A°).
Jezeli Cj1 = B®, j > 1, wtedy:

a7 =pdy) @ =ady) ved))  dTY = —ecd) + ady) (3.4)
Poniewaz C7 = Af, to dostajemy, ze dgl) = a, dgl) = —¢ oraz dgl) = 0. Stad pierwszym
wnioskiem z (3.3) oraz (3.4) jest stwierdzenie, ze wszystkie d,(gj ) to liczby calkowite. Dla
wygody okreslimy d} tak, by réwnania (3.3) oraz (3.4) byly réwniez spetnione dla j = 0 :
niech dY = 1, d3 = d = 0.
Korzystajac z rekurencyjnych zaleznosci, pokazemy ze jezeli C; = Cjy1 to liczbe dgj +)
mozemy wyrazié¢ tylko za pomoca déj ) oraz dgj -,
Zatem niech C; = Cj11, j > 1. Wtedy

A9 = 2445 — p2af (3.5)
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By to sprawdzié, zastosujemy (3.3) lub (3.4) trzy razy. Dla Cj = Cj41 = A*! mamy
dng) = —5dgj) + adgj) = —¢ (adgjfl) + Ecd§j71)> + adgj) =
= ady) — aed{™V + a?d§ ™Y — (> + ¢)dY V) =
= adgj) +a (—5dgj71) + adgjfl)) — (a2 + (b2 — a2))déj71) =
= 2ady) — b?dy ™V

DlaCj = Cjy1 = B*! j > 1 (bo pierwsza macierz to zawsze A w potedze +1 z zalozenia).
Otrzymujemy:

i) = ad) + edf) = ady)) + & (~ecdy’ + adf)’) =

= ad(Qj) + aacdéj_l) + a2d§j_1) — (a2 + c)déj_l)
o+ (a4 ced V) — (a4 (2 — o)l =

= 2ady) — b?dy ™

Pozostaje nam przypadek gdy sasiednie macierze nie sa réwne. Dla C; # Cj11 korzystajac
z (3.3) i (3.4) otrzymujemy, ze:
Jezeli Cj = AL, O = B%, j > 1, to:

A9tV = ady) + ed) = ady) + ebd (3.6)
Jezeli Cj = BEL, Cjp1 = A%, j > 1, to:

dJtY = ady) — ed?) = ad) — ebd? ™ (3.7)

Majac wyprowadzone potrzebne wzorki, mozemy przystapi¢ do wlasciwej czesci dowodu.
Od tego miejsca zaczniemy korzystaé z tego, ze b nie jest potega liczby 2.

Niech zatem b = 2™s, gdzie s jest liczba nieparzysta > 1. Oczywiscie s jest wzglednie
pierwsze z 2a. Pokazemy za pomocg indukcji, ze déj) nie jest podzielne przez sdlaj =1,...,n,
uzyskujac tym samym, ze dén) = 0.

1° Jak zauwazyliSmy wczesSniej, dgl) = —&, zatem s { dgl) i baza indukcji jest spelniona.

2° Zal6zmy ze s ¢ déj). Jezeli C; = Cj41 to korzystajac z (3.5) mamy dgjﬂ) = 2adgj) —
(2ms)2dgj71), w przeciwnym przypadku z (3.6) oraz (3.7) mamy, ze dngrl) = adgj):tQmsed,gjfl),
(gdzie k = 1 lub 3). W obu przypadkach drugi skladnik jest podzielny przez s, natomiast
pierwszy to iloczyn liczby calkowitej wzglednie pierwszej z s oraz liczby niepodzielnej przez s
(z zalozenia indukcyjnego). Otrzymujemy zatem, ze s { déj +1)

7 zasady indukcji matematycznej nasze twierdzenie jest udowodnione.
O

W tym miejscu przypomnijmy wlasnoéci homomorfizmu zdefiniowanego w rozdziale 2.
Z kazdym kwaternionem ¢ € H skojarzyliSmy odwzorowanie ¢¢, bedace izometrig: jest to
albo obréot P z osia réwnolegla do ’czystej’ czesci € jezeli & ¢ R, albo identycznos$é, jezeli
¢ € R. Bardziej precyzyjnie: jedli & = xg + x1% + z2j + x3k, wtedy w standardowej bazie P
macierz ¢¢, oznaczona przez Mg, wyglada nastepujaco:

1 w3+ 23— 23—} 2(x179 — w073) 2(xoxa + x123)
Me= gy | 2aows o) wf —affof—af  Awpay —zozy) (3.8)
2(x1x3 — T0T2) 2(wory + wow3) w3 — 23 — 23 + 23
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Liczac slad Mg w bazie standardowej otrzymamy:
1 2 2 2 2 af —af — a3 — a3
W(&’Uo*%*%*%) =142

tr(Mg) =
(Me) v} + a3 + 23 + o3
natomiast liczac §lad M¢ w bazie ortonormalnej zawierajacej os obrotu otrzymujemy:

tr(M¢) =14 2cosf
gdzie 6 jest katem obrotu M. Stad
R e
ad + 2% + 2} + a3

cosf = (3.9)
W dalszym ciag przez f bedziemy oznaczali homomorfizm z H \ {0} do SO3(R) przypo-
rzadkowujacy kwaternionowi izometrie.

Lemat 3.2.3. Niech u, v bedg generatorami grupy wolnej F. Niech G bedzie grupg gene-
rowanq przez a oraz b. Ponadto zalozmy Ze istnieje homomorfizm h : G — F, dla ktorego
h(a) = u, h(b) =v. Wtedy G jest réwniez grupg wolng o generatorach a,b.

Dowdd. Korzystajac z wiasnosci uniwersalnej grupy wolnej F konstruujemy homomorfizm
odwrotny p : F — G zadajac go na generatorach: p(u) = a, p(v) = b. Otrzymujemy, ze
h o p = idr, bo przeprowadza generatory F na siebie, rowniez p o h = i¢dg z analogicznych
powoddéw. Zatem h jest izomorfizmem, a p to izomorfizm do niego odwrotny. O

Lemat 3.2.4. Niech a,b,c € N tworzq tréjke pitagorejskq (a? + b> = c2), gdzie c jest
nieparzyste. Wtedy elementy uw = a + bi oraz v = a + bk generujqg kopie F C U(H,).

Dowdd. 7 wyboru elementéw u i v mamy ze N(u) = N(v) = ¢?, zatem z lematu 3.1.1
otrzymujemy, ze u,v € U(H,.). Z (3.8) obroty ¢, = f(u) oraz ¢, = f(v) maja nastepujace
macierze w bazie standardowej:

0 0 a? —b*> —2ab 0
1 2 _ 2 1 2 _ 32
M,=—=1| 0 a*—b —2ab M, = —= 2ab a®—b* 0
c? 2 2 c? 2
0 2ab  a“—b 0 0 c
2 2 2 2
W obu przypadkach cos 6 = % = ac;gb. Poniewaz a, b, ¢ tworza tréjke pitagorejska, otrzy-

mujemy ze cos ¢ {0,+1}. Gdyby cos = o3, gdzie ¢ = £1, k € Ny, to otrzymalibySmy
ec? = 2%a® — 2%b2 co nie jest mozliwe, bo ¢ jest nieparzyste. Zatem z lematu 3.2.2 otrzymuje-
my, ze grupa (f(u), f(v)) = (M, M,) jest wolna, a tym samym, korzystajac z lematu 3.2.3,
wnioskujemy, ze réwniez grupa (u,v) jest wolna.

]

Lemat 3.2.5. Niech a,b,c € N bedg takie, e a® + b* + ¢ = d? dla pewnego nieparzystego
d € Ny. Wtedy elementy u = a+ bi + ¢j oraz v =a + ci — bj generujg kopie F C U(Hy).

Dowéd. N(u) = N(v) = d?, zatem z lematu 3.1.1 otrzymujemy, ze u, v € U(Hy). O$ obrotu
¢y, jest rownolegla do wektora (b, ¢,0), natomiast 0§ obrotu ¢, jest réwnoleglta do (¢, —b,0).
Kwaterniony u i v zostaly tak dobrane, by wektory (b, ¢,0), (¢, —b,0) byly ortogonalne. Pod-
stawiajac wspoOlrzedne do (3.9) otrzymujemy, ze dla obu obrotéw cosinus kata jest dokladnie
taki sam i wynosi
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a? —b* -2 a? —b* -2

a?+b2+c2 d?

Ponadto cosinus kata nie nalezy do {0,+1} U {:l:%k | k € N+} poniewaz d jest nieparzy-
ste. Rozwazmy baze ortonormalng B = {ﬁ(c, —-b,0), 3, ﬁ(b, ¢,0)} gdzie f € P jest
wektorem ortogonalnym do pozostalych i ||5]| = 1. Zastanéwmy sie jak wygladaja macierze
ou = f(u) oraz ¢, = f(v) w tej bazie. Jedyne czego nam brakuje to kat obrotu - znamy
tylko jego cosinus. Oznaczmy przez 6 dowolny kat o wybranym przez nas cosinusie. W bazie
B macierz M, ma jedna z dwbch postaci:

cosf —sinf 0 cos(—6) —sin(—0) 0 cosf sinf 0
MY = | sind cos® 0 | lub MP = | sin(—0) cos(—0) 0 | =| —sinf cosf 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Analogicznie macierz M, ma jedng z dwdch postaci Mﬁl) lub M52). Zauwazmy przy tym, ze

(Mf}’)_l = M oraz 51))_1 = M. Zatem (f(u), f(v)) = (M, My) = (M, M)
(bo niezaleznie czy wezmiemy jakis element czy element do niego odwrotny zostanie wygene-
rowana ta sama grupa), korzystajac z lematu 3.2.2 otrzymujemy, ze <M151), M51)> jest grupa
wolna, a tym samym z lematu 3.2.3 grupa (u,v) C U(Hy) jest wolna.

Kolejnym celem jest wykazanie, ze grupa U(H3) nie zawiera podgrupy izomorficznej z F.
W tym celu potrzebujemy wprowadzi¢ pewne pomocnicze narzedzie z teorii grup.

Definicja 3.2.6. Grupe G nazwiemy prawie abelowa wtedy ¢ tylko wtedy, gdy zawiera
abelowy dzielnik normalny A taki ze G/A jest grupq skonczong.

Whniosek 3.2.7. Grupa prawie abelowa nie zawiera nieabelowej podgrupy wolnej generowanej
przez dwa elementy.

Dowdd. Niech G bedzie grupg prawie abelowa, niech A bedzie jej abelowym dzielnikiem
normalnym takim, ze grupa G /A jest skonczona. Zalézmy, ze G zawiera nieabelowa podgrupe
wolna, niech g, h € G beda jej generatorami. Poniewaz G /A jest skonczona, istnieje n € Ny
takie, ze (gA)" = A, a tym samym ¢" € A. Analogicznie istnieje m € N takie, ze ™ € A.
Poniewaz A jest abelowe, otrzymujemy, ze g"h'™ = h'™¢g", a tym samym h~"¢g"h™g™" = 1.
Sprzecznosé, g, h nie generuja grupy wolne;j. O

Lemat 3.2.8. Jezeli suma kwadratow czterech liczb catkowitych jest podzielna przez 8, to
wszystkie te liczby sq parzyste.

Dowdod. Kwadrat liczby nieparzystej modulo 8 to zawsze 1, kwadrat liczby parzystej modulo
8 nalezy do zbioru {0,4}. Gdyby$my wzieli 4 liczby nieparzyste to suma ich kwadratéw
modulo 8 wynositaby 4, gdybydmy wzieli 1, 2 lub 3 liczby nieparzyste to suma kwadratow
modulo 4 nalezalaby odpowiednio do zbioru {1, 5}, {2,6}, {3, 7}. We wszystkich przypadkach
uzyskujemy sume niepodzielna przez 8. O

Po krétkim wprowadzeniu dysponujemy juz potrzebnymi narzedziami, by udowodnié,
nastepujacy lemat:

Lemat 3.2.9. Grupa U(H3) jest prawie abelowa, wiec nie zawiera kopii F.
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Dowdd. Z lematu 3.1.1 otrzymujemy, ze o € U(Hz) wtedy i tylko wtedy N(a) € U(A3z), a to
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 2™ dla pewnego n € Z. Zatem dowolne o € U(Hz)
mozemy przedstawi¢ w postaci 20, gdzie m € Z, 3 = by +b1i+boj+bsk € H, a co najmniej
jedno b; jest nieparzyste. Oczywiscie N () = 2 dla pewnego k € N.

Rozpatrzmy teraz podgrupe (2) C U(Hz). Ta podgrupa nalezy do centrum, zatem jest
abelowa i jest dzielnikiem normalnym. Korzystajac z obserwacji poczynionej wyzej jako repre-
zentantow warstw wzgledem (2) mozemy wybraé 3 € H, gdzie co najmniej jedna wspélrzedna
jest nieparzysta. Ale korzystajac z tego, ze norma [ jest potega 2 oraz z lematu 3.2.8 otrzy-
mujemy, ze wystarczy ograniczy¢ sie do takich 8 € H, ze N(f5) € {1,2,4}, a tych jest tylko
skonczenie wiele. Zatem (2) jest dzielnikiem normalnym skoniczonego indeksu. O

Lemat 3.2.10. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszg.
o Jezelip=1 (mod 4) to p* jest nietrywialng sumq dwdch kwadratéw.
o Jezelip =3 (mod 4) to p? jest nietrywialng sumg trzech kwadratéw.

Dowod. W dowodzie pierwszej wlasnosci skorzystamy z pewnego elementarnego twierdzenia
z teorii liczb, ktérego nie dowodzimy, jedynie podamy pozycje, w ktérej zainteresowany czy-
telnik moze 6w dowdd znalezé. Zatem jezeli p = 4m + 1, to ogdlnie wiadomo, korzystajac
np. z [Sier59], ze p = a® + b?, dla pewnych a,b € N.. Wtedy p? = (a? — b*)? + (2ab)? i oba
sktadniki sg niezerowe.

Teraz niech p = 4m+-3. Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o sumie czterech kwadratow,
(ktére de facto udowodnimy pédzniej w rozdziale 4) wiemy, ze p = a?+b?+c? +d? dla pewnych
a,b, c,d € N. Poniewaz kwadrat liczby nieparzystej modulo 4 to 1, a kwadrat liczby parzystej
modulo 4 to 0, otrzymujemy, ze dokladnie trzy z posrdd liczb a, b, ¢, d sa nieparzyste, a tym
samym przynajmniej trzy sa niezerowe. W ten sposéb otrzymujemy, ze p? = (a? + b? 4 ¢ +
d?)? = (a® +b% — 2 — d?)? + (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)?. Pozostaje zweryfikowad, ze wszystkie
3 elementy sa niezerowe:

o Jezeli a®4 b2 —c?—d? = 0 to dodajac stronami réwnanie a? +b%+c?+d? = p otrzymamy,
ze 2(a® + b?) = p. Sprzecznoéé, bo p jest liczbg pierwsza wieksza od 2.

e 2ac + 2bd jest z pewnoscia niezerowe, bo maksymalnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest zerowa.

o Zalézmy ze 2ad — 2bc = 0. Wtedy ad = bc. Jak zauwazyliémy wyzej dokladnie jedna
z liczb a, b, ¢, d jest parzysta. Ale wtedy w réwnaniu ad = bc mamy po jednej stronie
liczbe parzysta, a po drugiej nieparzysta. Sprzecznosé.

O

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu gléwnego twierdzenia tego rozdzialu, ktére orzeka,
ze dlan € Ny : F CU(H,)) wtedy i tylko wtedy, gdy n nie jest potega 2.

Dowdd twierdzenia 3.2.1. Niech A,, C Q dla pewnego n € N;. Jezeli n nie jest potega 2 to
niech p bedzie nieparzystym dzielnikiem pierwszym n. Oczywiscie A, C A,,. Z lematu 3.2.10
mamy, ze p? jest suma dwoéch lub trzech nietrywialnych kwadratéow, a wtedy korzystajac z
lematu 3.2.4 albo 3.2.5 otrzymujemy, ze ¥ C U(Hp) C U(H,). Ponadto generatory F sa
wyznaczone wprost z podanych lematow.

Jezeli n jest potega 2 to A, = Z (i U(H;) nie zawiera F) lub A,, = Ag (i réwniez z
lematu 3.2.9 grupa U(H,,) nie zawiera F). O
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Whniosek 3.2.11. Niech A C Q bedzie dowolnym podpierscieniem. Wtedy F C U(H(A))
wtedy i tylko wtedy, gdy A ¢ As.

Dowdd. Niech A C Q bedzie podpierscieniem takim, ze A ¢ As. Istnieje nieskracalny ulamek
7 € A taki ze a,b € Ny oraz b nie jest potega 2. Wiemy tez, ze 1 = % € A. Liczby a, b sa
wzglednie pierwsze, zatem z rozszerzonego algorytmu Euklidesa xa + yb = 1 dla pewnych
x,y € Z. Zatem mamy, ze

(sgn(m)Z) + - (sgn(:z:)Z) + (sgn(y)Z) +e (sgn(y)?) =X Z_ vo _ %

|| ly]

gdzie sgn(z) oznacza znak liczby calkowitej z. Zatem % € A, a z tego wynika, ze Hy, C A, a
z twierdzenia 3.2.1 wiemy, ze F C U(Hy) C U(H(A)).
Implikacja w druga strone jest oczywista z lematu 3.2.9 . 0
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Rozdziatl 4

Twierdzenie Lagrange’a o czterech
kwadratach

W tym rozdziale pokazemy jak mozna zastosowaé kwaterniony w teorii liczb, udowadnia-
jac klasyczne twierdzenie Lagrange’a, méwiace ze kazda liczbe naturalng mozna przedstawic
jako sume kwadratéw czterech liczb naturalnych. Dowdd ten mozna réwniez przeprowadzié
wykorzystujac tylko mechanizmy teorioliczbowe (patrz np. [Sier59]), jednakze dla nas jest
Swietnym pretekstem do wprowadzenia nowego podpierscienia kwaternionéw hamiltonow-
skich, ktéry sam w sobie ma interesujace wtasnosci: jest 'prawie’ pierscieniem Euklidesowym.
"Prawie’ - poniewaz w oczywisty sposéb brakuje jednej waznej wlasnosci: mamy do czynienia
z pierécieniem nieprzemiennym. Mimo to, analogicznie do pierscienia Euklidesowego, mozna
w bardzo tatwy sposob scharakteryzowac idealy lewostronne. Uzyta charakteryzacja zostanie
wykorzystana w dowodzie twierdzenia Lagrange’a.
Szkic dowodu zostal zapozyczony z [Her64].

4.1. Kwaterniony Hurwitz’a
W dalszej pracy przez ¢ bedziemy oznaczali kwaternion postaci: %(1 +i+7+k).
Definicja 4.1.1. Niech

H = {moC + myi + maj + msk | mo,m1,ma,mg € Z} CH

H bedziemy nazywali pierscieniem Hurwitz’a kwaternionéow catkowitych lub w skrocie kwa-
ternionami Hurwitz’a.

Zanim pokazemy ze H to rzeczywidcie podpierscien H, zauwazmy, ze podstawiajac za
my liczby parzyste otrzymamy zwyklte kwaterniony catkowite, natomiast podstawiajac liczby
nieparzyste otrzymamy kwaternion o wspo6trzednych nalezacych do zbioru {:1: + % |z € Z} =:

Z + % Zatem mozemy zapisa¢ H w alternatywnej postaci:

1
H= {mo + mii + mej + msk | mo, m1, ma, mg € Z lub mgy, my, ma, ms € Z + 2}

1
=3 {mo + mii + maj + msk | mg,my1, mo, msg € Z i sa tej samej parzystosci} (4.1)

Czyli jezeli x € H to albo x = ¢, albo x = ¢ + (, gdzie ¢ to pewien kwaternion catkowity.
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H jest podgrupa H w oczywisty sposéb, zawiera tez 1. Musimy pokazaé ze mnozenie jest
dziataniem wewnetrznym w H. Niech z,y € H, x = p+ 61(, y = q + 92(, gdzie p,q to
kwaterniony catkowite, a d1, 0o przyjmuja odpowiednio wartosci 0 lub 1.

zy = (p+ 61¢)(q + 02¢) = pq + 61(Cq) + 2(pC) + 6152(¢?)

2
Oczywiscie pierwszy sktadnik nalezy do H, ostatni réwniez bo (? = (%(1 +i+j+ k:)) =
1(—2+2i+2j+2k) = %(—1+i+j+k) € H. Pozostaje wykazaé ze p(, (q € H dla dowolnych
P, q. Niech zatem p = ag + a1? + a2j + ask. Wtedy
. . 1 o 1 . ‘ .
p¢ = (ao + ari + azj + ask) (2(1 +i+] +k)) =3 ((ao + ari+azj +azk)(1+i+j+k)) =
1 . .
i(bo 4+ b1i 4+ bag + bgk)

gdzie wszystkie wspolrzedne b; sg postaci ag + a1 = as + az. Dodajac do nich ag+ a1 4+ as +as
otrzymamy liczbe parzysta, zatem wszystkie b; sa tej samej parzystosci, zatem z (4.1) mamy,
ze p( € H. Dowdd dla (q jest analogiczny, dlatego go pominiemy.

Lemat 4.1.2. Niech x € H. Wtedy T € H oraz N(x) jest liczbg naturalng.

Dowdd. Pierwsza czesé jest oczywista z charakterystyki (4.1).
Niech teraz v = 9 + 9+ % j + Gk, gdzie ag, a1, az, a3 sa liczbami catkowitymi tej samej

/. a2+a?4a2+a? BRE . . 2 __
parzystoéci. Wtedy N(r) = 0—15-2-=2_ Jezeli wszystkie a; sa nieparzyste to a; = 1 (mod
4), w przeciwnym wypadku a? = 0 (mod 4). Zaréwno w pierwszej jak i w drugiej sytuacji
z (4.1) otrzymujemy, ze licznik jest liczba naturalna podzielna przez 4. O

Lemat 4.1.3. Jeielia € H to a~' € H wtedy i tylko wtedy, gdy N(a) = 1.

Dowéd. = Jezeli a,a™' € H, to z lematu 4.1.2 wiemy, ze N(a), N(a™!) € N, ponadto
N(a)N(a!) = N(aa™!) = N(1) = 1, zatem jedyna mozliwoéé¢ to N(a) = 1.

< Jezeli a € H oraz N(a) =1, to korzystajac z réwnosci aa = N (a) = 1 otrzymujemy ze
a~''=aoraza € H z lematu 4.1.2. O

W tym miejscu warto poczyni¢ pewna uwage. Dlaczego wlasciwie wybraliémy taki 'nie-
naturalny’ i dziwny pierscien H 7 Czy nie prosciej byto skorzystaé ze zwyktych catkowitych
kwaternionéw 7 Okazuje sie, ze pierécien catkowitych kwaternionéw jest w pewnych sensie ,za
maly” i nie zachodzi w nim lemat, ktéry ponizej udowodnimy, a ktory przybliza kwaterniony
Hurwitz’a do czego$ na wzor pierécienia Euklidesowego: w kwaternionach Hurwitz’a mozna
(w pewnym sensie) wykonywaé dzielenie z reszta.

Lemat 4.1.4 (Algorytm lewostronnego dzielenia). Niech a,b € H, orazb # 0. Wtedy istniejg
elementy c¢,d € H takie, ze a = cb+d oraz N(d) < N(b).

Dowdd. Na poczatku rozpatrzmy tatwiejszy przypadek: b jest liczba naturalna dodatnia.
Niech zatem a = to( + t1i + toj + tsk, gdzie tg,t1,t2,t3 sa liczbami catkowitymi, b = n dla
pewnej liczby naturalnej dodatniej n. Niech ¢ = xg( + 17 + x2j + x3k bedzie szukanym
kwaternionem, ktérego catkowite wspdétezynniki xg, x1, 2, 3 musimy ustali¢. Naszym celem
jest taki ich dobér by zachodzito: N(a — cn) < N(n) = n?.

1+i+45+k 1+i+j+k
a—cn= (to (+2+2‘7+> + 110+ tag + t;;k) — nxo (W) — nxr1t — nxe — nxsk =

1 1 o1 .
= §(t0 — nl’o) + 5(750 + 2t1 — n(to + 21’1))2 + 5(750 + 2t1 — n(to + 2:62))]

1
+§(t0 + 2t3 — n(to + 21’3))k
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Trzeba pokazaé, ze mozna tak dobraé xg,x1, 22,3, by nastepujace oszacowania na wspot-
rzedne byly prawdziwe: [to — nazo| < 3n, [to + 2tq — n(to + 224)| < n dla d € {1,2,3}. Wtedy
dostaniemy, ze

(tg—nx0)2+(to+2t1—n(t0+2x1))2+_ 15 15 1 5 15

1 1 : -<En tyttgnT <n = N(n)

N(a—cn) =
Ale to juz tatwo spelié, bo

e 7 wtasnosci dzielenia z reszta w liczbach catkowitych istnieje liczba catkowita xg taka

ze to = xon +r, gdzie =5 <r < 5, idla niej [tg — zon| = |r| < 3.

e Ustalmy d € {1,2,3}. Ponownie z tej samej wlasnosci istnieje taka liczba naturalna k,
ze tg + 2ty = kn 4+ r oraz 0 < r < n. Mamy teraz dwa przypadki:

— k—tg jest parzyste. Wybierajac xq4 t. ze 2x4 = k—to mamy to+2ty = (2zq4+to)n+r
i w rezultacie |tg + 2ty — (2zq+to)n| =7 <n

— k—tg jest nieparzyste. Wybieramy x4 t. ze 224 = k—to+1. Wtedy to+2ty = (2z4+
to—1)n+r = (2zq+to)n+r—niw rezultacie |tog+ 2ty — (2x4+to)n| = |r—n| < n

Zatem zawsze mozemy znalezé takie xg4 calkowite, ze [tg + 2tg — (2x4 + to)n| < n

Dowdd tatwiejszego przypadku zostal zakonczony.

Niech teraz b bedzie dowolnym niezerowym elementem H. Z lematu (4.1.2) n = bb jest
liczbg caltkowita, zatem z pierwszej czeéci niniejszego dowodu otrzymujemy, ze istnieje takie
c € H, ze ab = cn + dy, gdzie N(d1) < N(n). Zatem N(ab — cn) < N(n). Rozpisujac
lewa strone otrzymamy, ze N(ab — cn) = N(ab — cbb) = N((a — cb)b) = N(a — cb)N(b),

natomiast rozpisujac prawa: N(n) = N(bb) = N(b)N(b). Uzyskalismy, ze N(a — cb)N(b) <
N(b)N(b), a poniewaz N (b) > 0 otrzymujemy, ze N(a — cb) < N(b). Czyli biorac po prostu
d = a — cb otrzymujemy, ze a = cb+ d oraz N(d) < N(b). Dow6d ogélnego przypadku zostal

zakonczony. O

Na Algebrze I dla pierscieni Euklidesowych R, w ktérych zachodzi wlasnosé dzielenia z
reszta, dowodzi sie podstawowy fakt, mowiacy ze R jest dziedzina ideatéw gtéwnych. Majac
lemat 4.1.4 jestedmy w stanie udowodnié¢ analogon tej wlasnosci odpowiedni dla przypadku
nieprzemiennego.

Twierdzenie 4.1.5. Niech L bedzie lewostronnym ideatem H. Wtedy istnieje element u € L
taki, zZe kazdy kazdy element z L jest lewostronng wielokrotnoscia u. Innymi stowy: istnieje
element u € L taki, Ze kazdy element x € L jest postaci x = ru dla pewnego r € H.

Dowdd. Jezeli L = {0} to nie ma czego dowodzié, po prostu bierzemy u = 0.

Zatézmy, ze L zawiera jaki$ niezerowy element. Z lematu 4.1.2 norma niezerowych elemen-
tow jest liczba naturalna, zatem wezmy v € L o najmniejszej dodatniej normie. Pokazemy ze
to nasz szukany element. Niech zatem x € L bedzie dowolne. Na mocy lematu 4.1.4 istnieja
takie ¢,d € H, ze ¢ = cu+d oraz N(d) < N(u). Poniewaz L jest lewostronnym ideatem oraz
d = x — cu, gdzie x,u € L otrzymujemy takze, ze d € L. Ale norma d jest mniejsza od normy
u — zatem z wyboru u musi by¢ réwna 0, a tym samym d = 0. W rezultacie z = cu. O
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4.2. Dow6d twierdzenia Lagrange’a

Majac opisane wtasnosci kwaternionow H potrzebujemy jeszcze kilka szczegotow technicz-
nych.

Lemat 4.2.1 (Tozsamosé Eulera). Niech g, a1, g, as, Bo, b1, B2, 03 € R. Wtedy

(af +af +aj +af) (65 + 67 + 55 + B3) =

(aofo — 1By — 282 — a333)” + (aoB1 + a1 fo + 2fBs — a32)?

+(aof2 — 183 + a2f + a3Br)? + (afs + a1z — azf + asfBp)?
Dowdd. Oczywiscie najprosciej bytoby przeliczyé¢ wszystko po wspétrzednych, jednakze majac
juz wyprowadzg pewna maszynerie mozemy to zrobi¢ znacznie prosciej. Rozwazmy kwater-
niony p = «ag + a1t + agj + ask € H, ¢ = By + Pt + P2 + O3k € H. Lewa strona réwnania

to N(p)N(q), prawa strona réwnania to N(pq). Wobec wlasnosci N(p)N(q) = N(pq) lemat
uznajemy za udowodniony. O

Whniosek 4.2.2. Biorgc w lemacie 4.2.1 zamiast liczb rzeczywistych liczby catkowite wniosku-
jemy, Ze iloczyn sumy czterech kwadratow przez sume czterech kwadratow jest sumg czterech
kwadratow.

Lemat 4.2.3. Dia dowolnej liczby pierwszej p istniejq takie x,y € Z,, ze 2?2 +y?+1=0.

Dowaod. Biorac a = b = —1 zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek lematu 1.2.14 z
rozdziatu 1. 0

Wreszcie mozemy udowodnié gltéwne twierdzenie tego rozdziatu:

Twierdzenie 4.2.4 (Lagrange’a o czterech kwadratach). Kazda liczba naturalna n da sie
przedstawié jako sume kwadratow czterech liczb naturalnych.

Dowdéd. Oczywiscie 0 = 02 4+ 0% + 0% 4+ 0% oraz 1 = 12 4+ 0% + 0% + 0%, zatem w dalszym ciggu
zakladamy, ze n jest wieksze od 1. Korzystajac z wniosku 4.2.2 mozemy od razu zredukowaé
sytuacje do przypadku, gdy n jest liczba pierwszg. Oznaczmy ja przez p. Naszym pierwszym
celem jest skonstruowac taki ideal lewostronny L, ze mamy cigg niewtadciwych inkluzji ide-
aléw lewostronnych: pH & L ¢ H. Niech z,y beda liczbami z lematu 4.2.3. Przechodzac do
7 otrzymujemy, ze p|1 + x? + y2. Wezmy kwaternion ¢ = 1 + xi + yj € H. Niech

L={q|qtepH}
Pokazemy ze tak zdefiniowany zbiér ma oczekiwane wlasnosci, czyli:

e [ jest ideatem lewostronnym H.
L jest oczywiscie podgrupa H. Ponadto niech ¢ € L,a € H, wtedy (aq)t = a(qt) € pH,
bo gt € pH oraz pH jest idealem lewostronnym. Zatem aq € L

o L+H
Istotnie, 1 ¢ L, poniewaz 1t =t ¢ pZ.

e pH G L

Niech a € pH. Wtedy a = pq dla pewnego g € H. Mamy wiec at = (pq)t = p(qt) € pH.
Zatem pH C L. Ponadto wezmy t = 1 — xi — yj. Oczywiscie t ¢ pH. Ale tt = N(t) =
1422 +y? € pH, zatem t € L.
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Majac skonstruowane potrzebne idealy, z twierdzenia 4.1.5 wiemy, ze istnieje taki u € L,
ze kazdy element z L jest lewostronna wielokrotnoscia u. Poniewaz p € pH C L, to p = cu dla
pewnego ¢ € H. Oczywiscie u ¢ pH, zatem ¢ nie moze mie¢ odwrotnosci w H, bo wtedy u =
¢ !p nalezaloby do pH. Stosujac lemat 4.1.3 otrzymujemy, ze N(c) > 1. Ponadto poniewaz
L # H, to u réwniez nie moze mie¢ odwrotnosci w H, a tym samym ponownie z lematu
4.1.3 mamy, ze N(u) > 1. Ostatecznie otrzymujemy, ze p?> = N(p) = N(cu) = N(c)N(u), a
poniewaz zaréwno N(c), jak i N(u) to liczby naturalne wieksze od 1, jedyna mozliwosé to
N(u) = N(c) = p.

Juz prawie skonczyliSmy. Korzystajac z charakteryzacji (4.1) otrzymujemy w szczegdl-
noéci, ze u = su’ dla pewnego v’ € H, u = mg + mii + maj + mgk, a tym samym
p=N(u)=N (%u’) = w. Zatem 4p = m3 + m? + m3 + m3.

By zakoficzy¢ dowéd zastosujemy stary trik Eulera: jezeli 2a = 2 + 2% + 23 + 22, gdzie
a, o, T1, T2, T3 sa liczbami catkowitymi, to a = y3 +y3 +v3 +3 dla pewnych liczb catkowitych
Y0, Y1, Y2, y3. Na poczatku zauwazmy, ze poniewaz 2a jest parzyste, to albo wszystkie x; dla
1 = 0,1,2,3 sa parzyste, albo wszystkie sa nieparzyste, albo dwa sg parzyste, a drugie dwa
nieparzyste. Zatem mozemy je tak przenumerowaé, by liczby:

To + T1 Ty — T1 To + T3 T2 — T3
5 Y1 = 5 Y2 = 5 Y3 5
tez byty catkowite. Wtedy

xo + 212 zo — 21> zo + 232 To — 3\ ?
y§+yf+y§+y§=( 5 >+< 5 )+<2>+ =

1
:§(x3+a:%+x§+x§):

Yo =

Poniewaz 4p jest suma czterech kwadratéow, stosujac podany trick otrzymujemy, ze 2p
rowniez jest suma czterech kwadratéw. Stosujac go jeszcze raz uzyskujemy taki samy wniosek
dla p. Zatem p = a + a? + a3 + a3 dla liczb naturalnych ag, a1, az, az i tym samym dowéd
twierdzenia Lagrange’a zostal zakonczony. O
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