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Streszczenie

W pracy przedstawiono kilka twierdzen i metod kombinatorycznej teorii grup wiazacych sie
z topologia. Oméwiona zostalta konstrukcja przestrzeni Eilenberga-MacLane’a dla skonczenie
generowanych grup z jedng relacja o tej wlasnoéci, ze stowo tworzace relacje nie jest wlasciwa
potega innego stowa. Ponadto zostal podany przyktad grupy z jedng relacja, ktéra nie ma
wtasnosci Hopfa.
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Wprowadzenie

Celem tej pracy jest omowienie rozwigzan dwéoch problemoéw, ktore bardzo ogdblnie mozna
okresli¢ jako topologiczny i algebraiczny, potaczonych pojeciem grupy z jedna relacja.

W pierwszym rozdziale zajmujemy sie konstrukcja przestrzeni, ktérych grupa podstawo-
wa jest dana skonczenie generowang grupa G z jedng relacja, a wyzsze grupy homotopii sa
zerowe. Okazuje sie, ze mozna podaé prosty opis takich przestrzeni pod warunkiem, ze stowo
wyznaczajace relacje nie jest potega innego slowa w grupie wolnej generowanej przez gene-
ratory grupy G. Przedstawione zostaly dwa spojrzenia na ten problem. Docelowo interesuje
nas przestrzen topologiczna o podanych wtasnosciach, ale aby znalez¢é pewne intuicje, badamy
rowniez modele kombinatoryczne: grafy i kompleksy dwuwymiarowe.

W drugiej czedci pracy podajemy przyktad skoniczenie generowanej grupy z jedna relacja,
ktéra mozna odwzorowaé¢ homomorficznie na nig samg tak, ze jadro tego odwzorowania jest
nietrywialne. W tym celu zapoznajemy sie¢ z wlasnosciami rozszerzen Higmana-Neumana-
Neumana.

Uwagi dotyczace notacji

Definicja grupy przez podanie generatoréw i relacji
G = <:E1,l‘2,... |7"1,7’2,...>

Zbior {z;|i € I} to zbiér generatoréw G, natomiast relacje ze zbioru {r;|j € J} maja postaé
réwnoéci w; = vj, gdzie w; i v; sa stowami nad alfabetem {z;|i € I'}. G jest ilorazem grupy
wolnej (rozumianej jako grupa stéw) o zbiorze generatoréw {x;|i € I} przez podgrupe nor-
malng generowang przez zbior stéw {wjvj_ll’i e J}.

Troche inne oznaczenia: czasami wygodniej jest traktowaé relacje r; nie jako réwnosci
stow w grupie wolnej w; = vj, tylko jako slowa — zastepujemy woéwczas r; przez stowo wjvj_l.
Oczywiscie oba sposoby zapisu daja te sama grupe G. Pojawiajace sie w tekscie pracy sfor-
mutowanie ”stowo tworzace relacje” odnosi sie wlasnie do drugiego sposobu zapisu.

W dalszej czesci pracy pojawia sie¢ konieczno$é rozszerzania danej grupy G, ktoérej ge-
neratory i relacje sg znane, o dodatkowe generatory i relacje. Stosujemy wowczas
nastepujaca notacje: H = (G;y1,y2,...|s1, S2,...). Generatory i relacje grupy H to genera-
tory i relacje G z dodanymi generatorami y; oraz relacjami s; odpowiednio. Przyjmuje sig,
ze generatory y; nie nalezg do zbioru generatoréw grupy G.






Rozdziatl 1

Przestrzenie Eilenberga-MacLane’a
dla grup z jedna relacja

W tym rozdziale bedziemy szukaé¢ przestrzeni, ktérych grupa podstawowa jest zadana skon-
czenie generowang grupa z jedng relacja, natomiast wyzsze grupy homotopii sa trywialne.
Zbadamy, dla jakich grup z jedng relacja przestrzenie o powyzszych wlasno$ciach mozna
opisaé¢ poprzez prosta konstrukcje.

1.1. Przestrzenie z zadang grupa podstawowg

Przez caly czas bedziemy si¢ zajmowaé przestrzeniami tukowo spéjnymi.

Definicja 1.1. Przestrzen topologiczna X jest przestrzeniq Filenberga-MacLane’a K(mw,n),
gdzie 7 jest grupg i n € N, jesli wszystkie grupy homotopii X sq zerowe z wyjgtkiem n-tej,
oznaczanej mp(X), ktdra jest dang grupg 7.

W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowaé wylacznie przypadkiem n = 1. Przydatna bedzie
nastepujaca charakteryzacja przestrzeni K(m,1):

Stwierdzenie 1.2. Jesli nakrycie uniwersalne tukowo spojnej przestrzeni X o grupie pod-
stawowej T jest Sciggalne, to X jest typu K(m,1).

Dowéd Przypomnijmy, ze przestrzen X wraz z odwzorowaniem p : X — X jest nakryciem
przestrzeni X, jedli dla kazdego punktu xy € X istnieje otoczenie otwarte zg € U oraz
niepusta przestrzen dyskretna F' takie, ze nastepujacy diagram, w ktérym goérna strzatka jest
homeomorfizmem, lewa to dane przeksztalcenie p, a prawa to rzutowanie, jest przemienny:

pW(U) = UxF
l !
u = U

Nakrycie uniwersalne to nakrycie o trywialnej grupie podstawowej. Zrédlem twierdzen doty-
czacych wlasnosci nakry¢ jest [BJ].

Pokazemy, ze dowolne, niekoniecznie uniwersalne, przeksztalcenie nakrywajacep: X — X

indukuje izomorfizm py : m,(X) — m,(X) na grupach homotopii wyzszych niz grupa pod-
stawowa, czyli dla n > 1. Istotnie, to odwzorowanie jest epimorfizmem. Sfera wymiaru n > 1



jest tukowo spéjna, lokalnie tukowo spéjna i ma trywialng grupe podstawowsa, wiec dowol-
ne odwzorowanie S™ — X, czyli reprezentant klasy odwzorowan bedacej elementem 7, (X),
spelnia zalozenia kryterium istnienia podniesienia dla nakrycia. Klasa w ﬂ'n(X ) podniesie-
nia f jest (z definicji podniesienia) elementem 7, (X), ktéry przechodzi na f. Aby wykazaé
injektywno$¢ pu sprawdzimy, ze jadro tego homomorfizmu jest trywialne. Jesli f L5 X
ipo f jest homotopijne z przeksztalceniem stalym, to z wlasnosci podnoszenia homotopii
o ustalonym poczatku dla nakry¢ otrzymujemy homotopie miedzy f i odwzorowaniem z S™
we wldékno nad pewnym punktem. Ale poniewaz sfera jest spéjna, a widkno to przestrzen
dyskretna, to odwzorowanie musi by¢ state, czyli f reprezentuje element neutralny ﬂn(f( ).
Wobec tego p4 jest izomorfizmem.

Jesli wiec nakrycie uniwersalne jest Sciagalne, a wiec wiemy, ze wszystkie jego grupy
homotopii sa zerowe, to grupy homotopii m,(X) dla n > 1 musza réwniez by¢ trywialne, czyli
X = K(m(X),1). Z tego dowodu wynika, ze wystarczy znalez¢ dowolne Sciagalne nakrycie
przestrzeni X, zeby uzasadni¢ powyzsza réwnosc.

O

Teraz pokazemy, jak skonstruowaé przestrzen topologiczna, ktorej grupa podstawowa jest
dana grupa G = (x1,x2,...,Zn|r1,72,...,Tm). Ograniczamy sie do sytuacji, gdy zaréwno
generatoréw, jak i relacji jest skoniczenie wiele. W tym celu dla kazdego generatora x; gru-
py G nalezy wziaé jeden okrag, a nastepnie utworzy¢ bukiet tych okregéw. Jak za chwile
uzasadnimy, grupa podstawowa bukietu okregéw indeksowanych pewnym skoniczonym zbio-
rem {z;|i € I} to grupa wolna, ktérej generatory sa w bijekcji z elementami tego wlasnie
zbioru. Elementy tej grupy wolnej, bedace ciagami generatoréw (w potedze 1 lub —1), intu-
icyjnie mozna utozsamiaé¢ z petlami w bukiecie okregéw zaczepionymi w punkcie bazowym
przebiegajacym po kolei okregi odpowiadajace kolejnym literom w wyznaczonym kierunku.
Wobec tego, zeby otrzymaé przestrzen o zadanej grupie podstawowej, potrzebujemy dodaé
do bukietu okregdéw cos, co pozwolitoby utozsamiaé pewne $ciezki w taki sposéb, jak relacje
utozsamiaja stowa w grupie wolnej. Niewatpliwie mozna skorzystac z tego, ze przeksztalcenie
okregu w dowolng przestrzen jest homotopijne ze stalym wtedy i tylko wtedy, gdy rozszerza
sie na dysk... Rozwigzaniem problemu okazuje sie doklejenie dyskéw do bukietu okregéw tak,
zeby brzegi dyskéw odwzorowywaly sie w bukiet dokladnie na petle wyznaczone przez rela-
cje w grupie — wtedy te petle bedziemy mogli $éciagnaé¢ w otrzymanej przestrzeni. Nalezy to
jednak opisaé formalnie.

Opis konstrukcji przestrzeni o zadanej grupie podstawowej:

1. Niech G = (x1,...,2n|r1,...,m). Dla kazdego z generatoréw x; bierzemy okrag S;, w
ktérym wyrdzniamy punkt bazowy b; oraz wybieramy na nim orientacje.

2. Niech Y = VL, (S;, b;). Punktem bazowym przestrzeni Y jest punkt bukietowy ypo.

3. Dla kazdej relacji r; bierzemy dysk (dwuwymiarowy) D;, wybieramy punkt d; na jego
brzegu oraz orientacje okregu brzegowego. Niech D = ]_[;”:1 D;.

4. Definiujemy odwzorowanie f : 9D = [[;—; ,,0D; — Y w nastepujacy sposob: dla
kazdego okregu brzegowego dysku D; dzielimy go na tyle réwnych (homeomorficznych
z odcinkiem) czesci zaczynajac od wybranego punktu, ile jest liter w stowie tworzacym
relacje r;. Orientacja na brzegu dysku wyznacza nam kierunek parametryzacji otrzyma-
nych czesci. Wszystkie punkty rozdzielajace czesci okregu zostana odwzorowane na yg.



Nastepnie, jesli k-tym znakiem w r; jest x¢,, to k-tg z kolei czes¢ brzegu dysku odwzoro-
wujemy jednostajnie we wspotrzednych na okrag S, w bukiecie — jesli € = 1, to zgodnie
z wybrang orientacjg na .S;, jeSli € = —1, to przeciwnie.

5. Niech ~ bedzie najmniejsza relacja rownowaznosci na Y LI D zawierajaca zbiér par
{(z, f(z))|x € OD}. Wéwczas X =Y U D/ ~ jest szukana przestrzenia. Z konstrukcji
wynika, ze jest to CW-kompleks.

Twierdzenie 1.3 (O poprawnosci konstrukeji). Powyzsza konstrukcja dla danej skoriczenie
prezentowalnej grupy G jest poprawna, to znaczy otrzymana przestrzen faktycznie ma grupe
podstawowq G.

Oczywiscie nalezy to udowodni¢. Bedzie nam potrzebne twierdzenie Seiferta - van Kam-
pena (zrédlo: [BJ]).

Twierdzenie 1.4. Niech X bedzie przestrzeniq lokalnie tukowo spdjng, xo wybranym punk-
tem, a U 1V — podzbiorami otwartymi X zawierajgcymi xg takimi, ze UUV =X ¢ UNV
jest tukowo spojny. Wowczas nastepujgcy diagram

Wl(Um V? 330) - 7T1(U7 :UO)

l l
m1(V, z0) — (X, o)

w ktorym wszystkie homomorfizmy sq indukowane przez wlozenia podzbioréw, jest przemienny
i jest push-outem, czyli m (X, xo) jest sumqg wolng grup w1 (U, x¢) i m1(V,z0) z amalgamacjq
wzdluz 7 (U NV, x0).

Teraz mozemy udowodni¢ poprawnosé¢ konstrukeji przestrzeni o zadanej grupie podsta-
wowej G = (x1,...,2zp|r). W tym przypadku do bukietu n okregéw doklejamy tylko jeden
dysk — tak, jak to wskazuje slowo r.

Lemat 1.5. Grupa podstawowa bukietu n okregow to F,, grupa wolna o n generatorach.

Dowdd Dowdd indukeyjny. Grupa podstawowa okregu to Z, czyli grupa wolna generowa-
na przez jeden element. Zalézmy teze dla n — 1 okregéw i rozpatrzmy bukiet n okregdéw —
oznaczmy te przestrzen przez X, a jej wyrdzniony punkt, w ktérym lacza sie okregi przez
xo. Wyr6znijmy jeden z okregéw (oznaczmy go S). Niech W C X bedzie tukowo spéjnym
otoczeniem otwartym xg, nie zawierajacym w calosci zadnego z okregéw wchodzacych w
sktad bukietu. Definiujemy U = SUW i V = (X\S)UW. U i V sa otwarte, poniewaz ich
przeciecie z kazdym okregiem jest otwarte, a bukiet jest przestrzenia ilorazowa sumy roz-
tacznej okregéw. Widzimy, ze U NV = W. Jednopunktowa podprzestrzen {zo} jest silnym
retraktem deformacyjnym W: na kazdym z okregéw istnieje punkt nie nalezacy do W, wiec
wlozenie przecigcia W z tym okregiem w okrag jest homotopijne z przeksztalceniem statym;
mozna znalez¢ réwniez homotopie nie ruszajaca xo. Stad w1 (W) jest trywialna. Analogicz-
nie S'1 X' = (X\S) U {xo} sa silnymi retraktami deformacyjnymi U i V odpowiednio, wiec
m(U) = F1 1 7 (V) = F,_1 z zalozenia indukcyjnego. Z twierdzenia 1.4 wobec trywialnosci
m1(U NV) otrzymujemy, ze m1(X) jest produktem wolnym Fj i F,_1, czyli jest rowna F),.

O

Lemat 1.6. Niech X bedzie tukowo spojng przestrzeniq topologiczng o grupie podstawowej
G = m(X), natomiast Y = X Uy D, gdzie D jest dyskiem dwuwymiarowym, a f:0D — X



to odwzorowanie doklejajgce. Wowczas m1(Y) = m(X)/N(f(9D)), gdzie N(f(0D)) oznacza
nagmniejszq podgrupe normalng m (X) zawierajgcq klase petli bedgcej obrazem brzegu dysku
D w odwzorowaniu doklejajgcym.

W sytuacji twierdzenia 1.3 dla grupy z jedna relacja przestrzen X jest bukietem n okre-
gbéw, wiec na mocy lematu 1.5 mamy m1(X) = F,. Doklejamy do X dysk zgodnie z wcze-
$niejszym opisem konstrukcji — przeksztalcenie doklejajace jest wyznaczone przez relacje r
zadanej grupy G = (x1,...,z,|r). Jako wniosek z lematu 1.6 dostajemy, ze grupa podstawo-
wa skonstruowanej przestrzeni jest rowna ilorazowi F;, przez podgrupe normalna generowana
przez r, czyli G. Jesli dana grupa G ma wiecej niz jedna relacje, to stosujac indukcyjny
argument i uzywajac lematu 1.6 dla kazdego z doklejanych dyskow, réwniez wnioskujemy
poprawnosé¢ konstrukeji. Wobec tego do kompletnego dowodu twierdzenia 1.3 brakuje nam
jedynie uzasadnienia prawdziwosci powyzszego lematu.

Dowdd Niech y bedzie dowolnym punktem lezacym we wnetrzu dysku doklejonego do X.
Zdefiniujmy U = Y\{y} oraz V = Y\X. O V mozna mysle¢ jako o wnetrzu doklejonego
dysku — poniewaz Y jest ilorazem X LI D przez relacje, ktéra utozsamia punkt z D z pewnym
punktem X wtedy i tylko wtedy, gdy jest to punkt brzegowy, to V bedzie dokladnie obrazem
wnetrza dysku z sumy roztacznej X i D. Zbiory U, V oraz U NV sa tukowo spdjne: V
jest homeomorficzne z wnetrzem dysku, U NV to wnetrze dysku bez punktu, natomiast U
powstaje przez sklejenie zbioréow tukowo spdjnych. Grupa podstawowa V jest trywialna, bo V'
jest $ciagalne. Zauwazmy, ze X C Y jest silnym retraktem deformacyjnym U — identycznosé
na X i silna retrakcja deformacyjna dysku bez punktu wewnetrznego na brzeg sa zgodne
obrazie brzegu D w Y i sklejaja sie do silnej retrakcji deformacyjnej U na X. Wobec tego
m(U) = m(X).

Przyjrzyjmy sie teraz U N V. Chcemy zbada¢ homomorfizm iy : m (U NV) — m(U)
indukowany przez wlozenie iy : U NV C U. (Odwzorowanie m(U NV) — m (V) = {e}
znamy dobrze.) U NV to przestrzen homotopijnie réwnowazna z okregiem, wiec jej grupa
podstawowa ma jeden generator. Wystarczy znalezé jego obraz przy iyx. WeZzmy wlozenie
j : 81 < UNV na okrag o érodku w y i promieniu takim, zeby miescit sic w V (na V
mamy wspdlrzedne pochodzace z wyjsciowego dysku D doklejanego do X') — to jest generator
m1(UNV). Wybieramy punkt z( lezacy w obrazie tego wlozenia — to bedzie wyrézniony punkt
przestrzeni Y, wzgledem ktérego bedziemy liczy¢ grupe podstawowa. Mozemy go wybraé
dopiero teraz i w miare dowolnie, bo Y jest tukowo spdjna i jej grupa podstawowa nie zalezy
od wyboru punktu bazowego. Zauwazmy, ze j jest homotopijne wzgledem xg z petla p w U,
ktora najpierw przebiega lamana (zawarta w V oprécz konca) od xy do pewnego punktu w
obrazie D, czyli na brzegu V', nastepnie obiega obraz 0D zachowujac sie jak odwzorowanie
f, a pdzniej wraca do xg ta sama droga, od ktorej zaczeta. Aby to uzasadnié, nalezy zobaczy¢,
jakie petle odpowiadaja opisanym powyzej w dysku D doklejanym do X: jedna sie nie zmienia
— jest to okrag wokot punktu xg, natomiast druga dochodzi do brzegu tamang, obiega brzeg
dysku i wraca do zg. Tutaj konstrukcja homotopii wzgledem x¢ nie sprawia problemu; zlozenie
tej homotopii z przeksztatceniem ilorazowym z konstrukeji YV jest szukana homotopia. Wobec
tego obraz m (U NV) w 71 (U) jest podgrupa cykliczna generowana przez p.

Poniewaz (V') jest trywialna, to m (Y, z0) = m1 (U, 20) /N (ivx(m1(UNV, z0))). Zmiehmy
punkt bazowy na punkt z, w ktérym petla p po raz pierwszy znajduje sie w obrazie dD.
Przestrzenie sg tukowo spdjne, wiec zmiana punktu bazowego nie wplywa na grupe podsta-
wowa, natomiast zamiast N (i (pi1(U NV, x0))) rozpatrujemy teraz N(f(0D)). Wobec tego
m(Y) =m(U)/N(f(0D)). -
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Chcemy korzystaé¢ z udowodnionych lematéw, aby dla danej grupy G znalezé przestrzen,
ktéra ma grupe podstawowa G. Mozna jednak uzy¢ ich nieco inaczej — do badania grup pod-
stawowych przestrzeni, ktérych standardowy opis jest konstrukcja CW-kompleksu z jednym
punktem w zerowym szkielecie i jednym dyskiem w drugim szkielecie. Na przyklad torus
powstaje w wyniku doklejenia do bukietu dwéch okregdéw oznaczonych a i b dysku za pomoca
przeksztalcenia z brzegu dysku w bukiet przebiegajacego oba okregi dwukrotnie, w tej sa-
mej kolejnoéci, za drugim razem w przeciwnym kierunku. Odpowiada temu stowo aba =161,
Wobec tego grupa podstawowa torusa to (a,blaba='b~!) — jak widaé, jest abelowa, poniewaz
dzielimy F3 przez podgrupe normalna zawierajaca jej komutant.

Umiemy juz wskazaé przestrzen, ktorej grupa podstawowa jest dang skonczenie generowa-
na grupa z jedna relacja. ChcielibySmy teraz rozstrzygnaé, kiedy skonstruowana przestrzen
jest typu K (m,1). Na poczatku zauwazyliSmy, ze wystarczy w tym celu badaé¢ nakrycie uni-
wersalne przestrzeni. Pozostaje problem, jak znalezé to nakrycie — aby go rozwiazaé, przeana-
lizujemy kombinatoryczny model problemu i sprobujemy przenie$¢ uzyskane wyniki dotyczace
graféw na grunt topologii.

1.2. Grafy — Sciezki w grafach, grupa podstawowa

Zacznijmy od struktury kompleksu jednowymiarowego, czyli grafu, ktéremu w topologii odpo-
wiadaja jednowymiarowe CW-kompleksy. Graf C' sktada sie z dwoch przeliczalnych zbiorow:
V — wierzchotkow i E — krawedzi, wraz z trzema funkcjami: o, w : £ — V to odpowiednio po-
czatek i koniec krawedzi, n : E — E to krawedZ odwrotna do danej. Stad wynika, ze krawedz
odwrotna zawsze istnieje — mozna mysle¢ o parach ztozonych z krawedzi i jej odwrotnej jako
0 jednej krawedzi z dwiema mozliwymi orientacjami (graf nie jest skierowany). Zadamy, zeby
n nie miata punktéw stalych, ponadto a(n(e)) = w(e) i w(n(e)) = a(e). Czesto bedziemy za-
pisywaé graf C' jako pare (V, E'), pamigtajac, ze oprécz tych zbioréw mamy jeszcze definiujace
graf funkcje.

Sciezka p to skoficzony cigg krawedzi e ...en, n > 1 taki, ze dlai = 2,...,n ale;) =
w(e;—1). Definiujemy poczatek i koniec $ciezki odpowiednio: a(p) = a(er), w(p) = w(ey).
p jest petlg. Sciezka jest zredukowana, jesli dla zadnego indeksu i = 2,...,n nie zachodzi
€1 = ez-_l, natomiast prosta, jedli dla i,j = 1,...,n mamy a(e;) # a(ej) oraz w(e;) #
w(e;) (czyli nie przechodzi przez zaden wierzcholek dwa razy, chyba, ze jest petla — wtedy
dopuszczamy pokrywanie sie poczatku i konca). Petla jest cyklicznie zredukowana, jesli jest
$ciezka zredukowang i e; # e,'. Przez 1, oznaczamy $ciezke o dlugoéci 0 zaczepiong w
wierzchotku v. Graf jest spdjny, jesli dowolne dwa wierzchotki mozna potaczy¢ Sciezka.

Moéwimy, ze Sciezka p jest réwnowazna Sciezce p’, jesli mozna otrzymadé p’ przez zastoso-
wanie do p ciagu operacji polegajacych na dodaniu lub skasowaniu pary sasiednich krawedzi
postaci ee ™! (oczywiscie dodajemy pary ee~! tak, zeby znéw otrzymaé éciezke). Jest to relacja
réwnowaznosci ze wzgledu na mozliwo$¢ odwracania operacji.

Lemat 1.7. KazZda $ciezka w grafie jest rownowazna dokiadnie jednej Sciezce zredukowanej.
Dowéd Kazda $ciezka jest réwnowazna jakiejs Sciezce zredukowanej — algorytm redukcji
polegajacy na kasowaniu par ee”!, jedli tylko takie istniejg, prowadzi do dobrego wyniku i

zawsze sie konczy, bo kazdy krok zmniejsza liczbe krawedzi. Pokazemy, Ze nie istniejg dwie
rézne rownowazne $ciezki zredukowane. Zalézmy przeciwnie, ze p i p’ sa zredukowane, a cigg
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ai,...,an, to ciag wynikéw pojedynczych operacji wklejenia lub wyrzucenia pary ee™! pro-
wadzacych od p = ag do p’ = ammi1, w dodatku minimalny w tym sensie, ze suma Z;’;ﬁl |a;]
przyjmuje najmniejsza mozliwa warto$é. Zauwazmy, ze |a1| > |p| oraz |am,| > [p'], bo w
Sciezkach p i p/ nie mozna nic zredukowaé. Wobec tego maksimum |a;| jest przyjmowane dla
pewnego ¢ pomiedzy 1 a m, a nie dla kohcowych Sciezek. Mamy |a;,—1| < |a;| oraz |a;+1| < |a;].
To znaczy, ze a; powstaje przez dodanie pary zz~! do a;_;, albo réwnowaznie a;_; mozemy
otrzymaé przez usuniecie xz ! z a;, oraz a;41 otrzymujemy, usuwajac yy ' z a;. Jedli to jest
ta sama para, to a;_1 = @;41 i mozemy wyrzuci¢ a; oraz a;,1 z ciagu. Jesli x = y lub x = y~!
i te pary zachodza na siebie, czyli w a; mamy tréjke 2271z, gdzie 2 € {z,27'}, i w obu
operacjach zastepujemy ja przez z, to takze pozbywamy sie a; oraz a;yi. Jezeli natomiast
zadna z powyzszych sytuacji nie zachodzi, to zastepujemy a; przez a, powstalym z a; przez
wyrzucenie par zz ! i yy~!. Teraz a; powstaje z a;_1 przez usuniecie yy ', a a; 41 otrzymu-
jemy z a;, dodajac xz~!. We wszystkich trzech przypadkach stworzyliémy nowy poprawny
cigg wynikéw kolejnych operacji przeprowadzajacych p na p’, jednocze$nie zmniejszajac sume
dtugosci kolejnych $ciezek, przeczac zatozeniu o jej minimalnosci.

O

Lemat 1.8. W grafie spojnym istnieje drzewo rozpinajgce, czyli acykliczny podzbior zbioru
krawedzi taki, Ze kazdy wierzcholek lezy na jakiejs krawedzi z tego zbioru. (Tutaj za krawedZ
uwazamy pare {e,e”1}.)

Dowéd Dziata zachtanny algorytm szukania drzewa rozpinajacego. Wybieramy wierzchotek
vg 1 dla n € N konstruujemy podgraf G,,: jest to zbiér wszystkich wierzchotkéw, do ktérych
da si¢ doj$¢ z vy $ciezka nie dluzsza niz n wraz z krawedziami laczacymi te wierzcholki (te
podgrafy nie musza by¢ skonczone). Go = ({vo},0), To = (). Konstrukcja drzewa rozpina-
jacego Ty41 dla G,41 przebiega nastepujaco: bierzemy drzewo T, dla G,,, a nastepnie dla
kazdego wierzchotka z G,,4+1 nie lezacego w G,, wybieramy (niezaleznie od innych wierzchol-
kéw) dowolna krawedz taczaca ten wierzcholek z G,,. Nastepnie wszystkie wybrane krawedzie
dodajemy do T}, i mamy 7,,+1. Ta operacja nie powoduje powstania cyklu, bo kazdy z doda-
nych wierzchotkéw lezy na dokladnie jednej krawedzi z T}, 1. Wynikiem jest suma pon € N
drzew rozpinajacych dla G,. Jest to zbiér acykliczny, poniewaz gdyby istnial cykl, to mu-
siatby by¢ zawarty w ktérym$ G,. Zauwazmy, ze z opisu algorytmu wynika, ze dla grafow
skonczonych liczba krawedzi drzewa rozpinajacego jest o jeden mniejsza, niz liczba wszystkich
wierzcholtkow w grafie.

O

Sciezki p i ¢ w grafie mozemy zlozy¢ do Sciezki pq, laczac odpowiadajace im ciagi krawedzi,
pod warunkiem, ze w(p) = a(q). To skladanie jest laczne i dobrze okreslone na klasach
takze sa réwnowazne. Jesli wybierzemy wierzchotek v € V| to klasy rownowaznosci petli
zaczepionych w v ze sktadaniem jako mnozeniem i klasa 1, jako elementem neutralnym tworza
grupe — jest to grupa podstawowa grafu i oznaczamy ja 7(C,v). Jesli graf jest spéjny, to
grupa podstawowa nie zalezy od wyboru wierzchotka v — wtedy oznaczamy ja 7(C'). Dow6d
jest analogiczny do dowodu dla przestrzeni topologicznych i nie ma sensu go przytaczac.

Twierdzenie 1.9. Jesli C = (V, E) jest grafem spdjnym, a v jego dowolnym wierzcholkiem,

to w(C,v) jest grupg wolng. Ponadto liczba jej generatoréw wynosi |[E| — |V |+ 1.

Jesli C nie jest spdjny, to jego grupa podstawowa jest po prostu grupa podstawowsg tej
spdjnej sktadowej, w ktorej lezy v. Dlatego zatozenie spojnoéci grafu to wlasciwie powiedzenie,
ze bada sie¢ tylko te jedna sktadowa.
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Dowéd Niech T bedzie dowolnym drzewem rozpinajacym C. Pokazemy, ze m(C,v) jest gene-
rowana przez petle p dla e € E\T utworzone w nastepujacy sposéb: jesli przez p, oznaczymy
Sciezke zredukowana od v do a(e) zlozona wylacznie z krawedzi z T', a g, to Sciezka zreduko-
wana w T laczaca viw(e), to pe = peeq; '. Zauwazmy, ze pe i q. sa jednoznacznie wyznaczone,
bo to $ciezki w drzewie. Ponadto p. sa Sciezkami zredukowanymi, bo p. i g byly, a e pojawia
sie¢ tylko raz i jej odwrotnosé nie wystepuje w p.. Wobec tego, na mocy lematu 1.7, zadne
dwie petle pe nie sa réwnowazne i zadna nie jest rownowazna z 1,. Aby uzasadnié¢, ze petle p.
generuja 7(C,v), wezmy dowolna petle p = e; ... e, zaczepiona w v. Dla ulatwienia utworz-
my réwniez petle p. dla e € T w sposéb opisany powyzej. Petla p jest rownowazna zlozeniu
PerPes - - - Pey s PONICWAZ Pe, | = Ge,. Stad otrzymujemy

PerPes - - - Pen = Der€1da, Pes€24y’ - - - Pennler = Pey €145, Ger €200, - - - Gen€nly
i redukujac qe_ilqei, dostajemy wyjsciowa petle (pe, = ge,, = 1y, bo petla p jest zaczepiona w v).

Przyjrzyjmy sie petlom p. dla e € T — one sa $ciagalne, czyli r6wnowazne 1,, poniewaz sa w
calosci zawarte w drzewie T'. Wobec tego nie wnosza nic nowego do zbioru generatoréw 7 (C, v)
— wystarcza wylacznie p, dla e ¢ T, a w skoficzonym grafie jest ich |E| — |T'| = |E| — |V| + 1.

Trzeba jeszcze uzasadnié, dlaczego grupa generowana przez p. dla e ¢ T jest wolna.
Wezmy zlozenie petli pe, pe, - - - pe,, gdzie e ... e, jest zredukowanym stowem nad alfabetem
zlozonym z nazw krawedzi ze zbioru E\T (moze nie stanowi¢ Sciezki, tylko skladaé sie z
fragmentéw zredukowanych $ciezek). Pokazemy, Ze to nietrywialny element 7(C'). Tak jest,
poniewaz z tego ztozenia otrzymujemy $ciezke zredukowana, kasujac tylko wspélne poczatki
par pe, ., i qe; — widac, ze po tych operacjach nie zostang nam juz zadne pary krawedzi postaci
ee~!. Wobec tego zadnego zlozenia petli p, odpowiadajacego nietrywialnemu stowu ey ... e,
nie utozsamiamy z 1,, czyli otrzymaliémy grupe wolna o |E| — |V| 4+ 1 generatorach jako
7(C,v).

O

1.3. Kompleksy dwuwymiarowe

Kompleksy dwuwymiarowe, nazywane dalej kompleksami, sa pewnym rozszerzeniem pojecia
grafu i stanowiag model kombinatoryczny dla CW-kompleksow, ktore maja komoérki wylacznie
w wymiarach 0, 1 i 2. Kompleks C sklada sie z grafu C (szkieletu kompleksu C') oraz zbioru
Scian F wraz z dwiema funkcjami: 9 i 12. Dla dowolnej éciany D € F' funkcja 0D przypisuje
D jej brzeg — $ciezke w C7, natomiast 72(D) = D! to odwrotnoéé sciany D; 9D~ ! to ciezka
odwrotna do dD. Naprawde nie chodzi o to, zeby wyobrazaé sobie pary $cian, tylko zeby
moéwiac o Scianie kompleksu, myéle¢ réwniez o wybranej z dwoch dopuszczalnych orientacji
brzegu tej $ciany — taka intuicja bedziemy sie postugiwac.

Kazdy graf to kompleks, ktéry nie ma zadnych scian — to uzasadnia przyjecie jednakowych
oznaczen dla obu konstrukeji. Sciezka w kompleksie C to éciezka w jego szkielecie C. Méwimy,
ze $ciezki w kompleksie C' sa rownowazne, jesli mozna przej$é od jednej do drugiej, wykonujac
ciagg operacji polegajacych na dodaniu lub skasowaniu pary ee~! (gdzie e jest krawedzia w
() albo ciagu krawedzi bedacych brzegiem jakiej$ $ciany. OczywiScie operacje musza mieé
sens, to znaczy w wyniku kazdej z nich musimy dostaé¢ Sciezke. Dodajac Sciany do grafu
C1 powiekszamy relacje réwnowazno$ci Sciezek zdefiniowang dla grafu — teraz rézne elementy
grupy podstawowej 7(C) moga zostaé utozsamione, jesli r6znia sie o fragmenty przebiegajace
brzegi pewnych Scian.
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Sciezki w kompleksie mozemy skladaé tak, jak robiliémy to dla $ciezek w grafie — wlas-
nosci dzialania si¢ nie zmieniaja. Definiujemy grupe podstawowa 7(C,v) kompleksu C' dla
wybranego wierzchotka v jako zbiér klas rownowaznosci petli zaczepionych w v ze sktadaniem
jako dziataniem grupowym i elementem neutralnym 1,. Widaé, ze struktura kompleksu jest
bardzo bliska wykonywanej przez nas konstrukcji przestrzeni topologicznej przez doklejanie
dyskéw do bukietu okregow.

Teraz dowolnej grupie G = (X, R), gdzie X = {z1,z2,...2,} to zbiér generatoréw, a
R = {ry,re,...mn} jest zbiorem relacji wyznaczonych przez stowa cyklicznie zredukowane,
przyporzadkujemy kompleks K (X, R) majacy tylko jeden wierzcholek. Dla kazdego genera-
tora 1 w K (X, R) istnieje krawedZ (o obu konicach w v), wraz z krawedzia do niej odwrotna.
Natomiast dla kazdej relacji r; w K (X, R) istnieje Sciana, ktorej brzeg jest $ciezka odpowia-
dajaca stowu r;, wraz ze $ciang odwrotnag. Analogiczng metoda konstruowaliSmy przestrzen
topologiczng o grupie podstawowej G — o faktycznym podobienistwie obu obiektéw powinno
ostatecznie przekonywaé nastepujace spostrzezenie:

Lemat 1.10. Grupg podstawowg K(X, R) jest G = (X|R).

Dowdd W notacji grupy podstawowej pomijamy wierzchotek, w ktérym sa zaczepione petle,
bo wybér jest oczywisty. Mamy homomorfizm z grupy wolnej F},, czyli grupy podstawowej
Cy (szkieletu kompleksu K (X, R)) w w(K(X, R)), poniewaz doklejajac $ciany, utozsamia-
my pewne $ciezki w C tak, ze jest to rowniez dobrze zdefiniowane utozsamienie na klasach
Sciezek — elementach 7(Cy), przemienne z dzialaniem grupowym. W jadrze tego homomor-
fizmu na pewno znajduja sie petle odpowiadajace stowom 7;, czyli réwniez cala generowana
przez nie podgrupa normalna N(R). Z drugiej strony, operacje utozsamiajace $ciezki w kom-
pleksach K (X, R) stanowia pewien ograniczony podzbiér mozliwosci utozsamiania $ciezek w
CW-kompleksach utworzonych za pomoca opisanej na poczatku konstrukcji. Kazdej formal-
nej operacji w K (X, R) mozemy przyporzadkowaé¢ homotopie drég w CW-kompleksie, ktéra
zmienia droge tylko na okreslonym odcinku (przeciaga przez dysk, wydluza albo skraca).
Poniewaz nawet wszystkie homotopie w skonstruowanej przestrzeni nie utozsamiaja z petla
trywialng nic poza drogami odpowiadajacymi N (R), to kombinatoryczne operacje na petlach
w kompleksie tez nie moga, czyli 7(K (X, R)) = F,/N(R). Moze nie jest to stuprocentowo
Scisty argument, ale pokazuje, ze przejscie z pewnymi wlasnoéciami przestrzeni topologicz-
nych na odpowiadajace im kompleksy nie jest trudne, natomiast wida¢, ze z przejSciem w
drugg strone bytby problem.

Odwzorowanie komplekséw to taka tréjka odwzorowan zbioréw wierzchotkéw, krawedzi i
Scian tych komplekséw, ze konce danej krawedzi przechodza na konce obrazu tej krawedzi,
brzeg danej Sciany przechodzi na brzeg obrazu tej Sciany, a odwrotnosci krawedzi i $cian
przechodza na odwrotnosci obrazéw. Nakryciem nazywamy odwzorowanie komplekséw, kto-
re jest "na” oraz dla kazdego wierzchotka jest réznowartosciowe na zbiorach krawedzi i Scian
sasiadujacych z tym wierzchotkiem. Nakryciem uniwersalnym nazwiemy nakrycie, ktorego
dziedzina jest kompleks o trywialnej grupie podstawowej. Okazuje sie, ze nakrycia komplek-
sow maja podobne wlasnosci, jak nakrycia przestrzeni topologicznych. Na przyktad nakrycie
indukuje monomorfizm na grupach podstawowych ([LS]). Jednak dla naszego problemu nie
jest to istotne.
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1.4. Kompleksy Cayleya

Chcieliby$my umieé¢ bada¢ nakrycie uniwersalne dla skonstruowanych przez nas przestrzeni
o zadanej grupie podstawowej. Na poczatek sprébujemy znalezé nakrycia uniwersalne dla
kombinatorycznych odpowiednikéw tych przestrzeni.

Kompleksem Cayleya C = C(X, R) dla grupy G = (X, R) nazywamy kompleks, ktérego
zbiorem wierzchotkéw V' jest zbidr wszystkich elementow grupy G, zbiér krawedzi £ to G X L,
gdzie L = X U X! natomiast zbiér écian to G x (RU R™!). Krawed? (g, y) ma poczatek w
g i koniec w gy, krawedZ odwrotna do niej to (gy,y~!). Zbiér L nazywamy zbiorem etykiet;
kazda krawedZ e = (g, y) ma etykiete ¢(e) = y. Funkcje ¢ mozemy rozszerzy¢ multiplikatywnie
na dowolne $ciezki w C: jesli p = e; ... e, jest Sciezka, to ¢(p) = é(e1) ... d(en). W wyniku
otrzymamy stowo — ciag generatoréw G, ktoéry wraz z wyborem punktu zaczepienia wyznacza
Sciezke. Sciana (g,7), gdzie relacje r traktujemy jako stowo, ma brzeg bedacy petla zaczepiona
w g o etykiecie 7. Sciang odwrotna do (g, ) jest (g,7~1). Zauwazmy, ze jedli r = s*, gdzie s jest
pewnym stowem, a k > 1, to éciany (g,7), (gs,7), ..., (95", ) maja dokladnie ten sam brzeg
(nie wyrézniamy w petli brzegowej punktu zaczepienia). Wtedy wszystkie te $ciany bedziemy
traktowaé jako jedna $ciane (dopdki nie wrécimy do kategorii przestrzeni topologicznych).
Mozna bada¢ dziatanie grupy G na kompleksie C' przez mnozenie z lewej strony.

Udowodnimy kilka wlasnoéci kompleksow Cayleya. Przyjmijmy, ze mamy dana grupe

G = (X,R).
Stwierdzenie 1.11. Kompleks C(X, R) jest jednospdjny — n(C(X,R)) = 1.

Dowdd Aby to pokazaé, bedziemy korzystaé z funkcji etykietujacej $ciezki. Wezmy dowolng
petle p zaczepionag w wierzchotku v, utozsamianym z elementem grupy G = (X|R). Wtedy,
poniewaz przejscie krawedzia to mnozenie poczatku przez odpowiadajacy jej generator, ma-
my réownos¢ w G: vo(p) = v, czyli ¢(v) = 1. To oznacza, ze ¢(p) jako element F,, (n = |X|)
lezy w N(R) — najmniejszej podgrupie normalnej zawierajacej R = {r;|j € J}. Jest to pod-
grupa generowana przez {urju~t|j € J,u € F,} (atwo sprawdzié, ze to podgrupa normalna;
oczywiscie musi byé zawarta w N(R)), wiec é(p) = [17; wisiu; ' dla pewnych u; € F,
s; € RUR™. To jest réwnoéé w F,,, czyli petle zaczepione w v odpowiadajace obu stro-
nom sa réwnowazne (nawet jesli potraktujemy je tylko jako petle w szkielecie, zapominajac
o $cianach kompleksu). Ale prawa strone latwo sprowadzi¢ do 1, za pomoca dopuszczalnych
operacji: najpierw wykreslamy wszystkie s;, a potem odpowiednio duzo razy kasujemy pary
postaci ee™!, zeby pozbyé¢ sie wszystkich stow Uity 1. Wobec tego wybrana dowolnie petla
jest rGwnowazna statej.

O

Stwierdzenie 1.12. Kompleks C(X, R) jest nakryciem uniwersalnym kompleksu K(X, R).

Dowéd Chcemy zdefiniowaé odwzorowanie kompleksow z C' = C(X,R) w K = K(X,R) —
wlasdciwie jest tylko jedna mozliwo$¢. Dowolny wierzchotek C przechodzi na jedyny wierz-
chotek K, wychodzaca z niego krawedz odpowiadajaca generatorowi x; na krawedz w K
odpowiadajaca temu generatorowi. Sciany analogicznie. To odwzorowanie jest nakryciem. Co
do réznowartosciowosci na zbiorze krawedzi wychodzacych z danego wierzchotka nie ma wat-
pliwosci. Zauwazmy, ze sklejenie identycznych Scian powstajacych, jesli relacja jest potega
innego stowa, pozwala na otrzymanie réznowartosciowosci nakrycia na zbiorze $cian zacze-
pionych w danym wierzchotku. Uniwersalnos¢ nakrycia to wniosek z lematu 1.11.

O
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Opis kompleksu Cayleya dla danej grupy G utatwia nam konstrukcje CW-kompleksu be-
dacego nakryciem uniwersalnym naszego kandydata na K(G,1). Nalezy dokonaé drobnych
modyfikacji. Przede wszystkim bedziemy traktowaé krawedz wraz z jej odwrotng, a takze Scia-
ne wraz z jej odwrotng jako jeden obiekt, odpowiednio odcinek i dysk doklejany do nizszego
szkieletu. Jak zostalo to wcze$niej zasugerowane, wzigcie krawedzi lub Sciany odwrotnej to
zmiana orientacji, w przypadku $ciany — orientacji brzegu. Ponadto tym razem nie bedziemy
utozsamiaé¢ identycznych $cian w przypadku, gdy stowo tworzace relacje jest potega innego
stowa. Gdybysmy tak robili, w niektorych przypadkach nie otrzymaliby$my nakrycia.

Przyjrzyjmy sie rzeczywistej przestrzeni rzutowej RP?, konstruowanej przez doklejenie
dysku do okregu za pomocg dwukrotnego nawinigcia. Na mocy lematu 1.6 jej grupa pod-
stawowa to (z|z? = 1) ~ Zy. Wobec tego jej kompleks Cayleya ma dwa wierzchotki, dwie
krawedzie oraz ich odwrotne i jedna Sciane (wraz z odwrotna), ktérej brzeg stanowia te
dwie krawedzie. Przechodzac do konstrukcji topologicznej, otrzymujemy dysk. Mozemy go
odwzorowaé¢ na RP? zgodnie z wezeéniejszym opisem konstrukeji tej przestrzeni, ale punkty
antypodyczne z brzegu dysku odwzorowuja sie na ten sam punkt, a na wnetrzu dysku to jest
lokalny homeomorfizm. Wobec tego wiékna nad niektérymi punktami sg jednoelementowe, a
nad innymi dwuelementowe — tak nie moze wygladaé¢ nakrycie nad przestrzenia spojna. Jesli
jednak nie utozsamimy dwoch identycznych $cian, to, tak jak powinnidmy, otrzymamy sfere
S? jako nakrycie uniwersalne RP?. Zauwazmy, ze odwzorowanie nakrywajace jest zlozeniem
dwdch etapéw. Najpierw sklejamy obie Sciany (obracajac najpierw jedna o 180°) i otrzymuje-
my dysk, ale tym razem pamietamy, ze punkty w jego wnetrzu maja krotnos¢ 2. Dzieki temu
przy standardowym przeksztalceniu dysku w RP? wiékna nad wszystkimi punktami beda
zgodne.

Po wyjasnieniu powyzszych watpliwosci powinno by¢ mniej wiecej jasne, ze otrzymana
na podstawie opisu kompleksu Cayleya dla danej grupy G przestrzen topologiczna jest na-
kryciem skonstruowanej przez nas przestrzeni o grupie podstawowej G. Zachodzi nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1.13. CW-kompleks C skonstruowany na podstawie kompleksu Cayleya dla
danej grupy G z jedng relacjg jest Sciggalny wtedy i tylko wtedy, gdy stowo wyznaczajgce te
relacje nie jest potegqg Zadnego innego stowa.

To twierdzenie pozostawimy bez dowodu. Jest on do$¢ skomplikowany. Bardzo ogélnie,
korzystajac z twierdzenia Whiteheada i wykazanej wczesniej jednospdjnosci przestrzeni C
mozna wywnioskowadé, ze do dowodu $ciggalnosci C' wystarczy pokazaé réznowartosciowosé
odwzorowania brzegu 0 miedzy jej druga i pierwsza grupa tancuchéw komérkowych. Okazuje
sig, ze 0 jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G speia zalozenia twierdzenia
1.13, ale wykazanie tego wymaga znajomosci pewnych poje¢ kombinatorycznej teorii grup,
ktorych nie bedziemy tutaj wprowadzac.

Jako wniosek z lematu 1.2 i twierdzenia 1.13 otrzymujemy, ze skonstruowana przez nas
przestrzen o zadanej grupie podstawowej G = (z1,Z2...,z,|r) — skohczenie generowanej, z
jedna relacja — jest K(G,1) wtedy i tylko wtedy, gdy stowo tworzace relacje nie jest potega
zadnego innego stowa.
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Rozdziatl 2

Przyktad grupy bez wlasnosci
Hopfa

W tym rozdziale zajmiemy sie znalezieniem przykltadu grupy, ktora nie ma wtasnosci Hopfa.
Przyktad pochodzi z klasy grup z jedng relacja.

Definicja 2.1. Mdéwimy, ze grupa G ma wiasnosé Hopfa, jesli nie jest izomorficzna z Zadng
swojqg wiasciwg grupg ilorazowq.

Stwierdzenie 2.2. Grupa G ma wlasnosé Hopfa wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy epimorfizm
przeprowadzajocy G na G jest réznowarto$ciowy.

Dowdd h : G — G jest nieréznowartoéciowym epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje H < G — nietrywialna podgrupa normalna, oraz homomorfizmy ¢; : G — G/H
ipy: G/H — G takie, ze ¢ jest dzieleniem przez H, @2 to izomorfizm oraz zachodzi
h = @9 o 1. Natomiast istnienie takich @1, o i H jest réwnowazne temu, ze G jest
izomorficzna ze swoja wlasciwa grupa ilorazowa G/H.

]

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.3. Grupa H = (b, t|t~'b*tb=3) nie ma wlasnosci Hopfa.

Zaprezentowany ponizej dowod tego twierdzenia wymaga uzycia jednej z podstawowych
struktur kombinatorycznej teorii grup — rozszerzen Higmana-Neumana-Neumana, nazywa-
nych dalej rozszerzeniami HNN. Zajmijmy sie wiec definicja oraz opisaniem podstawowych
wlasnosci i twierdzen dotyczacych tych rozszerzen.

Definicja 2.4. Niech G bedzie grupg, a A i B jej podgrupami takimi, Ze istnieje izomorfizm
¢ : A — B. Rozszerzeniem HNN grupy G wzgledem podgrup A i B oraz izomorfizmu ¢
bedziemy nazywaé grupe G* = (G;t|t tat = ¢(b)).!

W kolejnych definicjach bedziemy korzystaé z przyjetych oznaczen dla rozszerzenia HNN
grupy G.

1 .. 7. .
To oznaczenie jest oméwione w uwagach zawartych we wprowadzeniu.
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Do badania wlasnosci rozszerzen HNN bedziemy potrzebowaé¢ dwdch definicji, okresla-
jacych rodzaje (skonczonych) ciagéw, ktérymi bedziemy sie dalej zajmowaé. Ogolnie, ciagi
ktore nas interesuja, sktadajg sie z wystepujacych na przemian elementéw grupy G oraz ele-
mentu t lub jego odwrotnosci. W dalszych rozwazaniach przez g; bedziemy oznaczaé¢ elementy
grupy G, a ¢; bedzie réwne 1 lub —1.

Definicja 2.5. Cigg go,t*, g1,t%, ..., gn-1,t", gn (n = 1) jest zredukowany, jesli nie zawiera
podciggu kolejnych elementéw postaci t=4, g;, t, gdzie g; € A lub t, g;, ™, gdzie g; € B.

Kolejna definicja wymaga dokonania wyboru reprezentantéw prawych warstw podgrup A
i B grupy G. Wobec tego dalej przyjmujemy nastepujace oznaczenia: dla dowolnego g € G
przez g 4 oznaczamy element reprezentujacy warstwe Ag i odpowiednio gp jest reprezentantem
warstwy Byg.

Definicja 2.6. Cigg go,t", g1,t2, ..., gn—1,t",gn (n > 0) jest w postaci normalnej, jesli
zachodzq nastepujgce warunki:

o jeslie; = —1, to g; jest jednym z wybranych reprezentantéow prawych warstw podgrupy A
(gl = gi;A);

o jesli e, =1, to g; jest jednym z wybranych reprezentantow prawych warstw podgrupy B
(gl = gi;B);

e nie istnieje podciqg ztoZony z kolejnych elementéw postaci t€, 1,17,

Zauwazmy, ze powyzsza definicja nie naklada zadnych warunkéw na element gg.

Docelowo chcieliby$my udowodnié, ze kazdemu elementowi grupy G* odpowiada doktad-
nie jeden ciag w postaci normalnej. Oczywiscie to przyporzadkowanie powinno polega¢ na
tym, ze kazdy element grupy G* jest iloczynem wszystkich wyrazow odpowiadajacego mu
ciagu wymnozonych w kolejnoséci zgodnej z porzadkiem w ciaggu. (Dalej to przyporzadko-
wanie bedzie rowniez okreSlane jako reprezentowanie elementéw G* przez ciagi w postaci
normalnej.) Zauwazmy, ze gdyby$my nie wybrali jednego reprezentanta z kazdej warstwy A
i B w G, to nie mielibyémy szans na uzyskanie jednoznacznej reprezentacji elementéw G* za
pomoca naprzemiennych ciggdéw elementéw G oraz t w potedze 1 lub —1. Istnieja rézne ciagi
zredukowane (ktérych definicja jest praktycznie definicja ciagéw w postaci normalnej, tylko
bez wyboru reprezentantéw warstw), majace ten sam iloczyn elementéw.

Konstrukeja jest prosta: wezmy g € G, g ¢ A. Dwuelementowy ciag t~1, g jest zredu-
kowany. Niech ¢’ bedzie dowolnym, réznym od g, elementem z tej samej warstwy A, co g
— dla pewnego a € A mamy réwnoéé g = ag’. Z definicji G* wiemy, ze t~'at = ¢(a) € B,
czyli t™ta = ¢(a)t~'. Wobec tego t1g = t~tag’ = ¢(a)t™'g'. Ciag ¢(a),t™!, ¢’ réwniez jest
zredukowany, a iloczyn jego kolejnych elementéw jest taki sam, jak dla ciggu ¢, g.

Ogdlnie (i niescisle): ciagi zredukowane sa troche zbyt ogélne, poniewaz pozwalaja na
pewne modyfikacje elementéw i ich kolejnosci, wynikajace z relacji pochodzacych z definicji
rozszerzenia HNN grupy G. Ciagi w postaci normalnej bardzo mocno to ograniczaja, zawe-
zajac mozliwos¢ wyboru elementéw oprocz gy do okreslonego zbioru reprezentantow warstw.
Jak bedzie wynikato z dalszych rozwazan, konieczno$¢ dokonania tego wyboru na samym
poczatku wcale nie zmniejsza ogdlnosci prezentowanego rozumowania.

Zanim sformutujemy gléwne twierdzenie dotyczace rozszerzen HNN, udowodnimy lemat,
ktéry stanie sie czeScia dowodu tego twierdzenia.
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Lemat 2.7. Niech G* = (G;t|t tat = ¢(a)) bedzie rozszerzeniem HNN grupy G wzgledem
podgrup A i B i ich izomorfizmu ¢. Zaléimy, ze dokonalismy wyboru reprezentantéw prawych
warstw podgrup A i B grupy G. Wowczas kazdy element grupy G* jest reprezentowany przez
pewien cigg w postact normalnej, to znaczy jest iloczynem jego kolejnych elementéw.

Dowdéd Dowdd bedzie algorytmiczny. Majac dany element v € G*, czyli stowo nad alfabe-
tem zlozonym z generatorow G oraz litery t, podamy sposéb otrzymywania ciggu w postaci
normalnej takiego, ze iloczyn wszystkich jego elementéw wymnozonych po kolei daje v. Przyj-
rzyjmy sie najpierw relacjom dodanym do G w konstrukcji G*. Dlaa € Aib € B

t7lat = ¢la) = tla=¢(a)t™?
tlo It =b = th=0o¢ (b}t

Otrzymane réwnosci zapewniaja nam pewng bardzo ograniczong ”przemiennos¢” — nie jest
to $cisle przemiennosé, poniewaz przy przestawieniu a € A z prawej strony ¢! w slowie na
lewa strone a zmienia sie na ¢(a) € B, ale otrzymaliémy proste reguly modyfikacji stéw w
G*, ktére wystarcza do sprowadzenia kazdego stowa do iloczynu elementéw ciagu w postaci
normalnej.

Algorytm znajdowania ciggu w postaci normalnej odpowiadajgcego elemen-
towi grupy G*:

Mamy dane stowo v € G* nad alfabetem bedacym zbiorem generatoréw G powiekszonym
o t. Przyporzadkowujemy mu ciag zlozony z elementéw G oraz wyrazéw ¢ it~! w nastepujacy
sposob: pierwszym wyrazem ciggu jest iloczyn wszystkich elementéw G stojacych w stowie v
przed pierwsza litera ¢ (Iub ¢~1); drugi wyraz to kolejna litera stowa v: t lub t~!, nastepnie
znéw bierzemy iloczyn wszystkich elementow G, az do nastepnego wystapienia potegi litery
t (oczywiscie moze to byé¢ 1), dalej analogicznie. OtrzymaliSmy ciag, w ktérym na zmiane
wystepuja elementy G oraz t lub ¢ 1. Oczywiécie tworzac ciag nie dopuszczamy wystepujacych
obok siebie trojek postaci t€, 1,t~¢. Jesli otrzymany ciag jest w postaci normalnej, to algorytm
si¢ koniczy. Jesli nie, to wykonujemy cyklicznie opisany ponizej gtowny krok algorytmu, az do
uzyskania ciagu w postaci normalne;j.

Niech g¢g,t', g1,...,t", g, bedzie ciagiem uzyskanym po k-krotnym wykonaniu kroku
gléwnego algorytmu. Pokaze przebieg kolejnego wykonania kroku gléwnego. Zaczynajac od
konca, poprawiamy kolejne g; tak, zeby spelni¢ definicje ciggu w postaci normalnej. Zaczy-
namy poprawianie od g,: sprawdzamy, czy €, na warto$¢ 1 czy —1. Jedli 1, to g, powinno
by¢ wybranym reprezentantem tej warstwy podgrupy B, w ktérej sie znajduje. Jesli jest, to
przechodzimy do poprawiania g,—1. Jesli nie, to g, = bgn,B, gdzie b € B, a g,.p to wybrany
reprezentant warstwy B, w ktérej lezy g,. Wiemy, ze

tgn = tbgn;B = ¢_1(b)tgn;B-

Wobec tego, jesli zastapimy g, przez gn.s, a gn—1 przez gn—1¢*(b), to nie zmienimy iloczy-
nu wyrazoéw ciagu (czyli niezmiennika petli!) Nastepnie przechodzimy do poprawiania g, 1,
oczywiscie biorac pod uwage wartos¢ zmodyfikowana przez poprawianie ciggu na miejscu gi,.
Dalej postepujemy analogicznie, az do spelnienia ktoregos z warunkéw koncowych. Miano-
wicie, przebieg gtéwnego kroku algorytmu konczymy, gdy poprawiajac ciag dojdziemy do gg
— wtedy z definicji 2.6 i opisu algorytmu wynika, ze otrzymaliémy ciag w postaci normal-
nej i algorytm sie konczy, lub gdy po jakiej§ poprawce otrzymamy kolejng tréjke ¢, 1,¢7¢ —
wowcezas usuwamy z ciggu calg tréjke i ewentualnie odpowiednio duzo otaczajacych ja par
redukujacych sie poteg ¢, a nastepnie wykonujemy gléwny krok po raz kolejny.
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Algorytm zawsze sie zakonczy, poniewaz kazdy przebieg gtéwnego kroku, ktéry nie pro-
wadzi bezposrednio do zakoniczenia, zmniejsza liczbe wystapien litery ¢ w ciagu. Poniewaz na
poczatku dziatania algorytmu mieliSmy skonczenie wiele wystapien ¢ i zadna operacja tej licz-
by nie zwieksza, to po skonczonej liczbie krokéw musimy otrzymaé cigg w postaci normalnej.

0

Algorytm pozwala nam na przyporzadkowanie kazdemu elementowi G* pewnego ciggu w
postaci normalnej, ale nie wiemy, czy to jest jednoznaczne. Jednemu elementowi G* moze
odpowiadaé kilka réznych stéw nad alfabetem ztozonym z generatoréw G wraz z t, utozsa-
mianych przez relacje w G* — by¢ moze algorytm daje dla nich rézne wyniki.

Jak zwykle niech G* bedzie rozszerzeniem HNN grupy G, przy pozostatych oznaczeniach
przyjetych jak wyzej; zalézmy, ze mamy wybor reprezentantéw warstw. Okazuje sie, ze mozna
okresli¢ dzialanie grupy G* na zbiorze W wszystkich ciagéw w postaci normalnej (dla danego
wyboru reprezentantéw warstw). Pokazemy, jak je zdefiniowaé. Ogdlna idea jest taka, ze
dzialajac elementem g € G* na w € W, chcemy dodaé¢ g na poczatek ciagu W, a nastepnie
sprowadzi¢ ten ciag do postaci normalnej.

Chcemy znalezé homomorfizm ¥ : G* — S(W), gdzie S(W) oznacza grupe permutacji
zbioru W. Wystarczy okresli¢ ¥ na generatorach G* — my okreslimy ten homomorfizm na
G U {t}. Niech w = go,t, ¢1,...,t,gn. Dla g € G:

\Il(g)(w) = ggo?tqagh LR tenvgﬂu

To jest cigg w postaci normalnej, bo zmieniliSmy tylko go.

Dla t rozpatrzmy ciag t, go, t*, 91, . . . , t*, g — on nie jest w postaci normalnej, jesli gg nie
jest zadnym z wybranych reprezentantoéw prawych warstw B. Ale wowczas istnieje b € B ta-
kie, ze go = bgo.p i zachodzi tgy = thgo.z = ¢~ (b)tgo.5. Wobec tego w wigkszoéci przypadkéw
definiujemy

\I](t)(w) = ¢_1(b)7t>90;3at617gla"'atenagn- (21)

Zauwazmy jedynie, ze jeSli go € B (czyli go.p = 11 b = go) oraz €; = —1, to w powyzszym
wzorze pojawialaby sie tréjka ¢,1,¢7!, ktéra nie ma prawa wystapié — mozemy ja jednak
wyrzucié, taczac ¢~1(b) i g1. W tym przypadku stosujemy wiec nastepujacy wzor:

U(t)(w) = ¢ (go)gi,-- - t™, gn. (2.2)

Whprost z definicji wynika, ze W(g) o ¥(g¢") = ¥(gg’). W szczegdlnodci dla kazdego g € G
U (g) ma odwrotnoéé ¥(g—1), czyli faktycznie permutuje zbiér W. Chcemy pokazaé, ze réwniez
U(t) € S(W). W tym celu zdefiniujemy ¥(¢~!) i udowodnimy, ze to jest odwrotnosé W(t).
Okredlamy W(¢~1) za pomoca wzoréw analogicznych do tych definiujacych ¥(t). Niech a € A
bedzie takie, ze go = ago.a. Jedli e =11 gg € A, to

U (w) = ¢(g0)gis- -t gn, (2.3)

natomiast w przeciwnym przypadku
Ut H(w) = ¢la),t™", goa,t g1, 17 g (2.4)
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Sprawdzimy, ze ¥ (¢t 1)U(t) = idy. Wezmy w € W, w = go,t, g1, ...,t", g,. Zalézmy
najpierw, ze go € B i €1 = —1, czyli przy wyliczaniu ¥(¢)(w) zachodzi konieczno$é zastoso-
wania wzoru (2.2). Wtedy ¥(t)(w) = ¢ 1(g0)g1, - - ., t, gn. Zauwazmy, ze sytuacja w ktoérej
g1 € A oraz €5 = 1 nie jest mozliwa, poniewaz ciag w byl w postaci normalnej — musiatoby
byé g1 = g1.4 = 1, czyli mieliby$my tréjke ¢t—1,1,¢. Poniewaz ¢~1(go) € A, to ¢~ 1(go)g1 ¢ A.
Wobec tego, aby wyliczyé W(t~1)(¥(¢)(w)), musimy zastosowaé wzér (2.4). Poniewaz w byt
w postaci normalnej, to g1 = g1.4 i stad

U (T (w) = dld™ (90))t g1, 17, gn = w.

Jedli natomiast wyliczylismy W(¢)(w) z wzoru (2.1), to nowe gg pochodzi z podgrupy A,
natomiast ¢ pojawia sie najpierw w potedze 1, czyli dalej musimy skorzystaé¢ z wzoru (2.3):

\P(t_l)(¢_1(b)a t: 90;B, tq’glv R 7t6n7.g7l) =

= ¢(¢_1(b))go;37t617917 <. 7t5n7gn = bgO;Bﬁtqagl?' .. at€n7gn = w.

Wobec tego faktycznie W(t~1)W(t) = idy i z symetrii calej sytuacji wynika, ze réwniez
U(t)U(t~1) = idw, czyli U(t) jest permutacja w.

Poniewaz ¥(gg') = ¥(g) o ¥(¢') dla dowolnych g,¢' € G, to ¥ okredlone jak wyze]
przedtuza sie do homomorfizmu ¥ : G* — S(W).

Teraz mozemy juz udowodni¢ twierdzenie o postaci normalnej dla rozszerzen HNN.

Twierdzenie 2.8. Niech G* = (G;t[t tat = ¢(a)) bedzie rozszerzeniem HNN grupy G
wzgledem podgrup A © B 1 ich izomorfizmu ¢. Wowczas

1. grupa G zanurza sie w G*, przy czym odwzorowanie przeprowadzajgce g € G na g € G*
jest zanurzeniem; ponadto, jesli n > 1 i zachodzi réwno$é got g1 ...tg, =1 w G*, to
ciqag go,t, g1, - . ., t, gn nie jest zredukowany.

2. dla dowolnego wyboru reprezentantéow warstw podgrup A i B w G kazdy element v € G*
jest jednoznacznie reprezentowany przez cigg w postaci normalnej (tak, ze jest iloczynem
jego kolejnych elementow).

Dowd6d Aby wykazaé 2. czesSé twierdzenia, wystarczy zauwazy¢é, ze zdefiniowane wczesniej
dziatanie ¥ grupy G* na zbiorze ciggdéw w postaci normalnej W ma nastepujaca wtasnoscé:
dla ciagu w postaci normalnej go, t!, g1, ..., t, gn:

U(got™ g1 ...t gn)(1) = W(go) (P(t)(-.. (¥(gn)(1)))) = g0, t" 915+ - - s, Gn-

Wobec tego, gdyby istnial element v € G* bedacy iloczynem wyrazéw dwdch réznych cig-
géw normalnych, to ¥(v)(1) nie byloby dobrze okreslone — otrzymujemy sprzecznosé. Stad
jednoznaczno$¢ reprezentacji; istnienia dowiedliémy w lemacie 2.7.

Teraz pokazemy, ze punkty 1.1 2. twierdzenia sa réwnowazne (aczkolwiek wystarczyloby
pokaza¢ implikacje 2.=1.)

Najpierw zobaczmy, jak z 2. wynika 1. Niech g1, g2 € G. Jednoelementowe ciagi g;
oraz go sa oczywiscie w postaci normalnej (i sa ré6znymi ciggami!) Wobec tego odpowiadaja
one dwém réznym elementom grupy G*, czyli G zanurza sie w G* odwzorowaniem przepro-
wadzajacym g € G na g € G*. Wezmy ciag zredukowany go,t', g1,...,t, g, i niech n > 1.
Zauwazmy, ze stosujac do niego przedstawiony wczes$niej algorytm sprowadzania ciagu do
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postaci normalnej wykonamy gltéwny krok algorytmu tylko raz i nie zmniejszymy liczby wy-
stapien t w ciagu. Wynika to z faktu, ze zeby po poprawieniu i-tego miejsca ciagu otrzymac
tam tréjke t—1, 1, ¢, musieliby$my mie¢ tréjke t—1, a,t dla a € A po poprawce na miejscu i+ 1,
czyli w wyjsciowym ciagu mielibyémy ¢g; € A — to wynika z postaci relacji w G* uzywanych
do modyfikacji ciggu. Ale taka sytuacja nie jest mozliwa, bo wzieliémy ciag zredukowany. Ar-
gument dla tréjki ¢, 1,1 jest symetryczny. Wobec tego otrzymany cigg w postaci normalnej
nadal bedzie zawierat przynajmniej jedno wystapienie ¢ lub ¢!, czyli nie moze odpowiadaé
elementowi neutralnemu. Poniewaz modyfikujac ciag nie zmieniliSmy iloczynu elementéw, to
konczy dowod pierwszej czesci twierdzenia.

Teraz pokazemy, w jaki sposdb z 1. uzyska¢ 2. Chcemy udowodni¢ jednoznacznosé
przyporzadkowania elementowi G* ciagu w postaci normalnej. Zalézmy przeciwnie, ze dla
réznych ciggéw w postaci normalnej go,t, g1, ...t gn 1 ho,t°, hy,...,t%" h,, zachodzi
réwnosé

got gy ... t"g, = hot(sl hi.. .tamhm.

Rozpatrzmy ciag
u = go,t, g1, .. ,tE",gnhfnl,t_‘;m e ,hl_l,t_él,hal.

Tloczyn jego kolejnych wyrazow to 1. Jesli n = m = 0, to oba ciagi skladaja sie z pojedyn-
czych elementéw G i, na mocy pierwszej czesci twierdzenia, odpowiadaja réznym elementom
G* — mamy sprzeczno$¢. Zaltézmy wiec, ze m > 0. GdybySmy pokazali, ze ciag u jest zre-
dukowany, to otrzymaliby$my sprzecznos$¢ z pierwsza czedcia twierdzenia. Poniewaz jednak
na poczatku wzieliémy ciggi w postaci normalnej, to definicja ciggu zredukowanego moze
nie by¢ spetniona tylko, gdy tréjka t, g,h ', t~%" ma nieodpowiednia posta¢ — na innych
pozycjach wszystko sie zgadza. (Jesli n = 0, to ciag u jest zredukowany; mozemy przyjaé, ze
n > 0.) Bez utraty ogélnoéci mozemy zalozyé, ze €, = 6,, = 1 i g,h! € B. Ale poniewaz
gn 1 hy, pochodzily z ciagéw w postaci normalnej, to naleza do zbioru wybranych repre-
zentantéw, w tym przypadku podgrupy B, bo przed nimi w ciggach wystepuje ¢. Poniewaz
iloczyn g,h,,,! nalezy do B, to pochodza z tej samej warstwy, czyli sa réwne. Ale wobec tego
mozemy wziaé krotsze od wyjsciowych ciagi w postaci normalnej: gg,t*, g1,...,t 1, g1 i
ho, 1% hy, ..., t%=1 h,._q, ktérych iloczyny elementéw sie zgadzaja i, stosujac rozumowanie
indukcyjne, doj$¢ do sprzecznosci z zalozeniem, ze poczatkowe ciagi sa rézne. Stad otrzy-
mujemy, ze nie istnieja dwa rézne ciagi w postaci normalnej, ktore majg ten sam iloczyn
kolejnych wyrazow.

O
Jako oczywisty wniosek z twierdzenia 2.8 otrzymujemy nastepujacy lemat Brittona:
Lemat 2.9. Jesli cigg go,t, g1, - .., t, gn jest zredukowany, to w G*
got g1 .. .t gn # 1.
O

Poczatkowo G. Higman, H. Neuman i B. H. Neuman podali wylacznie dowdd tego, ze G
zanurza sie w G* poprzez odwzorowanie ¢ — g. Druga cze$¢ pierwszego punktu twierdzenia
2.8, czyli powyzszy lemat, zostata udowodniona kilkanascie lat pdézniej przez J. L. Brittona.
Zamieszczony tutaj dowdd jest wzorowany na [LS].

Korzystajac z wykazanych wtasnosci rozszerzen HNN, mozemy udowodnié twierdzenie 2.3.
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Dowéd H = (b, t|t~'b*t = b3) Zdefiniujmy epimorfizm 6 : H — H poprzez okredlenie go na
generatorach grupy: 0(t) = t, 8(b) = b%. # jest dobrze okreslonym homomorfizmem, poniewaz
przeprowadza stowo wyznaczajace relacje na element neutralny:

Ot 1%tb™2) = 0t~ ) O)I(b3) =t b8 = (7?2 ¢ = 10 = 1.
0 jest epimorfizmem, poniewaz zachodza réwnosci
t=46(t)

b=00"2 =t 2 =0t Ha(b)A)O(bY) = O(t thth L),

wiec generatory grupy H leza w obrazie H przy 0, czyli wszystkie elementy H leza w obrazie.
Pokazemy, ze 6 nie jest réznowartosciowe. W tym celu znajdziemy nietrywialny element H
przeprowadzany przez 6 na element neutralny. Tym elementem bedzie komutator [t~1bt, b].
Policzmy

O([t~ ot b)) = [0(t1bt),0(b)] = [t710%t, 0% = [b%,0°] = 1p.

Natomiast
[t=1bt,b] =t~ btbt Lo 1ep !

— wystarczy wykazaé, ze ten iloczyn nie jest utozsamiany z elementem neutralnym w H. W
tym celu zauwazmy, ze jezeli G = (b) jest grupa wolna cykliczna, podgrupy A i B okreslimy
nastepujaco: A = (b?) << G, B = (b%) < G, a izomorfizm ¢ : A — B zadamy na generatorach:
p(b?) = b3, to H = G*, gdzie G* jest rozszerzeniem HNN grupy G wzgledem A, B i ¢. Co
prawda dodali$my tylko jedna relacje: t~'b%t = b3, ale pozostate relacje (postaci t~1b?*t = b3¥,
k € Z) z niej wynikaja — wystarczy podnies¢ obie strony réwnosci do potegi k. Popatrzmy
na ciag t=1,b,¢,b,t71, b7 ¢,b7! —iloczyn jego kolejnych elementéw to [t~ 1bt, b]. Ten ciag jest
zredukowany — nie ma co do tego watpliwosci, poniewaz wystepujace pomiedzy potegami
t elementy G nie naleza ani do A, ani do B. Wobec tego z lematu Brittona iloczyn jego
element6w, czyli [t~1bt, b], nie jest elementem neutralnym w G* = H, co chcieliémy pokazaé.

O

Istnieje ogdlniejsza wersja twierdzenia 2.3:

Twierdzenie 2.10. Niech m i n bedg wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi o module
wiekszym niz 1. Wowcezas grupa Hp, , = (b, t[t16™tb™™) nie ma wlasnosci Hopfa.

Dowod tego twierdzenia przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia 2.3. Przyj-
rzyjmy sie jedynie, do czego potrzebne jest zalozenie, ze m i n sa wzglednie pierwsze. Gdyby
nie bylo tego zalozenia i chcielibySmy prowadzi¢ dowdd dokladnie tak, jak w przypadku
m = 2, n = 3 (co jest dobra droga, jesli m i n sa wzglednie pierwsze), to definiowaliby$my
homomorfizm 6 na generatorach: 6(t) = ¢, (b) = b™. ChcielibySmy udowodni¢, ze 6 jest
epimorfizmem, pokazujac, ze generatory leza w obrazie H,,, przy 6. Poniewaz b™ i t leza
w obrazie, to b" = t~1b™t takze. Jesli m i n sa wzglednie pierwsze, to na mocy elementar-
nego faktu z teorii liczb (istnieja ¢,d € Z takie, ze cm + dn = NWD(m,n) = 1) wiemy,
ze b = (b™)°(b™)? tez lezy w obrazie. Jezeli jednak NW D(m,n) > 1, to nie mamy takiej
pewnodci i trzeba szukaé innych argumentow. W tej chwili nie wiem, czy teza twierdzenia
zachodzi réwniez dla par m i n, ktére nie sa wzglednie pierwsze.
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