Problem Plateau — przej$cie od minimalizacji funkcjonalu
Dirichleta do minimalizacji pola

1 Definicje

1.1 Przypomnienie

B —koto jednostkowe; C' = 0B — okrag jednostkowy.

C(T") — klasa funkcji dopuszczalnych, czyli funkeji z W12, ktorych élad jest reprezentowany
przez funkcje ciagtla, (stabo) monotoniczna.

C(T")" — funkcje dopuszczalne spetniajace warunek trzech punktéw: dla danych wy, wo, w3 €
C'iQ1,Qq,Q3 €T zachodzi w; — Q; dlai € {1,2,3}.

C(T) =C(T') N C°%B,R?) — funkcje dopuszczalne ciagle.

AX) = % x ZXdudv

D(X) = [ |VX|*dudv

Wiemy, ze funkcjonal pola jest majoryzowany przez catke Dirichleta: A(X) < D(X).

Dla X konforemnych zachodzi rownosé.

1.2 Minimum pola

Calke Dirichleta mogliémy minimalizowa¢ w klasie funkcji cigglych na B.

Stad przyjmujemy C(T') = C(I') N C°(B, R).

Bedziemy oznaczac:

d(I") = infery A— minimum pola w klasie C(T");

dl) = infgpy A — minimum pola w klasie C(T').

Z wezesniejszych oznaczef: e(I') — minimum catki Dirichleta w klasie C(I') i, jak sig
okazalo, réwniez w C(I").

1.3 Twierdzenie

Twierdzenie 1. Zachodzq réwnosci d(I') = d(T') = e(T).

Poza tym pewna funkcja konforemna Y € C(T') spelnia A(Y) = d(T), czyli minimalizuje
jednoczesnie pole i catke Dirichleta.

Dowdéd jest dlugi i ciggnie sie do konca notatek...

2 Minimalizacja pomocniczych funkcjonatéw F.

2.1 Definicje i oznaczenia

Definiujemy funkcjonaty F. = A+¢eD, e € [0,1).
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Oznaczamy:

d(I',e) = infery F. — minimum F, w klasie C(I') dla ustalonego «;
d(T,e) = infg ) Fr: —minimum F; w klasie C(T) dla ustalonego ¢.
Czyli d(T,0) = d(T), d(T,0) = d(T).

2.2 Oczywiste fakty o d i d

1. 0 < d(T") < d(I'ye) < d(T',e) < 400, bo: A i D sa dodatnie, wiec zwigkszajac
zwiekszamy F, a przechodzac do funkcji ciagltych zmniejszamy klase funkcji.

2. Przyporzadkowania € — d(T',€) i ¢ — d(T', ) sa niemalejace, bo znéw zwigkszajac
epsilon, dodajemy co$ nieujemnego do catki. Wobec tego istnieja ich granice w zerze.

3. Wobec tego mamy d(I") < lim, o+ d(T,€), d(T') < lim, o+ d(T,¢).

,d
4. Dla dowolnej funkcji Z € C(I') d(I',e) < F.(Z) = A(Z) + eD(Z), czyli takze
lim._0+d(I",e) < A(Z), a wobec tego

: < _
lim d(T',¢) él(lrf) A(Z) =d(I")

e—0t

5. Z dwoéch poprzednich punktéw d(I') = lim. g+ d(T', €).

2.3 Funkcje minimalizujgce F.

To sie odbywa podobnie, jak przy minimalizacji catki Dirichleta.

Ustalamy ¢ > 0. Wybieramy ciag minimalizujacy X,, € C(I'), n € N, czyli
F.(X,) —d(T,e).

Konstruujemy funkcje Y. minimalizujaca F., probujac znalezé granice ciagu X,, w jakims
sensie (a potem zobaczy¢, ze to wystarczy).

1. F. jest konforemnie niezmienniczy: D jest, A musi by¢, bo reparametryzacja
nie moze zmienia¢ pola powierzchni. Wobec tego mozemy przejs¢ do klasy C*, z
warunkiem trzech punktéw na brzegu (sktadamy X, z odpowiednia homografia...)
To bedzie potrzebne do zbieznoéci funkcji na brzegach.

2. Ciag D(X,) jest ograniczony przez pewna stala C(s) < oo, bo F.(X,) jest
zbiezny, czyli tez ograniczony, oraz F.(X,) > ¢D(X,). (Uwaga: tu musi by¢ ¢ > 0,
dowdd nie przejdzie dla Fy = A!)

3. Chcemy znalezé wspélne oszacowanie norm X, w Wh2,

Nieréwno$¢ Poincaré pozwala szacowaé w Wol 2 norme funkcji w Lo przez calke z
kwadratu gradientu (czyli catke Dirichleta), z doktadnoscia do statej zalezacej od
obszaru i wymiaru przestrzeni. Rozbijmy funkcje X, na sume X,, = X/ + X?, gdzie

e X! jest klasycznym rozwigzaniem réwnania Laplace’a w B, z warunkiem brze-
! .
gowym X |,5 = TrXy;



e X0=X, - X! e W>

Supremum funkcji harmonicznej X|, to jej supremum po brzegu. To daje wspdlne
ograniczenie na funkcje X/, dla wszystkich n € N, poniewaz wartosci tych funkcji na
0B to punkty krzywej I'. Wobec tego mamy takze wspélne ograniczenie na || X ||L,-
Natomiast XY mozemy juz szacowaé z nieréwnosci Poincaré.

Mozemy wiec przyjac¢, ze normy funkcji X, w przestrzeni L, takze sa wspodlnie
ograniczone.

4. Po modyfikacji statej przyjmijmy, ze C(¢) szacuje normy funkcji X, w WhH2

supnen|| Xallii? < C(e).

5. Z ciagu X, da si¢ wybraé podciag stabo zbiezny w W'?(B,R) do pewnej
funkcji Y..

Tak jest, poniewaz W12(B,R) jest ofrodkowa przestrzenia Hilberta. Wobec tego
wartosci wszystkich funkcjonatow na funkcjach X, sa zbiezne do wartosci na Y, jesli
warto$ci funkcjonatéow z osrodka beda zbiezne. Po kolei dla wszystkich funkcjonatow
or z osrodka wybieramy podciag X,,, dla ktérego wartosci ¢, sa zbiezne — te war-
tosci sg ograniczone, bo normy X,, maja wspolne ograniczenie. Nastepnie metoda
przekatniows konstruujemy ostateczny podciagg.

6. Do sladéw funkcji X, (sa ciagle na T', bo X,, € C(I")) mozemy zastosowaé rozu-
mowanie z konstrukeji funkcji minimalizujacej catke Dirichleta, oparte na lemacie
Couranta-Lebesgue’a. To rozumowanie nie korzysta z postaci funkcji wewnatrz B,
tylko z ich wartosci na brzegu kota. Jako wniosek otrzymujemy zbiezno$¢ jed-
nostajna

Xnlop = Ye|os.

Ale wlasciwie dlaczego granica X, |sp ma byé¢ $§ladem stabej granicy X,,?

Operator sladu jest liniowy, prowadzi w Lo(C'). Mam nadzieje, ze jest tez ciagly na

Ls(B). Mozemy go zlozy¢ z dowolnym ciagtym funkcjonatem liniowym na Lo(C'),
i otrzyma¢ w wyniku ciggly funkcjonal liniowy na Lo(B). Z zalozenia o stabej
zbieznodci jego wartosci na X, beda zbiezne do wartosci na Y.. Wobec tego Slady
X, zbiegaja stabo w Ly(C) do $ladu Y;. Staba granica w Lo(C) jest wyznaczona
jednoznacznie (funkcjonaty oddzielaja punkty), a granica jednostajna X, |c oczy-

wiscie jest takze stabg granica, czyli mozna jg uznac za slad Y.

7. 7 dalszych lematéw wynikajg wtasnosci funkceji Yz, w szczegdélnosei fakt, ze minima-
lizuje ona F.

2.4 Wlasnosci funkcji Y.
2.4.1 Minimalizacja F.

Lemat 1. Dla kazdego ¢ € [0,1) funkcjonal F. jest stabo ciggowo pélciggly z dotu na
Wh2(B,R3). W szczegdlnosci

F.(Y.) < lim inf F.(X,).
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Dowdd. Moze kiedy$ bedzie...
O

Ciag F.(X,) jest zbiezny przy n — oo, wiec liminf F.(X,,) = lim F.(X,,) = d(I',¢). A
poniewaz d(I', ) jest minimum F. w klasie C(I'), to mamy réwnos¢

Fe(Ye) = d(T,¢),

czyli Y,, minimalizuje F. w klasie C(I').

2.4.2 Konforemnosé

Lemat 2. Zachodzi rowno$é (wariacji wewnetrznych) OF.(Yz,n) = 0D(Yz,n) = 0 dla
kazdej funkcji n € CY(B,R) (to jest pole wektorowe, ktérym modyfikujemy dziedzine
funkceji).

Dowéd. Y. minimalizuje F., stad réwnos¢ OF.(Y.,n) = 0. Ale czes¢ F. pochodzaca od
funkcjonaltu pola nie zmienia sie przy zmianie parametryzacji, wiec wariacja tej czesci jest
Zerowa.

O

Stad, tak jak przy minimalizacji catki Dirichleta, otrzymujemy konforemnosé Y. wew-
natrz B. Aczkolwiek na razie jest to warunek dotyczacy stabych pochodnych... Co niewiele
zmienia, trzeba pamietaé tylko, ze rownosci zachodza poza zbiorem miary zero...

2.4.3 Harmonicznosé

Chcemy pokazad, ze mozna zatozy¢, ze wszedzie wewnatrz B funkcja Y. jest harmoniczna.

Wezmy funkcje W, bedaca stabym rozwigzaniem rownania Laplace’a, z warunkiem brzego-
wym zadanym przez $lad Y.. Z lematu Weila W jest klasy C?(B,R3) (ponadto dowodzili$my
juz, ze mozna wziaé taka funkcje ciggla na B — to zastepuje uzycie lematu 3. w nastepnym
punkcie.) Mamy:

F.(Y.) = A(Y;) +eD(Y.) = (1 + ¢)D(Y:), z konforemnosci Y;;
F.(W.) = A(h)+eD(h) < (1

Zachodzi nieréwnosé F.(Y:) < Fy

D(h), poniewaz D majoryzuje A.
W.), bo Y. minimalizuje F., a stad

D(Y.) < D(h).

Ale funkcja harmoniczna realizuje minimum calki Dirichleta przy ustalonym $ladzie, wiec
jest réownosé, czyli takze F.(Y:) = F.(W,).

Wobec tego mozemy przyjac, ze Y. jest harmoniczna w B, zamieniajac ja ewentualnie na
We.

Konforemnoéé otrzymujemy tak samo, jak powyzej. Sladu nie zmieniliémy, pozostaje
ciggty i stabo monotoniczny.



2.4.4 Ciaglo$¢ do brzegu
Lemat 3. Y. € C°(B,R?)

Dowdd. To juz mniej wiecej byto w jakiej$ formie. A jak nie, to moze kiedy$ bedzie...
O

Jako wniosek otrzymujemy, ze d(T',e) < F.(Yz). Wiemy, ze d < d oraz F.(Y.) = d(T,¢).
Stad d(T,e) = d(T,e) = F.(Y2).

Czyli jest obojetne, czy szukamy funkcji minimalizujacej pole wéréd funkceji ciaglych, czy
dowolnych z klasy C(I') — znalezione Y. daje minimum w obu tych klasach.

3 Minimalizacja funkcjonatu pola

3.1 Granica ciggu minimalizujgcego

Dla kazdego ¢ € (0,1) mamy funkcje Yz, minimalizujaca funkcjonat F. zar6éwno w klasie
C(T), jak i C(T"), ciagta do brzegu, harmoniczng i konforemna.

Niech X bedzie funkcjg minimalizujaca catke Dirichleta, skonstruowang poprzednio. X
jest ciggla na B, harmoniczna i konforemna wewnatrz.

Zauwazmy, ze
D(Y.) = A(Y.) < F(Y.) < F.(X) = A(X) +eD(X) < 2D(X),

poniewaz Y. minimalizuje F., czyli wartos¢ F. na Y. szacuje sie z gory przez wartos¢ na
X. Wobec tego D(Y:) sa wspélnie ograniczone.

Przechodzimy do podciggu stabo zbieznego w W2, nazywajac go nadal Y.. Granice
oznaczmy przez Y .

Ponadto, tak jak w 2.3 (punkt 6.), slady Y. zbiegaja jednostajnie do §ladu funkcji Y
(lemat Couranta-Lebesgue’a).

3.2 Y minimalizuje funkcjonal pola

Zachodzi
lim A(Y.) = lim F.(Y7),

e—0t e—0t
poniewaz €D(Y:) znika, jak ¢ — 0 (D(Y:) sa wspoélnie ograniczone). Ale to jest réwne
lim. .o+ d(T', €) (z definicji d(I',€)), a wobec tego z 2.2, punktu 5. to jest d(I"). (W szcze-
gélnosci stad wiemy, ze w ogéle istnieje granica A(Y:) w zerze.)
Podsumowujac,
lim A(Y.) = lim F.(Y.) = d(T).

e—0t e—0t

Ze stabej ciagowej poélciaglodei z dotu F. (lemat 1.) dla przypadku e = 0 otrzymujemy
stabg ciggowsg potciggtodé z dohu funkcjonatu A:

A(Y) < liminf A(Y.) = lim A(Y%).

e—0t e—0t



Stad na mocy wczesniejszych wyliczen A(Y) = d(T") (bo oczywiscie A(Y') > d(I').)
Ponadto wiemy, ze F.(Y.) = d(I',¢) = d(T,¢), a stad
d(l') = 11%1+ F.(Y,) = lirgl+ d(T,e) > d(T) > d(T).

Ostatecznie A(Y) = d(I') = d(T), czyli Y realizuje minimum funkcjonalu pola
w klasie C(T'), ktore jest jednoczesnie minimum w klasie C(T'), ale nie wiemy, czy Y jest
ciggla, czyli czy realizuje minimum w C(T'). I chcieliby$my wiedzie¢, ze minimum catki
Dirichleta i funkcjonatu pola jest tym samym — pokazemy konforemnos¢ Y .

3.3 Konforemnos$é funkcji minimalizujacej
3.3.1 Zbiezno$¢ norm gradientéw

Pokazemy, ze gradienty Y. zbiegaja w Lo do gradientu Y.

Mamy A(Yz) +eD(Y:) < A(Y) +eD(Y) < A(Y:) +eD(Y), bo Y. minimalizuje F;, a Y
minimalizuje A.

Wobec tego D(Y.) < D(Y) dlae € [0,1).

Z poélciaglosci catki Dirichleta wynika, ze D(Y) < liminf. g+ D(Y;), czyli musi by¢
D(Y) = lim._o+ D(Y.) (wybieramy podciag, na ktorym jest zbieznosé) —normy VY.
zbiegaja do normy VY w L.

3.3.2 Zbiezno$¢ gradientéow w Ly

Staba zbieznos¢ w Ly ciaggu funkcji wraz ze zbiezno$cig norm implikuje zbiezno$¢ w Ls.
Dowéd. Niech f,, f € Ls.
Zakladamy staba zbieznosé: f, — f i zbiezno$¢ norm: || f,||r, — || f]]L.-

Chcemy pokazaé, ze [ |f, — f|*dz — 0 przy n — oo (z € R"). Mamy
J1fa=fPdw = [1fl2dw =2 [ fu- fdo+ [|fPda

Ale [ f, - fdxr mozemy potraktowac¢ jako funkcjonat reprezentowany przez funkcje f—
z zalozenia o stabej zbieznosci otrzymujemy [ f, - fdx — [ f - fdx = [|f|*dz.

Ze zbieznosci norm [ | f,|*dz — [ |f|*dz. Wobec tego
J1fa= gPde = [15Pdo =2 [ |Pdz+ [ |fds =0 .

Jak sie tutaj definiuje slabg zbieznosé w W12?

3.3.3 Whniosek o konforemnosci

Pokazalismy zbiezno$¢ VY. — VYw Ls.
Mozemy przej$¢ do podciagu (nadal nazywanego Y ), na ktorym zbieznosé bedzie prawie
wszedzie (twierdzenie chociazby z rachunku prawdopodobienstwa...)

Punktowa zbieznosé¢ gradientéow pozwala juz wyciggnaé¢ wniosek o konforemnosci granicy
(oczywiscie prawie wszedzie).



3.4 Ciaglosé i wnioski

Znalezlismy funkcje Y € C(I"), konforemna, dla ktérej warto$¢ funkcjonatu pola przyjmuje
minimalna warto$¢ dla klas C(T") oraz C(T).

Z konforemnosci wynika, ze warto$¢ catki Dirichleta na Y jest réwna wartosci A(Y).
Wobec tego, poniewaz A < D, to Y minimalizuje catke Dirichleta w C(I"). Pokazali$émy
wiec, ze e(I') = d(I') = d(I') — minimum pola powierzchni i minimum catki Dirichle-
ta jest takie samo. Ponadto dowodzili$my, ze kazda funkcja klasy C(I'), minimalizujaca
catke Dirichleta, jest ciggta na B i harmoniczna w B. Czyli Y € C(I') — mamy funkcje
minimalizujaca funkcjonat A w C(T).

Poniewaz zawsze na brzegu mieliémy zbieznosé¢ jednostajna, zachowana zostata (staba)
monotoniczno$¢ sladu funkeji minimalizujacej. Tak jak przy minimalizacji catki Dirichleta,
z harmonicznosci i konforemnosci mozemy otrzymaé¢ homeomorficzno$¢ Y|c na krzywa I
Przypomnijmy, ze na poczatku definiowaliémy rozwiazanie problemu Plateau jako funkcje
X : B — R? speliajaca nastepujace warunki:

1. X € C°(B,R®) N C?*B,R?);
2. X jest harmoniczna i konforemna w B;

3. obciecie X|¢ jest homeomorfizmem na krzywa I

Wryliczylidémy, ze kazda funkcja spelniajaca te warunki parametryzuje powierzchnie mi-
nimalna rozpietg na krzywej I'. Ale teraz wiemy rowniez, ze kazda taka funkcja zadaje
powierzchnie o minimalnym polu: poniewaz jest konforemna, to A(X) = D(X), wiec
(dzieki temu, ze udowodnili$émy réwnosé d(I') = e(I')) X minimalizuje funkcjonatl pola.
Wobec tego stwierdzenie, ze funkcja spelniajaca powyzsze warunki jest rozwigzaniem
zagadnienia Plateau, jest w pelni uzasadniona :)

4 Pytania na przysztosé

1. Jak to jest ze staba zbieznoscia w W12? Czy staba zbieznoéé¢ osobno na czedci
gradientowej i na czesci ,zwyklej” jest rownowazna temu, ze wszystkie funkcjonaty
w W12 na ciggu funkcji maja by¢ zbiezne do wartoéci na stabej granicy?

2. Pélciaglosé catki Dirichleta? To wniosek z jakichs ogdlnych twierdzen, czy co$ oczy-
wistego?

3. Czy jest jakakolwiek jednoznaczno$é¢ stabych rozwigzan?

4. Czy wariacje wewnetrzne uwzgledniajace pola klasy C§°(B) daja cos ciekawego? Np.
minimum jakiegos$ funkcjonatu w klasie funkcji o zadanym $ladzie? Czy mozna co$
takiego uzyskac?

Marysia Donten, 22.01.2007
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