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Streszczenie

Definiujemy uogolnienie konstrukeji rozmaitosci algebraicznych, ktéra pochodzi od Kummera.
Przedstawiamy dzialanie uogdlnionej konstrukcji w przypadku dwuwymiarowym, dla ktérego
wyniki sa powierzchniami K3. Klasyfikujemy skonczone podgrupy SL(3,7Z). Badamy wyniki
trojwymiarowego przypadku konstrukcji Kummera dla otrzymanych 16 grup — celem jest
znalezienie liczb Bettiego konstruowanych rozmaitosci. Przedstawiamy szczegdlowa analize
kilku przyktadéw, w pozostalych przypadkach podajemy wielomian Poincaré oraz wybrane
posrednie wyniki obliczen.
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Wprowadzenie

Obecnie waznym obiektem badan geometrii algebraicznej sa rozmaitoséci Calabi—Yau. Intere-
suja sie nimi takze fizycy — tréjwymiarowe rozmaitoéci Calabi—Yau stanowig istotny element
teorii strun. Badana jest miedzy innymi wlasnos$é symetrii lustrzanej (mirror symetry). Hi-
potezy stawiane sa w oparciu o znane przyktady. Nie istnieje klasyfikacja rozmaitosci Calabi—
Yau. Pojawiaja sie natomiast prace opisujace i klasyfikujace znane rozmaitoséci Calabi—Yau,
np. jako zupelne przeciecia w rozmaitosciach torycznych. Wiele prac proponuje metody kon-
strukcji przyktadéw, w tym réwniez prowadzace do otrzymywania lustrzanych par rozmaitosci
Calabi—Yau.

W pracy [AWO08] Marco Andreatta i Jarostaw Wisniewski opisali uogélnienie klasycznej kon-
strukcji Kummera. Uogélniona konstrukcja pozwala otrzymywaé rozmaitosci poprzez analize
dziatania skonczonych grup liniowych na rozmaitosciach abelowych i rozwiazania osobliwosci.
W wymiarach 2 i 3 wynikiem konstrukcji sg rozmaitosci Calabi—Yau, w wyzszych wymiarach
pojawiaja sie takze rozmaitodci symplektyczne. W tej pracy rozpatrujemy dwuwymiarowy i
tréjwymiarowy przypadek konstrukeji. Gléwnym rezultatem jest wyznaczenie liczb Bettie-
go wszystkich trojwymiarowych rozmaitosci Kummera. Przy okazji otrzymujemy klasyfikacje
skonczonych niecyklicznych podgrup SL(3,7Z) z dokladnoscia do sprzezenia w GL(3,7Z).

Prace rozpoczyna opis uogélnionej konstrukeji Kummera i jej wlasnosci, na podstawie [AWO08].
W rozdziale 2. przedstawiamy dziatanie konstrukcji w przypadku dwuwymiarowym, dla kté-
rego wynikiem sa powierzchnie K3. Na przykladzie tego przypadku wprowadzamy metode
uzyta réwniez do obliczen w przypadku tréjwymiarowym — wirtualne wielomiany Poincaré i
stratyfikacje rozmaitoéci. Obliczamy liczby Bettiego dwuwymiarowych rozmaitosci Kumme-
ra. Otrzymany wynik jest zgodny z powszechnie znanymi wartoSciami tych niezmiennikéw
dla powierzchni K3. Dalsze rozdzialy dotycza gltéwnego wyniku pracy — wyznaczenia liczb
Bettiego tréjwymiarowych rozmaitosci Kummera. Omoéwiony jest problem klasyfikacji skon-
czonych niecyklicznych podgrup SL(3,7Z), dla ktérych przeprowadzamy konstrukeje. Rozdziat
4. stanowi wprowadzenie teoretyczne do obliczen w przypadku tréojwymiarowym. Opisuje
rozwazang stratyfikacje tréjwymiarowych rozmaitoéci Kummera, wystepujace w konstrukeji
rozwiazania osobliwoéci oraz metody liczenia ich kohomologii. Ostatnie dwa rozdzialy zawie-
raja wyniki obliczen. Obliczenia zostaly opisane dokladnie w trzech ciekawych przypadkach
(rozdzial 5). Dla pozostalych przypadkéw oprocz wartosei liczb Bettiego rozmaitoscei podane
zostaly takze pewne posrednie wyniki (rozdzial 6).

Otrzymane wyniki nasuwaja kilka pytan. Okazuje sie, ze liczby Bettiego nie rozrézniaja
wszystkich rozmaitoéci Kummera w przypadku tréjwymiarowym. W szczegoélnosci dla dual-
nych (przez transpozycje macierzy) podgrup SL(3,7Z) konstruowane rozmaitosci maja takie
same liczby Bettiego, ale nie wiemy, czy sa one izomorficzne. By¢ moze te rozmaitosci sa
rozrézniane przez jakie$ inne niezmienniki. Jesli tak, to mozna zapytac, czy dla konstrukcji w
wyzszych wymiarach dualne grupy rowniez prowadzg do rozmaitoéci o tych samych liczbach
Bettiego.






Rozdziat 1

Uogodlniona konstrukcja Kummera

1.1. Klasyczna konstrukcja Kummera

Klasyczna wersja konstrukecji Kummera, do ktoérej istnieje wiele odwotan w literaturze (np.
[Ku75]), polega na rozpatrzeniu dzialania grupy Zs na powierzchni abelowej A przez in-
wolucje (z — —x). To dzialanie ma 16 punktéw stalych —rozwiazan réwnania 2x = 0 na
powierzchni abelowej. Poza zbiorem punktow stalych dziatanie oczywiscie jest wolne. Ob-
razy punktéw stalych w ilorazie Y = A/Zy sa osobliwe. Powstale osobliwosci sa ilorazowe
(analitycznie osobliwoéci sa lokalnie izomorficzne z ilorazem C2/Zy). Mozna skonstruowadé
rozwiazanie osobliwosci, czyli gladkg rozmaitosé X oraz biwymierny morfizm ¢: X — Y,
ktéry jest izomorfizmem poza zbiorem punktéw osobliwych. Wystarczy rozdmuchaé punkty
osobliwe powierzchni Y. Wtedy przeciwobrazy punktéw osobliwych w rozmaitosci X to krzy-
we izomorficzne z P!, o samoprzecieciu —2. Otrzymana powierzchnia X jest powierzchnia K3,
czyli ma zerowy dywizor kanoniczny oraz H'(X, Ox) = 0. Mozna udowodnié, ze powierzchnie
K3 s3 jednospojne, a stad wynika, ze H'(X,Z) = 0— ten warunek bedzie istotny pézniej.

Pomyst na uogolnienie konstrukcji jest taki, zeby dziatanie Zo na powierzchni abelowej zasta-
pi¢ dzialaniem skonczonych grup macierzy wymiaru r na produkcie r rozmaitosci abelowych.
Bedziemy dazy¢ do zachowania wlasnoéci Kx = 0i H'(X,Z) = 0, wiec przyjmiemy pewne
dodatkowe zalozenia.

1.2. Uogoblnienie konstrukcji

Badane uogdélnienie konstrukcji Kummera, podstawowe twierdzenia oraz uzywana notacja
pochodza z pracy Andreatty i Wisniewskiego [AWO08S].

Niech A oznacza rozmaito$¢ abelowa wymiaru d. Bedziemy rozpatrywaé produkt A™ dla r > 2.
Przez G oznaczmy grupe skonczona, ktéra posiada reprezentacje w macierzach catkowitolicz-
bowych wymiaru r, oznaczang dalej przez p: G — GL(r,Z).

Punkty A, sa postaci (a1, ...,a,), gdzie wszystkie a; € A. Grupa G dziala na A" przez repre-
zentacje p: punkt (ay, ..., a,) mozemy pomnozy¢ przez macierz z p(G), otrzymujac w wyniku
punkt z A". To dziatanie jest algebraiczne, poniewaz dodawanie punktow na rozmaitosci abe-
lowej jest regularne. Pierwszy krok konstrukeji to przejscie do ilorazu A" przez to dzialanie —
Y = A" /p(G) (czesto bedziemy uzywaé oznaczenia A" /G, jesli nie spowoduje to niejasnosci).

Tak jak w klasycznej konstrukeji, zazwyczaj nie we wszystkich punktach A™ dzialanie p(G)



jest wolne. Iloraz Y zawiera domkniety podzbiér punktéw osobliwych, odpowiadajacy orbi-
tom o nietrywialnej grupie izotropii. Rozmaito$é abelowa A" jest ilorazem C™ przez pewna
krate, a dzialanie p(G) na A" jest indukowane przez dzialanie d-p(G) (sumy prostej d kopii re-
prezentacji p) na C™ przez przeksztalcenia liniowe. Stad wynika, ze na pewnym analitycznym
otoczeniu punktu p € A" o nietrywialnej grupie izotropii G, to dzialanie jest réwnowazne
z dzialaniem d - p(G,) na C™, czyli osobliwosci Y to osobliwosci ilorazowe C"®/G),. Drugim
krokiem konstrukeji jest rozwiazanie osobliwosci w Y. Otrzymana w ten sposéb rozmaitosé,
oznaczana dalej przez X, to wynik uogélnionej konstrukcji Kummera.

1.3. Dodatkowe zalozenia 1 wlasnosci

Przyjmujemy kilka dodatkowych zalozen, zeby otrzymywane rozmaito$ci miaty pewne wazne
wlasnosci. Na podstawie [AWO08] omawiamy te wlasnosci oraz przyjmowane zalozenia:

e Rozpatrujemy uogdlniona konstrukcje Kummera wytacznie dla reprezentacji p: G —
GL(r,Z), ktorych jedynym punktem stalym jest 0. Wéwczas otrzymywane rozmaitosci
spehiaja H'(X,Z) = 0.

e Jesli d jest nieparzyste, ograniczamy sie do rozpatrywania reprezentacji p: G —
SL(r,Z). Wowczas d - p dziala bez pseudoodbié¢ i zachowuje dywizor kanoniczny. Dla d
parzystych to jest automatycznie spelnione, niezaleznie od reprezentacji p.

e Przyjmujemy, ze rozwiazania osobliwosci p: X — Y sg krepantne, czyli Ky = ¢*(Ky).
To zalozenie pozwala wykazaé, ze w uogdlnionej konstrukcji Kummera otrzymujemy
rozmaitosci z trywialnym dywizorem kanonicznym.

Ponizszy lemat pozostawimy bez szczegdlowego dowodu, jako ze problem rzutowosci otrzy-
mywanych rozmaitosci nie jest przedmiotem naszych rozwazan.

Lemat 1.1. Mozna skonstruowaé rozwigzanie osobliwosci ilorazu A™ /G tak, Zeby otrzymana
rozmaitos¢ X byla rzutowa.

Oczywiscie A jest rozmaito$cig rzutowa. Stad mozna wywnioskowaé, ze A” /G jest rzutowa.
Wykazanie rzutowosci X wymaga analizy konstrukcji rozwigzania osobliwos$ci. W niskowy-
miarowych przypadkach, ktérymi zajmuje si¢ ta praca, rozwiazania mozna doktadnie opisaé.
Wobec tego dowdd rzutowosci X nie powinien byé¢ trudny. Poniewaz ten fakt nie ma duzego
znaczenia dla wynikow pracy, pomijamy dowdd.

Przyjete powyzej zalozenia zapewniaja, ze w przypadku dwuwymiarowym (d = 1, r = 2)
otrzymywane rozmaitosci sa powierzchniami K3, a w przypadku tréjwymiarowym (d = 1,
r = 3) sa rozmaito$ciami Calabi—Yau.

Ponadto rozmaitosci otrzymywane przez uogdlniona konstrukcje Kummera majg wlasnosci
opisywane przez nastepujace lematy:

Lemat 1.2. Jesli dwie reprezentacje p i p’ podgrupy G sq sprzezone w GL(r,7Z), to konstruk-
cja daje dla nich w wyniku izomorficzne rozmaitosci.

Dowdd. To wynika z faktu, ze przeksztalcenie C: A” — A" zadane przez macierz sprzega-
jaca podgrupy p(G) i p'(G) jest po prostu zmiana wspo6lrzednych na rozmaitosci A”. Wobec



tego mozemy badaé¢ wyniki konstrukcji tylko dla reprezentantéw klas sprzezonosci skonczo-
nych podgrup GL(r,Z).
O

Lemat 1.3. Niech G i H bedg skoriczonymi podgrupami GL(r, Z) takimi, Ze w G jest podgrupa
H' sprzezona z H. Wéwczas istnieje wymierne odwzorowanie z rozmaito$ci Kummera dla
grupy H w rozmaito$é Kummera dla grupy G.

Dowéd. Niech A bedzie rozmaitoscia abelowa. Przyjrzyjmy sie ilorazom Y = A" /G oraz Y’ =
A"/H ~ A" /H'. Poniewaz H' < G, mamy przeksztalcenie regularne z f: Y — Y. Przez X
i X’ oznaczmy rozmaitosci otrzymane w uogélnionej konstrukeji Kummera odpowiednio dla
grup G 1 H. Z definicji rozwigzania osobliwo$ci X jest biwymiernie réwnowazna z Y, a X’ z
Y'. Zlozenie odwzorowan zadajacych te réwnowaznosci z przeksztalceniem f jest wymiernym
przeksztalceniem X' w X.

O

1.4. Cel pracy

W tej pracy pokazane jest dziatanie uogélnionej konstrukcji Kummera w niskowymiarowych
przypadkach. Dalej przyjmujemy, ze d = 1, czyli rozmaito$é¢ abelowa A jest krzywa eliptyczng.
Wobec tego bedziemy zajmowaé sie reprezentacjami skonczonych grup w SL(r,Z). Interesuja
nas przypadki r =2 1ir = 3.

Celem jest policzenie kohomologii otrzymywanych rozmaitosci. Bedziemy liczy¢ kohomologie
De Rhama o wspdtczynnikach zespolonych. Nie chcemy zajmowaé sie struktura multiplika-
tywna w kohomologiach, wiec wystarczy podaé¢ wymiary odpowiednich przestrzeni — liczby
Bettiego, w formie wielomianéw Poincaré.

Definicja 1.4.1. Wielomian Poincaré rozmaito$ci X to wielomian jednej zmiennej t, dla
ktérego wspotczynnikiem przy tF jest liczba Bettiego by (X)), czyli wymiar przestrzeni H*(X, C)
kohomologii De Rhama o wspotczynnikach zespolonych: Px (t) = 3 bp(X)tF.

Przypadek uogdlnionej konstrukecji Kummera dla r = 2, opisany w rozdziale 2., okazal si¢ ta-
twy. Do zbadania sa tylko cztery grupy o prostej strukturze. Powstajace osobliwoéci to dobrze
znane osobliwo$ci Du Vala typu A,, (zob. np. [Re]). Otrzymane powierzchnie to powierzchnie
typu K3, ktérych kohomologie zostaly policzone w réznych Zrédiach na wiele sposobéw, wiec
mozna zweryfikowaé¢ wynik.

Przypadek r = 3, ktérym zajmuja sie dalsze cztery rozdzialy pracy, jest duzo bardziej skom-
plikowany. Po pierwsze, problemem okazala si¢ klasyfikacja skonczonych podgrup SL(3,7Z) =
doktadnoscia do sprzezenia w GL(3,7Z). Nie udalo sie znalezé zadnego Zrédla, w ktérym by-
taby opisana — jest to bardzo stary i widocznie malo przydatny wynik. Rozdzial 4. opisuje,
w jaki sposéb ta klasyfikacja ostatecznie zostala opracowana. Po drugie, struktura dziata-
nia grup linjowych na rozmaitoéci A2 jest duzo bardziej ztozona niz w przypadku r = 2.
Trzeba przyja¢ dodatkowe zalozenia dotyczace rozwiazan osobliwoéci — bedziemy rozwazaé
rozwigzania, ktore tworza wiazki lokalnie trywialne w topologii analitycznej nad krzywymi
punktéw o jednakowej grupie izotropii. Przy tych zalozeniach mozna policzyé¢ kohomologie
otrzymywanych rozmaitosci.



1.5. Schemat obliczen

W tej czedci przedstawiamy szkicowo podejscie do problemu obliczania kohomologii rozma-
itosci Kummera. Obliczenia sktadaja si¢ z dwoch czesci. Pierwsza to znalezienie kohomologii
ilorazu Y = A" /G. Druga to zrozumienie rozwiazan osobliwosci i ich wkladu w kohomologie
rozmaitosci X.

Wyznaczenie kohomologii ilorazu A" /G nie jest trudne (réwniez obliczeniowo). Kohomologie
rozmaitosci abelowych sa dobrze znane — wielomian Poincaré rozmaitoéci abelowej wymiaru
d to (1 +t)??. Dzialanie G indukuje dziatanie na kohomologiach A”. Kohomologie A”/G to
podprzestrzen punktéw stalych tego dziatania, ktéra mozna wyznaczy¢, uzywajac podstawo-
wych faktéw z teorii reprezentacji. Dokladny opis znajduje sie w punkcie 2.3.

Zrozumienie zmian w kohomologiach Y powodowanych przez rozwiazanie osobliwosci wy-
maga uzycia pewnych narzedzi. Badamy stratyfikacje rozmaitosci Y zwiazana z dzialaniem
G —rozklad na zbiory orbit punktow o tej samej grupie izotropii. Wykorzystujemy cieka-
wa wlasnos$¢é rozmaitosci algebraicznych: kazdej rozmaitosci, niekoniecznie zwartej, mozna
przyporzadkowaé tzw. wirtualny wielomian Poincaré. Te wielomiany dla ,,porzadnych” roz-
maitosci zgadzaja sie z prawdziwymi wielomianami Poincaré, oraz sa addytywne ze wzgledu
na rozbicie rozmaitoéci na domkniety algebraiczny podzbidr i jego dopetnienie. Dzigki temu
umiemy policzy¢ wklad rozwiazan osobliwosci w kohomologie A" /G. Uzywane twierdzenia sa
opisane w punkcie 2.4.

Metody stosowane podczas obliczen zostaly przedstawione ze szczegdlami w rozdziale 2, na
przyktadzie rozmaitosci dwuwymiarowych. Dzieki temu podczas opisu przypadku tréjwy-
miarowego mozemy skoncentrowac si¢ na pojawiajacych sie tam problemach, nie ttumaczac
dziatania podstawowych elementéw schematu obliczen.

Ponizej przypominamy oznaczenia i ogdlne wlasnosci dotyczace dziatania grup na zbiorach,
istotne dla tej pracy.

1.6. Dzialanie grup na zbiorach

Niech grupa G dziala na przestrzeni topologicznej Z. Przez ZM bedziemy oznaczaé zbiér
punktéw statych podgrupy H < G.

Jesli H < G i H' = gHg™', to mamy réwnoéé ZH' = gZ™ | czyli zbiory punktéw stalych dla
sprzezonych podgrup sa utozsamiane w ilorazie Z/G.

Dla podgrupy H < G przez Ng(H), lub N(H), jesli grupa G bedzie znana z kontekstu, ozna-
czamy normalizator podgrupy H w G, natomiast przez Wg(H) lub W (H)— grupe Weyla,
czyli iloraz Ng(H)/H. 7 powyzszego stwierdzenia wynika, ze jeéli g € Ng(H), to ZH = gZH
czyli normalizator podgrupy H dziala na zbiorze punktow stalych tej podgrupy. Z definicji
kazdy element g € H dziata trywialnie na Z, wiec mamy dziatanie W (H) na zbiorze Z.

Zauwazmy, ze jesli H i H' sa sprzezonymi podgrupami G, to ich normalizatory Ng(H) i
Ng(H') réwniez sa sprzezone w G. Stad grupy Weyla podgrup z tej samej klasy sprzezonosci
sg izomorficzne.
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Rozdziat 2

Produkt dwéch krzywych
eliptycznych

W tym rozdziale przyjrzymy sie konstrukcji Kummera dla produktu dwoéch krzywych elip-
tycznych A2, czyli przypadkowi r = 2. Na tym przykladzie wprowadzimy narzedzia wykorzy-
stywane réwniez w dalszych obliczeniach.

Zaczniemy od znalezienia liczby punktéw osobliwych oraz typéw osobliwosci dla dziatan pod-
grup SL(2,7) na A?. Nastepnie policzymy kohomologie osobliwych powierzchni bedacych
ilorazem A? przez dzialania badanych grup. Opiszemy relacje pomiedzy liczbami Bettiego
ilorazu A? przez dzialanie grupy i powierzchni powstajacych poprzez rozwiazanie osobli-
woséci ilorazu. Otrzymamy wartoéci tych niezmiennikéw dla dwuwymiarowych rozmaitosci
Kummera.

2.1. Dzialanie grup skonczonych o reprezentacji w SL(2,7)

Wedlug [Ne72] (IX.14, str. 179) wszystkie skonczone podgrupy SL(2,7Z) sa izomorficzne z jed-
na z grup Zeo, Zs, Zs, ZL¢. Ponadto izomorficzne skonczone podgrupy SL(2,7Z) sa sprzezone
w GL(2,7). Policzymy punkty osobliwe ich dzialan na produkcie dwéch krzywych eliptycz-

nych, ustalajac wspélrzedne. Wobec tego wybierzemy réwniez konkretne generatory podgrup
SL(2,Z):

Z: | Zs | T | Zs
-1 0 0 —1 0 —1 1 -1
0 -1 1 -1 10 1 0

W celu uproszczenia opisu generator Zg jest tak dobrany, ze podniesiony do kwadratu daje
wybrany generator Zs.

Przez (a,b) bedziemy oznaczaé¢ punkt rozmaitogci A2, czyli pare punktéw pochodzacych z
krzywej eliptycznej. Mozemy zalozy¢, ze a,b € C oraz a i b leza w obszarze fundamentalnym
dzialania kraty L ~ Z? C C. Przyjmijmy, ze zanurzenie L C C przeksztalca standardowe
generatory {(1,0),(0,1)} € Z? na liniowo niezalezny uktad {vi,vs} € R? ~ C. Wynik, czyli
liczba punktéw osobliwych i rodzaje osobliwosci, nie zalezy od wyboru kraty.
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2.1.1. Przypadek Z,

Nietrywialny element grupy Zs przeksztalca punkt (a,b) na (—a,—b). Zastané6wmy sie nad
warunkami, ktére musza by¢ spelnione, zeby (a,b) mial niezerowa grupe izotropii. W tym
przypadku to oczywiscie oznacza, ze musi by¢ punktem stalym dzialania calej grupy, czyli
osobliwogci beda tylko jednego rodzaju— lokalnie beda odpowiadaé ilorazowi C?/Zs.

W grupie abelowej A? réwnoéé (—a, —b) = (a,b) oznacza, ze 2a = 0 oraz 2b = 0. Poniewaz a
i b leza w obszarze fundamentalnym dziatania kraty, to kazdy z tych punktéw moze przyjac
cztery rozne wartosci. Ich wspélezynniki w bazie {v1,v2} to odpowiednio: (0, 0), (0, %), (%, 0),
(%, %) (na rysunku ponizej). Stad w A2 jest 16 punktéw statych opisanego powyzej dziatania
Zo, wszystkie o grupie izotropii Zo.

2.1.2. Przypadek Z;

Obrazy punktu (a,b) przy dzialaniu kolejnych poteg wybranego generatora grupy Zs tworza

nastepujacy ciag:
(a,b) — (=b,a —b) — (b —a,—a).

Tak jak poprzednio, kazdy punkt o nietrywialnej grupie izotropii jest punktem stalym dzia-
tania grupy. Szukamy punktow, ktére spelniaja a = —b=b—aoraz b =a—b = —a. Z
warunkéw a = —b oraz 2a = b wynika 3a = 0 oraz 3b = 0. Stad kazdy z punktéw a i b moze
przyjaé¢ jedna z dziewieciu wartosci, jak na rysunku. Zauwazmy, ze zalozenie, ze a i b leza
w obszarze fundamentalnym, wraz z warunkiem a + b = 0, wyznaczaja jednoznacznie b w
zaleznosci od a, czyli jest 9 par (a,b) bedacych punktami statymi dziatania Zs na A2.

(0,00~ (1,0) 0,00~ (10
ZQ ZB

Rysunek przedstawia punkty stale dziatania grup Zs i Zs na A2, obcicte do jednej wspol-
rzednej.

2.1.3. Przypadek Z,

Poniewaz Z4 ma nietrywialng podgrupe Zo, wyznaczong oczywiscie przez kwadrat generatora
(bedacy ustalonym na poczatku generatorem Zs), to moga sie pojawi¢ punkty osobliwe dwoch
rodzajow: o grupie izotropii Zs lub Z4. Kazdy punkt osobliwy musi by¢ w szczegdlnosci
punktem stalym dziatania Zo przez macierz —I. Jak policzyliSmy w 2.1.1, tych punktéw jest
16. Trzeba tylko sprawdzi¢, ktore z nich maja wieksza grupe izotropii, czyli sa zachowywane
przez generator Z,. Przeprowadza on (a,b) na (—b,a). Stad punkty o grupie izotropii Z4
spetniaja a + b = 0, co przy przyjetych zalozeniach jednoznacznie wyznacza b w zaleznosci
od a.
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Wobec tego sposréd punktéw stalych dziatania Zs cztery sa réwniez punktami statymi dzia-
tania Z4. Pozostale 12 ma grupe izotropii réwna Zso. Generator Z4 parami zamienia te punkty,
wiec w ilorazie przejda one na 12/2 = 6 punktéw osobliwych.

2.1.4. Przypadek Zg

W tym przypadku pojawiaja sie trzy rodzaje punktéw osobliwych, odpowiadajace grupie Zg
oraz jej podgrupom Zo i Z3z. W 2.1.1 i 2.1.2 policzyliémy punkty state dzialan Zs i Zs w
pewnych wspétrzednych. Dzieki temu, ze odpowiednio 2. i 3. potega ustalonego generatora
Zg to wybrane generatory Zs i Zo, znamy punkty o grupach izotropii Zs i Zy dla dziatania
Zg w tych wspotrzednych. Jesli natomiast grupa izotropii jakiegos punktu jest cale Zg, to
ten punkt musi leze¢ w przecigciu zbioru punktow statych dla Zs i Zs3. Ten warunek spelnia
wytacznie (0,0), co widaé chociazby z rysunku przedstawiajacego mozliwe wartosci jednej ze
wspotrzednych punktéw statych podgrup Zs i Zs.

Wobec tego dzialanie Zg na rozmaitosci A? ma jeden punkt staly. Pozostaje 15 punktéw
niezmienniczych ze wzgledu na dzialanie Zo C Zg, ale ruszanych z miejsca przez generator
Zg. Wewnatrz tego zbioru orbity dzialania Zg sa trzyelementowe, czyli w ilorazie powstanie
15/3 = 5 punktéw osobliwych odpowiadajacych grupie Zs. Analogicznie z 8 pozostaltych po
wykluczeniu (0,0) punktéw statych dla Zs C Zg powstana 8/2 = 4 punkty osobliwe ilorazu,
odpowiadajace podgrupie Zs.

2.2. Wystepujagce osobliwosci i ich rozwigzania

Jedli przy dzialaniu skoniczonej grupy G < SL(3,Z) nietrywialna podgrupa H < G jest grupa
izotropii punktu = € A?, to obraz = w ilorazie A?/G bedzie mial otoczenie izomorficzne z
ilorazem C?/H (w topologii analitycznej). W rozpatrywanych przypadkach H zawsze jest
grupg cykliczng. Wobec tego pojawiajace sie osobliwosci to osobliwosci Du Vala typu A4,
(zob. np. [Re]). Mozna je opisaé torycznie, tzn. C2/H jest toryczne dla wszystkich grup H,
ktore dalej wystapia. Dokladny opis mozna znalezé w [Fu93] (2.2 oraz 2.6). Dla dalszych
obliczen wazne bedzie nastepujace spostrzezenie:

Lemat 2.1. Dla minimalnego rozwigzania osobliwosci typu A, przeciwobrazem punktu oso-
bliwego jest laricuch n krzywych PL.

Dowéd. Bardziej ogélna wersja tego lematu pojawia sie jako ¢wiczenie w [Fu93] i [Wi95].
W dowodzie przyjrzymy sie C2/H dla H ~ Z, jako rozmaitosci torycznej i skorzystamy z
wlasnosci rozmaitosci torycznych opisanych w rozdziale 2.6 w [Fu93|. Tej rozmaitosci od-
powiada stozek rozpiety przez wektory (0,1) i (n,—n + 1). Jedli podzielimy go na mniejsze
stozki, z ktorych kazdy bedzie generowany przez pewng baze kraty, to otrzymamy wachlarz
gladkiej rozmaitosci torycznej. Zauwazmy, ze wektory rozpinajace wyjsciowy stozek sa prze-
ciwleglymi wierzchotkami kwadratu o boku n. Szukany podziat stozka jest wyznaczony przez
wektory konczace sie na przekatnej tego kwadratu. Latwo sprawdzié, ze kazda para sasiednich
dodanych promieni tworzy baze kraty.

W przeciwobrazie punktu 0 € C?/H, ktéremu odpowiada wnetrze wyjéciowego stozka, znaj-
duje sie n — 1 krzywych, ktéorym odpowiadaja dodane promienie. Krzywe odpowiadajace
sasiednim promieniom przecinaja sie w jednym punkcie, ktéremu odpowiada wnetrze stozka
wyznaczonego przez te promienie.
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Rysunek ilustruje dowod dla H ~ Zs.

0

Opisane powyzej minimalne rozwiazania osobliwosci typu A, sa krepantne (zob. [Wi95],
rozdzial 6., lub [Re]), wiec spelniaja przyjete w punkcie 1.3 zalozenia.

2.3. Kohomologie ilorazow

Policzymy kohomologie osobliwego ilorazu rozmaitoéci A? przez dziatanie skoficzonych pod-
grup G < SL(2,7). Skorzystamy przy tym z twierdzenia I11.7.2 w [Br72], ktére dla rozpatry-
wanych w tej pracy rozmaitosci i dziatan grup pozwala wnioskowaé, ze kohomologie (zespolo-
ne) ilorazu sg izomorficzne z punktami stalymi indukowanego dzialania G na kohomologiach.
Twierdzenie odnosi sie do teorii Cecha, ktéra jednak w rozpatrywanych przypadkach jest
izomorficzna z teoria De Rhama. Poniewaz rozmaito$é A2 jest gladka, mozemy na niej rozpa-
trywaé¢ kohomologie De Rhama i liczy¢ punkty state dziatlania G' na kohomologiach badajac
dziatanie na przestrzeni form rézniczkowych. Nie ma znaczenia, ze iloraz juz nie jest gladki.

Poniewaz dziatanie G jest liniowe, to jest identyczne z indukowanym dzialaniem na przestrze-
niach stycznych. Mamy indukowane dzialanie na grupach kohomologii, czyli reprezentacje G
na kohomologiach A%. Ta reprezentacja obcieta do H* to odpowiednia potega zewnetrz-
na reprezentacji dualnej do wyjsciowej reprezentacji G. W tej sytuacji mozna wyznaczy¢
podprzestrzenie niezmiennicze za pomoca standardowych narzedzi teorii reprezentacji. Do-
kladniej, korzystajac z wzoréw podanych w rozdziale 2. [FH91] mozna policzyé charaktery
poteg zewnetrznych badanej reprezentacji. Te dane pozwalaja wyznaczy¢ wymiar podrepre-
zentacji trywialnej, czyli podprzestrzeni niezmienniczej dzialania na kohomologiach (wzor
2.9 w [FH91]). Obliczenia zostaly wykonane za pomoca funkcji w programie GAP ([GAP]),
opartej na wymienionych wzorach. Funkcja przydala si¢ gtéwnie w obliczeniach dla przypad-
ku tréjwymiarowego, omawianego w nastepnych rozdzialach pracy, poniewaz w przypadku
dwuwymiarowym wzory sg bardzo proste.

Otrzymujemy nastepujace wielomiany Poincaré ilorazéw Y = A2%/G:
dla G ~ Zs

Py (u,v) = t* +6t> 4 1,

natomiast dla pozostatych grup

Py (u,v) = t* + 4> + 1.
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2.4. Wplyw rozwigzania osobliwosci na kohomologie

Kohomologie rozmaitosci Kummera policzymy korzystajac z procedury podobnej do tej za-
proponowanej przez Fultona w [Fu93] (4.5, str. 92) dla rozmaitosci torycznych. Gléwnym
potrzebnym rezultatem jest istnienie wirtualnych wielomianéw Poincaré — niezmiennikéw
zdefiniowanych dla dowolnych, réwniez osobliwych, rozmaitoéci algebraicznych, a w przypad-
ku gtadkich i rzutowych rozmaitosci pokrywajacych sie ze zwyklymi wielomianami Poincaré.
Zrédlem twierdzen dotyczacych tych niezmiennikéw sa [Ar07] (rozdzial 17.2) oraz [Fu93]
(rozdzial 4.5).

Twierdzenie 2.2. KaZdej rozmaito$ci algebraicznej Z zdefiniowanej nad C mozna przypo-
rzadkowaé wielomian Pz(t) € Z[t] tak, aby spelnione byly nastepujoce warunki:

1. jedli Z jest gladkq rozmaitoscig rzutowq (lub zwartg), to Pz(t) = 3. by(Z)tF,

2. dla dowolnego domknietego algebraicznego podzbioru V. C Z oraz jego dopelnienia U =
Z\'V zachodzi réwnosé Py(t) = Py (t) + Py(t).

Ponadto tak okreslone przyporzgdkowanie jest jednoznaczne.

Na poczatku przyjrzyjmy sie wirtualnym wielomianom Poincaré dla prostych obiektéw. Oczy-
wiscie dla n-wymiarowej przestrzeni rzutowe;j

n

Ppn =Y 2,

k=0

Stad mozemy policzy¢ wirtualne wielomiany Poincaré dla przestrzeni afinicznych. Niech
Z = P". Wezmy jeden ze zbioréw ze standardowego pokrycia: A" ~ U C Z. Wowczas Z \ U
jest domknietym podzbiorem algebraicznym Z, izomorficznym z P!, Z addytywnosci

Pun(t) = Py(t) — Ppy(t) = Pen(t) — Pea-r (1) = £,

Niech Y bedzie jednym z badanych ilorazéw rozmaitosci A% przez dzialanie grupy skonczonej,
a m: X — Y rozwiazaniem osobliwosci. Rozbijamy Y na sume domknietego algebraicznego
podzbioru S zlozonego ze wszystkich punktéw osobliwych oraz jego dopelnienia U =Y\ S.
Wtedy R = 7 1(S) jest domknietym algebraicznym podzbiorem X, natomiast obciecie 7 do
7 1(U) jest izomorfizmem.

Naszym celem jest policzenie liczb Bettiego dla X. To jest gladka i zwarta rozmaitosé, wiec
jej wirtualny wielomian Poincaré daje poprawne wyniki wymiaréw przestrzeni kohomologii
dla X. Poniewaz X \ R~ U ~Y \ S, z addytywnosci wynika

Px(t) = Py(t) — Ps(t) + Pr(t) = Py (t) + Pr(t) — [S],

gdzie |S| oznacza moc zbioru S.

Aby policzyé Px (t), musimy znaé¢ wirtualny wielomian Poincaré rozmaitosci Y. Okazuje sie, ze
jest on zgodny z prawdziwym wielomianem Poincaré dla Y. Tak jest zawsze, jedli rozmaitosé
ma wylacznie osobliwosci ilorazowe (szkic argumentacji mozna znalezé w [Fu93], w rozdziale
4.5, str. 94). Kohomologie Y zostaly policzone w czeci 2.3, pozostaje wiec tylko policzyé

Pr(t).
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Przeciwobraz kazdego punktu osobliwego jest domkniety w R, wiec

PR(t) - Z Pﬂfl(s)(t)‘

zeSs

Wezmy s € S, przeciwobraz tego punktu osobliwego oznaczmy przez Rs. Rozwigzujac osobli-
wosci typu A, w przeciwobrazie punktu osobliwego otrzymamy taficuch krzywych P! (sasied-
nie krzywe przecinaja sie transwersalnie w jednym punkcie) dlugosci n. Jesli osobliwo$é w s
jest typu Ay, to 77 1(s) ~ P!, wiec P (t) = 2 4 1. Jesli tancuch krzywych ma dlugosé n,
to m~!(s) mozna rozbi¢ na sume taficucha n — 1 krzywych P! oraz otwartego algebraiczne-
go podzbioru izomorficznego z A! (powstalego z ostatniej krzywej z lancucha przez wyjecie
punktu przecigcia z inng krzywa). Wobec tego przez indukeje Pr-1(4)(t) = nt?+1, jedli w s jest
osobliwo$¢ typu A,,. Zatem jesli przez ns oznaczymy typ osobliwosci w punkcie s, otrzymamy

Pr(t) =Y (nst® +1) = () _ng)t* +19|.

ses ses

Stad ogdlny wzor

Px(t) = Py(t) + (> ns)t?.

SES
czyli
be(X) = | RO) s ns jesli k=2
’ br(Y) dla pozostatych wartosci k.

2.5. Podsumowanie obliczen

Tabela podsumowuje wykonane obliczenia. Kolumny zawierajg nastepujace informacje:

e grupa — grupa dzialajacag na rozmaitoéci A2,

e osobliwosci — typy osobliwosci i liczby odpowiadajacych im punktéw w ilorazie A2
przez dzialanie badanej grupy,

e kohomologie ilorazu — wielomian Poincaré ilorazu,

e wklad rozwigzania — czynnik dodawany do wielomianu Poincaré ilorazu w celu otrzy-
mania wielomianu rozwiazania osobliwosci.
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grupa | osobliwoéci | kohomologie ilorazu | wklad rozwigzania
Zs Ay (16) tH 4+ 612+ 1 16 -
Z3 Ay (9) 4t + 1 9.2t
A (6)
Zy th+ 482 + 1 6-t2+4-3t2
Az (4)
A (5)
Zg Ay (4) th4+ 412 +1 5.2 44-2t2 +1-5¢2
As (1)

Stad, po zsumowaniu dwoch ostatnich kolumn, otrzymujemy wielomian Poincaré, taki sam
dla wszystkich skonstruowanych rozmaitodci:

Px(t) = t* +22t* + 1.
Wynik jest zgodny z oczekiwaniami — wspdlezynniki wyliczonego wielomianu sg takie, jak

wymiary przestrzeni kohomologii wszystkich powierzchni K3, do ktérych naleza powierzchnie
Kummera.
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Rozdziat 3
Skonczone podgrupy SL(3,7Z)

Pierwszym krokiem w klasyfikacji tréjwymiarowych rozmaitosci Kummera jest znalezienie
grup, dla ktérych przeprowadzimy konstrukcje, czyli reprezentantow klas sprzezonoéci skon-
czonych niecyklicznych podgrup SL(3,7Z). W przypadku dwuwymiarowym mozna bylo po-
wolaé sie na zrédlo [Ne72], gdzie podano generatory reprezentantéw wszystkich czterech klas
sprzezonosci skonczonych podgrup SL(2,7Z). Dla wyzszych wymiaréw grup jest istotnie wigcej
i nie udato sie znalez¢ Zrodta, w ktorym bylyby podane.

Ten i dalsze rozdzialy tej pracy mozna w pewnym sensie traktowaé jako dowdd twierdzenia o
klasyfikacji skonczonych podgrup SL(3,7Z) z dokladnoscia do sprzezonosci w GL(3,7Z). Naj-
pierw obliczenia komputerowe, wykonane za pomoca pakietéw CARAT ([CARAT]) i GAP
([GAP]), pozwolily wyznaczy¢ zbior skoniczonych podgrup SL(3,Z), ktéry z pewnoscia za-
wiera reprezentanty wszystkich klas sprzezonosci. Nastepnie badanie dziatania tych grup li-
niowych na rozmaitoéci A3 pozwolito wykazaé, ze w wyliczonym zbiorze istnieje doktadnie
jeden reprezentant kazdej klasy sprzezonosci.

Pierwsza cze$é rozdziatu podaje podstawowe fakty dotyczace skonczonych grup macierzy cal-
kowitoliczbowych, a takze pewne wnioski istotne dla badania tréjwymiarowych rozmaitosci
Kummera. Dalszy ciag to opis algorytmu, za pomoca ktérego zostal wyznaczony stosunko-
wo nieduzy zbiér skoniczonych podgrup SL(3,Z), zawierajacy reprezentanty wszystkich klas
sprzezonosci, oraz uzasadnienie jego poprawnosci.

Kod wszystkich funkcji w programie GAP napisanych w celu wykonania obliczen potrzebnych
w tej pracy mozna znalezé na stronie http://students.mimuw.edu.pl/~ md209516/prog_gap.

3.1. Skoniczone podgrupy GL(n,Z)

W tej czesci sprobujemy przedstawi¢ mozliwe podejscia do algebraicznej strony zagadnienia
uogdlnionej konstrukeji Kummera, czyli klasyfikacji skonczonych podgrup GL(n,Z) (ewentu-
alnie SL(n,Z)) z doktadnoscia do sprzezenia w GL(n,Z).

Przez M, (Z) oznaczamy zbiér wszystkich, niekoniecznie odwracalnych, macierzy n x n o
wspolczynnikach catkowitych.
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3.1.1. Redukcja do GL(n,Z,,)

Przede wszystkim zamiast rozpatrywaé¢ GL(n,Z), gdzie a priori podgrupy skonczone (w
szczegblnosei cykliczne) moglyby mie¢ dowolnie duzy skonczony rzad, mozemy sie ograniczyé
do badania podgrup GL(n,Z,,) dla dowolnej liczby catkowitej m > 2. Za [Ne72] (rozdzialty
IX.11 i IX.12) podajemy odpowiednie twierdzenie i lematy:

Twierdzenie 3.1 (Minkowski). Jesli G < GL(n,Z) jest podgrupg skoriczong, to jest ona
izomorficzna z pewng podgrupg GL(n,Zy,) dla dowolnej liczby naturalnej m > 2.

Izomorfizm ten jest zadany przez homomorfizm v,,,: GL(n,Z) — GL(n,Z,,) bedacy redukcja
modulo m na wspélrzednych macierzy. Zatézmy, ze na pewnej skonczonej podgrupie G nie
jest on izomorfizmem. Wtedy istnieje g € G Nkerv,,, g # I, ktorej rzad jest liczba pierwsza
p. Nastepujacy lemat zapewnia, ze taka sytuacja nie moze si¢ zdarzy¢.

Lemat 3.2. Jesli A € M, (Z), AP = I dla pewnej liczby pierwszej p, oraz vy, (A) = I dla
liczby catkowitej m > 2, to A = 1.

Dowdéd lematu jest rachunkowy, w istotny sposéb korzysta z zalozenia, ze m > 2, ale moz-
na go wzmocnié¢ tak, zeby uzyska¢ pewne rezultaty réwniez w tym przypadku. Zalozenia o
pierwszosci p mozna sie pozby¢, stosujac indukcyjnie lemat 3.2.

Lemat 3.3. Niech A € M, (Z), A* = I dla pewnej liczby calkowitej k, oraz vy, (A) = I dla
liczby catkowitej m. Wowczas jeslim > 2, to A= 1, a jeslim =2, to A> =1.

Sensownym podejsciem do problemu klasyfikacji skonczonych podgrup GL(n,Z) wydaje sie
wiec badanie podgrup GL(n,Zs) i ich podniesien do GL(n,Z). By¢ moze jakie$ ciekawe re-
zultaty mozna uzyskaé, patrzac na GL(n, Z,,) dla m > 3, albo dla m = 2 przy ograniczeniach
wynikajacych z lematu 3.3. Jednak te metody nie doprowadzity do sklasyfikowania skonczo-
nych podgrup SL(3,Z) i nie bedziemy sie nimi dalej zajmowac.

3.1.2. Analiza w GL(n,C)

Pewne informacje o postaci macierzy z GL(n,Z) skonczonego rzedu mozna uzyskaé przecho-
dzac do ciata liczb zespolonych. Rozpatrujac dziatanie rézniczki przeksztalcenia zadanego
przez macierz o wspélczynnikach catkowitych na rozmaitoéci abelowej mozemy zmieni¢ baze
na dowolng zespolona, rezygnujac z reprezentacji catkowitoliczbowej. Wobec tego informacje
uzyskane przez przejscie nad cialo liczb zespolonych niewatpliwie beda przydatne.

Zauwazmy, ze jesli macierz A wymiaru n X n ma skonczony rzad, to jej wyznacznik jest pier-
wiastkiem pewnego stopnia z jedynki w ciele, nad ktérym jest zdefiniowana. W szczegdlnosci
jesli A € M, (Z), to det A = +1, wiec A jest odwracalna—lezy w GL(n,Z).

Lemat 3.4. Jesli A € GL(n,Z) ma skoriczony rzqd, to jest diagonalizowalna nad C.

Dowdd. Cheemy wykazaé, ze po przejéciu do postaci Jordana dla A wszystkie klatki beda
miaty wymiar 1. Jesli macierz B jest klatka Jordana odpowiadajacg wartosci wtasnej o # 0,
to w B™ nad przekatna pojawiaja sie wartoéci na™ 1. Mozna to latwo udowodnié¢ indukeyjnie.
Wobec tego klatka wymiaru wigkszego od 1 ma skoniczony rzad tylko jesli odpowiada wartosci
wlasnej 0. Ale macierz skonczonego rzedu ma wszystkie wartoéci wlasne niezerowe, poniewaz
jej wyznacznik jest pierwiastkiem z 1.
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Mozna opisa¢ doktadnie, do jakich zespolonych macierzy diagonalnych moga by¢ podobne
macierze skonczonego rzedu o wspotrzednych catkowitych — pewne informacje na ten temat
znajduja sie w pracy [KP02]. Nie zajmujemy sie tym dalej, poniewaz nie jest to istotne dla
wynikow pracy.

Z postaci wielomianu charakterystycznego macierzy o wspoétczynnikach catkowitych skon-

czonego rzedu mozna wyciagnaé¢ pewne wnioski dotyczace wymiaru zbioru punktéw statych
dziatania na rozmaitosci abelowej.

Lemat 3.5. Jesli A € GL(n,Z), n jest nieparzyste i A ma skoriczony rzad, to A ma warto$é
wlasng rowng +1. Jesli A € SL(n,Z), to 1 musi byé wartoscig wlasng A.

Dowdd. Wielomian charakterystyczny A ma wspélezynniki catkowite, wiec w szczegdlno-
$ci rzeczywiste. Poniewaz jest nieparzystego stopnia, to ma przynajmniej jeden pierwiastek
rzeczywisty a. Jako warto$é wlasna A, « jest pierwiastkiem z 1, wiec o = +1.
Co wiecej, kazdej z pozostatych wartosci wtasnych A odpowiada sprzezona do niej wartosé
wlasna. Ta odpowiednio$é przenosi sie rowniez na wektory bazy Jordana — klatkom dla war-
toéci 3 odpowiada identyczny uklad klatek dla 3, ze wzgledu na symetrie réwnan na wektory
wlasne dla sprzezonych wartosci. Wobec tego iloczyn wszystkich wartosci wlasnych oprécz a
jest dodatni. W przypadku A € SL(n,Z) iloczyn wszystkich wartosci wlasnych jest réwny
det A = 1, wiec rowniez a > 0, czyli a = 1.
Mozna dodaé, ze jesli A ¢ SL(n,Z), to na mocy analogicznego rozumowania ma wartosé
wlasng oo = —1.

O

Whiosek 3.6. Skoriczone podgrupy cykliczne w SL(3,7) majg przynajmniej jednowymiarowq
trywialng podreprezentacje, wiec, uwzgledniajgc przyjete w punkcie 1.3 zalozZenia, nie bedziemy
przeprowadzaé dla nich konstrukcji Kummera.

Whniosek 3.7. Jesli A € SL(3,7Z) jest skoriczonego rzedu oraz A # I, to punkty stale dzia-
tania A na C3 tworzq zbior wymiaru 1.

3.2. Klasyfikacja skoniczonych podgrup SL(3,7)

Celem tej czesci pracy jest wyjasnienie, w jaki sposéb zostata przeprowadzona klasyfikacja
skonczonych niecyklicznych podgrup SL(3,7Z) z dokladnoscia do sprzezenia w GL(3,7Z).

Klasyfikacje z dokladnoscia do izomorfizmu mozna znalezé w [Ne72], IX.14.

Lemat 3.8. Nietrywialne skoriczone podgrupy SL(3,7Z) z dokladnoscig do izomorfizmu to

o grupy cykliczne Zo, Zs, 24, Zg,
o grupy dihedralne Dy, Dg, Dg, Dia,

e grupa Ay permutacji parzystych zbioru czteroelementowego (inaczej: grupa T izometrii
czworosciany),

o grupa Sy wszystkich permutacji zbioru czteroelementowego (inaczej: grupa O izometrii
szescianu,).
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Przypomnijmy, ze grupa Dy jest izomorficzna z Zo X Zs, a Dg z S3— grupa permutacji zbioru
trzyelementowego.

Kazda klase izomorfizmu podgrup skoniczonych chcemy podzieli¢ wzgledem relacji sprzezo-
nosci w GL(3,7Z). Algorytm zastosowany do tej klasyfikacji opiera si¢ na dwoch krokach:

1. znalezieniu reprezentantéw klas sprzezonosci maksymalnych podgrup skonczonych w
grupie GL(3,7Z),

2. wyznaczeniu klas sprzezonosci dowolnych podgrup skonczonych poprzez analize mak-
symalnych,

oraz ponizszym spostrzezeniu:

Lemat 3.9. Niech G bedzie dowolng skoniczong podgrupg w SL(3,7Z), a {H;}icr rodzing
reprezentantow wszystkich klas sprzezonosci maksymalnych podgrup skoriczonych w GL(3,7).
Wowczas G jest sprzezona w GL(3,Z) z podgrupg G' zawartq w H; N SL(3,7Z) dla pewnego
1€ 1.

Dowdéd. Z twierdzenia Minkowskiego (tw. 3.1) wynika, ze rzad skoniczonej podgrupy GL(3,7Z)
jest mniejszy niz rzad grupy GL(3,Zs3). Wobec tego w GL(3, Z) istnieja maksymalne podgrupy
skonczone. Ponadto kazda skonczona podgrupa GL(n,Z) zawiera si¢ w pewnej maksymalnej
podgrupie skonczonej.

Teraz wystarczy wzia¢ maksymalna skonczona podgrupe H < GL(3,7Z) zawierajaca G i
zauwazy¢, ze H jest sprzezone z pewnym H;. Poniewaz sprzezenie nie zmienia wyznacznika
macierzy, to przeksztalca G na podgrupe przeciecia H; N SL(3,7Z).

O

Wobec tego wystarczy znalezé reprezentanty klas sprzezonosci maksymalnych skoniczonych
podgrup GL(3,7Z), przeciaé je z SL(3,7) i sklasyfikowaé¢ podgrupy tych przecieé z doktadno-
Scia do sprzezonosci w GL(3, Z). Odrzucamy podgrupy cykliczne, poniewaz nie sa interesujace
ze wzgledu na dalsze zastosowania wynikow.

3.2.1. Maksymalne skoniczone podgrupy GL(3,7)

Do wyliczenia klas sprzezonosci nad Z maksymalnych podgrup GL(3,7Z) zostal wykorzystany
pakiet CARAT, przeznaczony przede wszystkim do obliczen krystalograficznych. Maksymalne
skonczone podgrupy GL(n,Z) naleza do klasy grup Bravais, uzywanych w krystalografii. To
wynika natychmiast z definicji i podstawowych wlasnosci grup Bravais, podanych w [OPS98].
Programy pakietu CARAT potrafia podaé¢ grupy Bravais (do wymiaru 6), trzeba tylko wybraé
spoérod nich maksymalne podgrupy skonczone.

Uwaga 3.2.1. Kazda maksymalna skoticzona podgrupa GL(n,7Z) zawiera element —I, po-
niewaz to jest element centrum GL(n,Z).

Program Bravais_inclusions (z opcja -S) pakietu CARAT podal wszystkie grupy Bravais
w GL(3,7Z) zawierajace podgrupe {I,—1} ~ Zo. Z uwagi 3.2.1 wynika, ze w tym zbiorze
znalazly sie wszystkie maksymalne skonczone podgrupy GL(3,Z). Ta sama funkcja pozwolita
wyeliminowaé grupy zawarte w ktorej$ z pozostalych grup tego zbioru, czyli na pewno nie
bedace maksymalnymi skoniczonymi podgrupami G L(3, Z). Pozostaly cztery grupy, trzy rzedu
48 i jedna rzedu 24. Z dalszych obliczen wynika, ze to sa maksymalne podgrupy skonczone w
GL(3,Z). Dowbd tego faktu praktycznie nie jest do niczego potrzebny — wystarczy, ze jest
ich nieduzo i ze umiemy sklasyfikowa¢ ich podgrupy.
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3.2.2. Wszystkie skoniczone niecykliczne podgrupy SL(3,7Z)

Do wybrania klas sprzezonosci skoniczonych niecyklicznych podgrup SL(3,Z) z czterech mak-
symalnych podgrup skonczonych uzyto pakietu GAP. Przeciecie kazdej z czterech otrzyma-
nych podgrup z SL(3,7Z) jest indeksu 2, wiec dane wejsciowe sktadaja sie z trzech podgrup
rzedu 24 i jednej rzedu 12— w tabeli w punkcie 3.2.3 sa to grupy S4(1), Si(2), S4(3) oraz
D12.

Zastosowany osobno dla kazdej z czterech podgrup algorytm polega na podziale elementéw na
kilka list wzgledem ich rzedu w grupie i utworzeniu list podgrup danego typu poprzez spraw-
dzanie relacji na generatorach. Mozna to zrobié¢ efektywnie, poniewaz wszystkie skonczone
podgrupy SL(3,Z), podane w tresci lematu 3.8, oprécz grup cyklicznych, maja prezentacje
o dwdéch generatorach i jednej relacji. Powtarzajace sie podgrupy (identyczne lub sprzezone
w danej podgrupie maksymalnej z jakas wezesniej utworzona) byly usuwane na biezaco, zeby
przyspieszy¢ obliczenia. W wyniku otrzymano troche ponad dwadziescia podgrup, co udato
sie poprawi¢ do doktadnie dwudziestu poprzez zastosowanie réznych heurystyk.

Zbadanie dziatania otrzymanych reprezentacji grup na produkcie trzech krzywych eliptycz-
nych nasuneto przypuszczenie, ze cztery z dwudziestu grup sg zbedne. Faktycznie, udato sie
znalez¢é macierze sprzegajace je z innymi sposréd pozostatych szesnastu. Pozostate definiuja
rozne dziatania na produkcie trzech krzywych eliptycznych. Okazuje si¢ jednak, ze same wie-
lomiany Poincaré nie wystarcza do ich rozréznienia. Szczegdlnie ciekawe pod tym wzgledem
przypadki to 6.1.3 i 6.1.4, skomentowane w punkcie 6.1.4.

3.2.3. Podsumowanie wynikéw
Tabela podsumowuje wyniki klasyfikacji. Podajemy generatory reprezentantéw wszystkich

klas sprzezonosci skonczonych podgrup SL(3,7Z). Oznaczenia grup w tabeli beda réwniez
uzywane do oznaczania klas sprzezonosci reprezentowanych przez te grupy.
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Dla otrzymanych wynikéw uogdlnionej konstrukcji Kummera w przypadku tréjwymiarowym
istotna jest nastepujaca definicja:

Definicja 3.2.1. Powiemy, ze skoticzone podgrupy G,G' < GL(n,Z) sq dualne, jesli ma-
cierze w G' sq otrzymywane przez transpozycje macierzy w G. Klasy sprzezonosci podgrup
GL(n,Z) sq dualne, jesli mozna wybraé dualne reprezentanty.

Pomijamy sprawdzenie poprawnoéci drugiej czedci powyzszej definicji, poniewaz jest tatwe.

Uwaga 3.2.2. Mamy nastepujgce relacje (otrzymane przez obliczenia wykonane za pomocg
programu GAP):

e kazda z nastepujgcych klas sprzezonosci grup jest dualna do siebie samej: Dy(1), D4(2),
Dg(3), Ds(1), Ds(2), Dia, Aa(1), Sa(1);

e nastepujgce pary klas sprzezonosci grup sq dualne: Dy(3) i Dy(4), De(1) i Dg(2), A4(2)
i A4(3), S4(2) i Sa(3).

Na mocy lematu 1.3, jesli w klasie sprzezonosci grupy H istnieje podgrupa grupy G, to
istnieje wymierne odwzorowanie z rozmaitosci Kummera dla H w rozmaito$¢ Kummera dla
G. Znajomo$é odwzorowan miedzy rozmaitosciami Kummera moze by¢ przydatna w dalszych
badaniach konstrukcji. Wobec tego podajemy relacje pomiedzy klasami sprzezonoéci grup, dla
ktérych przeprowadzamy konstrukcje.

Uwaga 3.2.3. Ponizszy diagram przedstawia relacje pomiedzy klasami sprzezZonos$ci skonczo-
nych podgrup SL(3,7). Strzalka od grupy H do grupy G oznacza, Ze istnieje H' sprzezona z
H, bedgca podgrupg G. Zeby rysunek byl czytelny, nie rysujemy strzatek, ktore pochodzq od
ztozen narysowanych strzalek.

D6(2) D12
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Rozdziat 4

Konstrukcja rozmaitosci
tréjwymiarowych

Ten rozdzial stanowi wprowadzenie do obliczen dla konstrukcji Kummera zastosowanej do
produktu trzech krzywych eliptycznych. W poprzednim rozdziale oméwiona zostata klasyfi-
kacja skonczonych niecyklicznych podgrup SL(3,7Z) z dokladnoscia do sprzezenia w GL(3,7Z).
Teraz chcemy z kazdej klasy sprzezonoéci wybraé¢ jedna grupe i przeanalizowaé jej dziatanie
na produkcie trzech krzywych eliptycznych. Zaprezentowane tu stwierdzenia odnosza sie do
sytuacji tréjwymiarowej. Stanowig one szczegdlny przypadek twierdzen udowodnionych w
pracy [AWO08].

W tej czeSci pracy G jest skonczona podgrupa SL(3,Z). Niech H bedzie podgrupa G.
Przez N(H) oznaczamy normalizator H w G, natomiast W(H) = N(H)/H to grupa Wey-
la podgrupy H. Jesli podgrupa H jest cykliczna, czyli H = (h), przyjmujemy oznaczenia
N(h) := N((h)) 1 W(h) :== W({(h)).

Przyjrzyjmy sie, jakie dane o strukturze dzialania grupy G na A3 sg potrzebne do policzenia
kohomologii rozmaitosci Kummera.

4.1. Kohomologie otrzymywanych rozmaitosci

Zeby wyliczy¢ kohomologie tréjwymiarowych rozmaitosci Kummera, bedziemy postepowaé
analogicznie jak w przypadku dwuwymiarowym. Znalezienie wielomianu Poincaré ilorazu
Y = A%/G wykorzystuje podstawy teorii reprezentacji i nie jest trudne. Obliczenia zostaty
wykonane za pomocg prostej funkcji w programie GAP, opartej na wzorach z rozdzialu 2. w
[FH91], jak dla przypadku dwuwymiarowego (zob. 2.3). Gléwny problem to zbadanie wpltywu
rozwigzan osobliwo$ci na wartosci liczb Bettiego.

Zeby zastosowaé twierdzenie 2.2, musimy wybraé¢ odpowiednig stratyfikacje rozmaitoéci V i
X. W rozmaitoéci Y mozemy wyrdézni¢ stratum wymiaru 0— zbiér punktéw o niecyklicz-
nej grupie izotropii, stratum wymiaru 1— krzywe punktéw o cyklicznych grupach izotropii
bez punktéw o wigkszych stabilizatorach, oraz stratum wymiaru 3 — gladka czeéé¢ Y. Biorac
przeciwobrazy stratow przy rozwiazaniu osobliwosci otrzymamy stratyfikacje rozmaitosci X.
Strata beda mialy wymiary odpowiednio 1, 2 i 3. Tréjwymiarowe stratum bedzie takie samo
jak dla Y.

Policzymy wirtualny wielomian Poincaré tréjwymiarowego stratum, odejmujac od wielomia-
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nu Y wielomiany nizszych stratéw. W tym celu musimy wyznaczy¢ liczby krzywych punktow
osobliwych iich punkty przeciecia oraz dziatanie grup Weyla na punktach osobliwych. Nastep-
nie do otrzymanego wyniku dodamy wielomiany rozwiazan osobliwosci. To wymaga jeszcze
doktadniejszej analizy dziatania grup na A% — konieczna jest znajomo$é dziatania grup Weyla
réwniez na wigzkach tworzacych rozwiazania osobliwosci nad krzywymi osobliwymi.

4.2. Struktura zbioru punktéw osobliwych

Na poczatek zobaczmy, jak wygladaja zbiory punktéw statych dziatania podgrup G w A3
przed przejéciem do ilorazu. Ogélnie, punkty state dziatania cyklicznych podgrup G beda
ukladaé sie na krzywych, natomiast zbiér punktow statych podgrup niecyklicznych jest dys-
kretny.

Zbiér punktéw statych wybranej podgrupy cyklicznej sktada sie z roztacznych krzywych elip-
tycznych. Dowdd tego faktu tatwo wynika z lematu 3.7. Dla wybranej podgrupy H < G
krzywe jej punktéw statych bedziemy nazywaé krzywymi wyznaczonymi przez podgrupe H.
Krzywe wyznaczone przez podgrupe cykliczna H moga zawieraé, i czesto zawieraja, punk-
ty o wyzszych (niecyklicznych) grupach izotropii. Sa to punkty przeciecia dwoch lub wiecej
krzywych wyznaczonych przez rézne podgrupy cykliczne.

Jesli podgrupy H i H' sa sprzezone, to zbiory punktéw stalych dzialania tych podgrup sa
utozsamiane w ilorazie A4%/G. Wobec tego, zeby znalezé liczbe sktadowych zbioru punktéw
osobliwych w Y, wystarczy z kazdej klasy sprzezonosci wybraé¢ jedna podgrupe cykliczng i
policzy¢ wyznaczone przez nig krzywe.

Na zbiorze punktéw stalych podgrupy cyklicznej H dziala grupa Weyla W (H). To dzialanie
moze utozsamiaé¢ pewne krzywe wyznaczone przez H. Czesto dzialanie pewnej podgrupy
W (H) mozna obcia¢ do poszczegdlnych krzywych. Wybierzmy nierozkladalng sktadowa K
zbioru punktéw osobliwych w Y, zawierajaca wylacznie obrazy punktéw o grupie izotropii H.
Krzywa K jest obrazem krzywej wyznaczonej przez podgrupe H, z ktorej wyrzucamy punkty o
wyzszych grupach izotropii (lub kilku takich krzywych). Przez A oznaczmy wybrana krzywa
eliptyczng w A3, ktérej obrazem jest domkniecie K. Niech Wi bedzie podgrupa W (H ), ktéra
zachowuje Ax. Wowczas znormalizowane domkniecie K, oznaczane przez K, jest izomorficzne
z ilorazem Ay /Wy (zob. [AWO08]). To stwierdzenie nie byloby prawdziwe, gdyby$my na
przyktad patrzyli na domkniecie K bez normalizacji. Punkty o niecyklicznej grupie izotropii
lezace na Ax moga zostaé utozsamione przez dzialanie G w taki sposdb, ze domkniecie
krzywej K bedzie réwne ilorazowi Ax /Wi ze sklejonymi dwoma punktami. Inaczej, krzywa
Ak /Wi bedzie dwukrotnie przechodzila przez pewien punkt Y. Taka sytuacja wystepuje w
przypadku grupy Dj2, opisanym dokladnie w punkcie 5.1.

W niektérych przypadkach na krzywej eliptycznej Ax leza punkty o niecyklicznej grupie
izotropii, ktore sa sklejane w ilorazie, ale to utozsamienie pochodzi od dziatania grupy Wy.
Woéwezas otoczenia tych punktow na krzywej A rowniez sg sklejane w ilorazie, czyli w tej sy-
tuacji krzywa Ag /Wi nie bedzie przechodzila przez punkt ilorazu dwukrotnie — jest to inna
sytuacja niz poprzednio. Normalizacja krzywej K nie bedzie izomorfizmem, poniewaz punk-
ty o niecyklicznej grupie izotropii nie sa normalne na krzywej, ale bedzie homeomorfizmem.
Takie krzywe pojawiaja sie w przypadku jednej z grup Dg, w punkcie 5.2.2.
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4.3. Kohomologie rozwigzan nad krzywymi

Niech K bedzie sktadowg zbioru punktéw osobliwych w Y, bedaca obrazem krzywej elip-
tycznej A C A3 wyznaczonej przez podgrupe cykliczna H (z ktérej wyrzucamy punkty o
niecyklicznej grupie izotropii). Chcemy zrozumieé, jak wygladaja rozwiazania osobliwosci na
krzywej K.

Rozwazamy lokalnie produktowe rozwiazania osobliwosdci nad krzywymi. Poniewaz dzialanie
H na C3 rozktada si¢ na sume prosta trywialnego dziatania na przestrzeni jednowymiarowej
oraz dzialania na przestrzeni dwuwymiarowej, mozemy skonstruowaé¢ rozwigzanie produk-
towe nad Ax C A3, ktérego wléknem bedzie przeciwobraz punktu osobliwego w pewnym
rozwigzaniu osobliwoéci C2/H. Rozwiazanie nad krzywa K konstruujemy biorac iloraz roz-
wiazania produktowego (o ustalonym wiéknie F') nad krzywa eliptyczna Ax przez dzialanie
grupy Weyla podgrupy H na tej krzywej (zob. [AWO0S]).

Niech F' bedzie przeciwobrazem punktu osobliwego przy minimalnym rozwigzaniu dwuwy-
miarowej osobliwosci ilorazowej C2?/H. Poniewaz wybrane rozwiazanie osobliwosci dwuwy-
miarowej jest krepantne, to lokalnie produktowe rozwigzanie o witoknie F' réwniez bedzie
krepantne. Zeby policzyé¢ wklad rozwiazania osobliwosci nad krzywa K w kohomologie X,
musimy znalezé kohomologie ilorazu wiazki Ax x F przez dzialanie Wx. W tym celu wpro-
wadzimy notacje wielomianéw Poincaré o wspétczynnikach w reprezentacjach.

Przyjrzyjmy sie dzialaniu Wx na kohomologiach Ax x F. Kohomologie produktu to ilo-
czyn tensorowy kohomologii czynnikéw: H"(Ax x F) = @I, H'(Ax) ® H"(F) (formuta
Kiinnetha). Izomorfizm pochodzi od rzutowan produktu na czynniki, wiec dzialanie Wi na
H"™(Ag X F) jest zadane przez iloczyn tensorowy obcieé dziatania Wi na otoczeniu Ay do Ax
i F. Dzialanie na H*(Ag) pochodzi od obciecia reprezentacji Wy, wiec je znamy. Zbadanie
dzialania na H*(F') wydaje sie trudniejsze. Okazuje si¢ jednak, ze zrozumienie indukowanego
dziatania na kohomologiach wiéknach rozwigzania produktowego nie jest problemem, ponie-
waz w rozpatrywanych przypadkach zachodzi odpowiednio$¢ McKaya (zob. np. [Re02]). W
szezegllnosei dzialanie W (H) na kohomologiach widkna F' jest takie, jak dzialanie W (H) na
klasach sprzezonosci w grupie H.

Zobaczmy, jak wygladaja wielomiany Poincaré badanych rozmaitosci. Niech vg oznacza roz-
patrywana reprezentacje Wk na przestrzeni kohomologii krzywej A, natomiast nx — znana
dzigki odpowiednioéci McKaya reprezentacje Wy w kohomologiach widékna F'. Przyjmijmy,
ze vg = @; u% jest rozkladem reprezentacji vx na sume prosta podreprezentacji odpowiada-
jacych poszczegdlnym przestrzeniom kohomologii krzywej Ag. Analogicznie mamy rozklad
Nk = P; 17}(. Ponadto przez p(p) oznaczamy operacje przypisania reprezentacji p wymiaru
jej maksymalnej trywialnej podreprezentacji (czyli podprzestrzeni punktéw statych dziala-
nia). Przy tych oznaczeniach wielomian Poincaré ilorazu Ax /Wi bedzie réwny

o @ viet) = B oA
i 4
natomiast wielomian Poincaré ilorazu wigzki Ax x F przez dzialanie Wi to

(@ vict) @ @ nict?) = SO v & e )e

m =0

W obliczeniach trzeba uwzgledni¢ zawarte w krzywej Ax punkty o wyzszych grupach izo-
tropii oraz dziatanie W na tych punktach. Zostanie to doktadnie wyjasnione w nastepnym
rozdziale, opisujacym przykladowe obliczenia.
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4.4. Zastosowanie odpowiedniosci McKaya

Do policzenia kohomologii rozwiazan osobliwo$ci podgrup cyklicznych brakuje nam jedynie
informacji, jak moga wyglada¢ reprezentacje Wi w kohomologiach wtokna wiazki F'. Okazuje
sie, ze jest bardzo niewiele mozliwosci — opisujemy tutaj wszystkie, zeby w dalszym ciagu
pracy odwolywaé sie do tego punktu.

W rozpatrywanej sytuacji F' jest dywizorem wyjatkowym rozwiazania dwuwymiarowej osobli-
wosci ilorazowej C2/H. Grupa H to jedna z grup Zs, Zs3, Z4, Zg, wicc osobliwosci sa typu A1,
As, A3 lub As. Dla osobliwoéci typu A,, dywizor wyjatkowy F' jest tafnicuchem P!, zlozonym
z n krzywych. Wobec tego niezerowe kohomologie F to HY(F) =11 H*(F) = C".

Mozemy utozsamié elementy bazy {a, ... ay,} przestrzeni H2(F) z klasami sprzezonoéci nie-
trywialnych elementéw w grupie H. Z odpowiednioéci McKaya (zob. [Re02]) wynika, ze wow-
czas dziatanie Wy na H2(F) w bazie {1, ... a,} jest identyczne z dziataniem Wi na klasach
sprzezonosci w H. Poniewaz H jest przemienna, to klasy sprzezonosci sg jednoelementowe,
czyli w rzeczywistosci rozpatrujemy dziatanie Wy na H przez sprzezenie.

Wiéréd rozpatrywanych grup zachodza nastepujace trzy przypadki:

4.4.1. Wi =0

Wtedy oczywiscie dzialanie na kohomologiach jest trywialne.

4.4.2. Wk =7

Jedli H = Zo, to dziatanie W na kohomologiach F' musi by¢ trywialne.

Okazuje sie, ze w pozostatych przypadkach grupa generowana przez H i generator Wi jest
nieprzemienna. Wobec tego dowolny generator H jest przeksztalcany na inny generator tej
podgrupy. Grupa H jest jedng z grup cyklicznych Zs, Z4, Z¢ — kazda z nich ma dokladnie dwa
generatory, wiec sa one zamieniane przez dzialanie Wi . Dla Z, element rzedu 2 oczywiscie
jest przeksztalcany na siebie. Dla Zg elementy rzedu 3 sa zamieniane, natomiast element
rzedu 2 jest punktem stalym dziatania Wi.

Niech {a, f} bedzie baza przestrzeni liniowej, na ktérej Zo dziala zamieniajac wektory bazo-
we. Po przejsciu do bazy {a + (3, — 3} dzialanie zapisuje sie jako 1 @ ¢, czyli suma prosta
jednowymiarowych reprezentacji Zso: trywialnej oraz standardowej (¢ = —1). Dalej bedzie-
my to zapisywacé jako 1 + e, w ogblnym przypadku grupujac sktadniki odpowiadajace tej
samej reprezentacji. Korzystajac z tej obserwacji mozemy zapisa¢ dziatanie Zs na przestrzeni
kohomologii H?(F) nastepujaco:

grupa | reprezentacja | podprzestrzenie stale
Zo 1 1
Z3 1+¢ 1
Z4 24+ ¢ 2
Zg 3+ 2 3

Ostatnia kolumna tabeli zawiera wymiar podprzestrzeni niezmienniczej dziatania danej re-
prezentacji Zs na przestrzeni H?(F).
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4.4.3. WK = Z2 X Zg

Grupa Wg = Zo X Zo pojawia wytacznie sie dla H = Zo, a wtedy dzialanie na kohomologiach
F' jest trywialne.

4.5. Punkty o niecyklicznej grupie izotropii

Jesli H' < G jest podgrupa sprzezong do H, to dzialanie G przeprowadza punkty state dziala-
nia H' na punkty stale dzialania H. Wobec tego przy liczeniu punktéw o niecyklicznej grupie
izotropii w ilorazie A3 /G teoretycznie mozna si¢ ograniczy¢ do wyboru jednej podgrupy z kaz-
dej klasy sprzezonosci. Nie jest to jednak najwygodniejsza metoda. Policzenie kohomologii
jednowymiarowego stratum wymaga wyznaczenia liczby punktéw o wiekszej grupie izotropii
na kazdej krzywej w A® wyznaczonej przez podgrupe cykliczna oraz zrozumienia dzialania G
na zbiorze tych punktéw. W tej sytuacji ograniczenie badania punktéw o niecyklicznej gru-
pie izotropii do reprezentantéw klas sprzezonosci powoduje, ze bardzo latwo mozna pominaé
niektére punkty na krzywych. Inny pomyst to rozwazanie przecie¢ wszystkich krzywych wy-
znaczonych przez podgrupy cykliczne, co jednak nie jest zbyt efektywne dla duzych grup G.
Najlepsza metoda okazalo sie badanie punktow statych wszystkich podgrup niecyklicznych,
nie tylko reprezentantéw klas sprzezonosci.

Jedli H < G jest wlasciwa podgrupa niecykliczna, to na zbiorze punktéw o grupie izotropii
réwnej H dziala normalizator N (H), wiec moze by¢ tak, ze niektére punkty przechodza na
ten sam punkt w ilorazie.

Istnienie rozwigzan osobliwosci w punktach o niecyklicznej grupie izotropii nie jest oczywiste.
Konstruuje si¢ je, stopniowo rozwiazujac osobliwosci pochodzace od dziatania kolejnych pod-
grup normalnych. Jak wynika z pracy [AWO08|, w przypadku tréjwymiarowym mozna spelnié
wszystkie warunki wymagane do przeprowadzenia takiej konstrukcji. W ten sposéb mozna
uzyskaé krepantne rozwiazania osobliwosci.

Chcemy znaé¢ kohomologie dywizoréw wyjatkowych dla rozwiagzan osobliwoéci ilorazowych
pochodzacych od niecyklicznych skonczonych podgrup SL(3,Z). Jak poprzednio, skorzystamy
z odpowiednioéci McKaya (zob. [BM94]) — liczba krzywych P! w rozwiazaniu osobliwosci
ilorazowej dla grupy H jest réwna liczbie klas sprzezonoéci elementéw w tej grupie. Liczbe
klas sprzezonosci w skonczonej grupie mozna policzy¢ za pomocg prostej funkcji w programie
GAP. Wielomiany Poincaré sa nastepujace:

grupa | wielomian
Dy 1+ 3t?
D¢ 1+ 2¢2
Dg 1+ 4t2
D1y 1+ 5t°
Ay 1+ 3t2
Sy 1+ 4¢2

Korzystajac z tych informacji mozemy policzyé¢ kohomologie wszystkich tréjwymiarowych
rozmaitosci Kummera.
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Rozdziat 5

Przykitady

Obliczenia dla wszystkich szesnastu rozpatrywanych grup opieraja sie na tych samych meto-
dach. Wobec tego doktadnie opisujemy tylko pewne przyktady, ilustrujace charakterystyczne
dla tréjwymiarowej konstrukcji Kummera zjawiska. Wyniki dla pozostalych grup zostana
podane bardziej skréotowo w nastepnym rozdziale.

W trzech przypadkach przedstawiamy szczegdly obliczen wykonanych w celu policzenia koho-
mologii oraz strukture otrzymywanych w uogdlnionej konstrukeji Kummera rozmaitosci. Na
poczatek analizujemy doktadnie przypadek grupy Dio. Dalej poréwnujemy wyniki konstrukeji
dla dwéch niesprzezonych reprezentacji grupy Ds.

Format opisu rozwigzan

Dane dotyczace krzywych osobliwych w ilorazie A%/G sa podsumowane w tabelach. Kolejne
kolumny tabeli podaja nastepujace informacje:

e grupa— typ podgrupy, ktorej dziatlanie badamy; w nawiasie podany jest typ osobliwo-
$ci ilorazowej odpowiadajacej tej podgrupie;

e generator — macierz generujaca badana podgrupe (wybdr podgrupy z klasy sprzezo-
nodci, jak réwniez wybor generatora, czesto nie jest jednoznaczny);

e réwnania — réwnania we wspoélrzednych eq, es, e3 w A3, opisujace zbiér punktéw
statych dzialania badanej podgrupy;

e sktadowe — liczba sp6jnych sktadowych (krzywych eliptycznych w A3) zbioru punktéw
statych dzialania badanej podgrupy;

e W(g) — grupa Weyla badanej podgrupy;

e iloraz — krzywe, z ktorymi izomorficzne sg ilorazy sktadowych zbioru punktéw statych
danej grupy przez dzialanie grupy Weyla (czasami pojawiaja sie rézne klasy izomorfi-
zmu) oraz liczba odpowiednich krzywych w ilorazie;

o Wy —podgrupa grupy Weyla dzialajaca na danej krzywej (osobno dla wszystkich ro-
dzajéw krzywych w poprzedniej kolumnie, w odpowiadajacych im wierszach).

Taki sposob opisu rozwiazan bedzie uzywany w tym oraz w nastepnym rozdziale.
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5.1. Konstrukcja dla grupy D,

Grupa G to reprezentacja Do w SL(3,Z). W GL(3,Z) jest tylko jedna klasa sprzezonosci
podgrup izomorficznych z D12. Podane generatory G sa odpowiednio rzedu 2 i 6.

01 0 010
G = < 10 O], -1 10 >

0 0 —1 0 01
Przyjrzyjmy sie obliczeniom prowadzacym do zrozumienia struktury konstruowanej rozma-
itosci. Zastosowane metody tworza prawie ogélny algorytm — poszczegdlne przypadki réznia
si¢ tylko pewnymi szczegétami. Opisywane dzialanie grupy Dis jest jednym z najbardziej
ztozonych przypadkéw.

5.1.1. Punkty stale podgrup cyklicznych
Na poczatku trzeba wyznaczy¢ zbiory punktéw statych dla reprezentantéw klas sprzezonosci

podgrup cyklicznych D12. W tej grupie sa trzy klasy sprzezonosci podgrup Zso oraz po jednej
klasie Zs i Zg. Nastepujace elementy grupy G beda potrzebne przy analizie konstrukeji:

-1 0 O -1 1 0 -1 00
g=1]-11 0|, go = o1 0], gs = 0 -1 0 |,
0 0 —1 0 0 —1 0 01
01 0 -1 10 010
go=11 0 0 ], g=1]1—-10 0 |, g=| —1 1 0
0 0 -1 0 01 0 01

Elementy g1, g2, g3 i g4 sa rzedu 2, g5 jest rzedu 3, a gg — rzedu 6. Zauwazmy ponadto, ze
93 = gg oraz gs = gg.

Zacznijmy od podgrupy Zo generowanej przez g;. Punkty, na ktérych ta podgrupa dziata
trywialnie, spelniajag warunki ey = —eq, €5 = e2 —e1 1 e3 = —e3. Z drugiej réwnodci wy-
nika, ze e; = 0, trzecia jest rownowazna 2e3 = (. Wobec tego krzywe punktéw stalych to
zbiory zapisane we wspoOlrzednych jako {(0, e2, ) }, gdzie ey jest parametrem przebiegajacym
krzywa eliptyczna, a « spetnia 2a = 0. Réwnanie 2ac = 0 ma cztery rozwiagzania na krzywej
eliptycznej, wiec dostajemy cztery roztaczne krzywe eliptyczne w A3.

Normalizator tej podgrupy Zs jest generowany przez g1 i gs; generatorem W (gp) jest obraz
93, W(g1) = Zo. Dziatanie W (g;) na punktach stalych (g1) jest nastepujace: (0,e2,a) —
(0, —e2, ). Wobec tego W (g1) dziala na kazdej krzywej punktéw stalych przez inwolucje.
Torazem krzywej eliptycznej przez dziatanie inwolucji jest PL. Tutaj w ilorazie A3/G nieko-
niecznie dostaniemy P!, poniewaz punkty o wyzszej grupie izotropii mogg zostaé¢ posklejane.
Natomiast jedli wyrzucimy z krzywych punktéw stalych dla dane podgrupy wszystkie punk-
ty o wyzszej grupie izotropii, to obraz w A3/G bedzie izomorficzny z ilorazem krzywej bez
wyrzucanych punktéow przez odpowiednie dziatanie.

Roéwnania punktéw stalych dla podgrupy (g2) ~ Za to e1 = —e1 + €2, ea = e2 i e3 = —es.
Krzywe punktow stalych sa opisane warunkami 2e; = es i 2e3 = 0, wiec mamy cztery
skladowe parametryzowane ej, postaci {(e1,2e1, @)}, odpowiadajace rozwiazaniom réwnania
2ac = 0. Grupa Weyla W (gs2) tak jak poprzednio jest generowana przez gs. Dziala przez
inwolucje na kazdej krzywej: (e1,2e1,a) — (—e1, —2e1, @).
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Trzecia podgrupa Zs jest generowana przez gs, czyli trzecia potege generatora Zg. Jest pod-
grupag normalna, a nawet centrum G. Wobec tego N(g3) = G, a W (g3) ~ Dg jest generowana
przez g1 i gs. Rownania punktéw statych to 2e; = 01 2e3 = 0, e3 jest parametrem. Dostajemy
16 roztacznych krzywych punktow statych, odpowiadajacych parom rozwiazan rownan na eg
ies: {(o,0,€3)}, 20 =0, 25 =0.

Trzeba sprawdzié, jak W (gs) dziata na zbiorze krzywych punktéw statych dla gz. W orbicie
punktu (o, 3,e3) przy dzialaniu W(gs) znajduja sie punkty (8,a + (,e3), (o + 3, e3),
(o, 0 + B, —e3), (B,a,—e3), (o + (3,3, —e3). Rozpatrzmy trzy przypadki:

1. « = f = 0—na krzywej (0,0,e3) dzialanie (gs) ~ Z3z < W(gs) jest trywialne, w
rzeczywistosci mamy dziatanie Zo = W (gs)/Zs przez inwolucje. Poniewaz generator Zg
dziata trywialnie na punktach tej krzywej, to prawie wszystkie jej punkty beda miaty
grupe izotropii Zg.

2. a =0, B # 0— ten przypadek opisuje rowniez zachowanie krzywych speliajacych ukta-
dy réwnan § =0, o # 0 oraz o = 3 # 0. Element ¢; dziala na krzywej (0, 3, e3) przez
inwolucje, natomiast gg przeprowadza te krzywa na (3, 3, e3), a nastepnie na (3,0, e3).
Stad kazda z krzywych spelniajacych podany warunek jest sklejana z innymi dwiema.
Dla kazdej z nich podgrupa grupy Weyla zachowujaca te krzywa Wi ~ Zs dziala przez
inwolucje. Wobec tego w ilorazie z 9 krzywych punktéw stalych (gs3) otrzymujemy 3
krzywe P! punktéw o grupie izotropii Zo.

3. a #0, f # 0, a # —te warunki spelnia pozostalych 6 krzywych. Zauwazmy, ze
wszystkie leza w jednej orbicie dziatania W (gs), czyli dziatanie W (g3) na prawie wszyst-
kich punktach krzywej jest wolne. Wobec tego dla kazdej z nich Wi = 0. W ilorazie
otrzymujemy jedna krzywa eliptyczna punktéw o grupie izotropii Zo.

Dla wszystkich krzywych P! punktéw o grupie izotropii Zs wlékno rozwiazania osobliwosci
jest izomorficzne z P!, a wtedy dziatanie Wi musi byé trywialne (co zostato wyjasnione w 4.4).
Zalézmy, ze krzywa nie ma punktéw o niecyklicznej grupie izotropii, na ktorych Wi nie dziata
trywialnie. Dalej bedziemy przyjmowaé to zatozenie przy liczeniu wielomianéw Poincaré, jesli
nie zostanie powiedziane inaczej. Policzmy wirtualne wielomiany Poincaré dla tych krzywych
przy zalozeniu, ze wyrzucamy z krzywej n punktéw o wyzszych grupach izotropii. Korzystamy
z notacji wprowadzonej w 4.3. Wielomian dla rozwigzania osobliwosci nad jedna krzywa jest
nastepujacy:

po((1—n+e-2t +t2)(1+1%)) =
=1 —n42uE)t+tHA+t) =1 -n+tH)A+t3) =1 —n) + (2 —n)t? + .

Nie wszystkie krzywe punktéw o grupie izotropii Zo spelniaja zatozenie, ze Wy dziata try-
wialnie na punktach stalych grup niecyklicznych krzywej. W tym przypadku, jesli Wx ~ Zo
zamienia punkty w parach i liczba par zamienianych punktéw jest rowna k, a n oznacza liczbe
pozostatych punktéw o wyzszej grupie izotropii, to wielomian jest nastepujacy:

po(l—n—k—e-k+e-2t+1*)(1+1%) =
:(1—n—k—Mo(a)k+2u0(a)t+t2)(1+t2):(1—n—kz)+(2_n_k)t2+t4.

W przypadku krzywej eliptycznej punktéw statych (g3) mamy Wy = 0, wiec wirtualny wie-
lomian Poincaré dla rozwiazania nad ta krzywa bedzie iloczynem wielomianéw dla krzywej i
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dla wiékna rozwiazania (z krzywej wyrzucamy n punktéw):

(1—n+2t+t)A+1%) = (1 —n)+ 2t + (2 —n)t? + 26> + 1.

Podgrupa (g5) ~ Zs wyznacza nastepujace réwnania punktéw stalych: e; = eas—ej ieg = —ey.
Stad wynika, ze 3e; = 0 oraz es = —e; = 2e;. Mamy wiec 9 krzywych punktow stalych,
opisanych jako zbiory {(v,2v,e3)} odpowiadajace rozwiazaniom réwnania 3y = 0. Poniewaz
gs = g2, to podgrupa (gs) jest normalna w G. Wobec tego W (gs) =~ Zs x Zs, jako generatory
mozemy wziaé go i gg. Wowczas go na kazdej krzywej dziala przez inwolucje. Natomiast gg
przeksztalca (7,27, e3) na (27,7, eg), czyli na krzywej dla v = 0 dziala trywialnie, a pozostalte
8 krzywych skleja parami. W ilorazie otrzymujemy wiec 4 krzywe P!, dla ktérych Wy ~ Zo,
oraz krzywa P! bedaca ilorazem krzywej {(0,0, e3)}, ktora jest krzywa punktéw stalych dla
podgrupy Zg.

Wiékno F rozwigzania osobliwoéci ilorazowej Zs3 sktada sie z dwéch P! przecinajacych sie
transwersalnie w jednym punkcie, W moze dziataé nietrywialnie na kohomologiach widkna.
7 odpowiedniosci McKaya dziatanie generatora Wy =~ Zo na przestrzeni dwuwymiarowej
H?(F) to zamiana wektoréw bazowych, co jest réwnowazne reprezentacji 1+¢ (doktadny opis:
4.4.2). Wobec tego mozemy wypisaé¢ wirtualny wielomian Poincaré dla rozwiazan nad kazda
z czterech krzywych punktéw o grupie izotropii Zs, przy zalozeniu, ze z krzywej wyrzucamy
n punktow o wyzszej grupie izotropii:

po((1=n+e-2t) + )1+ (1+e)-12) =1 —n+2up(e)t + (1 — n)po(1 + &) + 1)t*+
+ po(1+ )t +2up((e- 14+ e)td = (1 —n) + (2 — n)t? + 2t3 41,

poniewaz fi9(e - (1 +¢€)) = po(e + (¢ -€)) = po(e + 1) = 1. (Dla tego i ponizszego przypadku
rozwazanie sytuacji, kiedy W dziata nietrywialnie na punktach o wyzszej grupie izotropii,
nie jest konieczne).

Przyjrzyjmy sie wreszcie krzywym punktéw o grupie izotropii (gg) ~ Zg. Jedna taka krzywa,
{(0,0,e3)} pojawila sie weczesniej jako krzywa punktéw statych dla dziatan (gs3) ~ Zo oraz
(95) ~ Zs3. Zauwazmy, ze punkty o grupie izotropii (gg) musza by¢ jednocze$nie punktami
stalymi (g3) i1 (g5), wiec podana krzywa Ak jest jedyna krzywa punktéw stalych (gg), co
zreszta tatwo wynika z réwnan na wspétrzedne punktéw statych dla gs.

Podgrupa Zg jest indeksu 2 w G, wigc musi by¢ normalna, a stad W (gs) ~ Zs. Jako gene-
rator mozemy wziaé¢ dowolny element spoza (gs), na przyktad g;. Dzialanie g; przeprowadza
punkt (0,0,e3) na (0,0, —e3), czyli Wx = W (gs) dziala na A przez inwolucje. Widkno
rozwiazania osobliwoéci ilorazowej Zg jest lancuchem 5 krzywych P'. Jak zostalo opisane w
4.4.2, reprezentacja Wx w kohomologiach wiékna to 3+ 2e. Wobec tego, po przeksztalceniach
podobnych jak w przypadku podgrupy Zs, otrzymujemy wirtualny wielomian Poincaré dla
rozwiazania nad krzywa Ax bez n punktow o wyzszych grupach izotropii:

po((1=n+e-2t + 1)1+ (3+2)t%)) = (1 —n) + (1 —n) -3+ 1)t2 + 4% 4 3t

Tabela podsumowuje wyniki dotyczace dziatania grupy G na rozmaitoéci A3.
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grupa generator réwnania | sktadowe | W (g) iloraz | Wk
-1 0 0 O
Zy (Ay) -1 1 0 T 4 Zs 4x P | Zy
00 —1 263 =0
- 0 2e1 =e€
Zy (Ay) 01 0 1T 4 Zsy 4x P | Zy
00 —1 263 =0
-1 00
2e1 =0 3xP | Z
Z2 (A1) 8 _(1) (1) 29 = 0 16 Ds 1x A 0
-1 1o 2e1 =¢€
Zg (AQ) -1 0 0 3 ! __02 9 Z2 X ZQ 4 x Pl ZQ
00 1 “a=
010 e — 0
Zg (As) -1 10 1= 1 Zs 1xP | Z
00 1 e2=0

5.1.2. Punkty stale podgrup niecyklicznych

Znamy juz strukture zbioréw punktéw statych dla podgrup cyklicznych. Do zakoniczenia obli-
czen konieczne jest zrozumienie, jak krzywe punktéw osobliwych sie przecinaja i jak wygladaja
rozwigzania osobliwo$ci w punktach przecie¢. W tym celu opiszemy punkty state dziatania
wszystkich niecyklicznych podgrup Dps. Nie ograniczymy sie do wyboru reprezentantéow z
klas sprzezonosci podgrup — dzieki temu tatwiej bedzie zrozumieé, ile punktéw o wyzszych
grupach izotropii lezy na kazdej krzywej osobliwej. Wtadciwe podgrupy niecykliczne D1y to
trzy podgrupy D,, wszystkie sprzezone, oraz dwie normalne podgrupy Dg.

Podgrupy izomorficzne z Dy to (g1, 93), (92,93) oraz (ga, g3). Wszystkie sa sprzezone, wiec
dla kazdej z podgrup izomorficznych z Dy grupa Weyla jest trywialna, a dziatanie G skleja
ze soba rodziny punktéw stalych dla wszystkich podgrup. Punkty stale (g1,g3) spelniaja
e1 =0, 2e3 = 01 2e3 = 0. Punkty stale (go, g3) spelniaja e = 0, 2¢; = 0 i 2e3 = 0. Punkty
stale (g4,g3) spelniaja e; = ea, 2e; = 01 2e3 = 0. Wszystkie trzy rodziny skladaja sie z
16 punktow. Przecigcie rodzin to cztery punkty o wspéirzednych (0,0, a), gdzie 2o = 0 —
ich grupa izotropii to D12. Z pozostalych punktéow w ilorazie powstaje 12 punktéw o grupie
izotropii D4, w przeciwobrazie kazdego sg trzy punkty, po jednym z kazdej rodziny.

Podgrupy izomorficzne z Dg to (g1,95) 1 (92,95). Punkty stale (g1, g5) speliaja réwnosci
e1 =0, eg = 2e1 i 2e3 = 0. Normalizator tej podgrupy dziata trywialnie na zbiorze punktow
stalych, wiec sa to 4 punkty, ktére maja grupe izotropii Dio. Natomiast punkty state (g2, g5)
sa opisane przez warunki 3e; = 0, 2e; = ey oraz 2e3 = 0. Punkty spelniajace te réwnosci
maja wspoélrzedne ((,20,7), gdzie 35 = 0 oraz 2y = 0. Grupa Weyla W ((g2, g5)) ~ Zo jest
generowana przez ¢i; jej dzialanie przeprowadza punkt (3,208,7) na (23, 3,7). Wobec tego 4
punkty odpowiadajace 3 = 0 maja grupe izotropii D12, a pozostale sa sklejane parami do 16
punktéw o grupie izotropii Dg.

Punkty state dziatania calej grupy G to tylko 4 punkty znalezione wczesniej, o wspotrzednych
(0,0, «), gdzie 2a0 = 0.

Pozostaje zobaczyé, ile punktow o niecyklicznej grupie izotropii lezy na kazdej krzywej od-
powiadajacej podgrupie cyklicznej. Z réwnan opisujacych krzywe punktéw osobliwych oraz
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punkty o niecyklicznej grupie izotropii mozna odczytaé¢ nastepujace wtasnosci:

e na kazdej krzywej punktéw o grupie izotropii (g1) leza 3 punkty o grupie izotropii Dy i
1 o grupie izotropii D;2;

e kazda skladowa zbioru punktéw o grupie izotropii (go) zawiera 3 punkty o grupie izo-
tropii Dy, 1 o grupie izotropii D19 oraz 8 punktéw o grupie izotropii Dg, ktore w ilorazie
sklejaja sie do 4 punktéw; to oznacza, ze w ilorazie po wyjeciu punktéw o niecyklicz-
nej grupie izotropii, ta krzywa bedzie izomorficzna z P! bez 8 punktéw, natomiast
jej przeciwobraz w A3, nad ktérym konstruujemy rozwiagzanie produktowe, to krzywa
eliptyczna bez 12 punktow;

e krzywe P! punktéw o grupie izotropii (g3) zawieraja po 4 punkty o grupie izotropii Dy;

e krzywa eliptyczna punktéw o grupie izotropii (g3) nie zawiera punktéw o wiekszej grupie
izotropii;

e na kazdej z 4 krzywych P! dla podgrupy (gs) leza 4 punkty o grupie izotropii Dg, ktore

takze w ilorazie sg rézne;

e krzywa punktow stalych Zg zawiera wszystkie 4 punkty state dziatania Dqo.

Struktura zbioru krzywych i punktéw osobliwych jest niestety zbyt skomplikowana, zeby
przedstawié¢ ja na czytelnym diagramie. Mozna jednak tatwo uzyska¢ inne informacje o tej
strukturze, na przyktad zbadaé, ile krzywych przecina si¢ w poszczegdlnych punktach, ale nie
bedzie nam to potrzebne.

5.1.3. Wielomian Poincaré

Teraz mozna podsumowaé opisane powyzej wyniki i podaé¢ wirtualny wielomian Poincaré
otrzymanej w konstrukecji rozmaitosci.

Wirtualny wielomian Poincaré ilorazu A3 przez dzialanie G jest réwny

Py(t) =% + 2t + 613 + 2t + 1.

Wielomian dla najwyzszego stratum powstaje poprzez odjecie od wielomianu dla ilorazu wie-
lomianéw krzywych po wyrzuceniu punktéw o wyzszej grupie izotropii i wielomiandéw punktow
o niecyklicznej grupie izotropii (czyli liczby tych punktéw).

Py(t) = Py(t) —4(1+1t> —4) —4(1 +t* —8) —=3(1 +t* —4) — (1 + 2t +t*)—
—4(1 412 —4) — (11> —4) =32 =15+ 2t + 613 — 15t> — 2t + 32.

Wielomian dla dwuwymiarowego stratum jest suma wielomianéw dla rozwigzan nad wszystki-
mi krzywymi z wyrzuconymi punktami o niecyklicznej grupie izotropii. Wielomiany te zostaty
wyliczone wczesniej, teraz wystarczy wstawi¢ do nich liczbe wyrzucanych punktéw i zsumo-
waé. Pierwszy sktadnik to wielomiany 4 krzywych dla podgrupy (gi) oraz 3 krzywych P! dla
(g3), dalsza czes$é to wielomian 4 krzywych dla podgrupy (ge), ktére zawieraja punkty o gru-
pie izotropii Dg, nastepnie dodajemy wielomian krzywej eliptycznej dla (gs) oraz wielomiany
krzywych dla podgrup Zs i Zsg.
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Pt)=T1-4+ 22+t +4(1 -4 -4+ (24— 42 +tH+
+ (42422428 + 1Y) +4(1 -4+ 2 - D2 + 268 +tH+
+ (1 =4+ ((1—4)- 34+ 1)% + 42 + 3t1) = 19t + 1443 — 52t 4 2t — 63.

Wielomian dla jednowymiarowego stratum to suma wielomiandéw rozwiazan nad punktami o
niecyklicznej grupie izotropii — zostatly one podane w 4.5.

Pi(t) = 12(1 + 3t%) + 16(1 + 2t%) + 4(1 + 5t?) = 88t + 32.
Wielomian otrzymanej rozmaitosci X jest réwny sumie wielomianéw stratow:

Px(t) = 15 4+ 21¢* + 206 + 2142 + 1.

5.2. Niesprzezone podgrupy Ds < SL(3,7Z)

Przyjrzyjmy sie teraz wynikom konstrukcji dla dwdéch niesprzezonych reprezentacji grupy
Dg w SL(3,Z), oznaczonych przez Dg(1) i Dg(2). Te przyklady pokazuja, jak bardzo mo-
ga 167nié¢ sie wyniki konstrukcji (a nawet struktury ilorazéw A3 przez dziatanie grupy) dla
izomorficznych, ale niesprzezonych w GL(3,7Z) podgrup skonczonych. W opisie zostana po-
miniete szczegdly obliczen, ktore zostaly dobrze wyttumaczone przy analizie przypadku Dis
(5.1). Przypomnijmy (zob. 3.2.3), ze istnieja dwie klasy sprzezonosci w GL(3,Z) podgrup
zawartych w SL(3,Z) izomorficznych z Dsg.

Grupa Dg zawiera podgrupe normalng Z4. Kwadrat generatora tej podgrupy zadaje podgrupe
normalng rzedu 2, jej grupa Weyla jest izomorficzna z Zo X Zo. Pozostate 4 elementy rzedu 2
tworza dwie klasy sprzezonosci podgrup rzedu 2, o grupie Weyla Zso. Punkty o niecyklicznej
grupie izotropii sa punktami stalymi dziatania pewnej podgrupy typu D4 lub calej grupy. Sa
dwie niesprzezone podgrupy normalne izomorficzne z Dy, kazda z nich jest generowana przez
kwadrat generatora Z,4 oraz inny element rzedu 2.

Dla obu rozpatrywanych reprezentacji grupy Dg wirtualny wielomian Poincaré ilorazu jest
rowny
Py (t) = % 4 2t* + 6% 4 262 + 1.
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Dzialanie grupy G na A% w tym przypadku ma prosta strukture. Tabela podsumowuje otrzy-
mane w standardowy sposob informacje dotyczace krzywych punktéw stalych dla podgrup
cyklicznych. Oznaczmy wypisane w drugiej kolumnie generatory podgrup odpowiednio przez
g1, 92, 93 i gs- Elementy g1, g2 i g3 sa rzedu 2, a g4 — rzedu 4. Ponadto g3 = gs.

grupa generator réwnania | sktadowe | W (g) iloraz | Wk
—Lo0o 21 =0
Zy (A1) 0 -1 0 1 16 Zy |16 x P! | Zy
0 01 2e2=0
0 0 —1 o
Zy (A;) 0 -1 0 DS 4 Zy Ax Pl | Zy
-1 0 0 22 =0
L0 2e1 =0
Zy (A1) 01 0 21:0 16 ZoxZy| 6xP | Zy
00 — =
00 —1 2er — 0
Zy (A3) 01 0 - 4 Zo Ax Pt | Zy
10 0 A=

Przyjrzyjmy sie punktom o niecyklicznej grupie izotropii. Punkty state dzialania podgrupy
(91,93) ~ Dy sa wyznaczone przez réwnosci 2e; = 2eg = 2eg = 0. Takich punktéw jest 64, ale
16 z nich, spetniajace dodatkowo warunek e; = e3, maja grupe izotropii réwna G. Pozostale
sa sklejane parami w ilorazie. Punkty stale dzialania (g2, g3) ~ D4 to 16 punktéw o grupie
izotropii Dg, te same, ktore pojawilty sie¢ poprzednio. Okazuje si¢, ze sg to wszystkie punkty
stale dzialania grupy G, wiec iloraz zawiera 24 punkty o grupie izotropii D4 oraz 16 punktow
o grupie izotropii Dg.

Kazda krzywa punktéw stalych podgrupy (g1) zawiera 3 punkty o grupie izotropii Dy, nie
sklejane w ilorazie, oraz 1 punkt staly dzialania G. Na kazdej krzywej wyznaczonej przez
podgrupe (go) leza 4 punkty state dziatania G. W A3 jest 16 krzywych eliptycznych punktéw
stalych dzialania podgrupy (gs), ale 4 to krzywe punktéw stalych dziatania wiekszej grupy
(94), wiec rozpatrujemy 12 pozostalych. Grupa Weyla W(gs3) jest izomorficzna z Zg X Zo,
generowana na przykltad przez g; i g4. Generator g; dziata przez inwolucje na kazdej krzywej,
natomiast dziatanie g4 powoduje sklejanie krzywych parami w ilorazie —stad 6 krzywych
P! w Y. Na kazdej z 12 krzywych w A3 leza 4 punkty o grupie izotropii Dy, reprezentujace
rézne punkty ilorazu. Te samg wlasnosé maja krzywe po przejéciu do A%/G. Krzywe punktéw
stalych podgrupy (g4) zawieraja po 4 punkty stale dzialania G.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratow sa nastepujace:
Ps(t) = Py (t) — 30(1 4+ t> — 4) — 40 = % + 2t* + 6t — 28¢% + 51,
Py(t) = 26(1 + 1% —4)(1 +t*) +4po((1+ -2t + 2 —4)(1 + (2 4+ &)t?)) =
= 34¢* 4 83 — 7242 — 90,
Pi(t) = 24(1 4 3t%) + 16(1 + 4t%) = 136> + 40,
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a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Py (t) = t° + 36t* + 143 4 361 + 1.

5.2.2. Dg(2)
~1 -1 -1 0 -1 0
G—< o 0o 11],]o0 0—1>
0 1 0 1 1 1

Jak poprzednio, tabela podsumowuje informacje o krzywych punktéw statych dla cyklicznych
podgrup G. Generatory podgrup oznaczmy przez gi, g, g3 i g4. Elementy g1, go i g3 sa rzedu 2,
a g4 — 1zedu 4, mamy relacje g7 = g3. Czeéé danych zostala otrzymana tak jak w poprzednim
przypadku, a pewne szczegdlne elementy zostaly oméwione ponizej.

grupa generator réwnania | skladowe | W(g) | iloraz Wi
—1 -1 -1 s
Zy (A1) 0 0 1 2 4 Zoy | AxP|  Z
0 1 0 261 = —262
-1 0
Zy (Ay) 11 1 2e1 =0 4 Zy |4xPl| 7,
00 —1 @a=a
0 o0 1 o — e
Zy (A1) -1 -1 -1 ) e ; 4 Zo x Loy | 3xPL | Zy x Zy
1 0 0 2=
0 -1 0 o — e
Zy (As3) 0 0 —1 tm " 1 Zo | 1xP|  Z
11 1 a=es

Krzywe P! dla podgrupy (gs) réznia sie od pozostatych sktadowych jednowymiarowego stra-
tum izomorficznych z P!. Powstaja one jako iloraz krzywych eliptycznych przez dzialanie
Zo X 7o, a nie przez dziatanie Zo, jak w wiekszosci przypadkéw. Generatory Wi =~ Zo X Zo,
na przyklad g4 i g1, dzialaja na krzywych eliptycznych odpowiednio przez przesuniecie o
punkt & taki, ze 26 = 0, oraz inwolucje. lloraz pierwszego dzialania daje w wyniku krzy-
wa eliptyczna, na ktérej mamy indukowane dzialanie przez inwolucje. Wobec tego ilorazem
jest P!, z czterokrotnym nakryciem na otwartej czesci (po wyrzuceniu punktéw o wyzszych
grupach izotropii).

Nie musimy patrze¢ topologicznie na iloraz krzywych przez dziatanie Wi, wystarczy zbadac
punkty state indukowanego dziatania Zs X Zo na kohomologiach krzywej eliptycznej. Poniewaz
przesuniecie indukuje trywialne przeksztalcenie styczne, to wystarczy rozpatrzyé¢ dziatanie
Zo przez inwolucje, ktore w wymiarze 1 nie ma punktéw statych, a w wymiarach 0 i 2 jest
identycznoscig. Otrzymujemy wiec wielomian Poincaré ilorazu réwny 1 + t2. Osobliwoéci na
rozpatrywanych krzywych sa typu A1, wiec W dziala trywialnie na kohomologiach widkna
rozwigzania, czyli nie trzeba wypisywaé wielomianu o wspélczynnikach w reprezentacjach.

Punkty stale dzialania (g;, g3) sa opisane réwnosciami e; = es = e3 i de; = 0, wiec jest ich
16. Sposrdd nich 4 spelniajace warunek 2e; = 0 sg réwniez punktami statymi Dg. Pozostate
12 dzialanie g4 skleja do 6 punktéw w ilorazie. Punkty stale podgrupy (g1, g3) sa zdefiniowane
przez warunki e; = e3 i 2e; = 2e9 = 0, rOwniez jest ich 16. Wérdd nich 4 majg grupe izotropii
Dsg, a z pozostalych 12 w ilorazie powstaje 6 punktéw o grupie izotropii Dy. Przeciecie tych
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dwoch rodzin punktéw to dokladnie punkty state dziatania Dg. Wobec tego iloraz zawiera 4
punkty state Dg i 12 punktéw o grupie izotropii Dy.

Trzy krzywe dla podgrupy (g1) zawieraja po 4 punkty stalte dziatania (g1, g3), ktére w ilorazie
sa parami utozsamiane. To utozsamienie nie pochodzi od dzialania normalizatora N(g;), wigc
otoczenia sklejanych punktow na krzywej nie sg ze sobg utozsamiane. Stad wynika, ze wyjecie
z ilorazu dwéch punktéow o grupie izotropii Dy lezacych na jednej z rozpatrywanych krzywych
powoduje, ze pozostala czesé krzywej jest izomorficzna z P! bez czterech punktéw. Czwarta
krzywa punktéw stalych podgrupy (g1) zawiera 4 punkty stale dzialania G. Kazda krzywa
punktow stalych (go) zawiera 3 punkty o grupie izotropii Dy, rézne w ilorazie, oraz 1 punkt
staly G. Na krzywej punktéw stalych dzialania Z, leza 4 punkty state dziatania Dg.

Troche ciekawszy jest przypadek krzywych wyznaczanych przez podgrupe (gs). Na kazdej
z trzech krzywych znajduja sie 4 punkty o grupie izotropii (g1, ¢g3) oraz 4 punkty o grupie
izotropii (ge, g3). Punkty w obu czwérkach sa parami utozsamiane w ilorazie. Tym razem
utozsamienie pochodzi od dzialania grupy Weyla— sklejane sa nie tylko punkty na krzywej,
ale rowniez ich otoczenia na krzywej. We wspomnianej wczesniej interpretacji topologicznej
brania ilorazu krzywej przez dziatanie Zs X Zs, punkty sg utozsamiane przez dzialanie jednego
z generatoréw, a trzymane w miejscu przez drugi. Dla kazdej czwérki stabilizatorem jest pod-
grupa Zo < Wi ~ Zo X Zo, a pozostale dwa elementy dzialaja jako translacje. Stabilizatory
czworek sg roznymi podgrupami Wy . W ilorazie z kazdej krzywej po wyrzuceniu punktow
o niecyklicznej grupie izotropii w ilorazie zostana zbiory postaci P! bez czterech punktéw.
Natomiast rozwigzanie osobliwoéci tych krzywych to iloraz wiazki nad krzywa eliptyczna bez
8 punktéow. W obliczeniach trzeba uwzgledni¢ dziatanie grupy Wx na wyrzucanych punk-
tach. Poniewaz zamienia ono punkty parami, to po zmianie bazy reprezentacja w zerowych
kohomologiach zbioru o$miu punktéw moze by¢ zapisana jako 4(1+¢). Wobec tego wirtualny
wielomian Poincaré dla jednej krzywej wynosi:

po((1+e-2t+12 —4(1 + &) (1 +t2) = (1 + 2 —4)(1 +%).
Wirtualne wielomiany Poincaré stratow sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) —12(1 + 12 —4) — 16 = t5 + 2t* + 6¢3 — 10¢2 + 21,

Pt) =111+ -1+t +po((1+e-2t + 2 —4)(1+ 2+ e)t?)) =
= 13t* + 2t — 27t% — 36,

Pi(t) = 12(1 4 3t%) + 4(1 + 4t%) = 521> + 16,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) =% 4+ 15¢t* + 83 + 15t> 4 1.
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Rozdziat 6
Wyniki obliczen

Przedstawiamy wyniki obliczen kohomologii rozmaitosci otrzymywanych przez uogdlniona
konstrukcje Kummera we wszystkich przypadkach, ktore nie zostaly zawarte w rozdziale 5.
Opis nie zawiera szczegdtowej analizy. Odnotowane zostaly tylko pewne informacje o dziataniu
badanych grup na A3, strukturze ilorazu (krzywe punktéw stalych, ich réwnania) i poérednie
wyniki obliczen (wielomiany dla poszczegélnych stratéw).

Obliczenia cze$ciowo zostaly wykonane za pomoca programu GAP ([GAP]), ktéry pomdgt
wyznaczy¢ podgrupy i ich normalizatory we wszystkich rozpatrywanych grupach oraz uproscié¢
uktady réwnan opisujace zbiory punktéw statych dziatania.

6.1. D,

Dla wszystkich podanych reprezentacji grupy Dy (wirtualny) wielomian Poincaré ilorazu jest
rowny
Py (t) = % 4 3t* + 83 4+ 3t2 + 1.

Grupa D4 ma trzy normalne podgrupy rzedu 2 wyznaczajace krzywe o grupie izotropii Zs.
Punkty lezace w przecieciach tych krzywych maja grupe izotropii Dy.

6.1.1. Dy(1)
-1 0 0 1 0 O
G:< 0O -1 01,1 0 -1 0 >
0 0 1 0 0 -1
grupa generator réwnania | sktadowe | W(g) | iloraz | Wi
-1 00 2e;1 =0
Zy (A1) 0 -1 0 261:0 16 Zo |16 x P | Zy
0 01 2
1 0 0 2e9 =0
Zy (Ay) 0 -1 0 262:0 16 Zo | 16 x P | Zy
0 0 -1 5
-1 0 0 %1 — 0
Zy (A1) 01 0 ! 16 Zo | 16 x P | Zy
00 —1 263:0
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Punkty o grupie izotropii Dy spelniaja rownania 2e; = 2e5 = 2e3 = 0, jest ich 64, na kazdej
krzywej leza 4 punkty. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:

Ps(t) = Py (t) — 48(1 + 12 — 4) — 64 = 15 + 3t* 4 8¢3 — 45t + 81,
Py(t) = 48(1 + 1% — 4)(1 + t?) = 48" — 961> — 144,
Pi(t) = 64(1 + 3t%) = 192t 4 64,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) = t5 + 51t* + 83 + 512 + 1.

6.1.2. Dy(2)
-1 00 01 0
G = < 0O -1 0,1 0 O >
0 01 0 0 -1
grupa generator réwnania | skltadowe | W(g) | iloraz | Wk
-1 0 0
Zz (A1) 8 é (1) 2e3 =0 16 2l 6xa | o0
01 0 e
Zy (A1) 10 0 t— " 4 Zy | 4xP! | Zy
00 —1 2e3 =0
0 -1 0 o — e
Zy (A1) -1 0 0 S 4 Zy | 4xP! | Zy
0 0 -1 2e3 =0

Punkty o grupie izotropii D4 spelniaja réwnania 2e; = 2e2 = 2e3 = 0 oraz e; = ea, wiec jest
ich 16. Na kazdej krzywej leza 4 punkty o wigkszej grupie izotropii, natomiast krzywe elip-
tycznie nie zawieraja tych punktow. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) — 12(1 +t* — 4) — 6(1 + 2t + %) — 16 = ¢ + 3¢t* + 8> — 15t* — 12t + 15,
Py(t) = 12(1 + 1% — 4)(1 + %) + 6(1 + 2t + ¢*)(1 + t*) = 18¢* + 12° — 12¢* + 12t — 30,
Pi(t) = 16(1 + 3t%) = 48t> + 16,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Py (t) = % + 21¢* + 20¢% 4 2142 + 1.

6.1.3. Dy(3)
—1 0 0 1 1 1
G—< 0 0 -1 0 -1 0 >
0o -1 0o)\o o -1
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grupa generator réwnania | sktadowe | W (g) | iloraz | Wi
Lo o 21 =0
Zsy (Ay) 0 0 -1 ' 4 Zy | 4xP'| Zy
0 -1 0 2T
1 1 1 2en — 0
Zsy (Ay) 0 -1 0 2 4 Zy | 4xP'| Zy
0 0 -1 2=
L=l ex = e
Zsy (Ay) 0 2T 4 Zy | 4xP'| Zy
0 1 0 261 = —262

Punkty o grupie izotropii D, sa wyznaczone przez warunki 2e; = 2e2 = 0 i ex = e3; jest ich
16, na kazdej krzywej leza 4 punkty. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sg nastepujace:

Py(t) = Py (t) — 12(1 + 1% —4) — 16 = t5 + 3t 4 8¢3 — 9% 4 21,
Py(t) = 12(1 + 1% — 4)(1 + 1) = 12t — 244> — 36,
Pi(t) = 16(1 + 3t%) = 48t + 16,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Px(t) = t% + 15¢t* + 83 + 15t + 1.

6.1.4. Dy(4)
-1 -1 -1 0 0 1
G = < 0 0 1 -1 -1 -1 >
0 1 0 1 0 0
grupa generator réwnania | sktadowe | W (g) | iloraz | Wi
1 -1 -1 .
Zsy (Ay) 0 0 1 2T 4 Zy | 4xP'| Zy
0 1 0 261 = —262
0 0 1 o — e
Zs (A1) -1 -1 -1 1= 4 Zy | AxPL| Z
1 0 0 262 = —261
0 1 0 o — e
Zsy (Ay) 1 0 0 1= 4 Zy | AxP'| Zy
1 -1 -1 263 = —261

Punkty state dziatania D, musza spelniaé¢ e; = e3 = ez oraz 4e; = 0. Wobec tego jest ich 16,
na kazdej krzywej leza 4 punkty. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:

Py(t) = Py (t) —12(1 + 12 — 4) — 16 = ¢5 + 3t* 4 8¢3 — 9% 4 21,
Py(t) = 12(1 + % — 4)(1 + %) = 12t* — 24¢* — 36,
Pi(t) = 16(1 + 3t%) = 48t + 16,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) = t° + 15¢t* + 83 + 15¢> 4 1.
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Jak wida¢, nie tylko kohomologie, ale rowniez wielomiany poszczegdlnych stratow sa takie
same, jak w poprzednim przypadku (6.1.3).

Dlaczego przypadki 6.1.3 i 6.1.4 sa rézne?

Dla przypadkéw 6.1.3 1 6.1.4 nie tylko wielomiany Poincaré sa takie same, ale rowniez zgadza
sie liczba krzywych i punktéw osobliwych. Okazuje sie jednak, ze te przypadki sa rézne — dla
dziatania grupy 6.1.3 zbiér punktéw o nietrywialnej grupie izotropii jest spdjny, natomiast
w przypadku 6.1.4 tak nie jest. Sprobujmy przyjrzeé sie temu doktadniej. W ponizszych
rozwazaniach przyjmujemy, ze « i [ oznaczaja rozwiazania réwnania 2z = 0 na krzywej
eliptycznej, natomiast = jest parametrem przebiegajacym krzywa eliptyczna.

Dla grupy z przypadku 6.1.3 punkty o grupie izotropii D4 maja wspolrzedne (o, 3, 3), dla
wszystkich mozliwych wartosci a i 5. Krzywe punktéw stalych pierwszej podgrupy Zo ma-
ja parametryzacje (o, x, —x) — warto$¢ « wyznacza jedng z czterech krzywych. Na krzywej
wyznaczonej przez ustalona warto$¢ aq leza 4 punkty o grupie izotropii D4 —sa to punkty
(v, B3, B). Krzywe dla drugiej podgrupy Zs, sa opisane parametryzacja (x, 3, 3). Krzywa wy-
znaczona przez [y zawiera cztery punkty o grupie izotropii Dy, sa to («, fo, Bo). Wobec tego
krzywa dla pierwszej podgrupy Zs wyznaczona przez «g przecina sie z krzywa dla drugiej
podgrupy wyznaczona przez [y w punkcie o wspotrzednych («, Bo, o). Stad wynika, ze su-
ma pierwszego i zerowego stratum w ilorazie Y jest spdjna, niezaleznie od utozenia krzywych
dla trzeciej z podgrup Zs (wiemy, ze kazda z nich zawiera punkt o grupie izotropii Dy).

Przyjrzyjmy sie teraz przypadkowi 6.1.4. Krzywe punktow statych dla kolejnych podgrup Zs
maja parametryzacje odpowiednio: (o — z, x, z), (z,a — z, x) oraz (x,z,« — ) — mamy trzy
rodziny po 4 krzywe odpowiadajace przyjmowanym wartoscig «. Punkty o grupie izotropii
D, maja wspélrzedne (v,7,7), gdzie v spelnia warunek 4y = 0. Krzywa z dowolnej rodziny
wyznaczona przez ustalona warto$¢ ag zawiera punkty o wspélrzednych spetniajacych réw-
noé¢ 2v = ag. Wobec tego suma zerowego i pierwszego stratum w Y ma cztery skltadowe
spéjnosci, odpowiadajace warto$ciom przyjmowanym przez a. Stad wniosek, ze grupy Dy(3)
i Dy(4) nie sa sprzezone w GL(3,7), poniewaz ich dziatania na A® definiuja nieizomorficzne
zbiory punktéw osobliwych w ilorazie.

Powyzszy rysunek to schemat sumy stratéw wymiaru 0 i 1 dla obu omawianych przypadkow.
Lewa czesS¢ odnosi sie do przypadku 6.1.3 (punkty przeciecia krzywych sa oznaczone czarny-
mi kropkami). Prawa rysunku to 4 roztaczne grupy krzywych dla przypadku 6.1.4. Kolory
odpowiadajg rodzinom krzywych dla trzech podgrup izomorficznych z Zs w grupie Dj.
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Warto zauwazy¢, ze transpozycja przeksztalca reprezentacje Dy z przypadku 6.1.3 na repre-
zentacje sprzezona z ta z przypadku 6.1.4.

6.2. Dg

Dla wszystkich podanych reprezentacji grupy Dg wirtualny wielomian Poincaré ilorazu jest
réwny

Py(t) =t +2t* + 613 + 2t + 1.

Grupa S3 ma cykliczng podgrupe normalng rzedu 3. Elementy rzedu 2 tworza trzy podgrupy
74, ktére sa ze soba sprzezone. Wszystkie wlasciwe podgrupy S sa cykliczne, wiec punkty o
niecyklicznej grupie izotropii muszg byé¢ punktami staltymi dziatania Ss.

6.2.1. Ds(1)
-1 0 O -1 -1 0
G = < 11 0], 1 00 >
0 0 -1 0 01
grupa generator réwnania | sktadowe | W(g) | iloraz | Wg
-1 0 O o —
Zs (A 11 0 ' 4 0 4xA | 0
2 ( 1) 00 —1 263 =0
-1 -1 0
€1 = €9 4x A 0
Zs (42) (1) 8 (1) 3e1 =0 ) Zr | ixp | oz,

Punkty stale dziatania Dg sa wyznaczone przez réwnosci ey = ex = 0 i 2e3 = 0, wiec jest
ich 4. Przez kazdy z nich przechodzi doktadnie jedna krzywa eliptyczna punktow statych Zs.
Wszystkie cztery leza na P! punktéw statych Zs. Krzywe eliptyczne punktéw statych Zs nie
zawieraja punktéw o wiekszej grupie izotropii. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa
nastepujace:

Py(t) =Py(t) —4(14+2t +12 —1) —4(14+ 2t +12) — (142 —4) — 4 =

=104+ 2t* + 613 — 712 — 16t — 4,
Py(t) =41+ 2t + 12 — 1) (1 + %) + 4(1 + 2t + *) (1 + 2t*)+
+uo((1+e-2t+12 —4) (1 + (1 +e)t?)) = 131 + 2613 + 1442 + 16t + 1,
Py(t) = 4(1 + 2t%) = 8t + 4,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Py (t) = % + 15¢* + 3263 4 1562 + 1.
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0 -1 0 -1 10
G:< -1 0 0 ],] -1 00 >
0 -1 0 01
grupa generator réwnania | skladowe | W(g) | iloraz | Wi
0 -1 0 -
Zo(A) || -1 0 o0 621 ___32 4 0 |[4xA4| 0
0 0 -1 @
-1 1 0 %61 — ¢
Zs (Ag) -1 0 0 tT 9 Zy |9xP| Z
00 1 3e1 =0

Punkty state dziatania Dg spelniaja 3e; = 0, e = 2e; i 2e5 = 0. Wobec tego jest ich 36,
ponadto na kazdej krzywej eliptycznej punktéw statych Zs lezy 9 z tych punktow, a na kazdej
P! punktéw statych Zsz lezg 4 punkty. Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:
Py(t) = Py(t) —4(1 4+ 2t + 2 — 9) — 9(1 + 12 — 4) — 36 = t° 4+ 2t* + 613 — 11> — 8t + 24,
Poy(t) =41+ 2t +t2 —9) (1 4+t + 9uo((1 +e- 2+ 2 — ) (1 + (1 +&)t?)) =
= 13t + 26> — 46t + 8t — 59,
Pi(t) = 36(1 + 2t%) = 72t* + 36,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) = 15 + 15¢* + 3263 + 1562 + 1.

6.2.3. Dg(3)
-1 0 0 0 -1 0
G = < 0o 0 -1, 0 01 >
0 -1 0 -1 00
grupa generator réwnania | skladowe | W(g) | iloraz | Wi
-1 0 0
Zy (Ay) 0 0 -1 2e1 =0 4 0 [4xA| 0
0 -1 0 T
0 -1 0 _ .
Zs (Ay) 0 01 =T 1 Zy | 1xP| Z,
-1 00 2=

Punkty state dziatania sa zadane réwnosciami 2e; = 01 e; = ez = es, jest ich 4. Wszystkie

lezg na krzywej P! punktéw stalych Zs, przez kazdy przechodzi jedna krzywa eliptyczna
punktéw stalych Zy. Wirtualne wielomiany Poincaré stratow sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) —4(1 + 2t + > = 1) — (1 +* —4) — 4 =15 4 2t* + 612 — 3t* — 8¢,
Po(t) = 4(1+ 2t + % = 1)(1+ %) + po((1+e- 2t + 2 —4) (1 + (1 +)t?)) =

= 5t* + 103 4 2t% + 8t — 3,
Pi(t) = 4(1 + 2t%) = 8> + 4,
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a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Px(t) = t5 + 7t* 4 16¢3 4+ 74 + 1.

6.3. A

Dla wszystkich podanych reprezentacji grupy A4 wirtualny wielomian Poincaré ilorazu jest
réwny

Py(t) =5 +¢* + 48 + 12 + 1.

Grupa A4 ma dosé prosta strukture. Wszystkie jej podgrupy cykliczne rzedu 3 sa sprzezone,
tak samo wszystkie podgrupy rzedu 2. Jedyna wlasciwa podgrupa niecykliczna, ztozona ze
wszystkich elementow rzedu 2, jest izomorficzna z Dy i normalna.

6.3.1. Au(1)
-1 00 0 01
G = < 0 -1 01,1 00 >
0 01 010
grupa generator réwnania | sktadowe | W(g) | iloraz | Wk
-1 00 91 — 0
Zy (A1) 0 -1 0 1 16 Zy |16 xP' | Zy
0 0 1 2e9 =0
0 0 1 o — o
Z3 (Ay) 100 L= ™ 1 0 IxA | 0
010 2=

Punkty o grupie izotropii D4 sa zadane przez réwnosci 2e; = 2eq = 2e3 = 0, jest ich 64.
Elementy rzedu 3 dzialaja na tych punktach, permutujac wspélrzedne. Nie otrzymujemy
wszystkich permutacji, tylko jeden cykl dlugosci 3, wiec punkty sa sklejane tréjkami w ilorazie,
poza 4 punktami stalymi dziatania A4. Wobec tego najnizsze stratum sktada sie z 20 punktow
o grupie izotropii D4 i 4 punktéw stalych dzialania A4. Na krzywej eliptycznej punktow
statych Zs lezg wszystkie 4 punkty stale A4. Na kazdej krzywej punktéw stalych Zo lezg 4
punkty o wiekszej grupie izotropii, niesklejane w ilorazie.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratow sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) —16(1 +t* —4) — (1 + 2t + 1> —4) — 24 = 1% +t* + 4¢3 — 16t> — 2t + 28,
Py(t) = 16(1 412 — 4)(1 + ) + (1 + 2t + 12 — 4)(1 4 2t%) = 18¢* + 4¢3 — 37t2 4 2t — 51,
Pi(t) = 20(1 + 3t%) + 4(1 + 3t%) = 721> + 24,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny
Px(t) = t° 4+ 19t* + 8> +19t* 4 1.
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-1 -1 -1 0 01
G = < 0O 0 1|, 10O >
0 1 0 010
grupa generator réwnania | skladowe | W(g) | iloraz | Wg
-1 -1 -1
Zy (Ay) 0 0 1 2= 4 Zo | 4xP| Z,
0 1 0 2e1 = —2e9
0 01
Zs (As) 100 ‘= 1 0 [1x4] 0
010 2=

Punkty state dziatania Dy spetniaja réwnoéci e; = es = e3 oraz 4e; = 0, jest ich 16. Generator
Zs dzialta na nich trywialnie, wiec wszystkie sa punktami stalymi dziatania A;. Wszystkie te
punkty leza na krzywej eliptycznej punktéw statych dla Zs, na kazdej krzywej P! punktow
statych Zs leza 4 punkty state Aj.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratow sg nastepujace:
Py(t) = Py(t) —4(1 + 1% —4) — (1 + 2t +1* —16) — 16 = t° +-t* + 44> — 4t — 2t + 12,
Po(t) =41+ 12 —4) (1 +t3) + (1 + 2t +t2 — 16)(1 + 2t%) = 6t* 4 443 — 3742 + 2t — 27,
Py(t) = 16(1 + 3t*) = 481> + 16,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) =0 + 7" + 863 + 7¢2 + 1.

6.3.3. A4(3)
-1 00 0 0 1
G:< 101,100 >
-1 10 010
grupa generator réwnania sktadowe | W(g) | iloraz | Wk
-1 0 0 % — 0
Zy (A;) -1 0 1 = 4 Zo |4xP'| Zy
11 0 es =e1t+ e
00 1 .
Zs (As) 100 L= 1 0 | 1xA]| 0
010 2=

Punkty state dzialania D, sa opisane przez warunki 2e; = 2es = 01 e3 = e; + e2. Tych
punktéw jest 16, wsrdd nich jest jeden punkt staly dziatania Ay, a pozostate sa sklejane
tréjkami w ilorazie i tworza 5 punktéw o grupie izotropii Dy4. Krzywa punktéw stalych Zs
zawiera tylko punkt staly A4. Na jednej z krzywych P! leza cztery rézne punkty o wiekszej
grupie izotropii, w tym punkt staly A4. Na pozostalych krzywych dwa z czterech punktéw
stalych inwolucji sklejaja sie¢ w ilorazie, przy czym utozsamienie nie pochodzi od dzialania
normalizatora. Wobec tego obrazy tych krzywych w Y przechodza przez trzy punkty o grupie
izotropii Dy, przez jeden dwukrotnie.
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Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) —4(1+t* —4) — (1 + 2t + 1> —1) =6 =10 + ¢4 4 4¢3 — 44> — 2t + 7,
Po(t) = 4(1 +t2 — )1 +12) + (1 + 2t + 12 — 1)(1 + 2t%) = 6t* + 4> — 74% + 2t — 12,
Pi(t) = 5(1+ 3t%) + (1 + 3t*) = 18* + 6,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Py (t) =% 4+ 7t* 4 83 + 72 + 1.

6.4. S,

Dla wszystkich podanych reprezentacji grupy Sy wirtualny wielomian Poincaré ilorazu jest
rowny
Py(t) =t +#* + 483 + 12 + 1.

Grupa 54 ma dwie klasy sprzezonosci podgrup Zs. Jedna tworza kwadraty elementow rzedu
4, druga pozostate elementy rzedu 2. Wszystkie podgrupy izomorficzne z Z,4 sa sprzezone, tak
samo wszystkie podgrupy Zs. Podgrupy typu Dy tworza dwie klasy sprzezonosci. W pierwszej
jest tylko jedna podgrupa normalna w Sy, o grupie Weyla Dg. W drugiej znajduja sie trzy
sprzezone podgrupy, ktérych grupa Weyla to Zy. Wszystkie cztery podgrupy Dg sa sprzezone,
tak samo wszystkie trzy podgrupy Dg, grupa Weyla tych podgrup jest trywialna. Poza tym
jest jeszcze jedna podgrupa normalna Ay.

6.4.1. S,(1)
01 0 0 0 1
G = < 10 0], 100 >
0 0 —1 010
Ten przypadek zostal opisany w pracy [AWO0S], ale dla zupelnosci opracowania podajemy

tutaj wyniki obliczen.

grupa generator réwnania | sktadowe | W (g) | iloraz | Wg
01 0 o — o

Zy (A;) 10 0 t—" 4 Zy | AxPL| Zy
00 -1 263 =0
Lo 2e1 =0

Zy (A1) 0 -1 0 - 16 Zo XLy | 6 x P | Zs
0 0 1 262 =0
0 01 o — e

Z3 (As) 100 =™ 1 Zy | 1xPL| Zy
010 A=
0 -1 0 o — e

Zy (A3) 1 00 L= = 4 Zy | AxPL| Zy
0 0 1 261 =0

Zbiér punktéw o niecyklicznych grupach izotropii zawiera 24 punkty dla podgrup Dy, z
ktorych w ilorazie powstaja 4 punkty osobliwe. Dalej mamy 36 punktéw o grupie izotropii
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Dg, w trzech rodzinach odpowiadajacych sprzezonym podgrupom, ktére sa sklejane do 12
punktow w ilorazie, oraz 4 punkty stale dzialania Sjy.

Na kazdej krzywej dla pierwszej z podgrup Zs leza 3 punkty o grupie izotropii Dg, niesklejane
w ilorazie, oraz 1 punkt staly dzialania grupy. Krzywe definiowane przez druga podgrupe Zs
zawierajg po 2 punkty o grupie izotropii D4 oraz po 2 punkty o grupie izotropii Dg. Dla kazdej
krzywej w ilorazie te 4 punkty sa rézne. Krzywa dla podgrupy Zs zawiera 4 punkty stale
dziatania G. Na kazdej krzywej punktéw o grupie izotropii Z4 lezy 1 punkt staty dziatania
calej grupy oraz 3 punkty dla podgrupy Ds, rézne w ilorazie.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:
Ps(t) = Py (t) — 15(1 + 1% — 4) — 20 = 5 + ¢4 + 443 — 144> 4 26,
Py(t) =101+ % = 4) (1 + %) + po((1 + & - 2t + 2 = 4) (1 + (1 + £)t*) )+
+apo((1+e-2t + 12 —4)(1 + (2 +e)t?)) = 19t* + 10£* — 42¢* — 45,
Py(t) = 16(1 + 4t) + 4(1 + 3t?) = 76t* + 20,
a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

P (t) = t° 4+ 20t* + 143 4 2042 + 1.

6.4.2. S,(2)
-1 00 00 1
G:< 0 -1 0],/ 100 >
1 11 010
grupa generator réwnania | sktadowe | W(g) | iloraz Wk
-1 00 oot — 0
Zy (A1) 0 -1 0 1 4 Zy | AxP|  Z
1 11 a=e
0 1 o
Zy (A1) -1 -1 -1 ) 1_*; 4 Zo x Loy | 3xPL | Zy x Zy
1 0 0 2=
0 0 1 o
Zs (Ay) 100 =" 1 Zoy | 1xP|  Z
010 a=e
0 -1 0 o .
Zy (As) 0 0 -1 L 1 Zoy | 1xP|  Z
1 1 1 a=e

Punkty o grupie izotropii Dy dzielg sie na trzy rodziny po 12 punktéow, wewnatrz ktorych
punkty sa sklejane parami przez dzialanie normalizatora. W ilorazie na kazdy punkt osobliwy
dla podgrupy Dy przechodzi jeden punkt z kazdej rodziny. Ponadto jest 12 punktéw o gru-
pie izotropii A4, ktére dziatanie normalizatora skleja parami, oraz 4 punkty state dziatania
grupy G.

Krzywe dla pierwszej z podgrup Zs zawieraja po 3 punkty o grupie izotropii Dy, rézne w
ilorazie, oraz po 1 punkcie stalym S;. Krzywe P! dla drugiej podgrupy Zs sa czterokrotnie
nakrywane przez ich przeciwobraz w A3 (tak jak w przypadku 5.2.2). Na kazdej z tych krzy-
wych leza 4 punkty o grupie izotropii D4 oraz 4 punkty o grupie izotropii A4, z kazdej z tych
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czwoérek powstaja 2 punkty w ilorazie. Krzywa dla podgrupy Zs zawiera 12 punktéw o grupie
izotropii Ay, sklejajacych sie do 6 w ilorazie, oraz 4 punkty stale S4. Natomiast krzywa dla
Z4 zawiera tylko 4 punkty stale dzialania Sy.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:
Py(t) = Py(t) = 8(1 4+ > —4) — (1 +1*> — 10) — 16 = t° +- ¢ + 4¢3 — 8¢ 4+ 18,
Py(t) = 4(1 +t* —4)(1 +t*) + 3uo((1 + 2 —4(1 +€))(1 + *))+
+uo((l4e-2t+12—4—6(1+2))(1+ (1 +e)t?)+
+po((1+e-2t+1* —4)(1+ (2 +e)t?)) = 10t* + 4¢> — 33¢* — 33,
Py(t) = 12(1 + 3t%) + 4(1 + 4t*) = 52t* 4 16,
a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest réwny

Px(t) =% + 11¢* + 83 + 11#% + 1.

6.4.3. 5,(3)
-1 0 0 -10 1
G:< 0 0 -1 ], -110 >
0 -1 0 -1.0 0
grupa generator réwnania skltadowe | W(g) | iloraz Wk
-1 0 0 2er — 0
Zo (A1) 0 0 —1 ' 4 Zoy | 4AxP|  Z
0 -1 0 2=
-1 0 0 2er — 0
Zo (Ay) -1 0 1 1= 4 Zy x Ly | 3x P | Zy x Zy
11 0 €3 = €1 + €2
—1 0 1 _
Zs3 (Ag) 11 0 - 1 Zy |[1xP'| 7
1.0 0 ¢s =0
0 -1 1 _
74 (As) 0 01 - 1 Zy |[1xP'| 7
-1 01 2=

Punkty o grupie izotropii Dy to trzy rodziny po 12 punktéw, przechodzace w ilorazie na zbiory
6 punktow, utozsamiane przez dzialanie grupy, oraz 6 punktéw, ktére w ilorazie przechodza
na 1 punkt osobliwy. Sa cztery rodziny po 3 punkty o grupie izotropii Dg, sklejane w ilorazie,
ale na kazdej rodzinie normalizator podgrupy dziala trywialnie. Punkty o grupie izotropii
Dg tworzg, trzy rodziny po 3 punkty, utozsamiane w ilorazie; na kazdej rodzinie normalizator
dziala trywialnie. Ponadto jest 1 punkt staly dzialania Sjy.

Trzy z krzywych dla pierwszej podgrupy Zs zawieraja po 4 punkty stale dziatlania Wi, o
grupie izotropii Dy, ktore w ilorazie sklejaja sie parami na kazdej krzywej. Poniewaz Wy
dziata na nich trywialnie, to w ilorazie po wyjeciu dwéch punktéw osobliwych o grupie izo-
tropii D4 otrzymujemy krzywa P! bez czterech punktéw. Przez takie dwa punkty w ilorazie
krzywa przechodzi dwukrotnie. Ponadto na tych krzywych leza jeszcze po 2 punkty o grupie
izotropii Dg, ktore sa sklejane przez dziatanie Wi na kazdej krzywej (czyli ich otoczenia na
krzywych tez sa sklejane). Czwarta krzywa dla pierwszej podgrupy Zs zawiera 3 punkty o
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grupie izotropii Dg, niesklejane w ilorazie, oraz 1 punkt staly dziatania S;. Krzywe P! dla
drugiej podgrupy Zs sa czterokrotnie nakrywane przez ich przeciwobraz w A3 (tak jak w
przypadku 5.2.2). Kazda z tych krzywych zawiera 6 punktéw o grupie izotropii Dy oraz 2
punkty o grupie izotropii D3, wszystkie sklejane parami przez dzialanie Wi na krzywych.
Krzywa dla podgrupy Zs zawiera 3 punkty o grupie izotropii Dg, rézne w ilorazie, oraz 1
punkt staty Sy. Krzywa punktéw o grupie izotropii Z4 zawiera 3 punkty state podgrupy Dsg,
niesklejane w ilorazie, oraz 1 punkt staly dziatania Sy.

Wirtualne wielomiany Poincaré stratéw sa nastepujace:

Py(t) = Py(t) —3(1 + 1% —5) —6(1 + > — 4) — 14 = % + ¢t* + 46> — 8% + 17,

Pyt)= (14> —4)(1+t*) +3uo((1 +e-2t +1* —4— (1 4+e))(1 +t3)+
+3up((L+e-2t+1 —4(1+e)(1+ ) + po((L+e-2t +* —4)(1 + (1 +&)t*))+
+po((1+e- 2t +12 —4)(1+ (2 +&)t?)) = 10t + 4¢3 — 20t — 30,

Pi(t) = 7T(1 + 3t%) 4+ 3(1 4 2t3) + 4(1 + 3t%) = 39¢> + 14,

a wielomian otrzymanej rozmaitosci jest rowny

Px(t) =% 4+ 11¢* + 863 + 1142 4 1.
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6.5. Zestawienie wynikow

Ponizsze twierdzenie podsumowuje rezultaty pracy. Dowdd stanowig zaprezentowane w tym
i poprzednim rozdziale obliczenia.

Twierdzenie 6.1. Wielomiany Poincaré dla rozmaitosci otrzymywanych przez konstrukcje
Kummera dla produktu trzech krzywych eliptycznych sq nastepujgce:

grupa przypadek wielomian

Dy 6.1.1 t0 + 5144 + 843 + 5142 + 1
Dy 6.1.2 6 4 21¢% + 203 + 2142 4+ 1
Dy 6.1.3 0 + 15¢% + 843 + 1562 + 1
Dy 6.1.4 6 4+ 15t + 8¢3 + 152 + 1
Dg 6.2.1 t6 4+ 15¢% + 323 + 1562 4+ 1
Dg 6.2.2 6 + 15¢% 4 323 4 1512 + 1
Dg 6.2.3 0+ 7t 1683 4+ T2+ 1

Dg 5.2.1 0 + 36t* 4 143 4 36t2 + 1
Dy 5.2.2 6 4+ 15t + 8¢3 4+ 152 + 1
D1 5.1 6 4 21¢% + 203 + 2142 + 1
Ay 6.3.1 6 4 19t + 83 + 192 + 1
Ay 6.3.2 047ttt + T2 41

Ay 6.3.3 04 Ttt L83 + T2 41

Sy 6.4.1 16+ 20t* 4 1443 4- 20t + 1
Sy 6.4.2 011t 4+ 883 + 1112 + 1
Sy 6.4.3 10+ 1144 + 863 + 1142 + 1
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6.6. Pytania

Przede wszystkim okazuje sie, ze znajomos¢ wielomianéw Poincaré nie wystarcza, zeby stwier-
dzié, czy wszystkie rozmaitosci otrzymywane w wyniku konstrukcji Kummera dla klas sprze-
zono$ci skonczonych podgrup SL(3,Z) sa rézne. By¢ moze jakie$ inne niezmienniki pozwalaja
je rozroznié. Za ta teza przemawia fakt, ze nie widaé¢ zadnego naturalnego dla konstrukcji
Kummera izomorfizmu rozmaitosci o tych samych kohomologiach — struktury zbioréw punk-
tow osobliwych dla dziatania dualnych grup we wszystkich przypadkach sg rézne. Najbardziej
zblizone struktury to te wyznaczane przez grupy D4(3) (przypadek 6.1.3) i Dy(4) (przypadek
6.1.4), ale jak wykazaliSmy w 6.1.4, one réwniez nie sa takie same.

Niezaleznie od opisanego powyzej problemu w wynikach pojawia sie ciekawa wlasnosé, kto-
rg warto dokladniej zbadaé. W rozdziale 3 zdefiniowaliémy pojecie dualnosci skoniczonych
grup liniowych lub ich klas sprzezonosci (def. 3.2.1). Uwaga 3.2.2 podaje pary dualnych
klas skonczonych podgrup SL(3,Z). Obliczenia zaprezentowane w tym rozdziale wykazuja,
ze rozmaitosci Kummera dla dualnych grup majg takie same wielomiany Poincaré. Mozna
sie zastanawiac¢, czy zaobserwowana prawidlowos$¢ zachodzi w innych przypadkach, czy jest
specyficzna wtasnoscia tréjwymiarowego przypadku uogélnionej konstrukcji Kummera. Jesli
okaze sie, ze te rozmaitodci nie tylko majg takie same wielomiany Poincaré, ale sg izomorficzne,
to oczywiscie pojawia sie pytanie, czy w wyzszych wymiarach dla dualnych grup konstrukcja
daje w wyniku izomorficzne rozmaitosci.

Mozna réwniez prébowaé zrozumieé relacje pomiedzy rozmaitoéciami Kummera dla grupy G
i jej wybranej podgrupy H. Na mocy lematu 1.3 istnieje odwzorowanie wymierne z rozmaito-
sci dla H w rozmaitos¢ dla G. By¢ moze badanie tych odwzorowan pozwoli lepiej zrozumieé
uogolniong konstrukcje Kummera. Dla przypadku tréojwymiarowego przegladajac wyniki ob-
liczen w punkcie 6.1 oraz diagram zawierania klas sprzezono$ci badanych grup (uwaga 3.2.3)
mozna zaobserwowad, ze jesli grupy G i H nie sa izomorficzne, a ich rozmaitoéci Kummera
maja takie same wielomiany Poincaré, to H jest podgrupa G (lub odwrotnie). Mozna zapy-
taé¢, jaka musi by¢ relacja miedzy grupa G a jej podgrupa H, zeby konstrukcja Kummera
dawata dla nich w wyniku rozmaitosci o tych samych liczbach Bettiego.

Warto réwniez zbadaé, czy tréjwymiarowe rozmaito$ci Kummera pojawiaja sie wérdéd znanych
przyktadéw rozmaitosci Calabi—Yau i w jaki sposéb sg opisywane. Poznanie innego opisu tych
rozmaito$ci moze poméc w znalezieniu odpowiedzi na postawione wczedniej pytania.
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