Maria Donten, 5.12.2007

Zadania o transferze

1. Oznaczenia, zalozenia i przypomnienia

Przez M i M bedziemy oznaczaé rozmaitosci gtadkie, przy czym M nakrywa M.
Przyjmujemy, ze gladkie odwzorowanie p : M — M jest nakryciem skorficzonym.

Nakrycie rozpatrujemy w kategorii rozmaitoéci gtadkich. To oznacza, ze dla kazdego punk-
tu x € M istnieje jego otoczenie U takie, ze p~!(U) jest dyfeomorficzne z U x D, gdzie D
jest przestrzenia dyskretna (w przypadku G-nakrycia mozna przyja¢ D = G). W szczeg6l-
nosci kazdy punkt y € M ma sp6jne otoczenie dyfeomorficzne z pewnym otoczeniem p(y)
na rozmaitosci M, przy czym ten dyfeomorfizm jest obcieciem p do mniejszej dziedziny.

Przyktad 1.1 (lloraz dziatania grupy). Jesli grupa skoticzona G dziata w sposéb wolny
na rozmaitosci M (albo nawet grupa dyskretna, niekoniecznie skoticzona, dziata w sposéb
wlasciwie nieciggly), to iloraz przez to dzialanie jest rozmaitosciq gladkq, a dzielenie jest

przeksztalceniem nakrywajgcym (zadanie 24). W ten sposdb otrzymujemy G-nakrycie.

Mamy indukowane przez p odwzorowanie kompleksow tancuchowych form rézniczkowych

p* QY (M) — Q*(M) — cofanie form.

Uwaga 1.1. Przypomnigmy, ze cofanie form jest przemienne z rozniczkowaniem, a takze z
operacjami dodawania, mnozenia przez skalar i iloczynu zewnetrznego form rozniczkowych.

W dalszym tekscie rozwazamy jedynie teorie kohomologii de Rhama; nie bedzie to za
kazdym razem zaznaczane.

2. Homomorfizm transferu

Na poczatku zdefiniujemy homomorfizm transferu dla dowolnego nakrycia skoniczonego i
udowodnimy kilka jego wlasnosci.

Definicja 2.1. Definiujemy przeksztalcenie py : Q" (M) — Q*(M) nastepujaco: k-forme
n na rozmaitosci M przeprowadzamy na k-forme w na M dang na wektorach vy, ..., v, €
T, wzorem

w(x)(vr,...;ve) = > n@)(Dp(y) ' (v1),..., Dply) " (ve))-
yep~1(x)

Uwaga 2.1. Te definicje mozna podsumowac stwierdzeniem, ze przeksztalcenie py jest
sumowaniem po wioknie.

Uwaga 2.2. Definicja 2.1 jest poprawna, to znaczy w = px(n) jest dobrze zdefiniowang
forma rézniczkowq. Wystarczy zauwazyé, ze na pewnym otoczeniu U punktu x € M forma
w jest zdefintowana za pomocq cofniec:

w= > (b)),

yep~1(x)

gdzie p, jest obcieciem p do otoczenia punktu y € p~'(x), bedgcym dyfeomorfizmem na U.
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Uwaga 2.3. Przeksztalcenie py jest homomorfizmem komplekséw taricuchowych — to wy-
nika z powyzszego przeformutowania definicji 1 uwagi 1.1.

Definicja 2.2. Homomorfizm kohomologii py : H*(M) — H*(M) indukowany przez jon
nazywamy transferem.

Naturalne przeksztalcenie p* przeprowadza formy na przestrzeni bazowej M w formy na
przestrzeni nakrywajacej M. Okazuje sig, ze transfer ,prawie odwraca” to przeksztalcenie.

Lemat 1. Zlozenie py o p* jest mnozeniem przez moc widkna nakrycia p.
Dowéd. Niech w € Q*(M). Korzystajac z uwagi 2.2 mozemy wyliczy¢:

prop W) = > (B,)PW)= > G)VGw)= > w=Ip (@)

yep~—1(z) yep~i(z) yep~i(z)

Lemat 2. Transfer jest naturalny ze wzgledu na przecigganie nakryc.

Dowdd. Niech p : M — M bedzie nakryciem rozmaitoéci, f : N — M odwzorowa-
niem gtadkim, a przez Ny oznaczmy nakrycie nad N przeciggniete z rozmaitosci M przez
przeksztalcenie f, jak na pierwszym diagramie.

N—TL (V)L (1)
Py p (Df)# j
.y (Nt {an)

Naszym celem jest wykazanie przemiennosci drugiego diagramu.

Skorzystamy z przeformutowania definicji transferu wyrazajacej ten homomorfizm za po-
mocg cofnig¢ przez odwrotnosci lokalnych dyfeomorfizméw p,; L dla y lezacych we widknie
nad punktem x € M.

Przypomnijmy, ze przeciagniecie nakrycia trywialnego jest trywialne. Wobec tego, jesli
z € N, a U jest otoczeniem f(z) lokalnie trywializujacym nakrycie p, to dla dowolnego
punktu s € p;'(2) na zbiorze f~!(U) zachodzi fo(py);" = ﬁj;(i)of (gdzie (py); " to lokalna

odwrotnos¢ nakrycia py na otoczeniu punktu s). Stad dla dowolnej formy n € Q*(M) i
punktu z € N w pewnym otoczeniu x mamy ciag réwnosci

Flogm)@) =0 > @)@ =X @ of) )=

yep~1(f(z)) yep~t(f(z))
= > (Fes ) = X (B (F)(@) = () (F()(2),
sepfl(x) SEPgl(x)

co nalezalo udowodnié.

U

Lemat 3. Transfer nakrycia bedgcego zlozeniem nakryc p : M — M orazq: M — M
jest ztozeniem transferow py o qu.



Dowéd. Niech 0 € Q*(M). Ponadto wybierzmy dowolny punkt x € M i oznaczmy
punkty z jego przeciwobrazu p~t(z) = {yi,...,ys}. Wowczas dla dowolnych wektorow
vy, ..., v € T4 zachodzi

(4% (0)) () (Ve 0r) = Z q2(0) (y:)(Dp(ys) ™ (v1), - -, Dp(ys) " (vn)) =

= Z > 0(2)(Dq(2) " o Dp(ys) " (v1),- -, Da(2) " o Dp(y:) ™ (vx)) =

i=1 z€q7 ()

= > 0=)(D(gop)(z) H(w),---. Dlgop)(z) " (vr) = (gop)p(x)(vr, ... vp).

z€(qop) ' (z)

Jak wida¢, dowdd sprowadza sie do funktorialno$ci cofania form, poniewaz lokalnie trans-
fer jest okreslony jako suma cofniec.
O

3. Wtasnosci cofania form przez nakrycie

W tym rozdziale czesto bedziemy zakladac, ze p jest G-nakryciem, co oznacza, ze grupa G
automorfizméw tego nakrycia dziata tranzytywnie na kazdym witoknie. Jesli to zatozenie
nie bedzie potrzebne, zostanie to zaznaczone.

Automorfizm ¢ nakrycia p : M — M indukuje ¢* : Q*(M) — Q*(M). Bedziemy chcieli
wyr6zni¢ formy, ktore sa przeprowadzane na siebie przez wszystkie elementy grupy G
automorfizméw nakrycia p.

Definicja 3.1. Forma w € Q*(M) jest G-niezmiennicza, jesli dla kazdego g € G zachodzi
g*(w) = w. Element grupy kohomologii jest G-niezmienniczy, jesli dziatanie G przepro-
wadza kazdg reprezentujgceg go forme na forme roznigceq sie od niej o pewien brzeg.

Naszym celem jest poznanie zaleznosci pomiedzy kohomologiami przestrzeni bazowej na-
krycia i przestrzeni nakrywajacej. Zaczniemy od zbadania, jak wyglada przeksztalcenie
p* — jego podstawowe wlasnosci opisuje nastepujacy lemat:

Lemat 4. (Zadanie 47.) Jeli p jest G-nakryciem, to p* zadaje izomorfizm Q*(M) ~

Q*(M)C, gdzie Q*(M)C oznacza zbiér form G-niezmienniczych na M.

Uwaga 3.1. Zalozenia, ze p jest G-nakryciem, potrzebujemy tylko do wykazania surjek-
tywnosci p*. Dla dowolnego nakrycia rozmaitosci jest prawdg, ze przecigganie form jest
injekcjqg. Jesli nakrycie pochodzi od dziatania grupy G, to p* prowadzi w podprzestrzen
form G-niezmienniczych.

Dowéd. Najpierw wykazemy, ze Im p* = Q*(M)¢. W tym celu udowodnimy, ze

1. cofnigcie formy z 2*(M) jest G-niezmiennicza forma na M,
2. kazda forma G-niezmiennicza na M jest cofnieciem formy z Q*(M).

1. Ustalmy automorfizm g nakrycia p. Niech w € QF(M) bedzie dowolng k-forma na
rozmaitosci M. Chcemy pokazaé, ze p*(w) jest forma niezmiennicza ze wzgledu na
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dziatanie automorfizmu g, czyli ze g*(p*(w)) = p*(w). Korzystajac z funktorialnosci
konstrukeji przestrzeni form rézniczkowych na rozmaitosci otrzymujemy

9" (p"(Ww)) = (pog)(w) =p"(w),
gdzie ostatnia rownos$¢ wynika z faktu, ze ¢ jest automorfizmem nakrycia p. Wobec
dowolnosci g forma p*(w) jest G-niezmiennicza. Stad Imp* C Q*(M).
2. Aby wykazaé¢ zawieranie w drugg strone, ustalmy G-niezmiennicza k-forme n € Q(M).
Niech # € M oraz y,y/ € M beda takie, ze p(y) = p(y') = x. Definiujemy k-forme
w € QF(M) nastepujaco:

w(z) (1, o) = () (Dp(y)) (1), -, (Dp(y)) ™ (ve),

gdzie vy, ...,v; € T};. Poniewaz p jest dyfeomorfizmem na pewnym otoczeniu y, mo-
zemy odwrocié rozniczke p w tym punkcie. Za pomoca przeksztatcenia odwrotnego do
Dp(y) przenosimy wektory styczne do M w punkcie x do przestrzeni stycznej do M
w punkcie y i wyliczamy na nich warto$¢ formy 7. Nalezy sprawdzi¢ poprawnosc¢ tej
definicji, tzn. jej niezaleznos¢ od wyboru punktu y we widknie nad x, oraz gladkosé
tak zdefiniowanej formy.

bLatwo sprawdzi¢ gtadko$¢ — zauwazmy, ze jesli p, bedzie obcigciem p do otoczenia y,
na ktérym p jest dyfeomorfizmem, to na pewnym otoczeniu = (obrazie dziedziny p,)
forma w jest cofnigciem n przy przeksztalceniu p, !

Aby uzasadnié¢ poprawno$é¢ definicji, wezmy g € G takie, ze g(y') = y. Jego istnienie
wynika z tranzytywnosci dziatania G na wiloknie, czyli tutaj istotnie korzystamy z
zalozenia, ze p jest G-nakryciem. Poniewaz n = ¢*(n), mamy

() (Dp(y)) ™ (v1), -, (Dp(y)) " (v)) In(y)(DA’l(:v)(vl) - Dpy () (k) =
= g" () ()(Dp, ' (x)(v1), ..., Dy (z)(vh)) =
=n(y)(Dg~ 1(y)ony (@)(v1), - - ( ) o Dpy " (x)(vr)) =
=n(y)(D(g~" o p, (= )(U1>7"'7D(g op, ) (@) (vx)) =

=n(y)(D(By) " (Y)(v1), ... D(by) ™ (vr))

gdzie p, jest, analogicznie do p,, obcieciem nakrycia p do otoczenia y’, na ktérym
jest ono dyfeomorfizmem na swoj obraz. Wobec tego definicja formy w jest poprawna,
czyli dla G-niezmienniczej formy 7 na M zdefiniowalismy forme na M, ktérej cofniecie
przez nakrycie p to wtasnie forma 7.

Powyzsze dwa punkty sumujg sie do réwnosci Im p* = Q*(M)%. Z uwagi 1.1 wynika, ze p*
jest homomorfizmem grup abelowych. Wobec tego aby pokazaé, ze p* jest izomorfizmem
na swoj obraz, wystarczy wykazac, ze jego jadro jest zerowe. Wezmy dowolna niezero-
wa k-forme w € QF(M). Niech x € M bedzie punktem, w ktérym w jest niezerowa, a
y € p~!(z). Poniewaz nakrycie p jest lokalnym dyfeomorfizmem, rézniczka Dp(y) zada-
je izomorfizm przestrzeni stycznych do M i M w punktach z i y odpowiednio. Niech

v, ..., 0 € T3 beda takimi wektorami, ze w(vy,...,vx) # 0. Przez w; oznaczmy prze-
ciwobraz wektora v; przy rézniczce w punkcie y: w; = (Dp(y)) ! (vx,). Wowezas z definicji
cofniecia formy p*(w)(wy, ..., wg) = w(vy,...,v;) # 0. Stad ker p* jest zerowe.

Zauwazmy, ze ostatnig cze$¢ rozumowania mozna przeprowadzi¢ bardziej ogdlnie. Wy-
starczy, zeby p bylo submersja; wtedy rozniczka w kazdym punkcie jest epimorfizmem.
Wobec tego przeksztalcenie indukowane na formach rézniczkowych, zdefiniowane przez
sktadanie z rozniczka, na mocy ogdlnej teorii jest monomorfizmem.
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4. Transfer dla G-nakry¢

Przyjrzymy sie, jak przy zalozeniu, ze p jest G-nakryciem, mozna opisa¢ homomorfizm py.

Zaczynajac od dowolnej formy n € Q*(M), wyprodukujemy z niej forme G-niezmiennicza,
zeby nastepnie przeprowadzi¢ jg na forme na M za pomoca opisanego w lemacie 4 izo-

morfizmu (p*)~! : (Q*(M))% — Q*(M).

Definicja 4.1. Definiujemy przeksztalcenie py : (M) — Q*(M) jako zlozenie prze-
ksztalcenia A @ (M) — Q* (M), gdzie A(n) = Yyeq 9% (1), 2 praeksztalceniem (p*)~'.

Uwaga 4.1. Powyzisza definicja dla p bedgcego G-nakryciem jest zgodna z ogélniejszg
definicjg 2.1.

Przeksztalcenie A faktycznie prowadzi w formy G-niezmiennicze, poniewaz dla dowolnego
hed

(Yo g m) =Y b (g* () = d_(gh)*(n) = >_ (gh)*(n) = D>_ g"(n)

geG geG geG gheG geG

Wykonane przeksztatcenia wynikaja z uwagi 1.1, na mocy ktérej wiemy réwniez, ze prze-
ksztalcenie A jest przemienne z rézniczkowaniem form oraz liniowe. Poniewaz (p*)~! takze
ma te wlasno$ci jako odwrotnos¢ p*, otrzymujemy, ze ich zlozenie py jest homomorfizmem

komplekséw tanicuchowych Q*(M) i Q*(M), wigc indukuje homomorfizm kohomologii
przestrzeni M i M.

Na koniec sformutujemy wtasnoéci transferu dla G-nakryé¢.

Lemat 5. (Zadanie 48.) Dla p bedgcego G-nakryciem transfer spelnia nastepujgce wa-
runki:

1. zlozenie p* o py jest réwne przeksztatceniu 3 e g* = A,
2. zloZenie py o p* jest mnoZeniem przez |G|.
Dowéd.
1. Niech n € Q*(M). Wtedy
P opy(n) =p o (p") o Aln) = AMn) = g" ().

geG

2. Ta wlasnos¢ zostata udowodniona w ogdlniejszej sytuacji w lemacie 1.

Poniewaz wiemy, ze p* i py definiuja przeksztalcenia na kohomologiach, wtasnosci udo-
wodnione powyzej dla form rézniczkowych przenosza sie na analogiczne wlasnosci indu-
kowanych homomorfizmoéw dla klas kohomologii.

O

5. Kohomologie ilorazu

Chcielibysmy zbadaé zaleznosci pomiedzy kohomologiami przestrzeni bazowej nakrycia i
przestrzeni nakrywajacej. Wyniki dotyczace tych zaleznosci znajda zastosowanie w sytu-
acji, kiedy trzeba bedzie policzy¢ kohomologie przestrzeni otrzymanej jako iloraz przez
dziatanie grupy wolnej na przestrzeni, ktorej wlasnosci sa lepiej znane. Na przyktad przy
obliczaniu kohomologii przestrzeni rzutowych lub ogdlniej przestrzeni soczewkowych.
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Lemat 6. Jesli p : M— M jest skoticzonym G-nakryciem, to kohomologie rozmaitosci
M to punkty stale dziatania G na kohomologiach M .

Dowéd. Grupy kohomologii de Rhama rozmaitosci sa przestrzeniami liniowymi nad R.
Kohomologie G-niezmiennicze H* (M) tworza podprzestrzen liniowa w H*(M), poniewaz
ogblnie zbior punktéw stalych dziatania grupy liniowej na przestrzeni liniowej jest jej
podprzestrzenia.

Na mocy lematu 4 przeksztalcenie p* przeprowadza formy na M w G-niezmiennicze formy
na M. Sprawdzimy, ze p* przeprowadza kohomologie M w G-niezmiennicze kohomologie
M, czyli ze w kohomologiach klasa formy G-niezmienniczej jest G-niezmiennicza. Wezmy
dowolng forme n € Q*(M )¢. Dowolny automorfizm nakrycia g € G indukuje homomorfizm
grup kohomologii g*. Poniewaz g*(n) = 7, to réwniez na kohomologiach ¢*([]) = [n].
Wobec tego [1] jest G-niezmienniczym elementem kohomologii H*(M).

Z lematu 5 wiemy, ze ztozenie py o p* : H*(M) — H*(M) to mnozenie przez |G|, czyli
w szezegdlnosei jest izomorfizmem przestrzeni liniowych. Stad p* : H*(M) — H*(M)®
jest monomorfizmem.

Rozpatrzmy obcigcie ztozenia p* o py do podprzestrzeni liniowej H “(M)¢ C H*(M). Na
podstawie lematu 5 mozemy wyliczyé¢, ze dla elementu o € H*(M)% zachodzi

propy(a) =3 g'(a)=> a=IGla.

geqG geqG

Wobec tego (p* o pa)| - (iY@ rowniez jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, natomiast
p4 indukuje monomorfizm H*(M)% — H*(M).

Poniewaz wlozenie py : H “(M)% «— H*(M) jest izomorfizmem na podprzestrzeni linjowej
p*(H*(M)) € H*(M), to ta podprzestrzen nie moze by¢ wlasciwa. Otrzymujemy wiec,
ze przestrzenie H*(M) i H*(M)® sa izomorficzne.

O

Na koniec przyjrzymy sie zastosowaniu lematu 6.

Przyktad 5.1. Dla dowolnej rozmaitosci rozniczkowej M istnieje dwukrotne nakrycie
p rozmaitoscig orientowalng M (zadanie 26). To nakrycie jest trywialne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy M jest orientowalna. Z teorii nakryé wynika, zZe grupa Zso dziala tranzytywnie
na witoknach p. Ponadto jesli M jest nieorientowalna, to dziatanie Zo musit zmieniaé
orientacje M, bo w przeciwnym przypadku orientacje na M daloby sie ustali¢, lokalnie
kopiujgc orientacje na M. Wobec tego w najwyzszym wymiarze zadna forma na M nie jest
zachowywana przez dziatanie grupy automorfizmow nakrycia. Stgd na podstawie lematu
6 wnioskujemy, zZe kohomologie rozmaitosci nieorientowalnej w najwyzszym wymiarze Sg
zerowe.

Mozna sprobowaé przenie$é opisang powyzej teorie na formy i kohomologie o zwartych
nos$nikach, rozwazajac rowniez nakrycia nieskonczone.
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