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1. * (Kol 19/20) Dana jest baza A = (a1 = (1,1,0),a2 = (1,1,—1),a3 = (0,1, —1)) w przestrzeni R?
oraz dla kazdego t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R® — R3, zadane macierza M (¢¢)a:

1 1 t
M(p)a=1]2 t 2
-1 1 -1

— Dla jakich ¢ przeksztalcenie ¢; jest izomorfizmem?
— Wyznaczy¢ ¢o(1,2,3).
— Niech ¢ € (R3)* bedzie funkcjonalem liniowym zadanym wzorem v (z10q + @200 + T303) =

x1 + 229 — x3. Znalezé wspélrzedne funkcjonatu w bazie sprzezonej do bazy A.

2. * (Kol 19/20) + Przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R3 zadane jest wzorem:

¢($1,$2,$3,(£4) = (xl + 29 + 2373 — X4,T1 — X3 + $4,3£L'1 + x9 + 1'4)

— Znalez¢ baze przestrzeni ker(¢) oraz przestrzeni Im().
— Wyznaczyé macierz M ($) 4, gdzie A = ((1,1,0),(0,1,2),(0,0,1)).

— Znalezé, o ile to mozliwe, bazy B przestrzeni R* oraz C przestrzeni R?, takie, ze macierz
M(¢)E ma dokladnie dwa niezerowe wspétczynniki.

3. * (Kol 15/16) Niech a1 = (1,1,1,1), a» = (1,1,1,0), a3 = (1,1,0,0), as = (1,0,0,0). Niech
A = {ai,az,a3,a4}, a ¢ : R* — R* bedzie przeksztalceniem liniowym spetiajacym ker(¢) =
lin(ag, ag), ¢(as) = ag oraz ¢(ay) = as. Znajdz:

- M(¢)st-
— M(¢)a.
— Rzad przeksztalcenia ¢* = ¢ o--- o ¢ (zlozenie k razy).

4. * (Kol 15/16) Niech A € M,,xn(R), B € M3x3(R) bedace zdefiniowane jako:

120 - 0
13 2 0 11t

A= |0 13 O, B=1]o 1 1
10 2
000 3

— Obliczy¢ det(A).

— Dla jakich t € R macierz B jest odwracalna?

5. * (Kol 16/17) Dla t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R* — R? dane jest wzorem:

Oe(x1, T2, 23, 24) = (21 + T2 + tas, x1 — T2 — Ty, two + w3 + (t — 1)z4)

— Dla jakich t € R przeksztalcenie ¢, jest epimorfizmem?



— Znalez¢ baze ker(¢2).

— Znalez¢ wymiar przestrzeni ker(¢pg) N ker(¢py).

6. (LK - 6.52) Rozwazmy odwzorowanie R-linowe f : C — C wyznaczone przez macierz

a c
MB(f) = |:b d] >
gdzie B = {1,i} jest baza kanoniczng C nad R.

— Pokaz, ze f(z) = pz + ¢z dla pewnych p, ¢ € C. Jakie relacje zachodza pomiedzy liczbami p, ¢
oraz a,b,c,d?

— Jakie warunki musza spetniaé liczby p, ¢ (lub a, b, ¢, d), aby odwzorowanie f bylo C-linowe?

7. (LK - 6.54) Niech K = Fy3. Zalozymy, ze odwzorowanie f € Hom(K*, K3) jest dane za pomoca
macierzy

1 -2 3 -1
My(fy=1]2 -4 7 -1
1 2 -8 —4

Niech ponadto
U = Lin((1,1,1,1), (4,0,-1,1),(3,2,1,1)) € K*,
V = Lin((1,0,0),(3,1,1),(0,2,2)) C K3.
Znajdz bazy i wymiary przestrzeni f(U) oraz f~1(V).
8. * (Kol 17/18)

Niech
-1 1 1 -1 2 4 8 5
1 -1 1 -1 1 2 3 0
A= 1 1 -1 -1 B = 5 t 0 O
t t t t 1 0 0 O

beda macierzami A, B € Myx4(R).

— Dla jakich t € R macierz B jest odwracalna?

— Obliczyé¢ wyznacznik macierzy C = BAB™! w zaleznodci od t, zakladajac, ze B jest odwra-
calne.

— Przypuéémy, ze macierz X € My.4(R) spetnia réwnanie macierzowe X —4X ~! = 0. Obliczy¢
| det(X)].

— Obliczy¢ wyznacznik macierzy n x n postaci:

355 ... 5
535 ... 5
553 ... 5
555 ... 3
5 5 5 ... 3]

9. * (Kol 22/23) Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = Q*, W = Q3 i przeksztalcenie liniowe ¢ : V —
W zadane wzorem

d(x1, x2, 3, x4) = (X1 — T2 + XTa, —T2 — T3 + Ta, T1 + T3).



— Zmnajdz k = dimker(¢) i r = dimim(¢).

— Wyznacz dowolna podprzestrzen V przestrzeni V, ktéra spelnia warunek V = ker(¢) @ Vj.
Wypisz baze podprzestrzeni Vj.

— Wyznacz dowolna podprzestrzen Wy przestrzeni W, ktéra spelnia warunek W = im(¢) & Wy.
Wypisz baze podprzestrzeni W.

— Znajdz przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V takie, ze zlozenie Y o ¢ : V — V jest rzutem na
podprzestrzen Vo C V' wzdluz ker(¢). Przeksztalcenie ¢ zadaj za pomoca macierzy M ()4 g
dla wybranych przez siebie baz A i B przestrzeni V i W.

10. * (Kol 21/22) Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = R?, W = R3 i Z = R* oraz ich przeksztalcenia
liniowe ¢ : V. — W, o : W — Z | ktore sa zalezne od parametrow s,t € R. Przeksztalcenie 1 jest
zadane wzorem

Ys(w1, 2, 73) = (71 + 5 - T, T3, —T2, T3),

natomiast przeksztalcenie ¢, przyjmuje nastepujace wartosci:

de(1,1) = (—2,0,2t), ¢(—1,1) =(0,2,0).

— Zapisz macierze przeksztalcen ¢y, 15 oraz s o ¢; w bazach standardowych.

— Znajdz wymiar jadra przeksztalcenia v, o ¢y w zaleznosci od parametréw ¢ i s.

— Rozstrzygnij dla jakich wartoéci parametréw t i s obraz przeksztalcenia 14 o ¢y jest zawarty w
przestrzeni U = lin((1,-1,0,1),(0,1,—-1,-1),(0,1,0,—1)) C Z.

11. * (Kol 16/17) Dane s macierze

01 2 3 1 200
0010 2 5 0 0
At*0t45’B*1234
1000 5 6 7 8

— Obliczy¢ det(B). Obliczyé¢ wyznacznik macierzy BT - (4;)% - B~* w zaleznosci od parametru
teR.

— Obliczy¢ wyznacznik macierzy

n—1 n n n n n
n—2 n—1 n n n n
3 4 5 n n n
2 3 4 n—1 n n
|1 2 3 . n—2 n—1 nj



