Douczki z Analizy Matematycznej 2023

Dzieti pierwszy

Zajecia prowadzone sa w ramach wolontariatu przez cztonka KPM, ktory jest studentem. Miej na
uwadze to, ze moze nie by¢ w stanie on odpowiedzie¢ na wszystkie zadane przez Was pytania.

1. Twierdzenie o zamianie zmiennych i twierdzenie Fubiniego

Zadanie 1.
Obliczy¢ catke

/x2+y2d)\3(x,y,z) gdzie D={(z,y,2)eR*|1<a®+y* +22<4, 2>0}
D

Rozwigzanie:
Skorzystamy z podstawienia sferycznego

o(r,a, B) = (rcos acos, r cos asin 3, 7 sin )

wowczas -
¢ YD) ={(r,a,p) €R x (—5, 5) x (0,27) | 1 <r? <4, sina >0}
oraz
/ 2+ y* ds(m,y, 2) = / r? - cos®a - r? - cosa dAs(r, a, B) =
D e~ 1(D)
:/ / / r4cosgozd5dozd7“:27r-/ cos® o dav - —
1 Jo Jo 0 51
rd 4 31

Mamy = =% oraz

cos®(z) = cos(x) - cos?(x) = cos(x) - (1 — sin®(z)) = cos(z) — cos(x) - sin?(z)

Nastepnie, catka moze by¢ zapisana jako sumy dwoch catek:

jus jus us

/cosg(m) dr = /cos(m) dx — /cos(m) -sin®(z) dw

™
5 us

=1 Druga catka moze by¢
0

2
Pierwsza calka jest latwa do obliczenia i wynosi [ cos(z)dz = sin(z)
0

dt
cos(z) "

obliczona z uzyciem podstawienia t = sin(z), wtedy dx = W efekcie, druga catka sprowadza

sie do
1

B 1
tdt = —| ==
/ 3lo 3

0



5
Stad, wynik catkowania [ cos®(z)dz wynosi
0

3 3 3
1 2
/cos?’(m)dx = /COS(LL’)diE - /COS(LL’) -sin®(z)dr =1 — 33
0 0 0

Zadanie 2.
Oblicz catke

/ L dh(zy)
(a2 +y2<y} V22 + Y2

Rozwigzanie:
Korzystajac z podstawienia biegunowego x = r cos a, y = r sin a mamy

[ e = [ e -
{z?2+y2<y} x? + y2 r<sina r

™o sma T sin? o - cos a
= rcosa dr doa = — da«
o Jo 0 2

Mamy
, .
. = cosa =sina . .
sin - cosar dav =|| . 9 , §= =sina — [ 2sin®a - cosa do
f=sin“a| f/=2sinacosa
zatem [ sin® ov - cos o dov = % sin® v, skad

/ e da(a,y) = /W o cosar g, s
{a2+y2<y} VT2 +Y° 0 2 3

Zadanie 3.

Rozwazmy zbior A = (0,1) x (0, 5) oraz przeksztalcenie ® : A — R* dane wzorem

O(x,y) = (e cosy, e’ siny) =: (u,v)

Uzasadnié¢, ze ® jest dyfeomorfizmem na swoj obraz, opisa¢ 6w obraz, a nastepnie dokonaé¢ zamiany
zmiennych (z,y) — (u,v) w calce

2x
e
dXo(,
/A 1+ e® cos? ysin® y 2(.9)

Rozwigzanie:
Dla ®(x,y) = (e” cosy, €* siny) mamy

e*cosy —e’siny
e*siny e*cosy

Dd(z,y) = {

2



wicc |det D®(z,y) = e** cos’y + e*siny = e?* # 0, zatem ® jest lokalnie dyfeomorfizmem.
Mozna sprawdzi¢, ze obrazem @ jest zbior

B={(z,y) eR2 |1 <2®+y* <€’}

bo dla ustalonego = wykres funkcji (z,y) — (e” cosy, e*siny) jest wycinkiem okregu o promieniu
e’. Pokazemy, ze ® : A — B jest roznowartosciowe. Niech ®(x1,y1) = ®(2,¥2), czyli € cosy; =
€™ cos Yy oraz €' siny; = e sin Yo, skad

cosyy  Sinys

= — & COSYy - SINY; = COS Y - SN Yy <
cosy; siny;

o Sy +4p) +sin(yr —ya) _ sin(ys +41) +sinys — y1)
2 2
& sin(y; — y2) = sin(ye — y1) < sin(yy — y2) = —sin(y1 — yo2)
Stad sin(y; — y2) = 0, ale skoro y;,ys € (O, g), toyr —yo =0 y1 = 4o :=y. Wtedy e*' cosy =
€2 cosy & €™ = e*2, czyli 1 = zo. Zatem @ jest funkcja roznowartosciowa. To dowodzi istnienie
®~1. Z twierdzenia o funkcji odwrotnej skoro det D® # 0 wszedzie, to 1 € C!, wiec ® jest
dyfeomorfizmem. Z twierdzenia o zamianie zmiennych mamy wiec

e det DP(x,
/ e dha(r,y) = / | a 2( DL irye,y) =
A 1+ e** cos? ysin®y o-1(a(A)) 1 +€** cos?ysin”y

1 1
= ———d\ = | ——= d\
/cp(A) 1+ w202 2(”7 U) /B u2p2 Q(xa y)

=

Zadanie 4.
Oblicz pole obszaru ptaszczyzny ograniczonego od wewnatrz okregiem jednostkowym, zas od ze-
wnatrz krzywa opisang we wspolrzednych biegunowych réwnaniem r = 2 + cos 6.

Rozwigzanie:
Punkt p nalezacy do danego zbioru spetnia nieréwnosci 1 < p < 2 + cos 6, gdzie p to odlegtos¢ od
punktu (0,0). Zatem

27 2+cos O 2 3 1
/1d/\2(x,y):/ / Td?“d@z/ (——|—20080+—-00820) dh =
A o J1 0o \2 2

I 1
:37r—|—0—|—§-/0 cos29d0:37r—i—§~4.%:I

Zadanie 5.
Wyznaczy¢ catke

/(x2+y2) do(x,y) gdzie A={l<2®—y*<2 2<ay<4d,z,y>0}
A

Rozwiazanie:
Wygodnie byloby skorzysta¢ z podstawienia ¢(x,y) = (s,t), gdzie

s = 2% — >
t=uxy
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bo wowezas @(A) = (1,2) x (2,4). Jednak wyznaczenie ¢! moze by¢ problematyczne.
Mamy jednak

20 =2
Detas) = [ ] = et Do) =262 + 47
oraz A = o (p(A)), wiec stosujac twierdzenie o zamianie zmiennych ("od drugiej strony") mamy
1 1
[+ 0 date) = 5+ [ 14t Doteg)| o) = 5+ [ Jdet Doty)] dha(e.y) -
A A e~ 1(p(A))

zamiana zmiennyc 1 1 1
:::::yh_./ 1 d)\g(S,t):—'/ 1 d)\g(S,t):—'Qzl
2 Jew 2 Ja2x@a 2

Zadanie 6.
Kula jednostkowa B = {(z,y, z) € R® | 2% +y? + 22 < R?} zostala przecigta plaszczyzna {z = a}.
Oblicz objetos¢ powstalych czesci.

Rozwigzanie:
Korzystajac z twierdzenia Fubini’ego mamy

f x =rcosf R N,
V:/ (/ dQ(%y)) dz=|y=rsinf :/ (/ / TdeQ) dz =
a {z?2+y2<R2—22} Yot & — 1 ; ; i
R 2 2 _ 2 R 1
a 0 “

3
=7 Rz(R—a)—i-l(R?’—a?’) =7(R—a) ng—l—lRa—FlaQ
3 3 3 3

R

a

Zadanie 7.
Oblicz miare zbioru

1
A:{(x,y)€R2‘0<x,O<y,§<y<2, 1§xy§2}
T

Rozwigzanie:
Niech dyfeomorfizm & zadany bedzie wzorem

O (z,y) = (%xy)

czyli stosujemy podstawienie s = £ oraz t = xy. Réwnowaznie mamy x = \/g oraz y = v/st, czyli

dyfeomorfizm ® dany bedzie wzorem

D(s,t) = <\/§ \/§>



Jakobian dyfeomorfizmu & wynosi

Zatem mamy

1
/1%@@:/ L@@@ﬂf@w:/ 1 2
A p—1 @—1(14) 2s

@%@:{@wew

Dalej mamy

1
0<<S,0<<t,§‘<S<<2,]§tj§2}

(ln2—ln1) =1In2
2

zatem

2

1
/1d2(x,y):/ —d2 /—ds / 1dt = —lns
A [1,2)x[1,2] 28 3

1=

l\:JIn—l

Zadanie 8.
Oblicz catke

[ tnta+ ) - 207 ¥(a)
A
gdzie A C R? to réwnoleglobok o wierzchotkach (1,0), (3,1), (2,2) i (0,1).

Rozwigzanie:
Niech ®(x,y) = (x +y, z — 2y), czyli stosujemy podstawienie s = x + y oraz t = x — 2y. Wowczas
jesli

A = rownoleglobok o wierzchotkach (1,0),(3,1),(2,2) 1 (0,1)

to
®(A) = prostokat o wierzchotkach (1,1),(4,1), (4, —2),(1, —2)

Niech f(z,y) = In(x + y)(z — 2y)?. Z twierdzenia o zamianie zmiennych mamy

/ Fay) Pz,y) = / 9(®(z,y)) - | det & (z,y)| d>(z,y) = / o(s.1) d(s. 1)

D(A)
dla pewnej funkcji ¢g. Jakobian odwzorowania ® wynosi

1 1

det &(a, )] ||

o |= |—3]=3
zatem mamy rownosc
fla,y) =In(z +y) - (z —2y)* = g(2(z,y)) -3 &
s In(z+y) (x—29) =gz +y,z—-2y)-3 &
& g(s,t) = % “In(s) - t*

skad
z,y) d*(z,y) = s,t) d*(s,
/f( y) d*(z,y) /( )9( t) d°(s,1)
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Z twierdzenia Fubini’ego mamy wiec
1 pd 1 4 43
/ g(s,t) d2(s,t):/ / In(s)---t*ds dt = (slns —s) | - —
®(A) o)1 3

1

=8In2—-3

-2

2. Srodek ciezkosci

Zadanie 1.
Obliczy¢ $rednia odlegtos¢ punktu trojwymiarowej kuli jednostkowej do jej srodka.

Rozwigzanie:
Liczymy

/ Va2 +y? 4 22 dhs(x,y, 2) / r-r?-cosa dis(r,a, ) =
{z24+y2+22<1} (0,1)x

(—2,7)%(0,27)
21 21
/ / / -cosa dr da df = / dg - /
g
4

4
/ Ld\s(z,y,2)=—-1° - m=—m
{272+y2+22<1} 3 3

zatem Srednia odleglos¢ wynosi 7- = %.
3

1
1

cosada-/ rdr=2n-2-- =
0 4

w\:i

oraz

Zadanie 2.
Zmalez¢ $rodek ciezkosci potkuli trojwymiarowe;j.

Rozwigzanie:

Trojwymiarowa potkula to zbior A = {(x,y,2) | 22 + y* + 22 < 1,2 > 0} we wspolrzednych

sferycznych to o~ '(A) = {(r,a,6) | 0 < r < 1,a € (0,3),8 € (—m,m)}. Objetosé tego zbioru
4

jLl.4,.13=2 i
wynosi 5 - 37 - 1° = 7. Dalej mamy

m

7

/ x d\s3(x,y,z) = / rcosacos B -r?cosa ds(r, o, ) =
A e=1(4)

T 5 1
:/ / /r3-cosa-00826drdozdﬂ:0
- J0 0

bo catka po [ jest rowna zero

/ y ds(z,y,2) = / rcosasin B - r? cosa dAs(r, o, B) =
A p=1(A)

T z 1
:/ /2/r?’-cosoz-cosﬂsinﬁdrdadﬁz()
-7 JO 0



tu rowniez catka po S daje zero

/ z d\3(z,y, z) = / rsina - r?cosa dis(r, a, B) =
A e™H(A)

ol 1 bl
:/ / / r3-cosasinadrdadﬁzz-27r-/ sinacosa da =
-xJo Jo 0

skad srodkiem ciezkosci jest (0, 0, 2%) = (()7 0, g)
3

3

1
: xdr = —
fee=3

bl

3. Zbieznos¢ i rozniczkowalnosé pod znakiem calki

Zadanie 1.

Oblicz granice

Rozwigzanie:
Niech ] ]
fn = 2 T
n z2ln(l+ %)
zatem jako, ze In(1 +a) > £, to mamy
1 14+ 142 1 1
< n o n o< 4
falw) < na? z x3 T 2 * x3

Funkcja ograniczajaca jest catkowalna na [1, +00), zatem mozemy zastosowaé twierdzenie o zbiez-
nosci zmajoryzowanej. Granicg punktowa jest

lim f . 1 1 . 1 1
im f,=Ilm - ———-=lim ————— = —
n—o0 n—oon 22In(l+ %)  nocc2?In(l+ Z)n 23
zatem f, catkuje sie do %
Zadanie 2.
Oblicz granice
! n
lim ——— dx

n—oo J, nx+ x5+ 1

Rozwigzanie:
Zauwazmy, 7ze f,(r) = "5 jest ciagiem rosnacym do f(x) = 2, co nie jest catkowalne. Stad
1 1
n 1
lim —Sd:)::/—d$:+oo
n—oo [o nr 4+ x°+1 0 T



Zadanie 3.

Oblicz granice
* In(a™ +2")

lim 5 dx
n—o00 1 nr
Rozwigzanie:
Niech f, = n—;;“ wowczas
In(max{z", 2" In(max{z, 2
fu(w) > maxde’, 21} In(max{z, 2})
nx €T
oraz
fu(x) < In(2 - max{an, 2"}) 2+ nln(n;lax{x, 2}) n00 M
nx nx T

zatem z twierdzenia o trzech funkcjach otrzymujemy

In(max{z,2})

n—oo
fo(z) = —
Catkowalna majoranta f,(z) jest 23 In2 —|—M zatem z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowane;j
mamy
lim “de:/“’%dﬁ:
n—oo [y TL:L‘Z 1 $2
In2 ] IR 1\
/n—dx / n—fdx-an <——>‘ +/ lnx-(——) dr =
x x) I 9 x
1 1 00 <1 1
=n2-(—=4+1)+ e —/ — dr=In2+ -
2 x 2 5 X2 2
Zadanie 4.
Dlat>0i

1
F(t) = /01 In(z* + #*) dx oraz f(t) :/0 %111(3:2 +t%) dx

sprawdz, ze F'(t) = f(t). Sprawdz, czy w rozwazanej sytuacji spelnione sa zalozenia twierdzenia
o rézniczkowaniu pod znakiem calki.

Rozwiagzanie:
Pierwsza catke policzymy, catkujac przez czesci

! ln(:c + %)
F(t) = 1 +t?) dx =
" /0 ne o df = i do
2

1 1
2 t
_ .12152‘_/. d:11t2—2/1——d:
z-In(z” + )0 0 Ty ™ n(l+8) 0 e

g=2x
dg = dx

1
t

y=7%
dy = 1dx

t

1
:ln(1+t2)—2+2/ 1t dy = In(1 + %) — 2 4 2t arctan (;)

0



Policzmy teraz druga catke
1 g . 1 1
1) = —1 —}-td:/—-thz/
1
— -t dy = 2arctan (;)

_/11 2
o yrH1 ot

Rozniczkowanie pierwszego wyrazenia da nam
+ 2aret <1)+2t ( ) 2arct ()
arctan | — +———— | —= | = 2arctan | —
AR O

2t
F'(t) = P
f(t). W rozwazanej sytuacji spetnione sa (lokalnie) zatozenia twierdzenia

o rozniczkowaniu pod znakiem caltki. Jesli t; >t >ty > 0, to woéwczas

2t 2t4
< 2
£

Zatem oczywiscie F”(t)
0
“In(z2 4+ = | ——
'at n(e” + ) = |

Prawa strona jest funkcja catkowalna zmiennej x na przedziale [0, 1], stad na kazdym ograniczonym
przedziale (to,t1) C Ry mozemy rézniczkowaé pod znakiem calki, a wiec mozemy rézniczkowaé na

caltym R, .



