Douczki z Matematyki Dyskretnej 2023

Dzieti pierwszy

Zajecia prowadzone sa w ramach wolontariatu przez cztonka KPM, ktory jest studentem. Miej na
uwadze to, ze moze nie by¢ w stanie on odpowiedzie¢ na wszystkie zadane przez Was pytania.

1. Podzialy liczb

Zadanie 1.
Udowodnij, ze liczba podzialéw n na sktadniki dajace reszte 1 lub 5 z dzielenia przez 6 jest rowna
liczbie podzialow n na rozne sktadniki niepodzielne przez 3.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw enumerator podziatu liczby n na sktadniki dajace reszte 1 lub 5 przy dzieleniu
przez 6. Liczby speliajace ten warunek sg postaci 6k + 1 oraz 6k + 5. Zatem

A) =1+ +22+28+ .. ) QA +2°+20 +2% + . ) - L +2"+ 2"+ 22 + .-

-...-(1+5L‘6k+1—|—$2(6k+1)+...)-(1+1‘6k+5—|—x2(6k+5)—|—...)-...:
1
(1—z)(1 —a®)(1 —a7) ... (1 — abk+1)(1 — £6k+5) .
Wyznaczmy enumerator podziatow liczby n na rézne sktadniki, ktére sa niepodzielne przez 3.
Liczby speliajace ten warunek sa postaci 3k 4+ 1 oraz 3k + 2. Zatem

Bz)=(1+z) - 1+2%-(1+2?) ... - (1+2%) . (1232 ..
Chcemy udowodni¢, ze A(x) = B(z). Pomnézmy wiec kazdy z enumeratoréw przez enumerator
Ex)=(1-2)-(1-2?)-1—-2Y-(1—-2°)-...
Mamy
1—2)-1—2?) - (1—ab)-...
1—z)1—2°)(1—27)-...
Zauwazmy, ze w liczniku mamy sktadniki w postaci (1 — 2%%*1) oraz (1 — 2°%%2), czyli wyrazenia
postaci (1 — x%%*+1) (1 — 2%%+2) (1 — 2%+1) oraz (1 — 2%+%). W mianowniku mamy wyrazenia
postaci (1 — 2%+1) oraz (1 — 27%5), zatem po skroceniu, wyrazenia w iloczynie A(z) - E(x) beda
postaci (1 — 2%%+2) oraz (1 — 26%+4).
Mamy

A(z) - E(r) =

Bz) - Ex)=1-2%)-1-2%-1-2%-1-2-...

czyli mamy wyrazenia postaci (1 — 2%%+2) oraz (1 — 2%%+4).

Poniewaz otrzymalismy to samo, stad A(x) = B(x), czyli liczba podzialéw n na sktadniki dajace
reszte 1 lub 5 z dzielenia przez 6 jest rowna liczbie podzialéw n na rézne sktadniki niepodzielne
przez 3.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze liczba k)l

pIEL jest catkowita dla dowolnych naturalnych n i k.
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Zadanie 3.
Udowodnij, ze liczba podziatlow liczby n na cztery czedci jest taka sama jak liczba podziatow liczby
3n na cztery czesci o rozmiarze co najwyzej n — 1.

Rozwigzanie:
Aby udowodni¢ to stwierdzenie, pokazemy bijekcje miedzy zbiorami podziatow.
Wezmy dowolny podzial n na liczby {ay, as, a3, as}. Ma to postac:

4

E a; = n

i=1

Teraz rozwazmy podzial {n — a;,n — as,n — asz,n — as}. Mamy:

4
(n—a1) 4+ (n—az) + (n —az) + (n — aq) :4n—2a1:3n
i=1
Dodatkowo, dla kazdego i, 1 < a; < n — 1, wiec dla kazdego 7, 1 <n —a; < n — 1. Oznacza to, ze
wszystkie warunki sa spelnione.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze dla n > 0 liczba permutacji (ay, ..., a,) zbioru {1,...,n} takich, ze a;+1 —a; # 1
dlai=1,...,n —1, jest rtowna D, + (n — 1)D,,_» + (=1)""Y(= D,, + D,_1), gdzie D, to liczba
n-nieporzadkow.

Rozwigzanie:

Wzér na n-nieporzadek to D,, = Y (—1)F - .
k=0
Udowodnimy najpierw przez interpretacje kombinatoryczna, ze liczba takich permutacji jest réwna

S (") ey

k=0

Policzmy dla ustalonego k ile jest takich permutacji (moga sie powtarzac), ze co najmniej k par
sposrod n—1 par jest niepoprawna. Z n—1 par wybieramy sobie k par, w ktorych bedzie zachodzito
a;+1 = a; + 1. Nastepnie n — k liczb rozdzielamy na (n — k)! sposobow. Rozktadamy liczby po kolei,
a jesli natrafimy na komorke, ktora jest w jakies parze, to od razu do nastepnej komoérki wktadamy
liczbe o jeden wickszg. Zatem dla ustalonego k liczba takich permutacji, ze co najmniej k£ par

. . —1 . .
sposrod n — 1 jest niepoprawna to (n I ) - (n — k)!. Z zasady wtaczania-wylaczania mamy

(1) (”;1) (n—k)!

Udowodnijmy teraz, ze
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2. Zadania z graféow

Zadanie 1.
Niech G = (V, E) bedzie grafem, takim ze E = E; U Es, gdzie graf G; = (V, E) jest planarny
zas Go = (V, Ey) jest lasem. Udowodnij, ze x(G) < 9.

Rozwiazanie:

Kazdemu wierzchotkowi v z grafu G przypisujemy krotke (a,b), gdzie a to kolor wierzchotka v
w grafie G, zas b to kolor wierzchotka v w grafie G. Réznych krotek w grafie G mozemy mieé
maksymalnie 4 - 2 = 8, wiec jesli krotki oznaczaja kolory w grafie to x(G) < 9.

Zadanie 2.
Niech G bedzie grafem o liczbie chromatycznej x(G) < 8. Udowodnij, ze G jest suma trzech
roztacznych krawedziowo graféw dwudzielnych.

Zadanie 3.
Znajdz liczbe drzew rozpinajacych grafu K, \ {e} dla n > 3, gdzie e € E(K,,) jest pewna istalong
krawedzig.

Rozwigzanie:

Liczbe drzew rozpinajacych klike K, mozemy wyznaczy¢ znajdujac bijekcje miedzy drzewami oraz
(n — 2)-ciagami o elementach ze zbioru {1, ...,n}. Wyznaczmy liczbe drzew zawierajacych krawedz
e. Niech krawedz e taczy wierzchotki n — 1 oraz n. Jak mamy sobie drzewo i tworzymy z niego kod
Prufera, to usuwamy po kolei wierzchotki i krawedzie. Pozostaja nam na koniec dwa wierzchotki.
Jednym z nich jest wierzchotek n. W naszym przypadku chcemy, aby te dwa wierzchotki to bylty n
oraz n— 1. W przedostatnim kroku mamy trzy wierzchotki ¢ oraz n—11in, przy czym ¢ < n—1. Te
trzy wierzchotki sg potaczone dwoma krawedziami. Chcemy, aby potaczone byty wierzchotki n oraz
n — 1, zatem wierzchotek ¢ musi by¢ lisciem. Ostatnig liczba w kodzie Prufera musi by¢ wiec liczba
n — 1 lub n. Takich ciagow mamy 2 - n"~3. Zatem drzew rozpinajacych klike K, ktore zawieraja
w sobie krawedz e jest 2n™ 3. Wszystkich drzew rozpinajacych w klice mamy n" 2, zatem liczba
drzew rozpinajacych grafu bez ustalonej krawedzi wynosi n"~2 — 2n"=3,



Zadanie 4.

Niech GGy, ..., G beda grafami planarnymi o tym samym zbiorze wierzchotké V' i zbiorach krawedzi,
odpowiednio, FEj, ..., Ejg. Rozwazmy stanowiacy ich sume graf G = (V| F) gdzie £ = U;; E;.
Udowodnij, ze x(G) < 60.

Rozwigzanie:
Z tego ze grafy sa planarne, mozna wywnioskowac, ze

m; <3n—=6
me < 3n—06
m10§3n—6

Zatem
mi +mg + ... + myo < 30n — 60

Zauwazmy, ze teza jest oczywista dla n < 60. Rozwazmy graf o 60 + x wierzchotkach. Mamy
30- (604 z) — 60 = 1800 + 30x — 60, zatem wynika z tego, ze suma krawedzi graféw planarnych ma
co najwyzej 1740 + 30z krawedzi. Grafu nie bedzie sie datlo pokolorowaé¢ 60 kolorami, gdy kazdy
wierzchotek bedzie stopnia wiekszego niz 60. Ale taki graf ma co najmniej M = 1800 + 30z
krawedzi, czyli nie moze by¢ suma graféw planarnych. Gdy bedzie mial stopien mniejszy niz 60
to mozna pokolorowaé, bo wystarczy zastosowaé indukcje taka jaka robilismy dowodzac, ze graf
planarny da sie pokolorowaé¢ 6 kolorami.

Zadanie 5.
Niech G bedzie dopeieniem grafu Petersena. Znajdz x(G).

Rozwigzanie:
Graf mozna pokolorowaé¢ 5 kolorami, bo dowodzi to ponizszy rysunek.

et IF AN W e

Pokazemy teraz ze nie mozna pokolorowaé¢ grafu mniej niz 5 kolorami.



Jesli w grafie Petersena wierzchotki byty poetykietowane tak:

to po Sciagnieciu krawedzi w dopetnieniu taczacych wierzchotki 11 B oraz 2 i C oraz 31 D oraz
krawedzi taczacej 4 1 E oraz 51 A, otrzymujemy graf

czyli z twierdzenia Wagnera, dopelnienie grafu nie jest planarne.

Zastanowmy sie teraz, czy mozemy jakos przemalowa¢ wierzchotki z rysunku pierwszego tak, aby
uzy¢ czterech koloréw. Jasne jest ze wewnetrze trzeba pokolorowaé¢ tak jak na rysunku, gdyz
jest tam cykl dlugosci 5. Z tego samego powodu (w grafie Petersena mozna zamienin wnetrze z
zewnetrzem nie zmieniajac ksztattu grafu) zewnetrze bedzie potrzebowaé trzech kolorow. Chcemy
jednak pokolorowaé graf 4 kolorami, czyli dwa kolory muszg by¢ takie same jak z wnetrza.

Jasne jest ze nie mogg to by¢ te kolory co we wnetrzu byty dwa razy, bo wierzchotek A musi
mie¢ inny od nich kolor, czyli wierzchotek D musi mieé¢ taki sam kolor jak wierzchotek 3 oraz
wierzchotek C' musi mieé¢ taki sam kolor jak wierzchotek 4. Wierzchotki £ i B nie moga mie¢
kolorow tych dwoch z wewnetrza, ale nie moga mieé tez tego samego koloru.




Rozpatrzmy wiec pierwszy kolor ktéry we wewnetrzu jest dwa razy i drugi kolor ktory we wewnetrzu
jest raz. Wierzchotki D i C' musza byé¢ tego koloru co jest we wewnetrzu dwa razy. Wierzcholek
A musi by¢ koloru tego co we wewnetrzu wystepuje raz. Wierzchotki B i E musza byé¢ wiec
pokolorowane innym kolorem niz te ktore do tej pory uzyliSmy, ale nie da sie ich pokolorowac tak,
gdyz sasiaduja ze soba.

"IA\‘I

Rozpatrzyliémy wiec wszystkie przypadki i nie udato nam sie znalezé kolorowania czterema kolo-
rami, zatem dopelnienie grafu Petersena jest 5-kolorowalne, czyli x(G) = 5.

Zadanie 6.
Udowodnij, ze jesli G jest grafem 100-wierzchotkowym, w ktérym 90 wierzchotkoéw ma stopien nie
wiekszy niz 9, to x(G) < 10.

Rozwigzanie:

Pokazemy ze n+10 wierzchotkowy graf, gdzie n wierzchotkéw ma stopien nie wickszy niz 9 ma liczbe
chromatyczna nie wieksza niz 10. Niech zbiér wierzchotkéw o stopniu nie wiekszym niz 9 to A. Dla
n = 1 wezmy wierzchotek v € A i usunmy go z grafu. Otrzymujemy graf 10 wierzchotkowy, ktory
ma liczbe chromatyczng nie wieksza niz 10. Dokladajac wierzchotek v do tego grafu, sasiaduje on
z co najwyzej dziewiecioma wierzchotkami, zatem moze mieé¢ kolor tego dziesiatego wierzchotka z
ktorym nie sasiaduje. Zatézmy wiec ze da sie pokolorowaé graf o 10+ n wierzchotkach maksymalnie
10 kolorami. Rozwazmy graf o 10 + n + 1 wierzchotkach. Wezmy dowolny wierzchotek v € A
i usunmy go z grafu. Wéwcezas z zalozenia indukcyjnego dany graf o 10 + n wierzchotkach da
sie pokolorowa¢ maksymalnie 10 kolorami. Doktadajac wierzchotek v do grafu, sasiaduje on z
maksymalnie 9 wierzchotkami, zatem mozemy go pokolorowaé¢ na 10 kolor.

Wykazalismy wiec ze n + 10 wierzchotkowy graf, gdzie n wierzchotkéw ma stopieri nie wiekszy niz
9 ma liczbe chromatyczna nie wicksza niz 10, zatem podstawiajac n = 90 otrzymujemy teze.

Zadanie 7.

Zmnajdz liczbe etykietowanych drzew 10-wierzchotkowych, ktore zawieraja drzewo jako podgraf.
1 2 3
o » °

Rozwigzanie:
Roéwnie dobrze mogliby$my rozwazaé te wierzchotki jako n,n — 1,n — 2 i szukaé liczby drzew
zawierajace takie drzewo jako podgraf.



n n—1 n—2
L & 9

Jak mamy sobie graf Prufera, to usuwamy po kolei licie o najmniejszym stopniu. W przed ostatnim

kroku chcemy, aby wierzchotek n — 2 byl potaczony z wierzchotkiem n — 1 oraz n — 1 z n, czyli

aby ostatnia liczba w kodzie Prufera to byta n — 1. Przyjrzyjmy sie przedostatniej liczbie w kodzie

Prufera. Bedzie to numer wierzchotka z ktérym bedzie potaczony 4 od konca lis¢. Moze on by¢

potaczony z ktérymkolwiek z wierzchotkéw n,n — 1,n — 2, poniewaz ma od nich mniejszy numer.
mn n—1 n—2

. ® .
* #
* #

* s
8 7
Y 7
Y 7

I

I

I

I
L 4
.xr

Zatem przed ostatnia liczba w kodzie Prufera to bedzie n, n — 1 lub n — 2. Liczba drzew n

wierzchotkowych zawierajacych drzewo z rysunku drugiego jako podgraf wynosi¢ wiec bedzie 1-3-

n"~*, zatem dla n = 10 mamy 3-10°. Tyle tez bedzie wynosi¢ liczba drzew zawierajacych drzewo z

rysunku pierwszego jako podgraf, bo wystarczy wzia¢ numer wierzchotka modulo n a potem dodaé
3.

3. Zadania z teorii liczb

Zadanie 1.
Udowodnij, ze liczba n > 2 oraz n + 2 sa jednocze$nie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy

4-(n—=1)!+44n=0 modn(n+2)

Rozwigzanie:

= 7 twierdzenia Wilsona wiemy, ze p jest pierwsze wtedy i tylko wtedy gdy (p—1)! = —1 mod p.
Mamy wiec
(n—1)!=-1 modn

(n+1)!=—-1 modn+2

Woéwezas dla pierwszej kongruencji mamy
(mn—1D!'+1=0 modn
4n—1)!+4=0 modn

4-(m—1D)!4+44+n=0 modn

Z drugiej kongruencji mamy
(n+1)!+1=0 modn+2

2(n+1)!+2=0 mod n+2



2(n+1)!—n=0 modn+2
nln+2orazn+1 L n+ 2 zatem mozemy podzieli¢ przez n(n + 1). Mamy
2n—1)!+1=0 modn+2
4n—1)!+2=0 modn+2
4-n—1)14+44n=0 modn+2

Otrzymujemy wiec
4-(m—1D)'4+44+n=0 modn

4-m—D)+4+n=0 modn+2

Z twierdzenia z wykladu mamy wiec

4-n—1)!+44n=0 modn(n+2)

< Jedli 2 | n, to n = 2k oraz n + 2 = 2k + 2, wowczas
4-(2k -1 +4+2k£0 mod 2k(2k + 2)

poniewaz
2-2k—-1)!4+24+k#0 mod 2k(k+1)

22k —1)!+24+ k=2 modk
22k —1)!+2+k=1 mod k+1
Zatozmy wiec, ze 2 f n. Wowczas n oraz n + 2 sa wzglednie pierwsze, czyli z faktu z wykladu

4-(n—1)!4+44n=0 modn

4-m—D)+4+n=0 modn+2

7 pierwszej kongruencji mamy
4n—1)!4+4=0 modn

(m—1)!4+1=0 modn
czyli z twierdzenia Wilsona n jest pierwsze. Natomiast z drugiej mamy
4n—1)!+2=0 mod n+2
2(n+1)!—n=0 modn+2
2(n+1)!4+2=0 modn+2
m+1)!+1=0 modn+2
Zatem rowniez n + 2 jest pierwsze z twierdzenia Wilsona.

Zadanie 2.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b zachodzi

NWW (a,b) - NWD(a,b) =a-b
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Rozwigzanie:
Niech a = p0ipg? ...pon i b = pPpl2 . phn. wowezas NWW (a,b) = ppre=enf)  prmaenn)
NWD(a,b) = p’lnm(al’ﬁl) . .pnmm(a"’ﬁ"), wiec

oraz

NWD(CL, b) . NWW(% b) _ pvlmn(alﬂl)pgnin(az,ﬁz) N -pzm(a"’ﬁ”) .p;nax(al,ﬁl)pgnax(ag,ﬁg)mpnmaw(anﬁn) _

min(ai,B1)+maz(ai,Bi) min(az,f2)+maz(az,f2) min(an,Bn)+maz(an,Bn)

:pl p2 ...pn
= pMpSz Lt Pl P =g b

_ a1+, as+pB2 an+Bn _

Do - Pp

Zadanie 3.
Udowodni¢, ze liczba 93% — 3333 dzieli sie przez 10.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze zachodza kongruencje 93 = 3 mod 10, 33 =3 mod 10, zatem

93% =3% mod 10 33 =3 mod 10
Mamy réwniez 3* = 81 = 1 mod 10, zatem
3% =(31%.3=3 mod10 3*¥=(3")*.3=3 mod 10

Skad 93% = 33%* mod 10.
Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych liczba 2™ — 1 jest podzielna przez 7.

Rozwigzanie:
Szukamy takich n, ze 2" =1 mod 7. Zauwazmy, ze 2> =8 =1 mod 7, zatem

2% = (2 =1 mod 7
23— (23)".2=2 mod 7
232 — (23)F. 22 =4 mod 7
Zatem 2" — 1 dzieli si¢ przez 7 dla 3 | n.

Zadanie 5.

Wyznacz ostatnie dwie cyfry liczby 20122912,

Rozwigzanie:
Wystarczy zbadac, jaka reszte daje podana liczba przy dzieleniu przez 100. Zauwazmy, iz 2012 = 12
mod 100 oraz 144 = 44 mod 100, skad

2012791 = 122012 = (12%)1%% = 144%%0 = 4419 mod 100

Dalej
44* = 1936 =36 mod 100  oraz  36° = 1296 = —4 mod 100

skad wynika, ze
44* = —4  mod 100



Zatem
20122012 = 442 . (44" = 36 - (—4)®' = —9-4%2 mod 100

Wteszcie 4* = 256 = —44 mod 100, skad
20127012 = 9. (415 =9.44% = 9.44 - 44% . (44H)P =

=-9-44-36-4" = -11-36-4" =11-4%=11-44"=11-(—4) =56 mod 100

Zadanie 6.
Wyznaczyé¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 37 + 47 jest podzielna przez 181.

Rozwigzanie:
Mamy
3% +4° =243 + 1024 = 1267 = 181 - 7

Podstawmy wiec p = bk + [ dlal=0,1,2,3,4. Mamy
3° = 4% mod 181 & 3% = (—1)* - 4% mod 181
skad
3P 4P = 3PkHL | gPkHl — g5k gl Bk gl = ()R g0k 3l Pk gl — 4R [(—1)F .3+ 4Y  mod 181
Skoro 181 jest pierwsze, to 3P + 47 dzieli sie przez 181, gdy (—1)* - 3! + 4! dzieli sie przez 181, czyli
(—=1)*.3"+4"=0 mod 181

Dla k nieparzystego i | = 0 warunek ten jest oczywiscie spelniony,za$ dla pozostatych k[ nie
zachodzi. Sprawdzamy bowiem, ze 3° +4° =2 # (0 mod 181

1< (=1DF.-3'+4"<180dlal=1,23
oraz
+3* +4* = £81 +256 #0 mod 181

WykazaliSmy zatem, ze liczba 37 + 47 dzieli sie przez 181 wtedy i tylko wtedy,gdy p jest postaci bk
dla pewnej dodatniej liczby nieparzystej k. Poniewaz p ma byé¢ liczba pierwsza, rozwiazanie p = 5,
odgadniete na wstepie, jest jedynym rozwigzaniem zadania.

Zadanie 7.
Dane sg liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, f takie, ze

at+b=c+d=e+ f=101

Udowodnié¢, ze liczby %% nie mozna zapisa¢ w postaci utamka ™, gdzie m, n sa liczbami catkowitymi
) bdf n’ 3

dodatnimi o sumie mniejszej niz 101.

Rozwigzanie:
Zapiszmy liczbe 272; w postaci utamka nieskracalnego “*. Istnieje zatem taka liczba catkowita do-
datnia k, ze ace = k - m oraz bdf = k - n. Dalej mamy

a=-b mod 101

10



= —d mod 101
e=—f mod 101
skad
ace = —bdf mod 101
czyli ace +bdf = k- (m+n) dzieli sie przez 101. Z drugiej strony 101 jest liczba pierwsza i kazda z

liczb a, b, c,d, e, f jest mniejsza od 101, czyli ace oraz bdf nie dzielg sie przez 101, a zatem k takze
nie dzieli sie przez 101. Stad 101 | m + n, czyli m +n > 101.

Zadanie 8.

W pewnej klasie jest mniej niz 40 osob. Gdy uczniowie chcieli podzieli¢ sie na grupy 5-osobowe, 4
osoby zostaly bez grupy. Gdy natomiast chcieli podzieli¢ si¢ na grupy 6-osobowe, 5 0s6b zostato
bez grupy. Ilu uczniow jest w tej klasie?

Rozwigzanie:

Dotaczmy do klasy jeszcze jednego ucznia; wtedy bedzie mozna uczniéw podzieli¢ na grupy piecio-
osobowe, a takze na grupy sze$cioosobowe, wiec liczba uczniéw bedzie podzielna przez 30. Wobec
tego liczba uczniéw wyniesie doktadnie 30. Poczatkowo jest wiec 29 uczniow.

Zadanie 9.
Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba p? + 2 jest pierwsza.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze liczba 3 spelnia warunki zadania. Dowolna liczba pierwsza p moze dawaé reszte 1
lub 2 przy dzieleniu przez 3. Dla p = 3k + 1 mamy

PP +2=06k+1)24+2=9k+6k+3=33k>+2k+1)
zatem nie jest to liczba pierwsza. Dla p = 3k + 2 mamy
PP +2=(3k+2)2+2=9k"+ 12k + 6 = 3(3k> + 4k + 2)

zatem to nie jest liczba pierwsza. Stad jedyna liczba spelniajacg warunki zadania jest 3.

Zadanie 10.
Liczbe naturalng n pomnozono przez 3, otrzymujac w wyniku liczbe 99919, Wyznacz cyfre jednosci
liczby n.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze liczba 999% jest zakoriczona cyfra 1, wobec czego liczba 3n = (9992)°% jest takze
zakonczona cyfra 1. Stad wniosek, ze liczba 21n = 7 - 3n jest zakonczona cyfra 7. Jednak liczby
21n i n maja te samg cyfre jednosci, gdyz ich réznica 21n — n = 20n jest zakonczona cyfra 0.

500

4. Zadania z grup
Zadanie 1.

Udowodnij, ze w dowolnej grupie element neutralny oraz element odwrotny sa wyznaczone jedno-
znacznie.
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Rozwigzanie:

Niech e, e5 to element neutralny wowczas e; = e1 - €5 = €5 - €1 = e5. Czyli element neutralny
jest wyznaczony jednoznacznie. Niech a’ i a” to elementy odwrotne elementu a € G, wowczas
ad=e-d=(@"a)-d=ad" (a-d)=a"e=d". O

Zadanie 2.
Zmajdz wszystkie podgrupy grupy Z, oraz rzedy wszystkich jej elementéw, gdzie Z;5 jest cykliczna
grupa rzedu 12.

Rozwigzanie:
Podgrupami beda (0), (1), (2), (3), (4), (6). Mamy rowniez

ok) | 1126|4312 ]|2 |12 |3 ]|4] 6 12

Zadanie 3.
Szesdcioelementowa grupa dihedralna Dy to grupa izometrii trojkata rownobocznego.

a) Wykaz, ze jest generowana przez dwa elementy: obrot - nazwijmy go p (zgodnie ze wskazowkami
zegara) oraz symetrie osiowa - nazwijmy ja o. Wypisz kazdy element jako iloczyn generatorow
i napisz jaka to izometria ptaszczyzny

b) Policz rzad kazdego elementu

Rozwigzanie:

a) Dla trojkata rownobocznego o wierzchotkach A, B, C' mamy
D¢ = {Zd7 02?’77 04?“’ Sa, Sg, SC}

Sa to wszystkie izometrie, poniewaz permutacji wierzchotkow trojkata jest 3! = 6. Dziataniem

w tej grupie jest skladanie izometrii. Niech 02 = p oraz Sy = o, wowczas id = p3 = o2,
3

Oiz =p* Sp=0-p* Sc=o0-p. Zatem (p,o) = Ds.

b) Policzmy rzad kazdego elementu.

k id O2r O4r SA SB SC

ok) | 1] 3 | 3 2] 2] 2

Mamy
o 02 =id
o pP=id

e opo = p?
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Te trzy warunki wyznaczaja nam dzialania w grupie.

Ogolnie dla Ds,, = (p, o) mamy dzialania o = id, p" = id oraz opo = p" L.

Zadanie 4.

Niech G = Z,,. Udowodnij, ze wtedy dla dowolnego r € Z,, zachodzi o(r) = NW+M.

Rozwiazanie:

Aby W(m) bylo rzedem elementu r, to

1. liczba r - NW+(W) musi by¢ podzielna przez n, bo woéwczas -rto0wZ,

—_n_
NWD(n,r)

2. jesli istnieje 0 takie, ze 0 -r =0w Z,, to 0 > NW+(M)

Liczba 7 - NW+(M) jest podzielna przez n, poniewaz NW+(M) € Z, bo NWD(n,r) | r. Wiemy, ze
n|6-r, gdzien = NWD(n,r) -n' oraz r = NWD(n,r)-r" przy czym NWD(n',7") = 1. Mamy
wiec NWD(n,r)-n' | - NWD(n,r)-r', czylin’ | 6-r'. Skoro NWD(n',r") = 1, to r’ nie dzieli

sie przez n', czyli 0 dzieli sie przez n', skad 0 > n'. Zatem 6 > WM.

Zadanie 5.
Niech g € G bedzie elementem skonczonego rzedu. Udowodnij, ze ¢¥ = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
o(g) | k.

Rozwigzanie:
= Zalézmy, ze g* =1 oraz k = o(g) - m +r dla pewnego 0 < r < o(g). Wéwczas

| = gk = golormtr = (o)™ gr =1 g7

skad otrzymujemy, ze r = 0, zatem o(g) | k.

m

< Jedli o(g) | k, to wowezas k = o(g) - m, czyli gF = 9™ = (g"(g)) =1"=1.

Zadanie 6.
Roz16z na roztaczne cykle nastepujace permutacje

) o = 123456789 10
Y= 3 75142698 10

b) oy = 12 3 456789 10
2= \7 10 2 435189 6

. . -1
A nastepnie policz o1 - 09, 09 - 01 Oraz oy - 03 - 0y .

—_

Rozwigzanie:

a) Mamy oy = (135 4)(2 7 6)(8 9)(10)
b) Mamy oo = (17 5 4 2)(3 10 6)(8)(9)

Dalej mamy

12 3 4567289 10
orrop=| 7110243589 6 |=(165)(2310)(47)(89)
63107 15498 2



1 23456789 10
oproi=| 3 75142609810 |=(1106)(25(347)(89)
1054721398 6
. (12345678910
9T 7\ 461537298 10
123456789 10
4615 3 7298 10
..71: —
o1 0y 0 537 4105108 6 (17364)(2510)(8)(9)
756 110 4389 2

Zadanie 7.
Na ile sposob6w mozna pokolorowaé¢ wierzchotki kwadratu dwoma kolorami, jesli utozsamiamy
kolorowania przez obrét kwadratem.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze liczba réznych kolorowarni to liczba orbit, czyli §rednia liczba punktéw statych elementow
grupy (u nas obrotow). Mamy cztery elementy: identycznosé, obrot o 90°, obrot o 180° oraz obrot
0 270°, zatem nasza grupa to {id, ogge, 09700 }. Identycznosé ma 4 cykle jedno-elementowe, obrot o
90° oraz obrot o 270° maja jeden cykl cztero-elementowy, zas obrot o 180° ma dwa cykle dwuele-
mentowe. Stad jako, ze mamy dwa kolory, to liczba punktéw statych wynosi 24 + 2 - 2 + 22 = 24,
Stad liczba réznych kolorowan to % =6.

Zadanie 8.
Ile jest roznych kolorowan wierzchotkéw szescianu trzema kolorami, jesli utozsamiamy kolorowania
przez obrot szescianem.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze liczba réznych kolorowan to liczba orbit, czyli srednia liczba punktow statych elementow
grupy (u nas obrotow). Mamy identycznosé¢ (osiem cykli dtugosci 1), obrot przez srodki Scian (sa
ich trzy) o 90° (dwa cykle dtugosci 4), 180° (cztery cykle dtugosci 2) i 270° (dwa cykle dtugosci
4), obrot wokol przekatnej szescianu (sa ich cztery) 120°,240° (oba to dwa cykle dtugosci 1 i dwa
cykle dtugosci 3) oraz obrot wokot srodkow krawedzi przeciwleglych (sa ich szesé) o 180° (cztery
cykle dtugosci 2). Liczba punktow statych wynosi wiec

33 4+3(:3% 43" +3%) +4-(3°-32+3%-32) +6-31) = 7992

Stad liczba réznych kolorowan to % = 333.

Zadanie 9.
Na ile roznych sposobéw mozna pokolorowaé wierzchotki kwadratu, jesli utozsamiamy kolorowanie
przez obrét kwadratu w R3.

Rozwigzanie:

Zadanie 10.
Kolorujemy wierzchotki czworoscianu foremnego trzema réznymi kolorami, a krawedzie dwoma
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roznymi kolorami. Oblicz, na ile istotnie réznych sposobéw mozna to zrobié, jesli utozsamiamy
takie kolorowania, ze jedno przechodzi na drugie przy pewnym obrocie czworo$cianu w R3.

Rozwigzanie:

Grupa obrotéw czworoscianu foremnego zawiera 12 elementéw: identycznosé, 2 obroty (w prawo
i w lewo) wzdluz osi przechodzacej przez wybrany wierzcholek i §rodek podstawy (razem 2 - 4),
oraz 1 obrot wzdluz osi przechodzacej przez srodki przeciwlegltych krawedzi (1 - 3). (Doktadne
rodzaje obrotow mozna zobaczy¢ w zrodtach). Dla kazdego obrotu chcemy policzy¢ liczbe punktow
stalych, czyli takich kolorowan wierzchotkéw i krawedzi, ktéore po obrocie pozostajg niezmienione
(na przyktad krawedz a, ktora po obrocie przechodzi na miejsce krawedzi b, powinna mieé¢ ten sam
kolor jak krawedz b). Dzieki temu, wykorzystujac Lemat Burnside’a, bedziemy mogli znalez¢ liczbe
orbit, czyli odpowiedzieé¢, ile jest unikalnych kolorowan. Kazdy czworos$cian powstaly w wyniku
obrotu mozemy traktowaé jako pewna permutacje (1,2, 3,4) x (1,2, 3,4, 5,6) (pierwsza permutacja
okresla permutacje wierzchotkow, druga permutacje krawedzi). Obrotowi przyporzadkowany jest
takze rozktad na cykle. Mozemy zauwazy¢, ze jesli mamy cykl, to aby kolorowanie pozostato
niezmienione po obrocie, wszystkie elementy tego cyklu musza mie¢ ten sam kolor (podobnie jak
przyktad z dwiema krawedziami). Wezmy na przyklad obrot przez o§ symetrii przechodzaca przez
jeden z wierzchotkéw (konkretnie obrot o 60 stopni w prawo z osia przechodzaca przez wierzchotek
D). W przypadku kolorowania wierzchotkow, permutacja sktada sie z cykli [A,C,B][D]. Oznacza
to, ze dla tego obrotu mamy 32 punkty state - na 3 sposoby dobieramy kolory dla pierwszego cyklu
i to samo dla drugiego. Jesli chodzi o krawedzie, obrotowi odpowiada dwie 3-elementowe cykle -
krawedzie wychodzace z wierzchotka D oraz te tworzgce trojkat ABC, co daje nam 22 punkty state
dla kolorowania krawedziami. W ten sposob liczba punktow statych kolorowania wierzchotkéw i
krawedzi jest taka sama jak liczba par (unikalne kolorowanie wierzchotkéw, unikalne kolorowanie
krawedzi), czyli 3222.

Ustalilismy liczbe punktow statych dla obrotu wokot osi przechodzacej przez wybrany wierzchotek.
Pozostalo jeszcze uwzgledni¢ obroty: identycznosé (tu liczba cykli dla wierzchotkéow i krawedzi
jest taka sama jak liczba elementow, czyli 4) oraz obroty wokot osi przechodzacej przez srodki
przeciwnych krawedzi (tu cykle maja odpowiednio 2 i 4 elementy, ze wzgledu na to, ze krawedzie
same na siebie przechodza), dajac nam kolejno 3426 i 3224 punkty state.

Teraz mozemy skorzystaé¢ z Lematu Burnside’a, by znalez¢ liczbe orbit. Wzor dla naszego problemu
to:

1
E(3-4-26’+8-3-24+3-3-24):492

co oznacza, ze istnieje 492 unikalne sposoby kolorowania, uwzgledniajac warunki obrotu.
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