Douczki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2023

Dzieti pierwszy

Zajecia prowadzone sa w ramach wolontariatu przez cztonka KPM, ktory jest studentem. Miej na
uwadze to, ze moze nie by¢ w stanie on odpowiedzie¢ na wszystkie zadane przez Was pytania.

1. Zadania podobne do zadania 1 z egzaminu

Zadanie 1.

Zmienne X,Y sy niezalezne o gestosei g(x) = =5 - 1o q)(x).

a) Wyznacz gestos¢ zmiennej Z = X — Y
b) Wyznacz warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej Z.
Zadanie 2.

Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne oraz maja rozktady geometryczne z parametrami odpowiednio
piq. Obliczy¢ P(X <Y) oraz P(X =Y)).

Rozwiazanie:
Mamy {X <Y} = |J{X =k <Y}, przy czym zdarzenia po ktorych sumujemy sa roztaczne.
k=1

Zatem - -

PX<Y)=> P(X=kNk<Y)=)» P(X=k) -PY >k)=

k=1 k=1
=> P (1-p) (Z ¢ (1 - Q)> =(1=p)- > ! ((1 —p) ZqH) =
k=1 i=k k=1 i=k
> 1 > 1—p
(1—p)-> p (( 0" ) (1-p)- Y pa —
k=1 k=1
Mamy wiec
l—p L 1—gq
P(X<Y)= oraz analogicznie P(Y < X) =
L —pq 1 —pq
Mamy
PIX<Y)+PY <X)+PX=Y)=
zatem ) ) | .
L—=pg  1-pq 1 —pq

Zadanie 3.

Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne oraz maja rozktady wyktadnicze z parametrami odpowiednio
A1 p. Obliczyé P(X <Y) oraz P(X =Y).



Rozwigzanie:
Liczymy

POCSY) = [ goen(en) dalenn) = [ Loy (o) Lom(u) - e e dhala,y) =

z<y <y
0o Y 00
= / pe M. (/ e M dx) dy = / pe P (1 — e’Ay) dy =
0 0 0
:/muﬁwdy—/mﬂﬁ“ﬂwdyzl— p_ 2
0 0 Atp ptA

Stad
PX=Y)=P(X>Y)+PY >X)—1=0

Mozna tez powiedzie¢, ze P(X =Y) = 0, bo f{z:y} gxyy(x,y) dhao(z,y) = 0, bo zbior {z = y}

ma miare zero.

Zadanie 4 PRACA DOMOWA.
Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne oraz maja rozktady geometryczne z parametrami odpowiednio
p i q. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych X + Y oraz X — Y.

Zadanie 5.
Niech Xj, Xy sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na [0, 1], czyli
g1(x) = ga(x) = 1py(z). Oblicz gestosé X + Xo.

Rozwigzanie:

g1 * gg($) = / 1[0,1] (x - ?J) : 1[0,1}(9) dy = / 1[171,;;:}(9) : 1[0,1] (?/) dy =
R

R
0 dla z < 0,
dlad<z <1
— |z —La]n0,1]=2" AVSETS S
2—x dlal<zx<2,
0 dla x > 2.

Zadanie 6.
Niech X, X5 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach N(my,o?), N(my,03), czyli

1 x—m;)? .
gl(‘r): \/%O" exp (_( 202 ) )7 1=1,2.

2

Oblicz gestos¢ X + Xo.

Rozwigzanie:
Zmienna X; + Xy ma gestosé

g % go() = 1 /ReXp (_(x—y—m1)2 B (y—m2)2) dy —

2mo109 202 202




g (lpmo

27 (02 + 02) 2(0f + 03)
Dowod ostatniej rownosci pozostawiamy jako ¢wiczenie. Zatem X + Xy ~ N(my + ma, 0% + 03).
I ogolniej, przez indukcje: jesli Xq, Xs, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach
N(my,0?), N(mg,02), ..., N(my,02), to X; + Xo + ... + X, ma rozklad N(m; +my + ... +
M, 01+ 05+ ...+ 02).

Zadanie 7 PRACA DOMOWA.
Zmienne losowe X, Y sg niezalezne. X ma gestos¢ g(z) = 2z - 1 y)(2) a Y ma rozklad jednostajny
na przedziale [0, 1].

a) Wyznacz gestosé zmiennej Z = X + Y.

b) Wyznacz warto$¢ oczekiwana i wariancje zmiennej Z.

2. Zadania podobne do zadania 2 z egzaminu

Zadanie 1.
W n rozréznialnych urnach rozmieszczono k rozréznialnych kul. Niech X oznacza liczbe pustych
urn. Wyznacz E(X) oraz Var(X).

Rozwigzanie:
Niech
X {1 gdy w i-tej probie nic nie ma

0 w przeciwnym przypadku

wowczas X = X7 + ...+ X,,. Mamy wiec
EX)=EX;+...+ X,) =E(X})+...+E(X,) =n -E(X;y)

gdyz prawdopodobienistwo zZe i-ta urna bedzie pusta jest takie samo jak prawdopodobieristwo ze
j-ta urna bedzie pusta, co pociaga za soba, ze E(X;) = E(X;). Policzmy wigc E(X;). Mamy
E(X;)=1-P(X;=1)40-P(X; =0) = (”T_l)k, gdyz wszystkie k kul muszg trafi¢ do pozostatych

n—1urn. Stad EX =n - (”T’l)k Dalej liczymy VarX. Wiemy, ze

Var(X) =Var(Xi+ ...+ X,) =Y Var(X;)+2- > Cov(X;, X))
i=1

1<i<j<n

Musimy wiec policzy¢ Var(X;) oraz Cov(X;, X;) dla i # j. Mamy

n n

Var(X;) = B(X?) — (E(X)))? = E(X;) — (B(X))? = (n . 1)k - (n . 1)%

oraz mamy

Cov(X;, X;) = E(X, X)) — E(X;) - E(X;) = E(X,X;) — (E(X;))* =

3



n

 PGG=1%=1) (n;l)%: (n;Q)k_ (n;1>2k

n
2

N\
:1~P(Xin:1)+O-P(Xin:O)—(n ) -

Zatem

Var(X)=n-Var(X;) + ( ) -2 Cov(X1, X5)

Zadanie 2.

Do punktu badania jakosci wody dostarczono 100 préobek. Prawdopodobienistwo tego, ze w danej
probce znajduja sie bakterie E. coli wynosi 0,1. W celu zaoszczedzenia na badaniach, probki
podzielono na 10 grup po dziesie¢ w kazdej. Nastepnie, w obrebie kazdej grupy zmieszano wode
i przeprowadzono badanie. Jesli wynik jest negatywny, wszystkie dziesie¢ probek jest wolnych od
bakterii. Jesli natomiast wynik jest pozytywny, przeprowadza sie dodatkowe 10 badan, dla kazdej
probki z osobna. Niech X oznacza liczbe przeprowadzonych badarn. Oblicz EX.

Rozwigzanie:
Niech

%

X 1 gdy w danej probie wszystkie probki sa nieskazone
11w przeciwnym przypadku

Wowcezas X = X; +...+Xjgoraz EX; = EX; dlai # j, wigc EX = EX; +... + EX;y = 10-EXj;.
Mamy EX; = 1-P(X; = 1)+ 11- P(X; = 11) = (2) 411 (1 — (2)19) = 11— 10- (2)".
Zadanie 3.

Jest N listow i N zaadresowanych kopert z réoznymi adresami. Kazdy list odpowiada doktadnie
jednemu adresowi i na odwrdét. Wthozono listy do kopert na chybil trafit, po jednym liscie do
kazdej koperty. Niech X oznacza liczbe listow, ktore trafity do wlasciwych kopert. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang i wariancje zmiennej X.

Rozwigzanie:
Od liczby wszystkich mozliwych permutacji odejmujemy te, gdzie co najmniej jeden jest dobry,
dodajemy te gdzie co najmniej dwa sa dobre, itd. Z zasady wlaczen-wylaczen mamy wiec

|A,| = n! — (?) S(n—1)!+ (;‘) (n=2)— ... zg(—w’ (7;) (n—i)!

Skad prawdopodobienistwo wynosi

Zadanie 4.
Z urny zawierajacej 15 kul biatych i 5 kul czarnych losujemy 4 kule bez zwracania. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang liczby wylosowanych kul biatych.



Rozwigzanie:

15\ ( 5
Mamy X € {0,1,2,3,4}. Mozna policzy¢ ze P(X = 1) = % i potem wartosé¢ oczekiwang ze

4

4
wzoru EX = > - P(X =i). Ale mozna tez inaczej. Niech
i=0

X — 1 gdy ¢-ta kula jest biala
‘ 0 w przeciwnym przypadku

Wowezas jako ze P(X; = 1) oznacza prawdopodobieristwo na to, ze i-ta kula jest biata, czyli z
symetrii rowniez na to, ze pierwsza kula jest biata, to zmienne losowe X7, X5, X3, X4 maja taki sam
rozktad prawdopodobienistwa, czyli EX = E(X; + Xo + X5+ Xy) = EX; + EXo + EX3 + EXy =
4-EX;=4-8=3

Zadanie 5.

Kazdy bok i kazda przekatna sze$ciokata foremnego malujemy losowo na jeden z trzech koloréw.
Wyboér kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny, kolorowania réznych odcinkéw s nieza-
lezne. Niech X oznacza liczbe jednobarwnych tréjkatow o wierzchotkach bedacych wierzchotkami
szeSciokata. Obliczy¢ wartosé oczekiwang zmiennej X.

Rozwigzanie:

Weszystkich trojkatow jest tacznie (g) = % = 20. Niech

X 1 gdy i-ty trojkat jest jednobarwny
1o w przeciwnym przypadku

Wowcezas X = X + ... + Xg. Jako, ze EX; = EX; dlai # j, to EX = E(X; +...+ X,) =
EX) + ...+ EXa =20-EX; =20 P(X, = 1) = 20 241,

Zadanie 6 PRACA DOMOWA.

W turnieju gry w bierki bierze udzial n oséb. Kazdy rozgrywa po jednej grze z innym z graczy.
Kazda z gier moze skoniczyé¢ sie wygrang jednego z graczy lub remisem, przy czym kazda z tych
trzech mozliwosci jest jednakowo prawdopodobna. Wyniki poszczegdlnych gier sg niezalezne. Niech
N oznacza liczbe graczy ktorzy nie przegrali (czyli wygrali badz zremisowali). Oblicz wartosé ocze-
kiwana i wariancje zmiennej V.

3. Zadania podobne do zadania 3. z egzaminu

Zadanie 1.
W urnie jest N > 2 kul. Dwie z nich sg biate a reszta niebieskie. gracz losuje kule z urny bez
zwracania do momentu wyciagniecia kuli biatej. Niech T" oznacza liczbe przeprowadzonych losowan.

a) Wyznacz rozklad zmiennej T

1

b) Wyznacz wartos¢ oczekiwang zmiennej



Rozwigzanie:

a) Mam
) ' P(T:k):N—2_N—3.W.N—(k—1)—1' 2 _
N N-1 N—(k—1)+1 N—(k—1)
 N-2 N-3 N —k 2 2N-—k)
N N—-1 " N-k+2 N—k+1 N(N-1)

Mamy tu doczynienie z iloczynem teleskopowym i wszystkie wyrazy poza pierwszymi dwoma
mianownikami oraz ostatnimi dwoma licznikami sie skracajg.

Zadanie 2.
Kij ztamano w losowym miejscu. Niech X oznacza stosunek diugosci lewego kawatka do dtugosci
prawego kawatka. Wyznacz rozklad zmiennej X.

Rozwigzanie:
Mamy X € [0,00) oraz X jest rozktadem ciagtym. Zachodzi X = % oraz %> <t < = < 1,
zatem

0 t<0

F\(t)=P(X <t)= { .

0 120
Wiadomo tez, ze dystrybuanta wyznacza rozktad.
Zadanie 3.
Wybieramy losowo niepusty podzbioér zbioru {1,2,...,n}. Niech X oznacza moc wylosowanego

podzbioru. Obliczyé¢ EX.

Rozwigzanie:

Mamy 2" — 1 niepustych podzbioréw zbioru {1,...,n}. Zbioréw o mocy k jest (Z), zatem P(X =

B) = S Stad BX = S5k P(X = k) = 5ip - Sk - (2). Mamy > k- (1) = n-27), co
k=0 k=0

k=0
udowodnimy przez interpretacje kombinatoryczng. Z jednej strony, wybieramy z n oséb k osob i

wérod tych osoéb wybieramy lidera otrzymujac wszystkie podziaty n 0s6b na dwie grupy (z liderem
lub bez). Z drugiej strony wybieramy lidera na n sposobéw, a nastepnie pozostale n — 1 0so6b
dzielimy na dwie grupy (z liderem lub bez). Stad EX = £ L

1 .

Zadanie 4.
Rzucamy kostka az do momentu wypadniecia wszystkich mozliwych liczb oczek. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang liczby rzutow.

Rozwiazanie:

Niech X; to liczba rzutéw pomiedzy pojawieniem sie¢ ¢ — 1-szego nowego wyniku a pojawieniem

sie i-tego nowego wyniku wliczajac nowa wyrzucona wartoéé¢. Zmienne X; to zmienne o rozktadzie

geometrycznym z prawdopodopieﬁstwem sukcesu poraZki 1 oraz prawdopodobienistwem sukcesu

6—'1_7 E=1 r7—i\ _ 7 1 _

=t = {, Mamy wiec EX; = kzok P(X;=k)= Z k - ( ) (?Z) ==t ooy
6

Mamy X X1+ ...+ Xg, skad wartos¢ oczekiwana Wyl’lOSl EX=EX;+.. +EXs =1+ g + g +
S+84+8=11

|




Zadanie 5.
Liczby 1,2,...,100 ustawiono losowo w ciag (aq,as, ..., a100). Niech N bedzie najwieksza liczba
taka, ze a; < as < ... < ay. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej N oraz EN.

Rozwigzanie:

199).1-(100—n)!

Mamy N € {1,...,100}. Mamy P(N > n) = ("T = & skad otrzymujemy P(N =n) =
100 100

n2
P(XZTL)—P(XZTL—}-l)Z%—(n+1),,W1QCEN Zn (W ﬁ)zzlm

Zadanie 6.

Pie¢ uczennic i pieciu uczniéow bierze udziat w tedcie. Nastepnie tworza liste rankingowa. Zakta-
damy, ze zadne dwa wyniki nie mogg sie powtorzy¢. Niech X oznacza najwyzsze miejsce osiagniete
przez uczennice. Wyznacz rozktad X.

Rozwigzanie:
Oznaczmy uczennice liczbami od 1 do 5 oraz uczniéw od 6 do 10. Mamy X € {1,2,3,4,5,6}.
Niech Q = {(@1,22,...,210) | @ € {1,...,10}, z; # z; dlai # j}, F = 2 oraz niech P to

prawdopodobieristwo klasyczne. Wowezas P(X = j) = %, bo najpierw siadamy 7 — 1
chtopcow na —2—~ sposobow, nastepnie wybieramy najzdolniejsza dziewczynke na 5 sposobow
(G—i+1)! € y

oraz pozostate 4 dziewczynki i 5 — ¢ + 1 chlopcow ustawiamy na koricu na (10 — 7)! sposobow.
Calosé dzielimy przez 10!, bo tyle jest permutacji 10 osob.



