Douczki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2023

Dzienn drugi

Zajecia prowadzone sa w ramach wolontariatu przez cztonka KPM, ktory jest studentem. Miej na
uwadze to, ze moze nie by¢ w stanie on odpowiedzie¢ na wszystkie zadane przez Was pytania.

1. Wyznaczanie gestosci zmiennej losowej z innej zmiennej losowej

Zadanie 1.

Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, 1] (tzn. X ma gestosé rownag 1y 1)(z)).
Wyznaczy¢ gestosé zmiennej losowej Y = —In X,

Rozwigzanie:

Mamy X ~ Unif([0,1]), zatem gx(z) = 1[0’11](36) = 1p1y(z). Niech ¢ : [0,1] — (0, 00) zadane bedzie
wzorem p(X) = —In X, wowczas o H(X) = e oraz (o~ }(X)) = —e™¥, skad

gy (z) = /[0 )(x) “gx(e77) e =10 (x) - Lpuy(e™) - e =

—

= 1(0,00)(2) - Ljpo0)(7) - €77 = Ljp o) (T) - €

bo to ze e=* € [0, 1] jest rownowazne temu, ze = € [0, 00). Zatem gestos¢ Y jest gestoscia rozktadu
wyktadniczego z parametrem A = 1.

M)

Zadanie 2.
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N (0, 1) (tzn. X ma gestos¢ rowna \/% -e~7). Wyznaczy¢

gestosé Y = ¥

Rozwiazanie:

Niech ¢ : R — (0, 00) okreslone bedzie wzorem p(X) = e, wowczas Y = ¢(X). Mamy ¢~ }(X) =
In X oraz (¢') = I, skad

ov(2) = Loy o) - 0x(5™ @)+ = Toy(o) - = o (5 ) -

Zadanie 3.

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A (tzn. A > 0 oraz X ma gesto$¢ rowna
Ae ™11 o0y (2)). Wyznaczy¢ gestosé Y = e,

Rozwigzanie:

Niech ¢ : R — (0,00) zadana wzorem ¢(X) = eX. Mamy ¢ }(X) = In X oraz (p~'(X)) = +.
Mamy

- 1 Alna 1
gy(ﬁ) = 1[0,00)(X) : gX(SO 1($)) : E = 1[0,00)](£) - e Ao, 1[0,00)(1nX>E =

8>

= 1jp,00) () - T 1j,00)(2) = 1 oe) () - A 2~ (D)



2. Zadania podobne do zadania 4. z egzaminu

Zadanie 1.
Wektor losowy (X,Y) ma gestosé g(x,y) = ¢- ey - Ljo<y<al-

a) Wyznaczy¢ stalg c
b) Obliczy¢ P(2Y < X)
c) Obliczy¢ P((X +Y)? | X)

Rozwigzanie:

a) Mamy

o0 xT o 1
1= / c-e "y Locy<s dXo(z,y) = C- / / e "y dy de = c- / e’ <—x2) dr =
R?2 o o Jo 0 2

:E/ 2l dr = - -T(3) =
2 Jo

N O

zatem c = 1.
b) Mamy
1
PRY <X)=P ((X,Y) € {(x,y) ER?* |y < 51;})

Niech wiec A = {(z,y) € R? | y < iz}, wowczas

PRY < X) = P((X,Y) € A) = /
A

o 1 oo
:/ e =a? dle/ 2™ cia::@:1
0 8 8 Jo 8 4

E(X+Y)|X)=E(X*+2XY +Y? | X)=E(X?| X)+2E(XY | X)+E(Y*| X)

o0 %IE
g(z,y) dho(z,y) = / / e "y dy dor =
0 0

¢) Mamy

Policzmy wigc osobno E (X? | X), E(XY | X)orazE(Y? | X). Mamy E(X?) = X? E(XY | X) =
XE(Y | X). Wiemy, ze

E(f(X,Y)] X)= fRf(;(’gy&gy(;iéyy) dy

zatem P
e *y-1 "
E(Y | X) = J2Y s e A
fR ye " - Locy<a dy




Zadanie 2.
Zmienna losowa X ma gestosé¢ ca? - X(0,7(). Znajdz liczbe c oraz dystrybuante X.

Rozwigzanie:

7
Mamy Px(R) =1 & [yc-2% - xpn(z)de=1 & f07cx2 dr=1 & c- (%) ‘ =1 & c=
Dystrybuanta wynosi

Hee

0 dlat <0
Fx(t)=< & dlatel0,7]
1 dlat>1

Zadanie 3.
Zmienna losowa X ma gestosé cx41[_172] (x). Wyznaczy¢ ¢ oraz dystrybuante X.

Rozwigzanie:
Mamy Px(R) = 1, zatem

2 5
/c-x4~1[172](x)dx:1<:>/ caz4da::1(:)c-(x—> =1
R —1 5 -1
& 33 1< 0 1< o
cC-— = C= — = cC= —
5 33 33

Woéwezas dystrybuanta wynosi

0 dlat < —1
5

Fx(t)=4% date[-1,2)
1 dlat > 2
Zadanie 4.
Zmienna losowa X ma gestosé cx21[0,3] (). Wyznaczy¢ ¢ oraz gestosé rozkladu zmiennej 7 = VX,
Rozwigzanie:
Mamy
3
P XeR)=1«& / cx’lg(x) de =1 <:>/ cxtdr =1«
R 0
- 3 ‘3 PR 3 1
C-+- — = C= — —= —
3 1o 27 9
Zatem

0 gdyteée (—o00,0)
5 edytel0,3)

Fx(t)=P(X <t)=< %
1 gdytel3, +o00)

Wyznaczmy teraz dystrybuante Z = v/X. Mamy
Fx(t)=P(Z<t)=P(VX <t)=P(X <t?) =

t2
I

t2 1 t6
L2, 1 dr =1 ¢ / o2 de —
x” 1 g(x) dx 0,3 (1) 9 vt dr =

O =

3



czyli
0 gdyt<O
Fp(t) =< & gdyte[0,v3)
1 gdyt>+3

Mamy FJ(t) =2 -t°. 1 3 (t) oraz sprawdzamy, Ze

9
V3 6
9 16 V3
/Fg(t)dt:/ Sdt=—| =1
R o 9 27 lo

Zatem gestos¢ Z = v/ X to gz(t) = F(t) = % N Lio,v3) (£)-

Zadanie 5.
Wektor losowy (X,Y') ma gestosé g(x,y) = C - €™ - Lio<y<on) (2, y). Wyznaczy¢

a) stata C
b) rozklad X
c) P(Y <3)

Rozwigzanie:
Mamy

0o 2
[ o= [ oo gy @y = [ [ e dydo
R2 R2 0 0

—C-/ 2ze” " dx = 2C
0
Przyréownujemy to do 1 i otrzymujemy 2C =1 & C' = % Dalej
t 00
P < =Fet)= [ [ gla)dyds

Dla t < 0 mamy Fx(t) =0, za$ dla ¢t > 0 mamy

t

t 2x t
FX(t):// C-e‘xdtdx:/C-e_w-Qxdx:—e_x(x—i-l) =1—c'(t+1)
0 0 0 0
Dalej
X
X / o0 2 1 0o T 1
plre) = sanor= [ [ e Lame [t
( 2) {y<z} o Jo 2 0 4 4
Zadanie 6.

Wektor losowy (X,Y) ma gestos¢ g(z,y) = ¢ 2y® - Ljp<u<y<i}-

a) Wyznaczy¢ stata ¢



b) Obliczy¢ P(Y < 1)
c) Obliczy¢ P(X +Y)? | Y)

3. Zadania podobne do zadania 5. z egzaminu

Zadanie 1.
Dwuwymiarowe wektory losowe (X7,Y)), (X2, Ys),. .. sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na
kole o $rodku (0,0) i promieniu 1. Dlan = 1,2, ... niech Z,, = /X2 + Y2. Zbadac¢ zbieznos¢ prawie
na pewno ciggu

Zi+...+ 2,

W, =
7179+ ZoZs+ ...+ Zn1Zm

Zadanie 2.
Zmienne losowe X7, 01, Xo, 09, . .. sa niezalezne. Zmienne X; maja rozklad jednostajny na przedziale
[0, 1], ponadto p(6; = 1) = 1 — P(; = 0) = 3. Zbadac zbieznos¢ prawie na pewno ciggu

Zy = (X)X .. .X;fy)%

4. Inne

Zadanie 1.
Srednia liczba bltedéw na pojedynczej stronie skryptu wynosi 0,2. Wyznaczy¢ przyblizone praw-
dopodobieristwo tego, ze na nastepnej stronie beda co najmniej 2 bledy.

Rozwigzanie:

Niech X to liczba bledéw na stronie. Szukamy P(X > 2) = 1 - P(X < 2) = 1—- P(X =
0) — P(X = 1). Niech n to liczba znakéw na stronie oraz niech p to prawdopodobienistwo tego,
ze znak bedzie zle wpisany. Zmienna X to zmienna o rozktadzie Bernoullego B(n,p), gdzie mamy
n-p = 0,2 oraz n jest duze. Mozemy wiec rozktad Bernoullego przyblizy¢ rozktadem Poissona
Poiss(A), gdzie A = n-p = 0,2. Wowcezas P(X = 0) = e_gl'AO oraz P(X =1) = e_i—!"\l, skad
P(X>2)=1-(e"+0,2-¢*) ~0,0177

Zadanie 2.
W 100 torebkach cukru umieszczono 200 oznakowanych krysztatkéw. Wyznaczy¢ przyblizone praw-
dopodobienistwo tego, ze ustalona torebka zawiera co najmniej trzy oznakowane krysztatki.

Rozwiazanie:

Niech X to liczba oznakowanych krysztatkow w ustalonej torebce. Rozwazmy schemat Bernoullego
n = 200 prob wlozenia oznakowanych krysztatkow do ustalonej torebki z prawdopodobienstwem
p= ﬁ, czyli zmienna X ma rozktad Bernoullego B(n,p). Mozemy zalozy¢, ze n jest stosunkowo

5



duze i przyblizy¢ rozktad Bernoullego rozkladem Poissonowskim Poiss(\), gdzie A = n - p = 2.
Wowezas P(X >3)=1—-(P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1- <672'20 4oe2al 672'22> —

0! 1 2!
1 - e% ~ 0,3233. Blad przyblizenia wynosi % = 22—020 = 0,02

Zadanie 3.
Na terytorium Polski odnotowuje sie érednio 3 powazne pozary lasow w ciagu lipca. Wyznaczy¢
przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze

a) w nastepnym lipcu nie bedzie pozarow.

b) w nastepnym lipcu bedzie parzysta liczba pozarow.

Rozwigzanie:

a) Podzielmy lipiec na n czesci. W kazdej z tych n czesci pozar moze wystapi¢ raz z jednakowym
prawdopodobieristwem p. Wowcezas $rednio n - p razy w ciggu lipca pojawi sie pozar. Mamy
wiec n - p = 3. Niech X oznacza liczbe pozaréow w lipcu. Jesli n jest dostatecznie duze, to
zmienna X ma rozklad Poissona Poiss()), gdzie A = n - p = 3. Mamy wiec P(X = 0) =

—3.20
e °-3 -3
o — ¢

b) Zdarzenia X = 2k i X = 2k+2 sa rozlaczne, zatem jesli P(parz) oznacza zdarzenie polegajace

na tym, ze liczba pozaréw w lipcu bedzie parzysta, to mamy P(parz) = > P(X = 2k) =
k=0

oo [e.e]
673‘32]{3 -3 32k -3 63+673 o 1+676
IR P BRI S
k=0

= (2R k) -



