Douczki z Analizy Matematycznej 2023

Dzienn drugi

Zajecia prowadzone sa w ramach wolontariatu przez cztonka KPM, ktory jest studentem. Miej na
uwadze to, ze moze nie by¢ w stanie on odpowiedzie¢ na wszystkie zadane przez Was pytania.

1. Splot

Zadanie 1.
Niech f,(z) = —x-z 1 niech g : R — R bedzie ciagla i ograniczona. Obliczy¢

lim (g% ,)(x)

2. Miara powierzchniowa

Zadanie 1.
Oblicz dtugosé krzywych

2) (1) = (31.32,26%) | £ € [0,1]}
b) v={(efcost,etsint,e’?) |t e R, }

Rozwiazanie:

a) Mamy
7' (t) = [3,6t, 6]

wobec czego

1Y ()] = /32 + (66)2 + (62)2 = 3v/1 + 4% + 41 = 3/(1 + 2£2)2 = 3(1 + 2t%).

Musimy zatem policzy¢ catke

1 2
1(7):/1dalz/ 1-3(2t2+1)dt:3(§t2+t)
¥ 0

Y (t) = [—e " cos(t) —e " -sin(t), —e " sin(t) + e - cos(t), —e ]

1
= 9.
0

b) Mamy

Skad
/0] = V3= = VB

wobec czego

:fﬂ@wﬁzﬁﬂzﬁ
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Zadanie 2.
Wyznacz potozenie srodka ciezkosci krzywych

a) (t) = (3t,3t%,2t%) | t € [0,1]}

b) v={(etcost,etsint,e?) |t € R}

Rozwigzanie:
a) Mamy
o 5 -
T | xi(x) doy(x) = —— - | zi(y(2)) - ||y (D)]] dit
(i) OMA (x) do(x) o), (v(#®) - [V @I
zatem
1 1 ' 2 943 2
(x) = — - [ [x1, 29, 23] doy = — - | [3t,3t°,2t°] - 3(1 4 2t°) dt =
l(V) o’ 5 0
1 (9, 1,9. 1,64 1,]1' (933 7
e B At L L R St A ) [ R (i
5 [4 +2 5 +3 "6 +4 0 525710

b) Zauwazmy, ze

d
g7 [(Acost + Bsint)e ] = ((—2A + B) cost + (—A — 2B)sint) - e,

skad

2 1 1 2
/COS te 2t dt = <_5 cost + = sin t) e~ oraz /sin te 2t dt = (_5 cost — R sin t) e

Wobec tego srodek masy to

1 4 , _ > ) _ 2 11
X) = ——- e "-|cost,sint, 1 V3-e tdt:/ cost,sint, 1] - e 2dt = (—,—,—)
(x) /3 /R+ [ ] 0 [ ] 55 2
Zadanie 3.

Oblicz pole powierzchni wycinka sfery S?(0, R) zawartego miedzy plaszczyznami z = a i z = b,
gdzie a,b € [-R, R].

Rozwigzanie:

Wystarczy, ze zmodyfikujemy nasz rachunek dla pelnego pola sfery.

Sposob 1. Zalézmy, ze a > b > 0. Polsfera jest wykresem funkcji z = \/R? — 22 + y2 = f(x,y)
nad kotem B?(0, R) = {(x,y) | 2*+y* < R?}, a nasz wycinek to fragment wykresu nad pierscieniem
P={(z,y) | R®?—a®> <2? +y* < R? —b*}. Mamy Vf = \/ﬁ[:@y]. Stosujac wzor na miare

powierzchniowa wykresu dostajemy

W) = [ VIF IV ) = [ VT TPV = = o) -
= / RvVER? — 22 — 2 d*(z,y) = ‘podstawienie biegunowe‘ Fubini
P
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VR2—qa?

o [ pVRZ=a? .
- —/ = - 2 72 — —
= R/O / e T dr| dy 27TR< VR? —r > ‘ ] 27 R(a — b).

VEER R

Proste rozumowanie pozwala stwierdzi¢, ze ten wzoér obowiazuje dla dowolnych a,b € [—R, R].

Spos6b 2. Rozwazmy standardowa parametryzacje sfery S%(0, R) za pomoca katow Eulera:

O (¢, ) — (Rcospcos 3, Rsingcos 3, Rsin (),

gdzie p € (0,27m) 15 € (—%, g) Nasz wycinek jest opisany warunkiem z = sin 3 € [%, }%} Roz-
niczkujac parametryzacje, otrzymujemy e; := d®[e,] = Rcos f[—sing,cosp,0] i ex := dPles] =

R[— cos psin 3, —sin ¢ sin 3, cos 8], a wiec (e1, e1) = R?cos? B, {e1, ea) = 0 oraz (e, €5) = R?. Stad
odpowiedni wyznacznik Grama wynosi R? cos 8 (modut nie jest potrzebny w rozwazanym zakresie
katow). Ostatecznie
Fubini
n(s) = [ R cos § do(ip, ) P2
(0,2m)x{BJsin B[ &, £ ]}

arcsin( )

2
= R2/0 dy - /{ﬁsinﬁe[ cos B df = 2rR* - (sin B) =21 R*(a — b).

a
R
a b arcsin( &
"R "

Sposdb 3. Wprowadzmy wspotrzedne walcowe (z = 7 cos ¢,y = rsin g, z = z). Sfera o promieniu
R jest opisana réwnaniem r2 + 22 = R?, skad dostajemy jej nastepujaca parametryzacje

D (p,2) = (VR? — 22cosp, VR? — 22sing, z = 2),

gdzie ¢ € (0,27) i z € [b,a]. Nasza miseczka paraboliczna jest zdefiniowana warunkiem 2z =
2?2 + y* € [0, 1]. Rozniczkujac parametryzacje, otrzymujemy
e1 1= d®Ple,] = (—VR? — 22sinp, VR? — 22 cos ¢, 0),
—Zcosp —zsine
ey = d®le,| = , 10,
rminled = (725 )
i — R2_,2 2 — _ 2% cos? pt+22sin? p 221 R2_,2 _ R?

awiec (e1,e1) = R*—z%cos® ¢, (€1, e2) = 0 oraz (eq, €9) = T +1l ==+l = m .
Stad odpowiedni wyznacznik Grama wynosi R. Liczymy

oo (W) = /0% /baRdgbdz = 27 R(a —b)

Zadanie 4.
Oblicz mase miseczki parabolicznej M = {(x,y,2) € R3 | 2z = 22 + ¢y%, 2 € [0,1]} o gestosci
powierzchniowej p(z,y, z) = z.

Rozwigzanie: L,
Rozwazany zbiér to wykres funkcji f(z,y) = “5% nad kolem B = {(z,y) | #* + y* < 2}. Mamy
Vf(z,y) = [z,y], skad

2 4y 2 2+ y? 2
zdoy = 5 VIFIV? di(a,y) = V1itat+y? di(z,y) =
M B B

2
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= ‘Wsp(’)lrzegdne biegunowe

Fubini n \/57”2
uzml/ 5\/1—1—7“2 rdr d¢ =
o Jo

3
3
-1 1 2 2
:27r/1 82 \/E-ids:w(gsg—ggg) '1:

(V35 V332
U

s=1+1r2
ds = 2r dr

15

Zadanie 5.
Niech M = {(ucosv,usinv,v) | v € (—=1,1), v € (—m,m)}. Oblicz [, f do, gdzie f przyporzad-
kowuje punktowi z M jego odlegtos¢ od osi {x = y = 0}.

3. Formy ré6zniczkowe pierwszego stopnia

Zadanie 1.
Rozstrzygnij, czy 1-forma n = dz + (z cosy — 2y) dy € Q' (R?) ma funkcje pierwotna.

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze ta 1-forma ma funkcje pierwotna, czyli ze istnieje gtadka funkcja f taka, ze n = df.
Woéwczas

df = frdx + f,dy

czyli f; =1 oraz f, = xcosy — 2y. Ale mamy

0 f 0 0
= — / = — 1 =
oyox  Oy”" 8y( ) =0

oraz
0 f a ., 0 ( %)
= —f =—(xcosy — = cos
Ooxdy Ox"Y Ox vy 4
co z twierdzenia Schwarza oznacza, ze 0 = cosy dla kazdego vy, co jest sprzeczne. Wiec n nie ma
funkcji pierwotne;j.

Zadanie 2.
Czy forma
w=(1+siny) dr+ (xcosy — 2y) dy
jest zamknieta? Czy jest doktadna? Jesli tak, to jak wygladaja wszystkie funkcje pierwotne formy
w?

Rozwigzanie:

Mamy

0 0
Dy (1+siny) = cosy pe (xcosy — 2y)



zatem forma jest zamknieta. Niech f bedzie funkcja pierwotna dla tej formy, czyli w = df. Wtedy
fo=(1+4siny) oraz f,=wzcosy—2y

Stad f(z,y) powinno by¢ postaci f(z,y) = x + xsiny + h(y) oraz f(x,y) = wsiny — y* + g(x),
zatem
flz,y) =z +asiny —y* + C

Zadanie 3.
Sprawdz zamknieto$¢ i wyznacz funkcje pierwotng z 1-formy (o ile istnieje)

w=(1+yze™) dv+ (1 4+ zze™) dy + " dz

Rozwigzanie:
Sprawdzmy, czy dw = 0. Mamy

dw = d(1 +yze™) Ndx + d(1 + zze™) ANdy + d(e™) N dz =

= (y®ze™ dx + (2™ + zyze™) dy + ye™ dz) A do+
+((2€™ + zyze™) do + 2*2¢™ dy + e™ dz) A dy+
+(ye™ dx + ze™ dy+0 dz) Ndz =
= (ze™ + zyze™) dy A dx + ye™ dz A de+
+(ze™ + xyze™) dx N dy + xe™ dz A dy+
+ye™ dx Ndz + xe™ dy Ndz =
= —(ze"™ + xyze™) dx N dy — ye™ dx A dz+
+(ze™ + xyze™) dx N dy — xe™ dy N dz+
+ye®™ de Ndz + xe™ dy Ndz =0

zatem forma jest zamknieta. Wyznaczmy teraz funkcje pierwotna f(x,y, z). Mamy

fo= 0 4yze™) f,=0+42ze™) [fl=e"

skad
flx,y,2) = x4 ze" + g(y, 2)
flz,y,2) =y + ze™ + h(z, 2)
[y, 2) = ze™ + k(z,y)
czyli

flz,y,2) = +y+ze™ + C

4. Calka z 1-formy



Zadanie 1.
Oblicz catke z w = (1+siny) dz+(z cosy—2y) dy wzdtuz krzywej v(t) = (t,sin?t), gdzie t € [0, 47]
zorientowanej w kierunku rosnacego ¢.

Rozwigzanie:
Funkcja pierwotna dla danej formy jest f(x,y) = x + xsiny — y* + C, skad wartos¢ catki wynosi

/w = f(4m,sin®(47)) — f(0,sin*(0)) = f(4m,0) — f(0,0) = 47 — 0 = 47

Y

Zadanie 2.
Oblicz catke z formy w = xfﬁ—iggdy po tuku elipsy £ = {(2cost,3sin?) | t € [0, 5]}
Rozwigzanie:

Sposdb 1. Elipsa jest sparametryzowana za pomoca odwzorowania
vyt (2cost,3sint)

dla y € [0, 5]. Mamy +/(t) = [~2sint, 3 cost], zatem

/ / 2(cost) - (—2siny) + 3sint - (3cost) / 5sint cost
w = = —_— =
[0,3] [0,5]

QCost) + (3sint)? 0.1 4+ 5sin?t

s =4+ 5sin’t 21
_d3:1Osintcostdy_/4 %ds_ln3—ln2

Sposoéb 2. Sprawdzmy, czy rozwazana forma jest zamknieta

0 x —2yx ora 0 Y —2zy
— = raz — =
Oy \ 22 + y? (22 +y2)? Oz \ 22 + 12 (22 +y?)?

zatem fy, = f;., czyli forma jest zamknigta. ZnajdZmy teraz funkcj¢ pierwotna. Mamy
o x r Yy
fx—xQ—l—yQ fy 2 + 2
zatem

fla,y) = $In(2® + 2) + g(y)
flz,y) = 5In(2* + y*) + h(z)

Skad
1
flz,y) = 5In(@® +y°) + C

zatem

/Ew =f <2cos <g) , 3sin <g)) — f(2cos(0),3sin(0)) = £(0,3) — f(2,0) =In3 —1In2

Zadanie 3.
Oblicz catke

/F(y—i—z) de + (z+z) dy+ (z +y) dz
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po krzywej I' = {(¢,¢t(1 — cost),tsint) | t € [0,27]} zorientowanej w kierunku rosnacego t.

Rozwiazanie:
Wyznaczmy funkcje pierwotna f formy w = (y + 2) dz + (2 + z) dy + (x + y)dz (o ile istnieje).
Mamy

fo=y+z fi=2z+z fl=x+y

zatem
flw,y,z) =xy+ 22+ g(y, 2)
flx,y,2) =2y +yz + h(x,2)
skad

flz,y,2) =zy+yz+zx+C

Niech v : [0,27] — I okreslona wzorem ~(t) = (t,t(1 — cost),tsint) bedzie parametryzacja I'
zgodnie zorientowana. Wowczas

/w:f(Qw,0,0)—f(0,0,0):O—Ozo

Zadanie 4.
Oblicz catke z formy 6 =
ruchu wskazowek zegara.

r dy—y dx

w7 Do okregu {(x,y) | * + y* = 1} zorientowanym przeciwnie do

Rozwigzanie:
Funkcja v : t +— (cost,sint), gdzie t € [0,27], jest parametryzacja okregu. mamy +/'(t) =
(—sint,cost), zatem

CoS t cost —sint -sint 2
/ / it — / | dt = 2r
g1 (cost)? + (sint)? 0

Zadanie 5.

Wykaz, ze forma 0 = Zdy—udr

(x2+y?)
taka, ze 6 = df), ale Jest zamknieta, tzn. spelnione sa warunki konieczne dla doktadnosci 6, czyli

nie jest dokladna (to znaczy, ze nie istnieje funkcja f : R? — R

ze pochodne czastkowe 2 po <z2$TyQ> oraz 5 (ﬁ) sg rowne.

Rozwigzanie:
Mamy
0 x P4yt —a 20 P —a?
O <fv2 + y2) @ (@)
o ( -y \_ —@+y)+y-2y y*—a?
5_y (:1:2 —I—y2) - (22 + 42)? - (22 + y?)?

zatem forma 6 jest zamknieta. Gdyby forma byta zamknieta, to catka po krzywej zamknietej bytaby
rowna zero. Jednak catkujac po okregu dostajemy 27, zatem forma nie jest doktadna.



Zadanie 6.
Oblicz catke

/(2x+y) dx + (z — 2y) dy
wzdluz nastepujacej krzywej ’
K={(z,y) |2"+y’ =1, 2 <0<y}
zorientowanej tak, aby jej poczatkiem byt punkt (0, 1) a koricem (—1,0).

Rozwigzanie:
Wyznaczmy funkcje pierwotna f formy w = (2z = y) (z —2y) dy (o ile istnieje). Mamy f, =2z +y
oraz f, = r — 2y, skad

flz,y) =2+ g(y)
flz,y) = —y* + h(z)
zatem forma jest rézniczka zupelna funkcji
fla,y) =" =y’ +ay
Stad
[ ot y) dot o= 2) dy = F(-1,0) - f0.1) =2
K

Zadanie 7.
Niech K = {(z,y) | 42* + y = 5,y > 1} bedzie krzywa zorientowana w kierunku wzrastania

zmiennej z. Oblicz catke
/ xdy —y dx
Kk Tty

wzdtuz krzywej K.

Rozwigzanie:
Niech v : [-1,1] — K bedzie parametryzacja okreslona wzorem ~(t) = (¢,5 — 4t*). Wowczas
v'(t) = (1, —8t). Teraz podstawiamy:

/xdy—ydx_/l (—8t)dt +/1 —5+4? o
k 24y e+ (—42)? e+ (5422 2

Zadanie 8.
Oblicz catke

[ @+ o+ (@ =)y
D
gdzie D to tuk paraboli y*> = x zorientowany od (1,1) do (1, —1).

Rozwiazanie:
Mamy z = y? dla y € (—1,1)) oraz dz = 2y dy. Ustawiajac calke w przeciwnej orientacji niz tuk
paraboli mamy

/D(vaLy) dr + (z —y) dy:—/_l(y4+y)-2ydy+(y2—y) dy =

1
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5. Formy rézniczkowe k-tego stopnia

Zadanie 1.
Oblicz

a) (xdy+ydx) A (de+ dy + dz)
b) (x dy ANdz+y dzANdx+ z de ANdy) A (de + dy + dz)

Rozwigzanie:

a) lloczyn zewnetrzny jest operacja nieprzemienna, za to rozdzielng wzgledem dodawania, skad

maimy
(xdy +ydz+ zdx) AN(de +dy+dz) =xdy Nde +xdy Ndy + xdy A\ dz+
+ydz Ndx +ydz Ndy+ydzANdz+ zde ANdx + zde Ndy + zdx Ndz =
=—zxdxNdy+0+2xdyNdz—ydeNdz—1y dyNdz+ 0+
+0+zde Ndy+zde Ndz =
=(z—z)de Ndy+ (x —y)dy Ndz+ (z —y)dx Ndz
b) Mamy
(xdy Ndz+ydz Ndx + zdx A dy) A (de + dy + dz)
=xdyNdz Ndx+zxzdyNdz Ndy+ xdy ANdz N\ dz+
+ydz Ndx Ndx +ydz Ndx Ndy + ydz N\ dx N\ dz+
+zdex NdyNdr+ zde Ndy Ndy + zdx Ndy Ndz =
=xde NdyNdz+04+0+0+ydeANdyNdz+04+0+0+2zdr AdyNdz =
=(x+y+z)dx ANdy Ndz.
Zadanie 2.
Oblicz dw dla
a) w="* ig;gzdx

b) w=ay*22dx ANdy — yz*2®dy N dz

Rozwigzanie:



a) Mamy

z y

1 222 1 292
— _ dr + Ady| A dy — _ dy + Bdz| A dz =
[(x2+y2 (x2+y2)2> v y]A Y Kfﬂ“?ﬁ (x2+y2)2> v x] M

B 2 212 — 2
T\ g2 + 42 (xQ +y2)2
Obliczenie wyrazen A i B nie jest potrzebne, gdyz sie zredukuja.

)d:z:/\dy:()

b)
dw = d(xy*2*) Ndx A dy — d(yz*2*) ANdy A dz =
= (xy?-32%dz+ ---dx +---dy) Ndx Ndy — (y2° - 32dw + - -dy +---d2) Ndy Ndz =
= (2y?2? — y2*2?)dx A dy A dz
Zadanie 3.

Korzystajac z twierdzenie Gaussa-Greena oblicz pole wnetrza elipsy
E ={(acosy,bsing) | p € [0,27]}
Rozwigzanie:

Niech w = x dy bedzie 1-formg. Wowczas dw = dz A dy jest formag objetosci w R2. Wobec tego, na
mocy twierdzenia Greena mamy

/\Q(V):/VdQ(m,y):/vdwz/Ew

gdzie V oznacza wnetrze zbioru ograniczonego krzywa E. Druga z catek tatwo policzyé¢, uzywajac
parametryzacji y(¢) = (a cos ¢, bsin ). Mamy 7' (¢) = (—asin ¢, bcos ).

[o=] " 2(6) - Ayl (6)] do = / " dcos(9) - beos(d) do = ab / " co(6) dé = abr.

6. Cofniecie formy

Zadanie 1.
Oblicz cofniecie ®*w dla:

w=zydr+2zdy —ydz i ®(u,v) = (uv,u? 3u+v),
w=4dxdx+ydy i ®(r,p) = (3rcosp, 2rsin p),

w=uzdy —ydxid(r,¢) = (3rcosp,2rsinp).

10



Rozwigzanie:
a)
P*w = wv - u® d(uv) + 2(3u +v) d(v®) — u* d(3u +v) =
=u’ v (vdu+udv)+ (6u+20) - (2u du) —u?- (3 du+dv) =
= (u® - v? + 120 + duv — 3u?) du+ (u* - v — u?) dv =
= (u*v? + 9u® + duv) du + (u'v — u?) dv

b)
O*w =4 (3rcosp) d(3rcosp) +9- (2rsing) d(2rsinp) =
=12rcosp - (3cosy dr — 3rsinp dyp) + 18rsinp - (2sin dr + 2r cos ¢ dp) =
= (367 cos® p + 367 sin® @) dr + (=367 sin p cos @ + 3612 sin @ cos ) dp = 367 dr
c)
d*w = 3rcosp d(2rsiny) — 2rsing d(3rcos) =
=3rcosp - (2sinp dr + 2rcos@ dp) — 2rsing - (3cos@ dr — 3rsing dp) =
= (6rsin @ cos p — 6sin p cos ) dr + (6r* cos® p + 6r?sin’ ) ¢ = 6r? dyp

Zadanie 2.
Znajdz cofniecie ®*w dla ®(u,v) = (uv,u?, 3u +v), w = ydr + v dz.
Rozwigzanie:
Mamy

d*w = u? d(uwv) +uwv d(3u+v) = u? - (u dv + v du) + uv - (3 du + dv)

Zadanie 3.
Znajdz ®*w dla ®(u,v) = (r = uv,y = u? 2z = 3u+v), w = ydz A dz.
Rozwigzanie:
Mamy

P*w = ud(uv) A d(3u + v) = u?(udv + vdu) A (3du + dv) =

= u?[3udv A du + udv A dv + 3vdu A du + vdu A dv] =
= u?(v — 3u)du A dv.

Zadanie 4.
Oblicz forme dz A dy we wspolrzednych biegunowych (x = rcosp,y = rsin ).
Rozwigzanie:
Mamy

O*(dx A dy) = d(rcos(p)) Ad(rsin(p)) =

= (cos(p)dr — rsin(p)dy) A (sin(p)dr + rcos(p)dy) =
= rcos?(p)dr A dp — rsin®(p)de A dr = rdr A dp

11



7. Calka z k-formy

Zadanie 1.

Oblicz catke z formy w = x dyAdz+y dzAdx+ 2z dw Ady po sferze S = {(z,y,2) € R¥| 22 +y*+2% =
a’}. Przyjmujemy, ze orientacja S jest zadana przez wybor bazy uporzadkowanej (e, e.) w punkcie
(1,0,0). Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwigzanie:
Zacznijmy od znalezienia parametryzacji sfery. Naturalnym kandydatem jest parametryzacja sfe-

ryczna ® : (¢, ) — (x = acospcos B,y = asingcos B,z = asin ), gdzie U = (0,27) x (—g, g)
jest dziedzing parametryzacji. Mamy ®*w = a3 cos Sd¢ A df. Przyjmijmy na razie, Ze orientacja w

U jest wyznaczona przez baze (ey, eg) (czyli, ze ¢ jest pierwsza wspotrzedna, a § druga). Wowczas

— 3 _ 3 2 _ 3
/U(IDw—/Ua cos Bdp NdS = a /Ucosﬂd (¢, ) = 4ma”.

Na koniec zastanéwmy sie, jak sie ma wybrana orientacja w U do orientacji na S. W tym celu
zobaczmy, na co przechodza wektory bazowe e, i eg przy d®(0,0) (wybieramy punkt (0,0), bo
®(0,0) = (1,0,0), a wiec jest to przeciwobraz punktu, w ktorym zadaliSmy orientacje). Prosty
rachunek daje nam d®g[e,] = a0, 1,0] = ae, 1 d®yles] = a[0,0, 1] = ae,. Jak wida¢, baza (ae,, ae,)
zadaje te samg orientacje co baza (e, e,), a wiec nie musimy zmienia¢ znaku w calce.

Zadanie 2.
Uzywajac podstawienia walcowego:

D (p,2) = (r=Va2—22cosp,y = Va? — 2%sing, z = 2),

oblicz catke z formy w = zdy A dz + ydz A dx + zdx A\ dy po wycinku sfery A = {(x,y,z) €
R?|2? + y* + 2* = a®,z > §}. Orientacje A przyjmujemy tak, jak we wczesniejszym zadaniu.
Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwiazanie:
Policzmy cofniecie ®*w.

O*w = \/WCOSQSCZ(\/HSJH@ Adz + MSingédz/\d(MCos@
+ zd(Va? — 22 cos ¢) A (Va? — 22sin ¢) =
= \/WCosqﬁ(\/M(:owbd@ Adz +Va? — 22sinddz A (—MSiH(ﬁdQﬁ)—l—
+ z(cospdva? — 22 —Va? — 22sin ¢ do) A (sin g dva? — 22 + Va® — 22 cos pdg) =
= (Va2 — 22)2dp A dz + 2(Va? — 22 cos? pdv/a? — 22 A dp+
— Va2 — 22sin? pdo A dva? — 22) =

= (a® — 2A)dp Ndz — 2V a2 — 22 do A <;2(—z)dz) =
z

a? —

=a’do N dz

Teraz wykonajmy calowanie po dziedzinie parametryzacji U = {(¢,2)|¢ € (0,27),2 € (5,a)},
przyjmujac, ze (eq,€,) jest orientacja na U:

/@*w:/a2d¢Adz:/a2d2(¢,z):7ra3.
U U U
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Zastandwmy sie teraz nad zgodnosciag przyjetej orientacji U z orientacja A. Zobaczmy, na co prze-
chodza wektory bazowe e, oraz e, przy d® w punkcie p = (¢ =0, 2 = a/2). Prosty rachunek daje

nam
1
v =d®, eg] = [O, @,0] oraz vy = d®,le,] = [—ﬁ,o, 1} .
V3a

Ich iloczyn wektorowy vy X vy to [T,O, %} jest skierowany na zewnatrz, a zatem przyjeliSmy

orientacje zgodng ze standardowa orientacje sfery.

Zadanie 3.

Oblicz calke z formy w = v dy Adz+ysin zdz Adz+ (2 +1) dx Ady po rozmaitosci M zdefiniowanej
jako czesé powierzchni 2% +1? = cos? z zawartej pomiedzy plaszczyznami z = 0iz = 7 z orientacja
wyznaczong przez baze {e.,e,} w punkcie (0,1,0) € M.

Rozwigzanie:
Bedziemy catkowaé po zbiorze M = {(z,y,2) € R*|2? + y* = cos®z,z € (0,%)}, ktory tatwo
sparametryzowac:

D (p,2) — (z =coszcosp,y = coszsing, z),

gdzie (¢,z) € U = [0,27] x [0, 7. Policzmy pullback:

O*w = cos z cos g d(cos zsin p) A dz + cos zsin @ sin z dz A (cos z cos @)

+ (2 4+ 1) d(cos z cos @) A (cos zsin )

= [cos z (1 4 z + cos z) sin zsin® ¢ + (cos z + cos” p(1 + 2))sin z) | dp A dz.

Policzmy catke z tej formy, przyjmujac ze orientacja na U jest dana przez (e, e,):

/ d'w = / [cosz (1 + z + cos z) sin zsin® ¢ + (cos z + cos” (1 + z)) sin z) | dpdz =
U U

1
= — 2 — 22 .
247T(3 \/_+37r)

Zadanie 4.

Korzystajac z twierdzenia Stokes’a oblicz catke z formy w = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy po
sferze S = {(x,y,2) € R? | 2° + y* + 2? = a*} Przyjmujemy, ze orientacja S i A C S jest zadana
przez wybor bazy uporzadkowanej (e,, e,) w punkcie (a,0,0). Zakladamy, ze a > 0.

Rozwigzanie:
Mamy dw = 3 dz Ady Adz. Zalozmy, ze S jest brzegiem kuli B = {(z,y,2) € R* | 2 +y*+ 2% < a?}.
Przyjmujemy standardowa orientacje (e, ey, e.) w R?. Wowcezas:

/dw:/3d:v/\dy/\dz:3/d3(x,y,z):3)\3(B):47m3.
B B B

Z drugiej strony, z twierdzenia Stokesa:

/dw:/ w,
B S=0B
13



przy czym orientacja S musi by¢ indukowana z wybranej przez nas orientacji standardowej w R3.
Zatem szukana catka wynosi:
/ w = +dra?,
S

przy czym znak plus bierzemy, jesli orientacja indukowana jest taka jak w tresci zadania, a minus
gdy jest przeciwna. Latwo zauwazy¢, ze baza (e, e,, e,) jest zgodna ze standardowa orientacja R3.
Ponadto pierwszy wektor e, jest wektorem normalnym do S w punkcie (a,0,0) skierowanym na
zewnatrz kuli, za$ pozostate wektory e, i e, sg styczne do S. Wobec tego, baza uporzadkowana
(ey, e,) w punkcie (a,0,0) wyznacza orientacje S = 9B indukowana ze standardowej orientacji R?.
Jest to ta sama orientacja, co w zadaniu, zatem:

/w = +4rwa’.
S

To samo mozna przedstawié¢ inaczej: standardowa orientacja kuli B indukuje orientacje brzegu
0B = S "na zewnatrz". Iloczyn wektorowy wektorow bazowych w punkcie (1,0,0) zadajacych
orientacje S, czyli e, i e, to e, rowniez jest skierowany "na zewnatrz", nie ma zatem potrzeby
zmieniania znaku.

Zadanie 5.

Oblicz calke z formy n = 23 dy A dz + y3 dz A dx + 23 dx A dy po polsterze S, = {(x,y,2) €
R3 | 22 +y?> + 22 = 1, 2 > 0} zorientowanej tak, ze wektor [0,0, 1] jest wektorem normalnym
zewnetrznym w punkcie (0,0, 1).
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