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Cwiczenia 1

Definicja: Grupa (G,-) to zbior z dziataniem - : G x G — G takim, ze
1. Vapeeg a-(b-c)=(a-b)-c (lacznosc)
2. 3¢ Vaeg a-e=e-a=a (element neutralny)

3. Yueq Juec takie, ze a-a' = a' - a =e (element odwrotny)

Przyktady:
e (R, +) - element neutralny to 0, natomiast element przeciwny do a to —a

e (Z,+) - element neutralny to 0, natomiast element przeciwny do a to —a

(Zy,, +) - elementy to zbioér reszt modulo n natomiast a+b = a+b mod n; element neutralny
to 0, natomiast element odwrotny do k € Z,, ton — k

grupa dihedralna D,, o 2n elementach - sg to izometrie n-kata foremnego z dziatlaniem skta-
dania; element neutralny to identycznosc;

e grupa permutacji S, - jest to grupa permutacji {1, ...n} czyli bijekeji {1,...,n} = {1,...,n}
z dzialaniem skladania permutacji
Zadanie 1.
a) Czy zbior elementéw dowolnego ciata K réznych od 0 jest grupa wzgledem mnozenia?
b) Czy Q z dzialaniem - jest grupa?
¢) Czy N z dzialaniem + jest grupa?

d) Czy zbior (Q,*) jest grupa z dziataniem a xb = a + b — 27

Rozwiazanie:
a) Tak - mnozenie jest taczne; element neutralny to 1; element odwrotny do a to %
b) Nie, poniewaz 0 nie ma elementu odwrotnego
c¢) Nie, bo dla dowolnej liczby nie istnieje element odwrotny

d) Tak - dodawanie jest taczne i przemienne; element neutralny to 2; element odwrotny do a to
4—a
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Zadanie 2.
Udowodnij, ze w dowolnej grupie element neutralny oraz element odwrotny sa wyznaczone jedno-
znacznie.

Rozwigzanie:

Niech ey, e5 to element neutralny wowczas e; = €1 - €3 = €5 - €1 = ey. Czyli element neutralny
jest wyznaczony jednoznacznie. Niech a’ i a” to elementy odwrotne elementu a € G, woéwczas
ad=e-d=(@"a)d=ad" (a-d)=a"e=d". O

Definicja: Podzbior H C G jest podgrupa, gdy:
l.a,be H=a-be H

2. ace H=a'lecH

Definicja: Niech X C G bedzie dowolnym podzbiorem grupy G. Wtedy podgrupa w G
generowana przez X to przeciecie wszystkich podgrup w G zawierajacych X. Jest to podgrupa
w (. Oznaczenie (X) < G. Innymi stowy, (X) jest to najmniejsza podgrupa, ktora zawiera
podzbiér X C G.

Przyklad: Dla X = {a} piszemy ({a}) = (a) < G, wowczas (a) = {a" | n € Z}, przy czym a° to
element neutralny.

Definicja: Grupa G jest cykliczna, gdy istnieje element g € G taki, ze (g) € G.

Fakt: Dowolna grupa cykliczna jest izomorficzna z (Z,+) lub (Z,, + mod n)

Przyktlad: Generatorem grupy (Z,+) oraz generatorem grupy (Z,, + mod n) jest (1)

Zadanie 3.
Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy (Z, +).

Rozwiagzanie:

Sa to na pewno ({0}, +) oraz (Z,+). Rowniez (nZ,+), gdzie nZ = {nz | z € Z} dlan € Z jest
podgrupa, gdzie generatorem jest (n) = (—n).

Pokazemy, ze wszystkie podgrupy w (Z, +) sa postaci (n) dla pewnego n € Z.

Niech {0} # H < (Z,+). Wybierzmy k > 0 najmniejsze takie, ze k € H. Chcemy pokazaé, ze
H = (k). Z wyboru k wiemy, ze (k) C H. Przypusémy, ze istnieje [ € H \ (k). Podzielmy [ przez
k z reszta, czyli | = mk +r, gdzie 0 < r < koraz |l € H i mk € H. Wynika stad, ze r € H. Z
minimalnosci k otrzymujemy wiec, ze r = 0, skad [ = m - k € (k), co jest sprzeczne z zalozeniem.
Stad dowolna podgrupa Z jest generowana przez jeden element.
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Zadanie 4.
Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy (Z,, +) dla dowolnego n.

Rozwiazanie:

Niech p bedzie liczba pierwsza. Pokazemy, ze wszystkimi podgrupami grupy (Z,,+) sa (1) = Z,
oraz (0) = {0}. Przypusémy, ze dla k # 0 oraz k € Z,, zbior (k) jest podgrupa (Z,, +). Wowczas
skoro NWD(k,p) = 1 (bo p jest liczba pierwsza), to istnieje a, 8 € Z takie, ze ka + pf = 1.
A stad 1 € (k). Stad Z, = (1) C (k), czyli (k) = Z,. Dla nie pierwszej liczby n wszystkimi
podgrupami beda (0), (1) = Z,, oraz (x1),...,(z,) dla z1,...,x,, bedacymi dzielnikami liczby n.
Wezmy (0) # H < Z, iniech 0 # k € H bedzie najmniejszym elementem H roznym od zera.
Pokazemy, ze (k) = H. Przypusémy, przeciwnie ze istnieje | € H \ (k), czyli | = mk + r dla
pewnego 0 < r < k, wowczas r € H, czyli z minimalnosci £ mamy r» = 0 skad [ = mk, co jest
sprzeczne. Czyli dowolna grupa w (Z,, +) jest postaci (k), gdzie k jest dzielnikiem n.

Zadanie 5.
Zmajdz wszystkie podgrupy grupy Z, oraz rzedy wszystkich jej elementéw, gdzie Zis jest cykliczna
grupa rzedu 12.

Rozwigzanie:
Podgrupami beda (0), (1), (2), (3), (4), (6). Mamy roéwniez

kl ]{72 kS l{?4 /{35 /{36 k’7 k?8 k9 klO ]{211 /{212

10 | 8 6 4 2 0

11 ] 10 | 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
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Zatem

Zadanie 6.
Rozstrzygnij, czy zbior
St={zeC||z|=1}

liczb zespolonych o module 1 z dziataniem mnozenia liczb zespolonych tworzy grupe.

Rozwiazanie:
Musimy sprawdzi¢, ze zbior spetnia aksjomaty grupy

1. Wezmy & = a; + bii, y = as + byi, 2 = as + bgi € S, woéwezas

X - (y . Z) = (Cll + blz) . ((CZQ + bzl) . (ag + ng)) =
= (CLl + bll) . (a2a3 + agbgi + agbgi — bgbg) =
= a1a203 + alagbgi + a1a3b2i — (Ilebg + a2a3bli — a2b163 — (J,gblbz — blbgbgi =

= Qai1G92a3 — alebg — (Igblbg — a3b1b2 + i(a1a2b3 + a1a3b2 + a2&3b1 — blbgbg)

(z-y) -z = ((a1+bii) - (ag + bai)) - (a3 + bsi) =
= (a1a2 + albgi + azbli — blbg) . ((13 + bgl) =
= a1a203 + alagbg’i + ala3b2’i — a1b263 + CLQCL3b17: — a2b163 — a3b1b2 — blebg’i =

ajasaz — arbabs — asbibs — azbiby + i(ajasbs + ajasby + asagby — bibabs)
Stadz - (y-2)=(z-y) -z
2. Elementem neutralnym jest 1, bo wowczas |1| = 1 oraz dla z = (a,b) € S* zachodzi
z-1=(a,b)-(1,0)=(a-1=5b-0,a-04+0b-1) = (a,b) ==
Zatem istnieje element neutralny.

3. Sprawdzmy, czy dla z = (a,b) € S! liczba (#jrbg,ﬁ) jest elementem odwrotnym do
elementu z

a —b a —b —b a
b) - —(a-—% b - b- —(1,0)=1
(a.0) <a2+b2’a2+b2> (a - Rl A a2+62) (1,0)

1

sprawdzmy czy 2~ = (ﬁ, ﬁ) € St. Mamy

. a \ b\’ 1 1
|Z 1|: - —+ = :—:1
a? + b2 a? + b2 Vaz+p? 1

Korzystamy tu z faktu va? + b2 = 1, bo (a,b) € S*.

Zatem zbior St jest grupa.
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Cwiczenia 2

Zadanie 1.

a) Pokaz, ze H C G jest podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € G jesli a,b € H,
toab™! € H oraz 1 € H.

b) Niech H bedzie podzbiorem grupy G takim, ze
e loeH
e jesli dwa z elementow x,y, xy naleza do H, to rowniez trzeci nalezy do H
Udowodnij, ze H jest podgrupg w G.

Rozwigzanie:
a) = Jesli H jest podgrupa, to skoro a € H, to rowniez a~! € H, czyli aa™! =1 € H. Jesli
b e H, toréwniez b=t € H, czyli ab™! € H.
< Skoro dla a,b € H zachodzi ab™' € H oraz 1 € H, to dlaa =1 mamy 1-b~! € H, czyli
b=' € H. Skoro ab™' € H oraz b=' € H, to réwniez a(b™')~! € H. Wiemy, ze (b~')~! € H,
czyli ab € H. Zatem H jest podgrupa.

b) Jesli z,y € H to rowniez xy € H z drugiego warunku. Jesli x € H oraz zy = 1 € H, to
rowniez y = 2 € H.

Definicja: Rzad grupy G to liczba jej elementéw. Rzedem elementu a € G nazywamy
najmniejsze n > 1 takie, ze a™ = 1 lub oo, gdy takie n nie istnieje. Piszemy o(a) lub |al.

Fakt:
o(a) = [(a)| = [{a™ | m € Z}|

Zadanie 2.
Szescioelementowa grupa dihedralna Dy to grupa izometrii trojkata rownobocznego.

a) Wykaz, ze jest generowana przez dwa elementy: obrot - nazwijmy go p (zgodnie ze wska-
zowkami zegara) oraz symetrie osiowa - nazwijmy ja 0. Wypisz kazdy element jako iloczyn
generatorow i napisz jaka to izometria ptaszczyzny

b) Policz rzad kazdego elementu

Rozwigzanie:

a) Dla trojkata rownobocznego o wierzchotkach A, B, C' mamy
-DG - {Zda 02?7“70%’7 SA7537 SC}

Sa to wszystkie izometrie, poniewaz permutacji wierzchotkow trojkata jest 3! = 6. Dziata-

niem w tej grupie jest skladanie izometrii. Niech 02x = p oraz Sy = o, wowczas id = p® = o2,
3

Oiz =p* Sp=0-p* Sc=o0-p. Zatem (p,o) = Ds.
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b) Policzmy rzad kazdego elementu.

k id O2r O4n SA SB SC

Mamy
e 02 =id
o pP=id

e opo = p?

Te trzy warunki wyznaczaja nam dziatania w grupie.

Ogolnie dla Ds,, = {p, o) mamy dzialania 02 = id, p" = id oraz opo = p" '

Zadanie 3.
Niech G = Z,,. Udowodnij, ze wtedy dla dowolnego r € Z,, zachodzi o(r) = NVV+(7LT)'
Rozwigzanie:
Aby NW+(7”) bylo rzedem elementu r, to
1. liczba r - NW+M musi byé¢ podzielna przez n, bo wowczas NW+M -rto 0w Z,

2. jedli istnieje 0 takie, ze 0 -r =0 w Z,, to 0 > NW+M

Liczba r - W(m) jest podzielna przez n, poniewaz W(M) € Z, bo NWD(n,r) | r. Wiemy, ze
nl|0-r, gdzien = NWD(n,r)-n' oraz r = NWD(n,r)-r" przy czym NWD(n',r") = 1. Mamy
wicc NWD(n,r)-n' | 0- NWD(n,r)-r', czylin’ | -r'. Skoro NWD(n',r") =1, to v’ nie dzieli

sie przez n', czyli 6 dzieli sie przez n', skad 6 > n'. Zatem 0 > NW+M.

Uwaga: W Z,, mamy NW D(n,k;) = NWD(n, ky) wtedy i tylko wtedy, gdy (k1) = (ka).

Zadanie 4.
Udowodnij, ze w skoniczonej grupie rzedu parzystego istnieje element rzedu 2.

Rozwigzanie:

Niech G bedzie parzystego rzedu, czyli |G| = 2n. Przypusémy, ze taki element nie istnieje. Roz-
patrzmy dla kazdego elementu a € G\ {e} pary elementéw {a,a™'}. Wowczas a # a™ !, czyli
{a,a™'}| = 2. Pokazemy teraz, ze dla a,b € G \ {e} zachodzi albo {a,a™'} = {b,b7'}, albo
{a,a™}N{b,b7'} = 0. Jeslia = b, to wowczas a™ =071, Jeslia=b"1, toa ! =b. Jesli a=t = b,

toa=>b"1. Jeslia™! =b"", to a=>b. Zatem mamy

G= |J {aa}u{e

acG\{e}

czyli rzad grupy G jest nieparzysty. Mamy wiec sprzecznosé, skad w G istnieje element rzedu 2.
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Zadanie 5.
Niech g € G bedzie elementem skoriczonego rzedu. Udowodnij, ze g% = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

o(g) | k.

Rozwigzanie:
= Zalézmy, ze g* = 1 oraz k = o(g) - m + r dla pewnego 0 < r < o(g). Wéwczas

= gk — go(g)'m+r _ (go(g)>m . gr —1. gr

skad otrzymujemy, ze r = 0, zatem o(g) | k.

< Jesli o(g) | k, to wowcezas k = o(g) - m, czyli g" = g°@™ = (¢°9))" =1m =1,

Definicja: Mowimy, ze grupa G jest przemienna, jesli dla kazdych elementow x,y € G
zachodzi xy = yx.

Przyklady:

e Grupa (g) jest przemienna, bo g* - ¢! = g**! = ¢' - g*.

e Grupa GL(n,R) (macierzy odwracalnych z dzialaniem mnozenia) nie jest przemienna, bo

A-B+B-A.

Zadanie 6.
Moéwimy, ze elementy x,y € G sa przemienne, gdy ry = yx. Grupa G jest przemienna, gdy
dowolne z,y € G sa przemienne.

a) Pokaz, ze jesli z,y € G maja rzad 2 oraz zy ma rzad 2, to x oraz y sa przemienne.

b) Grupa G jest taka, ze dla dowolnego g € G zachodzi g? = 1. Pokaz, ze G jest przemienna.

Rozwigzanie:
a) Mamy 22 =1 & =21 9y> =1y =y ! oraz (ry)? = 1, zatem skoro z 'y ~! = (zy)~!, to

1 1

vy ="y ) =2y = (y2) T = y2
Zatem x oraz y sa przemienne.

b) Dla dowolnych z,y € G mamy zy € G, zatem skoro 2> = 1, y?> = 1 oraz (xy)? =1, toxr iy
sa przemienne, czyli cata grupa G jest przemienna.

Zadanie 7.
Niech o(a) = m, o(b) = n oraz ab = ba. Udowodnij, ze o(ab) < oco. Czy wtedy o(zy) =
N (o(z), o(y))?
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Rozwigzanie:
Wiemy, ze a™ = 1 oraz b" = 1. Niech wiec M = NWW (m,n), wowczas a™ = 1 oraz b™ = 1, czyli

abM = 1. Skoro a oraz b sa przemienne, to mamy
AWM =g qbe . b=..=abg.. . ab .. b =g b. b= (ab)M
—_——— N—— H,_/H,_/ _,_/

M M - -

Zatem (ab)™ = 1, czyli o(ab) < oo.

Dla grupy Zs mamy o(1) = 2 oraz 0(0) = 1, zatem dla z = y = 1 mamy o(zy) = 0(0) =1 # 2 =
NWW(o(1),0(1)) = NWW (o(z), o(y))-

Zadanie 8.
) 1 0 1
Niech A = [0 _1} oraz B = [0

1

_11 € GL(2,R). Oblicz o(A),o(B) oraz o(AB).

Rozwigzanie:
Mamy o(A) = 2 oraz o(B) = 2, poniewaz A? = B* = [. Wéwczas dla n € N mamy

apr=[ 1] = (o o ol) =+ ()[o o =6
zatem o(AB) =

Zadanie 9.

Niech G bedzie pewna grupa, zas g, h jej elementami.
1. Udowodnij, ze zachodzi (gh)™! = h=tg~! oraz (¢")~! = (¢ !)" dla dowolnej liczby calkowitej
dodatniej n.

2. Udowodnij, ze o(h~tgh) = o(g), gdzie o(g) oznacza rzad elementu g w grupie G

3. Udowodnij, ze o(g™') = o(g)

Rozwigzanie:

1. Mamy
gh-h™lg7 =g 1.9g7 =997 =1
skad h='g™! jest elementem odwrotnym do gh, czyli (gh)™' = h=1g~!. Mamy

n — _ _ _ 1ndukca
g =g-...oggt . glt=goglgt g TET
R/—/ﬁ—/ %/—/ %/—/

n n— n—

1

stad (¢g71)" jest elementem odwrotnym do ¢", czyli (¢")~! = (¢~ ).
2. Niech o(g) = n, wowczas skoro h™'h = e, to mamy

high-...-h'gh=h""-g-...-g-h=h""-e-h=h"'h=e

n n

12
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Zatem o(h~tgh) > n = o(g). W drugg strone, niech n = o(h~1gh), wowczas

ﬁ_lgh-...-h_lg@:e@h_l-g-...-g-h:e(i)g-...-g:hh_l:e

N~
n

czyli o(g) > n = o(h'gh). Stad otrzymujemy o(g) = o(h~'gh).
3. Niech o(g) = n, woéwczas mamy

_ _ _1 indukcja _ _
g-....g=eqglgg-...cg=¢gtee g ...og=¢g " ETe=¢gt. g7}
N—— N—— N——

n n—1 n—1 n

stad o(g™') > n = o(g). Analogicznie mamy o(g) > o(g™'), czyli o(g) = o(g™!).

13
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Cwiczenia 3

Zadanie 1.
Uzasadnié¢, ze polgrupa G jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € G réwnania
ar = biya = b maja rozwiazania w G.

Rozwiazanie:

Polgrupa to zbior G z dziataniem, ktore jest taczne, czyli Vo pceq (a-0)-c=a- (b-c).

= Jesli G jest grupa, to dla a,b € G mamy a - (a~'b) = b oraz (ba™')a = b, czyli = a~'b oraz
y = ba~! sa rozwigzaniami.

< Chcemy pokazac, ze istnieje element neutralny oraz ze kazdy element ma element odwrotny.
Wiemy, ze istnieje e, € G takie, ze a - e, = a oraz istnieje f, € G takie, ze f, - a = a. Musimy
pokazaé, ze e, = f, oraz, ze elementy te nie zaleza od a. Wezmy dowolne b € G i pokazemy,
ze b-e, = boraz f,-b = b Wiemy, ze istnieje element y,, € G taki, ze b = yua, woéwczas
b-eo = Yab Q) €4 = Yaup-(a-€,) = yap-a =0, skad e = ¢, jest takim elementem G, ze dla
dowolnego b € G zachodzi b - e = b. Analogicznie pokazujemy, ze element f = f, jest wyznaczony
jednoznacznie. Teraz trzeba pokazaé, ze elementy e i f sg réwne. Mamy e - f rowna sie z jednej
strony f, a z drugiej strony e, zatem e = f. PokazaliSmy wiec, ze istnieje element neutralny.
Wiemy, ze istnieje element z € GG, ze a - © = e oraz ze istnieje y € G taki, ze y - a = e. Mamy
y=y-e=y-(a-x)=(y-a) -x=e -z =2x. Zatem dla dowolnego a € G istnieje element odwrotny
i jest on wyznaczony jednoznacznie.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze o(ba) = o(ab).

Rozwigzanie:
Niech n = o(ba) < 0o, wowczas

Wiemy, ze (ab)™' = b~'a™!, zatem
(ab)™ = (ab)" ™ < 1 = (ab)"

skad otrzymujemy o(ab) < n = o(ba). Analogicznie o(ba) < o(ab).
Jesli rzedy nie sa rowne, to co najmniej jeden z rzedow jest skonczony. Wowezas niech o(ba) < oo.
Stad otrzymujemy, ze o(ab) < o(ba) < 0.

Definicja: Homomorfizm grup to f : (G, ) — (H,*) taka, ze dla dowolnych elementéw grupy
G zachodzi f(g-h) = f(g) * f(h). Izomorfizm to homomorfizm z bijekcja.

Definicja: Niech H bedzie podgrupa w grupie G. Wowczas Ha = {ha | h € H} nazywamy
warstwa prawostronng wzgledem podgrupy H wyznaczona przez element a.
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Dla dwoch réznych elementéw zachodzi Ha = Hb lub Ha N Hb = ().

Twierdzenie: (Lagrange’a) Niech [G : H] oznacza liczbe warstw w grupie G wzgledem
podgrupy H. Wowczas dla dowolnej grupy skoriczonej G zachodzi |G| = [G : H]|H].

Whioski:
1. Jesli H jest podgrupa w grupie skoniczonej G, to |H| | |G|.
2. Rzad elementu grupy skoriczonej dzieli rzad grupy.

3. Jesli grupa ma rzad, ktory jest liczba pierwsza, to nie posiada ona podgrup wtasciwych, czyli
roznych od G i {e}.

Zadanie 3.
Zmajdz wszystkie grupy rzedu co najwyzej 3.

Rozwigzanie:

Grupy rzedu 1 to grupy zawierajace element neutralny, czyli jedyna grupa rzedu 1 to {e}. Grupa
rzedu 2 jest Z,. Jest to jedyna grupa, poniewaz jesli G = {e,a}, to a®> = e, czyli o(a) = 2, skad
(a) = G. Jedyna grupa cykliczna o dwoch elementach jest Zy. Grupa rzedu 3 jest Zsz. Jest to
jedyna grupa, poniewaz jesli a € G, to jego rzad moze by¢ réwny 1 lub 3. Elementem o rzedzie
1 jest element neutralny. Jesli a jest rzedu 3, to podgrupa generowana przez a, czyli (a) ma trzy
elementy. Jako, ze jest to podgrupa w G, ktora tez ma trzy elementy, totez (a) = G.

Zadanie 4.
Pokaz, ze grupy G oraz H sa izomorficzne, gdzie

a) G=12Z, H=C,={e"|k=n—1}, gdzie ¢ to pierwiastek pierwotny stopnia n z 1, a w C,
dziatanie grupowe to mnozenie.

b) G=(Q,+), H=(Q,*), gdzieaxb=a+b—2

Rozwigzanie:
a) Pierwiastki z jedynki sa postaci € = e%, wowczas eF - gl = glbth) modn  Niech f: C, — Zy,
zadane jest wzorem f(g*) = k. Chcemy sprawdzié¢, czy f jest homomorfizmem. Mamy
f(eh ey = f(e™t) modny — (K +1) mod n= (f(c*) + f(e")) modn
Niech g : (Z,,+) — C,, zadane bedzie wzorem g(k) = &*, wowczas g o f(e*) = g(k) = &*,
czyli go f =idg, oraz fog(k) = f(e¥) =k, czyli f o g =idy,, zatem f jest izomorfizmem.

b) Niech ¢ : G — H, chcemy zobaczy¢ jaki moze by¢ obraz elementu neutralnego. Mamy

dleq) ey = dleg) = dleg - eq) = dleq) - dleq), skad ey = ¢d(eq). Zatem element neutralny
przechodzi na element neutralny. Rozwazmy wiec funkcje f : (Q,+) — (Q, *) zadana wzorem
f(k) =k + 2. Mamy

Flh+l) =k+1+42=k+2+1+2—2=f(k)+ f(1) —2= f(k) = f(I)
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czyli f jest homomorfizmem. Niech g : (Q,x) — (Q, +) zadane bedzie wzorem g(k) = k — 2,
wowcezas g jest funkcja odwrotng do f, czyli f jest izomorfizmem.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze zbiér U macierzy postaci [O ﬂ , gdzie x € C jest podgrupa grupy macierzy gérno-

trojkatych odwracalnych o wspotezynnikach zespolonych izomorficzna z grupa (C, +) zbioru liczb
zespolonych z dodawaniem.

Rozwiazanie:

Musimy udowodnié¢, ze zbiér U z dziataniem mnozenia jest podgrupa macierzy géornotrojkatych od-
wracalnych o wspoltezynnikach zespolonych oraz ze podgrupa ta jest izomorficzna z grupa (C, +)
zbioru liczb zespolonych z dziataniem dodawania. Udowodnijmy najpierw, ze zbior U jest pod-

grupa.

1. Wezmy [é ﬂ , {(1) ?{] € U, wowczas

1L z] [1y] [1 y+a] o
[0 1}_0 1 —{ _EUpomewazx—i—yE(C

2. Elementem odwrotnym do

IH&I

jest {O 1 , bo wowczas

EIEEIRE

L1 . .
Oczywiscie [ x} € U poniewaz —x € C.

|© HI

0 1

Zatem zbior U z dzialaniem mnozenia tworzy podgrupe GL(2,C). Udowodnimy teraz, ze podgrupa
ta jest izomorficzna z grupa (C,+). Niech f : U — C zadane bedzie wzorem f (Ll) ﬂ) =
Chcemy sprawdzi¢, ze [ jest homomorfizmem. Mamy

o o )=l ) =ewmr o 2]) oo (o )

Zatem f jest homomorfizmem. Pokazemy teraz, ze f jest bijekcja, czyli ze istnieje g : C — U

takie, ze g o f = idy oraz f o g =idc. Niech g(x) = (1) T , wowczas

o (s )=
pown=r ([ ) -

17
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Stad f jest bijekcja, zatem grupy (C,+) i (U, -) sa izomorficzne.

Definicja: Permutacje o € S, nazywamy cyklem o dtugosci k, gdy istnieje podzbiér A =
{ai,...,ax} C {1,...,n} taki, ze o(a;) = ag,0(as) = as,...,o(ax) = ay oraz o(i) = ¢ dla
ie{l,...,n}\ A. Taka permutacje oznaczamy przez o = (a; Gy ... Ap_1 a).

Definicja: Nosnik permutacji o jest zdefiniowany nastepujaco

supp(c) ={a € {1,...,n} | o(a) # a}

Mowimy, ze permutacje o 1 7 sa roztaczne, gdy supp(o) Nsupp(r) = 0.

Twierdzenie: (Rozklad permutacji na cykle) Kazda permutacje mozna przestawi¢ w postaci
iloczynu cykli roztacznych. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscia do kolejnosci
cykli.

123456789

Przyklad: Dla permutacji o = (3 46261987

(136)(24)(5)(79)(8).

), o € Sy mamy nastepujace przedstawienie

Zadanie 6.
Wyznacz wszystkie podgrupy Ss permutacji zbioru 3-elementowego.

Rozwigzanie:
Permutacji zbioru n elementowego jest n!, czyli |S,| = n!, skad mamy

Sy = {id, (12 3),(12),(23),(13),(132)}

Z twierdzenia Lagrange’a wszystkie podgrupy wtasciwe moga mie¢ rzedy 1,2, 3 lub 6. Podgrupami
rzedu 1 jest id, natomiast podgrupa rzedu 6 jest S;. Pozostale podgrupy maja rzad 2 lub 3, czyli
sa cykliczne, czyli sa generowane przez jeden element. Permutacje o cyklu dtugosci 3 sa rzedu 3,
poniewaz
(123)(123)=(132) oraz (132)(123)=(1223)

Mamy wiec o((1 2 3)) = 3 oraz ((1 2 3)) = {id,(1 2 3),(1 3 2)}. Stad o((1 3 2)) = 3. Mamy
rowniez ((1 2)) = {id, (1 2)}, ((2 3)) = {id, (2 3)} oraz ((1 3)) = {id, (1 3)}. Aby uzasadni¢, ze
nie ma wiecej podgrup, korzystamy z twierdzenia Lagrange’a. Przypus$émy, ze mamy podgrupe
H < S;3, wowezas z twierdzenia Lagrange’a moc tej grupy wynosi |H| = {1,2,3,6}, czyli H = {e}
lub H = S3. Jesli |H| = 2 lub |H| = 3, to H = (a) dla pewnego a € S;. Stad wynika, ze
wypisalismy wszystkie podgrupy Ss.

Zadanie 7.
Pokaz, ze istnieja dokladnie dwie grupy rzedu 4.
Rozwigzanie:

Niech |G| = 4, wowczas rzedy jej elementow to 1,2 lub 4. Tylko element neutralny ma rzad 1.
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Mamy wiec dwie mozliwosci
1. W @ istnieje element rzedu 4, czyli o(a) = 4
2. W G dla kazdego a € G oraz a # e zachodzi o(a) = 2

Jesli w a istnieje element rzedu 4, to podgrupa generowana przez element a ma cztery elementy;,
czyli (a) = G, poniewaz jest to grupa cykliczna. Grupa ta jest izomorficzna z Z,. Jesli kazdy
element poza elementem neutralnym ma rzad 2, to grupa jest przemienna. Mamy G = {e, a, b, ab},
poniewaz gdyby ab = a (BSO), to b byloby elementem neutralnym, gdyby ab = e, to a = b™!, czyli
a = b. Stworzmy wiec tabelke dziatan w grupie

e a b ab
e e a b ab
a a e ab b

b b ab e a

ab | ab b a e

Jest to grupa izomorficzna z Zy X Zy = {(x,y) | * € Za, y € Zy} 7 dzialaniem po wspohrzednych,
poniewaz zachodzi izomorfizm e — (0,0), a — (0,1), b — (1,0) oraz ab — (1,1).

Zadanie 8.
Niech z,y € G beda elementami grupy takimi, ze NWD(o(z),0(y)) = 1. Pokaz, ze wowczas

() N (y) = {1}.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze mamy NW D(o(x),0(y)) = 1 oraz, ze k € (z) N {y). Woéwczas k = 2° dla pewnego
i€{0,1,...,n—1}oraz k =y’ dlaj € {0,1,...,m— 1}, gdzie n = o(x) oraz m = o(y). Wowczas
mamy

B = (@) = 1= ()" =

czyli o(k) | n oraz o(k) | m. Ale skoro NW D(n,m) = 1, to stad o(k) = 1. Jedynym elementem
rzedu 1 jest element neutralny, skad k = {1}.
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Cwiczenia 4

Fakt: Jedli o0 i 7 sa permutacjami roztacznymi, to sa one przemienne, czyli o7 = 70.

Zadanie 1.
Niech o,p € S, beda permutacjami. Uzasadnij, ze w rozkladzie na cykle roztaczne permutacji
opo~! wystepuje tyle samo cykli okreslonej dtugosci co w p. Co wiecej, jesli w rozktadzie na

cykle roztaczne permutacji p wystepuje cykl (ay, ..., ax), to w rozkladzie opo~—! wystepuje cykl
(o(ay),...,0(ax)) oraz, ze innych cykli w tym rozktadzie nie ma.
Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw, ze dowolna permutacja jest ztozeniem transpozycji. Kazda permutacja roz-
ktada sie na cykle roztaczne, zatem wystarczy, ze pokazemy, ze kazdy cykl jest ztozeniem trans-
pozycji. Niech dany jest cykl (ay,...,a,). Chcemy aby element a; przeszedl na as, element as
przeszed! na ag itd. az do elementu as ktory przechodzi na a;. Stosujac permutacje (aq,az), ele-
ment a; przechodzi na as, natomiast element ay przechodzi na a,. Pozostalte elementy nie zmieniajg

pozycji.

ay ag asg ... A

as ay ag ... Qg
Stosujac transpozycje (ag,as), element ay przechodzi na agz, natomiast element ag przechodzi na
a1, pozostale elementy nie zmieniaja pozycji.

a; as asz ... Qg

as a3z a; ... Qg
Postepujac indukeyjnie, dochodzimy do sytuacji, gdzie mamy permutacje (as, as, ..., as,ag). Sto-
sujac transpozycje (ag,ay), element a; przechodzi na ay, natomiast element ay przechodzi na ay,

czyli mamy permutacje (as,as,...,ag,a;). Zatem cykl (aq,...,ax) jest zlozeniem transpozycji
(ar, ax)(ay, ax—1) ... (a1, as)(as, az).

Pokazemy teraz, ze mozna sie ograniczy¢ do przypadku, gdy permutacja o jest transpozycja. Niech
0= 0p-... 0. Zaltoézmy, ze teza zachodzi dla transpozycji, czyli ze o1po; ' ma tyle samo cykli co p.
Wowcezas oy(o1po; H)oy ' ma tyle samo cykli co o1po; t, czyli ma tyle samo cykli co p. Postepujac
indukeyjnie dochodzimy do konkluzji, ze o, - ... o1poy - .. 0, ma tyle samo cykli co p. Zatem
wystarczy pokazaé teze dla o bedacego transpozycja.

Pokazemy, ze wystarczy rozpatrzeé¢ przypadek, gdy p jest jednym cyklem. p rozktada si¢ na
roztaczne cykle, zatem niech p = p; - ... - p,. Mamy

-1 _ -1 _ -1 -1
Opo~ " =0pP1- ... Pp0  =O0PIO ... OPp0

Zalozmy, ze teza zachodzi dla jednego cyklu, wowczas op;o~! ma tyle samo cykli co p;, opo™?
ma tyle samo cykli co py itd. az do op,o~1, ktére ma tyle samo cykli co p,,. Zatem opo~! ma tyle

Samo C 1COpP1-..." = P. atem wystarczy rozpatrzyc akKo pojeaynczy c .
ykli co p pn = p. Zat ystarczy rozpatrzy¢ p jako pojedynczy cykl

Pokazemy wiec teze z zadania jedynie dla ¢ bedacego transpozycja oraz p bedacego cyklem.
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Jesli o i p sa rozlgczne, to wtedy sg one przemienne, czyli mamy opo~! = poo~! = p, skad teza
jest oczywista. o jest identycznoscia na p, zatem dla p = (aq, ..., ax) mamy

opo~t =p=(ay,...,a;) = (o(ar),...,o(a))
Czyli cykli okreslonej diugodci jest tyle samo w p co w opo L.

Jesli o i p nie sa do konca roztaczne, czyli dla p = (ay,...,ax) mamy o = (a;,x) dla pewnego
T # a;, to wowczas jako, ze 0 = o~! mamy

opo(ar) = p(ar) = az = o(az)

opo(ai—1) = oplai—1) = o(a;) = v = o(a;)

opo(a;) = op(x) = o(r) = a; (tu mamy identycznosc)

opo(x) = op(a;) = o(ait1) = ain
Zatem otrzymujemy
opo = (ay,ag,...,0;i_1,T, 041, ..,a5) = (0(ar),0(az),...,0(a;_1),0(a;),...,0(ax))
Ten cykl jest takiej samej dtugosci co p.

Jesli o i p nie sy rozlaczne, czyli dla p = (a4, ..., a;) mamy o = (a;, a;), gdzie BSO i < j, to wtedy
mamy

opo(ar) = plar) = az = o(az)

opo(ai-1) = op(a;—1) = o(a;) = a;

opo(a;) = op(a;) = o(aj11) = ajp

opo(ajy = oplaj_1) = o(a;) = a;

opo(a; = op(a;) = o(ai+1) = i

opo(ar = a; = o(ay)
Zatem otrzymujemy
opo = (Cll, RN ,ai,l,&j,aiﬂ, Ce ,aj,l,ai, a/jJrl, RN ,ak) = (O’(al), Ce ,O’(ai), RN ,O'(Clj), e ,O’(ak))
Ten cykl jest tej samej dhugosci co p.

W kazdym z trzech przypadkoéw nie ma innych cykli niz (o(ay),...,0(ax)). O

Zadanie 2.

Roz16z na roztaczne cykle nastepujace permutacje
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)_12345678910
V=3 75142698 10
b)_12345678910
2=\ 7110243589 6

A nastepnie policz oy - 09, 05 - 01 Oraz oy - o9 - 01_1.
Rozwiazanie:

a) Mamy o3 = (1354)(276)(89)(10)

b) Mamy o = (1 754 2)(3 10 6)(8)(9)

Dalej mamy

12 3 4567289 10
op-oo=1| 7110 2 4 3 58 9 6 =(165)(2310)(4 7)(89)
6 3 10 7 1 5 4 9 8 2
1 23456789 10
o901 = 3 7514269 810 |=(1106)(25)(347)(89)
1054721398 6
ool 123456 789 10
L7\ 46 153729810
1234 5 6789 10
4 6 15 3 729 8 10
-1 __ .
010200 = 5 3 0 4 105198 6 =(17364)(2510)(8)(9)
756 110 4 3 89 2
Zadanie 3.
Udowodnij, ze jesli |o;.| = m,, gdzie 0;, to cykle parami roztaczne, to wtedy o(oy,,...,0:,) =
NWW(mil, ce ,mik).
Rozwigzanie:
Niech (ay,...,ar) € S,, wowczas o((aq,...,ax)) = k, poniewaz trzeba k razy zastosowaé te per-
mutacje, aby osiagna¢ identyczno$é¢. Wiemy, ze jesli o i 7 to permutacje roztaczne, to sa one
przemienne, czyli o7 = 70. Szukamy takiego najmniejszego M, ze (oy,,...,0;, )™ = 1. Skoro
0;,. sa parami roztaczne, to jest to rownowazne z tym, ze af‘f e af‘lf = 1. Stad z jednoznacznosci
rozktadu na cykle roztaczne mamy o) = ... = o) = 1. Wowczas skoro o} = 1, to o(0,) | M,
czyli M > NWW(m;,,...,m;, ). Dalej mamy
(O'Z'l, o ,O‘ik)NWW(mil 77777 mi) _ O_;:fWW(mll ..... mi,) o UjZWW(mll ..... mi,) —1

CZYh O(Uil, N ’O—ik) S NWW(m”, Ce ,mik). Sk@d O(O‘il’ N ’O—ik) = NWW(m“, . ,mik).

Zadanie 4.
Jakie sa mozliwe rzedy elementow w S57
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Rozwigzanie:
Zapisujemy 5 w postaci réoznych rozktadéw, a nastepnie liczymy NWW rzedoéw kazdego cyklu.
Mozliwe rozktady to

d=1+1+1+1+1 b=4+1 d0=3+1+1 0=2+1+1+1+1
D=3+42 0=2+2+1 5=5
Zatem mozliwe rzedy wynosza kolejno 1, 4, 3, 2, 3-2=26, 2, 5.

Zadanie 5.
Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup.

a) Pokaz, ze jesli a jest elementem skorniczonego rzedu, to o(f(a)) | o(a).

b) Uzasadnij, ze jesli grupa G jest generowana przez elementy gy, ..., gx to istnieje co najwyzej
jeden homomorfizm taki, ze f(g;) = h;, gdzie h; € H sa ustalone.

c) Podaj przyktad grupy G wraz z zestawem minimalnym generatoréw ¢y, ..., gy oraz grupy H
wraz z elementami hy, ..., h tak, by zalozenia punktu a) byly spelnione, ale zeby nie istnial
zadem homomorfizm f taki, ze f(g;) = h;.

Rozwigzanie:

a) Dla dowolnego homomorfizmu f : G — H zachodzi f(lg) = 1y, czyli element neutralny
przechodzi na element neutralny. Wezmy dowolny element a € G oraz zaldézmy, ze o(a) = n,
czyli a™ = 1. Wowczas

(f(a)" = f(a") = f(la) = 1u
czyli o(f(a)) | n = o(a), bo jesli g™ =1, to o(g) | m.

b) Niech G = (g1, ..., gr). Chcemy pokazaé, ze istnieje co najwyzej jeden homomorfizm f, taki,
ze f(g;) = h; dla pewnych {hy,..., by} € H. Niech g € G oraz niech g = g\ ... g;))', czyli g
jest przedstawione za pomoca generatoréw. Wowcezas mamy

Fl9) = Flait - giy') = Fgi)™ o S (gin )™ = h - i

Zatem element f(g) jest jednoznacznie wyznaczony przez wartosci h; € H, zatem istnieje co
najwyzej jeden homomorfizm.

¢) Chcemy pokazaé, ze istnieja grypy G i H takie, ze f(g;) = h; oraz ze o(f(g:)) | o(g;). Niech
G =D = (o,p) ={o,p|c*>=1, p>P =1, opo = p*} oraz H = Z3 = (1). Wiemy, ze
o(o) = 2 oraz o(p) = 3, zatem jesli istnieje homomorfizm f : Dg — Zs, to o(f(o)) = 1 lub
o(f(c)) = 2 oraz o(f(p)) = 1 lub o(f(p)) = 3. W Zs nie istnieje element rzedu 2, zatem
f(o) = 0. Niech wiec h; = 0 oraz hy = 2, wowczas f(p) = 2, czyli

flopo) = f(o)+ f(p)+ flo) =0+2+0=2#1=2+2= f(p) + f(p)

Zatem taki homomorfizm nie istnieje.
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Zadanie 6.
Zmajdz wszystkie homomorfizmy

a) Z5 — Sg

b) Zg — 53

C) Z4 — D4

d) Z, — G (tu pytanie jest tylko o monomorfizmy)

Rozwigzanie:

a) Mamy grupe cykliczna, zatem wystarczy zada¢ f na generatorze. Mamy Zs = (1), zatem

skoro o(1) =5, to o(f(1)) = 1 lub o(f(1)) = 5. Mozliwe rzedy elementéw w Sz to 1,2,3 lub
6, zatem nie ma takiego elementu, ktory ma rzad 5. Zatem o(f(1)) = 1, czyli f(1) = id.
Zatem dla dowolnego elementu k € Zs zachodzi f(k) = id. Czyli istnieje tylko jeden taki
homomorfizm (nazywa sie on trywialny homomorfizm).

b) Wiemy, ze element neutralny zawsze przechodzi na element neutralny, czyli f(0) = id. Z3

jest grupa cykliczng, zatem wystarczy zada¢ f na generatorze. Mamy o(1) = 3, zatem jako
ze o(f(a)) | o(a) dla dowolnego a € G, to o(f(1)) =1 lub o(f(1)) = 3. Elementem o rzedzie
1 w grupie S5 jest identycznosé, natomiast elementami o rzedzie 3 sa permutacje o dtugosci
3, czyli (12 3) lub (1 3 2). Zatem istnieja trzy homomorfizmy f(1) =id lub f(1) = (1 2 3)
lub f(1) = (1 3 2).

¢) Grupa Dy jest izomorficzna z grupa Zs X Zs, zatem wystarczy znalez¢ homomorfizmy Z4 —

)

Zo x Zs. Generatorem grupy Z, jest (1), zatem jako ze o(1) = 4, to o(f(1)) = 1 lub
o(f(1)) = 2 lub o(f(1)) = 4. W grupie Zs X Zs elementy maja rzad 1 lub 2. Zatem
mamy cztery mozliwosci fo(1) = (0,0) (homomorfizm trywialny) lub fi(1) = (1,0) lub
f2(1) = (0,1) lub f3(1) = (1,1). Zaden z tych homomorfizméw nie jest réznowartosciowy,
poniewaz fi(k) = (k mod 2,0), fo(k) = (0,k mod 2) oraz f3(k) = (k mod 2,k mod 2).

Chcemy znalezé homomorfizmy, ktoére sa réoznowartosciowe. Chcemy pokazaé, ze szukanie
monomorfizmu sprowadza sie¢ do szukania elementu rzedu n w grupie G. Niech g € G oraz
o(g) = n. Chcemy pokaza¢, ze f takie, ze f(1) = g jest monomorfizmem. Zal6zmy nie
wprost, ze dla k # [ zachodzi f(k) = f(I), czyli f(k) = f(1%¥) = ¢* = ¢' = f(1)) = f(I).
Woéwezas (zalozmy BSO, ze k > ) mamy ¢* ' = f(k —1) = f(k) — f(l) = 1g. Skoro k <n
oraz | < n, to k — [ < n, czyli mamy sprzeczno$é¢, poniewaz element g byt rzedu n. Niech f
bedzie takie, ze f(1) = h oraz niech o(h) | n i o(h) < n, wowczas chcemy pokazaé¢, ze f nie
jest monomorfizmem. Mamy f(o(h)) = h°") = 14, zatem jako, ze f(0) = 1g, to f nie jest
réznowartosciowe.

Definicja: Jadro homomorfizmu f: G — H toker f ={g € G | f(g9) = 1u}.

Twierdzenie: Jadro dowolnego homomorfizmu jest podgrupa (normalna) w G.
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Zadanie 7.
a) Wskaz monomorfizm z grupy izometrii kwadratu Dg w Sj.

b) W grupie GL(n,R) wskaz podgrupe izomorficzna z S,,.

¢) Wskaz homomorfizm z grupy Sy w Zy oraz podgrupe, ktora jest jego jadrem.

Rozwiazanie:

a) Mamy Dg = (0,p | 02 = 1,p* = 1,0p0 = p3). Mamy wicc na przyktad f(p) = (1 2 3 4) oraz
flo) = (1 2)(3 4). Wezmy przeksztalcenie f : Dy — S, takie, ze f(g) = o, dla g € Ds i
o, € Sy, gdzie 04(i) = j wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholek i przechodzi na wierzcholek j
w izometrii g. Chcemy sprawdzié¢ czy tak zadana funkcja jest monomorfizmem. Pokazemy
ze jest to homomorfizm. Niech «,f € Dg, wowczas f(a, ) = 04. Mamy o,5(1) = j
wtedy i tylko wtedy, gdy izometria a8 przeprowadza wierzchotek ¢ na wierzchotek j, czyli
S przeprowadza wierzcholek i na wierzcholek (i) oraz a przeprowadza wierzchotek (i) na
wierzcholek j. Dalej mamy f(«)f(8) = 0,03. Mamy 0, 005(i) = k wtedy i tylko wtedy, gdy
izometria [ przeprowadza wierzcholek i na wierzcholek (i) oraz izometria o przeprowadza
wierzcholek /(i) na wierzchotek k. Stad o,.5 = 04 0 04, czyli f(af) = f(a)f(5), czyli f jest
homomorfizmem. Oczywiscie jest to przeksztalcenie réznowartosciowe, poniewaz izometria
ta jest jednoznacznie wyznaczona przez obrazy wierzchotkow.

b) Chcemy znalezé monomorfizm S,, — GL(nR). Niech o € S, oraz ¢1,...,&, to baza standar-
dowa R"™. Niech A, to macierz w bazie standardowej przeksztalcenia liniowego f takiego, ze

f(el) = 60’(1)7 EIR) f(En) = EO’(TL)
AJ = [80(1) é},(g) €U(n)]

Macierz A, powstaje przez przepermutowanie wierszy lub kolumn z macierzy jednostkowej,
zatem jest to macierz odwracalna, czyli A, € GL(n,R). Znalezliémy wiec przeksztalcenie
roznowartosciowe f : S, — GL(n,R), poniewaz gdyby f(o) = f(7), to A, = A,, czyli
[coty --- €om)] = [Erq) --- Er@)], skad o(1) = 7(1),...,0(n) = 7(n). Przeksztalcenie
to jest homomorfizmem, poniewaz

f(0>f<7>:AU'AT:AUT:f(JOT)
Podgrupa w GL(n,R) bedzie obraz grupy S,, w przeksztalceniu f.

¢) Wiemy, ze zlozenie homomorfizmu jest homomorfizmem, zatem znajdzmy najpierw przeksztal-
cenie f : Sy — GL(4,R), a nastepnie przeksztalcenie g : GL(4,R) — Cy = {1, -1} = Z,.
Przeksztalcenie f zadane jest w podpunkcie b). Zatem wystarczy ze znajdziemy przeksztal-
cenie g. Przeksztalcenie g zadane bedzie wzorem ¢g(A) = det(A). Jest to homomorfizm,
poniewaz det(AB) = det(A) - det(B) oraz det(A) = 1 lub det(A) = —1, poniewaz ma-
cierz A powstaje przez przepermutowanie wierszy lub kolumn macierzy standardowej, czyli
macierzy o wyznaczniku rownym jeden. A permutowanie wierszy lub kolumn nie zmienia
wartosci bezwzglednej z wyznacznika. Niech wiec h = g o f. Jadro homomorfizmu h to
kerh = {0 € S, | h(c) = 1}. Sa to z definicji permutacje parzyste. Oznaczamy te grupe
jako A,,.

Twierdzenie: Ztozenie homomorfizmu jest homomorfizmem.
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Cwiczenia 5

Zadanie 1.
Wyznacz rzedy grup GL(n,F,), gdzie F, jest cialem o ¢ elementach. Rozpoznaj grupe SL(2,Fy),
czyli ustal, z ktéra z poznanych juz grup jest ona izomorficzna.

Rozwigzanie:

Niech v; € F} bedzie wektorem. Woéwczas [vl vn} € GL(nF,) wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Wektor v; moze by¢ dowolnym wektorem niezerowym:.
Mozemy go wybrac¢ na ¢" — 1 sposobow. Wektor v9 moze byé dowolnym liniowo niezaleznym z vy
niezerowym wektorem. Mozemy go wybraé¢ na ¢" — g sposobow. Zatem n wektoréow vy, vs, ..., v,
mozemy wybra¢ na |GL(n,F,)| = (¢" — 1)(¢" — ¢)(¢" — ¢*) - ... - (¢" — ¢"') sposobow.

Mamy SL(2,F,) = {A € GL(2,F;) | det A =1}. Jako, ze Fo = {0, 1}, czyli wyznacznik dowolnej
macierzy A € GL(2,F3) jest rowny 1, to SL(2,Fy) = GL(2,FF3). Grupa ta ma 6 elementow

S A R R B S S P

S 10 . . 1 1 |0 1 10 .
Elementem o rzedzie 1 jest [0 1] , elementami o rzedzie 2 sg [O J , [1 O} oraz [1 1] , natomiast

1
10
permutacji S3. W przestrzeni F2 wezmy wszystkie niezerowe wektory p; = (1,0), p» = (0,1) oraz
ps = (1,1). Wezmy dowolna macierz A € SL(2,F,). Jest to macierz izomorfizmu, czyli A - p; =
Poa(i)- lzomorfizm f : SL(2,Fy) — S3 zadamy wigc wzorem f(A) = 04, gdzie 04(7) = j wtedy i
tylko wtedy, gdy A-p; = p;. Pokazemy, ze funkcja ta jest homomorfizmem i izomorfizmem. Funkcja
jest réznowartosciowa, poniewaz przeksztatcenie jest wyznaczone jednoznacznie przez obrazy na
wszystkich trzech wektorach pi,pe,p3. Niech A, B € SL(2,F,) beda takie, ze f(A) = f(B),
wowczas dla kazdego ¢ mamy Ap; = p,i)y = Bp;, czyli skoro py, ps, ps rozpinaja przestrzei FZ, to
A = B. Mamy f(AB) = oap oraz oap(i) = j wtedy i tylko wtedy gdy (AB) - p; = p;. Mamy
f(A) - f(B) = 0400p oraz c40p5(i) = j wtedy i tylko wtedy, gdy A(B - p;) = p;. Zatem jako,
ze A(B - p;) = (AB)p;, bo mnozenie macierzy jest taczne, to f(AB) = f(A) - f(B). Zatem f jest
homomorfizmem. Stad f jest izomorfizmem, bo |S3| = |SL(2,F3)].

elementami o rzedzie 3 sa E) 1} oraz { . Pokazemy wiec, ze grupa ta jest izomorficzna z grupa

Definicja: Centrum grupy to podgrupa ktoérej elementy sa przemienne ze wszystkimi innymi
elementami grupy

Z(G) ={a € G |V, ag = ga}

Jesli Z(G) = G, to grupa G jest przemienna czyli abelowa. Centrum jest podgrupa normalna

w G.

Zadanie 2.
Grupa kwaternionowa oznaczana (g to z definicji podgrupa GL(2,C) generowana przez macierze

R k]
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Oznaczmy przez i iloczyn j - k.
a) Wyznacz wszystkie elementy Qg za pomocs i, j, k.
b) Policz rzad kazdego elementu.
¢) Znajdz centrum Z(Qg).

d) Wyznacz wszystkie mozliwe podgrupy @s.
Rozwigzanie:

a) Mamy i = {(Z) 0

7
} , zatem

Qs ={1,7,k,i,—1,—j, —k,—i} = (i,j,k | i* = j* = k* = ijk = —1)
poniewaz mamy i = —1, j2 = —1. k? = —1 oraz ijk = —1.
b) Mamy o(i) = o(j) = o(k) =4, o(1) =1, o(—1) = 2 oraz o(—i) = o(—j) = o(—k) = 4.
¢) Grupa kwaternionowa Qg sktada sie z o$miu elementow

QS = {17 _17 ia _i7j7 _j7 ka _k}

R I S

Szukamy wiec takich elementow, ktore sa przemienne, czyli x € Z(Qg) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego y € Qg zachodzi z -y = y - x. Oczywiscie 1 € Z(Qg) oraz —1 € Z(Qs),
poniewaz mnozenie przez macierz jednostkows jest przemienne. Dalej mamy

SR e R e e B R

zatem i ¢ Z(Qg) oraz j ¢ Z(Qg). Stad rowniez —i ¢ Z(Qs) oraz —j ¢ Z(Qs).

[ L e el e g

Zatem rowniez k ¢ Z(Qsg) oraz —k ¢ Z(Qg). Stad Z(Qs) = {1, —1}.

gdzie

d) Wyznaczmy teraz podgrupy Qs. Sa to na przyktad podgrupy cykliczne: (1) = {1}, (—1) =
{_17 1}7 <Z> = {171.7 -1, _i} = <_i>7 <]> = {17j7 —1, _.]} = <_J> oraz <k> = {17k7 -1, _k} =
(—k). Wezmy teraz dowolng podgrupe H < Qg, wowczas z twierdzenia Lagrange’a mamy
|H| € {1,2,4,8}. Jesli rzad grupy jest rowny 2 to jest to grupa cykliczna. Rozwazmy
wiec grupy rzedu 4. Zalozmy, ze H jest generowane przez dwa elementy H = («, 5). Jesli
H = (-1,z) to H = (), gdzie x = +i, v = £j lub o = k. Jesi H = (x,y), gdzie
xr # +y oraz x € {41, +j, £k} oraz y € {£i, +j, £k}, to H = Qg. Zatem grupa H musi by¢
generowana przez jeden element.
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Zadanie 3.
Zmajdz centrum grupy dihedralnej Dsy,, czyli grupy izometrii ptaszczyzny zachowujacych n-kat
foremny.

Rozwigzanie:

Dy, ={p",0p' | 0 = 1,p" =1,0p0 = p"~' = p~'}
Mamy Ds,, = (p,0), zatem = € Z(Ds,) wtedy i tylko wtedy, gdy pxr = xp oraz cx = xo, poniewaz
wowcezas dla a = o p ... o™ mamy

1

. . . . . i1 indukcja
ar =0"p?.. . ofr=0"p?...0%  -ox=0"p?. . . 0% =

rotp? . o' = zo
Sprawdzmy, czy p' nalezy do centrum grupy. Mamy p - p' = p’ - p oraz mamy
o-p o= (opo) =p=p""

zatem op' = pio dla p"~" = p', czyli p* = p". Dla n nieparzystego V; p' ¢ Z(Ds,). Dla n
parzystego pz € Z(Ds,). Sprawdzmy, czy op’ nalezy do centrum grupy. Mamy

% n—1+1

p-op =op" - pt=0cp" M =op!

oraz op' - p = op'™, zatem p-op' = op' - p gdy p't = p'T czyli p? = 1, zatem dla n > 3, op’
nie moze naleze¢ do centrum dla dowolnego i. Zatem ogolnie dla n nieparzystego Z(Ds,) = {id},
natomiast dla n parzystego Z(Ds,) = (p2) = {id,p2}. Dla n = 2 mamy D, = Zy x Zy, zatem
Z(Dy) = Dy, poniewaz Zg X Zs jest grupa przemienna.

Definicja: Permutacje o € S, jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy o nalezy do jadra
homomorfizmu ¢ : S,, = Zo, czyli ker ¢ = {det A, =1} = A,,.

Zadanie 4.
Pokaz, ze jesli 0 = (ay, ..., ax) jest cyklem dlugosci k, to o jest parzysta dokladnie wtedy, gdy k
jest nieparzyste. Jak zachowuje sie parzystos¢ przy sktadaniu cykli?

Rozwigzanie:
Wiemy, ze kazdy cykl jest ztozeniem transpozycji

(a1 ... ag) = (a1 ag) ... (a1 a3)(a; az)

0 1
10
kolumn. Stad det A, o,) = —1, czyli transpozycja (a; as) jest nieparzysta. Niech teraz o,7 € S,
wowczas det A,, = det A, - det A, zatem zloZenie dwoch permutacji parzystych jest parzyste,
ztozenie dwoch permutacji nieparzystych jest parzyste, natomiast ztozenie permutacji parzystej i
permutacji nieparzystej (lub nieparzystej i parzystej) jest nieparzyste. Zatem cykl dtugosci k jest
parzysty, wtedy i tylko wtedy, gdy k jest nieparzyste.

Macierz transpozycji (a; az), to A(a, ap) = } , bo macierz ta powstaje z I przez zamiane dwoch

Zadanie 5.

) > . . (12345678
Okresl parzysto$é permutacji o € Sy, gdzie o = ( 375 1 49 6 8)
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Rozwigzanie:
Rozl6zmy permutacje na cykle roztaczne

12345678
(3 751426 8>:<1354)<276>(8)

Ta permutacja jest nieparzysta, poniewaz pierwszy cykl jest nieparzysty, natomiast dwa kolejne sa
parzyste.

Zadanie 6.

Niech G bedzie grupa skoriczona i A, B < . Uzasadnij, ze |AB| = |A”g||
Rozwigzanie:

Mamy

AB ={ab|a€ Abe B}

Rozwazmy element ab taki, ze a € A oraz b € B. Chcemy zobaczy¢ kiedy ab = a'b/, gdzie o' € A
oraz b/ € B, bo wowczas element ab powstanie nam na kilka sposobéw, a chcemy zliczyé go raz.
Mamy

ab=ab <b-b'=atd

gdzieb- b € Boraza'-d € A, czylib- V' =a'-ad € ANB. Niech a™! - ¢ = h, wowczas
b= hb oraz a = a’h~'. Zatem mamy

ab =ab= (ad’h™") - (ht') dlakazdego h € AN B

czyli kazdy element a'b’ mozna przedstawi¢ jako a”b’, gdzie a” € A oraz bV’ € B, na co najwy-
zej |A N B| sposobow. Chcemy teraz pokazaé, ze dla roznych g,h € A N B zachodzi zwiazek
(a’h~Y) (W) # (a'g71)(gl'). Zatozmy przeciwnie, ze (a’h~ 1) (W) = 'V = (a’g~1)(gb'), wowczas po
przeksztatceniach mamy h = g, co jest sprzeczne z zatozeniem. Zatem kazdy element a'b’ mozemy

przedstawi¢ jako a”b” na co najmniej |A N B| sposobow. Stad |AB| = |AH]§||.

Definicja: Niech H bedzie podgrupa w grupie G. Wowczas Ha = {ha | h € H} nazywamy
warstwa prawostronng wzgledem podgrupy H wyznaczona przez element a.

Indeks podgrupy [G : H] to liczba warstw w grupie G wzgledem podgrupy H.

Przyklady:

1. Wezmy podgrupe H = {p) = {id, p, p?} grupy Ds. Chcemy zobaczy¢ jak wygladaja warstwy

Gl _
a2

Jedna z nich to H, = {id, p, p*}, natomiast druga bedzie H, = {0, po = ap?, p*c = op}.

w Dg wzgledem H. 7 twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze warstw bedzie [G : H| =

2. Rozpatrzmy grupe macierzy odwracalnych GL(n,R) i jej podgrupe macierzy o wyznaczniku
rownym jeden SL(n,R). Chcemy opisa¢ warstwy wzgledem tej podgrupy. Wiemy, ze aH =
bH wtedy i tylko wtedy, gdy a='b € H (lub réwnowaznie b~'a € H), zatem

aSL(n,R) = bSL(n,R) < a 'b € SL(n,R) < det(a'b) = 1 < det(a) = det(b)
Zatem kazda warstwa to Hy = {a € GL(n,R) | deta = A} dla dowolnego A € R\ {0}
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Cwiczenia 6

Zadanie 1.
Niech F' < H < G oraz |G| < oo. Udowodnij, ze wowczas

G:F)=|G: H|H:F]

Rozwiazanie:
Z twierdzenia Lagrange’a mamy [G : F| = % G :H]= I‘ff‘\ oraz [H : F| = ||I;|| skad
Gl _ 1G] 1H]
G : F| = = =[G : H|[H : F]
[F] =] F|
Zadanie 2.

Niech H,, H, beda podgrupami w GG. Pokaz, ze wowczas

(G : HiNHy| <[G: H]|G: Hy

Rozwigzanie:
Mamy Hl N H2 S Hl S G, Czyli

G : HiNHy| =[G : Hyi|[Hy : H N Hy

zatem wystarczy pokazac, ze
[Hl . H1 ﬂHg] S [G . HQ]

Wystarczy, ze znajdziemy funkcje f ze zbioru warstw H; N Hy w H; w zbiér warstw Hs w G,
ktora jest roznowartosciowa. Niech h € H; oraz niech f(h(H; N Hs)) = hHy. Chcemy pokazad,
ze [ jest dobrze okreslone oraz ze jest roznowartosciowe. Wezmy h,h' € H;, takie ze h(H; N
HQ) = h/(Hl N HQ), wowczas h_lh/ S H1 N HQ. St@d h_lh, € H27 czyli hHQ = h/HQ. Zatem
funkcja jest dobrze okreslona. Niech h, h' € H; beda takie, ze hHy = h'Hy. Chcemy pokazaé, ze
h(H, N Hy) = h'(H, N Hy). Skoro hHy = W Hy, to h™'h' € Hy. Skoro h,h' € H, oraz H; jest
podgrupa G, to h™'h’ € Hy. Zatem mamy h™'h/ € Hy N Hy, czyli h(H, N Hy) = I/ (H, N Hy), czyli
f jest roznowartosciowe.

Definicja: Zbior Aut(G) sktadajacy sie z izomorfizméw G — G z dziataniem sktadania tworzy
grupe, zwang grupg automorfizmow grupy G.

Zadanie 3.
Znalezé grupe automorfizméw grupy

a) Z6

b) Z,, gdzie p jest liczba pierwsza
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C) 53

Rozwiazanie:

a) Chcemy zobaczy¢ jak wygladaja wszystkie izomorfizmy f : Zg — Zg. Chcemy zadaé izomor-

fizm, czyli w szczegolnosci monomorfizm, zatem f(1) = a, gdzie o(a) = 6. Elementami w
Ze tzedu 6 sa 115, zatem f(1) = {1,5}. Jesli fi(1) =1, to fi(k) = k. Jesli fo(1) =5, to
fo(k) = bk = —k. Funkcje f1, fo sa na, poniewaz moce zbioréw Zg sa réowne. Stad mamy

Aut(Ze) = {id, —id} ~ Zs.

b) Niech f:Z, - Z,. Mamy f(1) = a € Z, takie, ze o(a) = p. Skoro p jest liczbg pierwsza,

c)

toa € Zy = Z, \ {0}. Wowczas f(k) = a -k, skad [Aut(Z,)| = p — 1. Niech f : Z; —
Aut(Z,) bedzie takie, ze f(a) = f,, gdzie f,(k) = a - k oraz f, € Aut(Z,). Funkcja ta jest
roznowartosciowa, poniewaz jesli f, = fi, to a = b, bo a = fu(1) = fo(1) = b. Grupy Z,
oraz Aut(Z,) maja te same moce, zatem funkcja f jest ,na”. Chcemy teraz pokaza¢, ze f
jest homomorfizmem, czyli ze f(ab) = f(a) o f(b) & fup = fa© fo. Mamy fu(k) = abk oraz
fao fo(k) = fo(bk) = a(bk) = abk. Zatem f jest homomorfizmem. Stad f jest izomorfizmem,
czyli Aut(Z,) ~ 7.

Dla dowolnego n € Z mamy |Aut(Z,)| = ¢(n), gdzie ¢ to funkcje Eulera. Mamy Aut(Z,) ~
Zt = {a € T, | Jyen, ab= 1},

Szukamy wszystkich izomorfizméw f : S35 — S3. Wiemy, ze dla kazdego ¢ € G funkcja
fo(z) = gxg™" jest automorfizmem, gdzie f, : G — G (sa to automorfizmy wewnetrzne). Jest
to automorfizm, poniewaz jest to homomorfizm i izomorfizm. Jest to izomorfizm, poniewaz
fo-10 fg =id = fgo f-1r. Niech h : S5 — Aut(S;) zadane bedzie wzorem h(g) = f,.
Woéwcezas h jest homomorfizmem, ktory dla dowolnego elementu g € S3 przyporzadkowuje
jaki$ automorfizm f, grupy Ss, gdzie f,(z) = gxg~'. Chcemy teraz zobaczy¢ jakie jest jadro
tej funkcji ker h. Mamy

kerh={g € S3 | fy =id} ={g € S5 | Vses, gz = xg} = Z(55)

Wiemy, ze h : S3 — Aut(S3) jest roznowartosciowe, poniewaz ker h = Z(S55) = {id}. Stad
mamy |Aut(S3)| > 6. Chcemy pokazac, ze |Aut(S3)| < 6. Mamy

Ss = Ds={o,p | opo = p? p* =id,0” =1}

zatem dowolny automorfizm f : S3 — S3 zadany bedzie na generatorach. Wéwczas skoro f
to automorfizm, to o(f(c)) = o(c) = 2 oraz o( f(p)) = o(p) = 3. Zatem f(o) € {o,0p,00*}
oraz f(p) = {p, p*}. Stad |Aut(S;3)| <3-2 =6, bo f(0) mozemy wybra¢ na 3 sposoby oraz
f(p) mozemy wybraé¢ na 2 sposoby. Zatem |Aut(S3)| = 6. Teraz skoro |Aut(S;)| = 6 oraz
f: S5 — Aut(S;), to f jest izomorfizmem, zatem Aut(S3) ~ Ss.

Definicja: Mowimy, ze podgrupa N grupy G jest normalna, gdy dla dowolnego = € GG zachodzi
xNz~! C N. Rownowaznie, gdy *N = Nz. Piszemy N < G.

32



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z algebry I

Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie podgrupy oraz podgrupy normalne w grupie izometrii kwadratu Dsy.

Rozwigzanie:
Grupa izometrii kwadratu to

Ds={o,p|c*=1,p" =1 oraz opo = p*}

Wyznaczmy najpierw wszystkie podgrupy. 7 twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze rzad podgrupy
dzieli rzad grupy, zatem jako, ze Dg jest skonczona (bo ma osiem elementow) oraz rzad Dg jest
rowny 8, to jej podgrupy moga mieé rzedy 1,2,4 lub 8. Jedyna grupa rzedu 1 jest {id}, natomiast
jedyna grupa rzedu 8 jest Ds.

Dg = {Zd, P p27 p37 0,0p, 0p2a O_pS}

Znajdzmy najpierw podgrupy cykliczne, czyli generowane przez jeden element. Sa to (p) = (p%),
(p?), (o) - symetria wzgledem boku AB, (op) - symetria wzgledem przekatnej BD, (op?) - symetria
wzgledem boku AD, (op?®) - symetria wzgledem przekatnej AC. Podgrupy rzedu 2 musza by¢
cykliczne, zatem sa to (p?), (o), (op), (op?), (op*). Pozostaja nam wigc do rozpatrzenia podgrupy
rzedu 4. Rzad kazdego elementu moze by¢ réwny 1,2 lub 4. Jesdli w grupie istnieje element rzedu 4,
to grupa ta jest izomorficzna z grupa Zs, czyli podgrupa ta to (p). Zalézmy wiec, ze w podgrupie
nie ma elementu rzedu 4. Woéwcezas kazdy jej element ma rzad 2 lub 1. Jedynym elementem
o rzedzie 1 jest identycznosé. Elementoéw o rzedzie 2 mamy pieé. Sa to o,0p,0p?, 0p> oraz p.
Skonstuujmy wiec podgrupy rzedu 4. Sa one generowane przez dwa elementy (poniewaz grupa Dg
jest generowana przez dwa elementy). Wiemy, ze podzbior H C G jest podgrupa G, gdy:

l.a,be H=a-be H
2.acH=a'leH

Niech p? € H oraz o € H, wowczas op? € H, zatem mamy podgrupe (o, p*) = {id, p*,o,0p?}, bo
op’o = p?, p*oc = op?, p*op? = 0. Niech p?> € H oraz op € H, wowczas op® € H, zatem mamy
podgrupe (op, p*) = {id, p*,ap,0p’}, bo p*op = 0p®, p*op® = ap, opop® = p*, op’op = p*. Niech
o € H oraz op € H, wowczas p € H, zatem nie istnieje podgrupa rzedu cztery generowana przez
elementy o i op. Niech o € H oraz op® € H, wéwczas p> € H, zatem nie istnieje podgrupa rzedu
cztery generowana przez elementy o i op®. Niech op € H oraz op* € H, wowczas p € H, zatem nie
istnieje podgrupa rzedu cztery generowana przez elementy op i op?. Niech op? € H oraz op € H,
wowcezas p € H, zatem nie istnieje podgrupa rzedu cztery generowana przez elementy op? i op?.
Rozwazylismy wszystkie mozliwe przypadki, poniewaz dwa elementy z pieciu mogliSmy wybrac¢ na

(g) = 10 sposobow. Zatem wszystkie mozliwe podgrupy to

{id}, (p), (p*), (o), (op), (op?), (0p"), (0, p7), (p*,0p), Ds

Znajdzmy teraz podgrupy normalne w grupie izometrii kwadratu. Podgrupa N grupy G bedzie
normalna, gdy wszystkie jej warstwy prawostronne beda réwne odpowiadajacym im warstwag le-
wostronnym, czyli

gN=Ng&e{gn|neN}={ng|neN}
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dla kazdego g € G. Podgrupy {id} oraz Dg sa normalne, to oczywiste. Sprawdzmy, czy kazda z
podgrup jest normalna. Sprawdzmy, czy (p) = {id, p, p*, p>} jest podgrupa normalng. Oczywiscie
dla g € {id, p, p?, p?} warunki sa spelnione. Dalej mamy

olp) = {o,0p,0p*,0p’} ovaz (p)o = {0, po = 0op’,p’c = op’,p’c = ap}
aplp) = {op,ap*,0p’,0} oraz (p)op = {op,pop=0,p’op=ap’ p’op = op’}
op*(p) = {op*,0p°,0,0p} oraz (p)op® = {op®, pop® = op,p’op® = 0, p’0p® = 0p’}
op*(p) = {op’,0,0p,0p°} oraz (p)op® = {op’, pop’ = op®, p’op® = op, p’op® = o}
Zatem grupa {p) jest normalna. Sprawdzmy czy (p*) = {id, p*} jest podgrupa normalna. Oczywi-
Scie dla g € {id, p, p?, p?} warunki s spelnione. Dalej mamy
a(p?) = {o,0p°} oraz (p*)o = {0, p’0 = 0p’}
op(p®) = {op,0p’} oraz (p*)op = {op,p’op=op’}
ap*(p’) = {op*, 0} oraz (p*)op® = {op? p’op® = o}
op’(p*) = {op’,op} oraz (p*)op® = {op’, p’op’ = op}
Zatem grupa (p?) jest normalna. Sprawdzmy czy (o) = {id, o} jest podgrupa normalng. Mamy

plo) ={p,po = op’} oraz (a)p={p,op}

Zatem podgrupa (o) nie jest normalna. Sprawdzmy czy (op) = {id,op} jest podgrupa normalna.
Mamy
plop) ={p,pop =0} oraz (op)p={p,0p’}

Zatem podgrupa (op) nie jest normalna. Sprawdzmy czy (op?) = {id,op*} jest podgrupa nor-
malng. Mamy
plop®) ={p.pop* = op} oraz (op*)p={p,0p’}

Zatem podgrupa (op?) nie jest normalna. Sprawdzmy czy (op®) = {id,op*} jest podgrupa nor-
malna. Mamy
plop®) = {p, pop* = op*} oraz (op’)p = {p, o}
Zatem podgrupa (op?) nie jest normalna. Sprawdzmy czy (p?, o) = {id, p*, op* o} jest podgrupa
normalng. Mamy
p{p?,a) ={p,p’, pop® = ap,po = op’} oraz (p*,a)p = {p,p’,0p°,0p}
p(p*,0) = {p*id, p’op® = 0,p°0 = op”} oraz (p*,0)p’ = {p? id,0,0p%}
p*(p*,0) ={p°, p,p’op* = op’, p’o = op} oraz (p?,0)p° = {p* p,0p,0p°}
o(p*,0) = {o,0p°,p,id} oraz (p*,0)0 = {o,0p%,0p°0 = p*,id}
ap(p®,a) = {op,ap’,0pop® = p,opo = p°} oraz (p*,0)op = {op,p’op = ap’,ap’op = p’, p}

ap*(p®,0) = {op*,0,0p°0p" = id,0p’c = p*} oraz (p*,0)0p® = {op? p*op® = 0,0p%0p" = id, p*}

ap*(p*,0) ={ap’,0p,ap’0p® = p’,0p’c = p} oraz (p*,0)0p’ = {0p®,pPop’ = op,ap’0p’ = p, p°}
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Zatem grupa {(p* o) jest normalna. Sprawdzmy czy (p? op) = {id, p* op,0p®} jest podgrupa
normalng. Mamy

plp®,op) ={p,p*, pop = 0,00} oraz (p*,0p)p = {p,p’,0p? 0}
p*(p? op) = {p?,id, p*op = op®, p*op® = ap} oraz (p*,0p)p* = {p*,id,op’,0p}
P’ op) = {0’ p, p’op = ap® 0} oraz (p*,ap)p’ = {p’,p,0,0p"}
a(p®,op) ={o,0p°,p,p°} oraz (p*,0p)o = {0, p’c = 0p*,0p0 = p’,0p’c = p}

ap(p?,op) = {op,ap’,apop =id,opop’ = p°}
oraz
(p*,ap)op = {op,p’op = 0p’,0pop = id, o p’op = p}
op*(p*,ap) = {op®,0,0p%0p = p’,0p’0p’ = p}
oraz
(0, 0p)op® = {op?, p’op® = o,0p0p® = p,ap’op® = p*}
ap*(p*,ap) = {op’,0p,0p’0p = p*,0p’cp® = id}
oraz
(0 0p)op® = {op’, p*op® = op,opop® = p?, op’op® = id}

Zatem grupa (p?, op) jest normalna. Zatem podgrupy normalne w grupie izometrii Dg to

{id}, Ds, (p), (p?), (p*, o), (p*, op)

Zadanie 5.
Pokaz, ze jesli H < G jest taka, ze [G : H] = 2, to H<G.

Rozwigzanie:

Indeks [G : H] jest rowny 2 oznacza, ze grupa G jest suma rozlaczna dwoch warstw, czyli ze
G =HeUHalub G =aHUeH, gdzie a ¢ H. Chcemy pokaza¢, ze Hb = bH dla dowolnego b € G.
Jeslibe H, to Hb = H = bH. Jedli b ¢ H, to Hb # H, czyli G = HU Hb oraz bH # H, czyli
G =bHUH. Stad mamy HUHb = bHUH. Skoro mamy tu sumy rozlaczne, to Hb = G\ H = bH,
czyli H < @G.

Zadanie 6.
Zmalez¢ wszystkie podgrupy oraz podgrupy normalne w grupie

a) ZQ X Z4
b) Ds
c) Qg

Rozwiazanie:
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a) Grupa Zs X Z, jest abelowa, zatem dla dowolnej podgrupy H < Zs X Z,, podgrupa H jest
normalna. Wyznaczmy wiec wszystkie podgrupy w Zs x Z,. Wiemy, ze jesli Hy < G i
Hy < H, to Hy x Hy < G x H. Podgrupy w Z, to {0} i Zs, natomiast podgrupy w Z,
to {0}, (2) i Z4, zatem podgrupy w Zs x Z, to m.in. {(0,0)}, ((0,2)), ((0,1)) = 0 x Zy,
((1,0)) = Zox0, ZoxZy oraz ((1,2)) = Zyx(2). Sa to wszystkie podgrupy cykliczne. Wiemy,
ze jesli H < Zo X Zy, to |H| € {1,2,4,8}, poniewaz grupa Zs X Z4 ma osiem elementow.
Podgrupa rzedu jeden to element neutralny, podgrupa rzedu osiem to cata grupa, natomiast
podgrupy rzedu dwa to podgrupy cykliczne. Pozostaja nam wiec do rozpatrzenia podgrupy
rzedu cztery niecykliczne, czyli generowane przez co najmniej dwa elementy. Elementy te
musza by¢ rzedu dwa, bo w przeciwnym przypadku rzad tej grupy bytby wiekszy niz cztery.
Elementami rzedu dwa w Zs x Z4 sa (0,2), (1,2) i (1,0), zatem rozpatrzmy na przyktad
grupe

<(07 2)? (17 0)> = {<07 0)7 (07 2)7 (17 0)7 (17 2>} & Ly X Lo
Widag¢, ze kazde dwa inne elementy rzedu dwa generuja te sama podgrupe. Stad wszystkimi
mozliwymi podgrupami sa

{(0,0)},((0,2)), (0, 1)), ((1,0)), ((1,2)), ((0,2), (1,0)), Zy X Zy
b) Podgrupami grupy Ds sa

(o) ={1,0},{0p") = {L,00'}, (p) = {1, p.p*}. {id}, Ds

Mamy |Dg| = 6, zatem jesli H < Dg, to |H| = {1,2,3,6}. Wiemy, ze jesli |H| € {2,3}, to H
jest cykliczna czyli generowana przez jeden element. Zatem nie istnieja inne podgrupy Dk.
Podgrupami normalnymi beda na pewno {id}, Dg oraz (p), poniewaz jej indeks jest rowny
2. Sprawdzmy teraz, czy (op') jest normalna w Dg. Dla i = 0 mamy

plo) ={p,po = 0p’} oraz (o)p={p,op}

zatem nie jest to podgrupa normalna. Dla ¢ = 1 mamy
plop) = {p,pop=oc} oraz (op)p={p,op’}
zatem nie jest to podgrupa normalna. Analogicznie (op?) nie jest podgrupa normalng w Ds.
¢) Na pewno grupami normalnymi beda {1} oraz Qs. Podgrupami grupy Qs sa

{1}7 {17 _1}a <Z> = {i7 —1,1, _1}7 <]> = {]a =71, _1}7 <k> = {ku —k, 1, _1}7(@8

......

(i), (4), (k) maja po 4 elementy, zatem indeks tych grup jest rowny 2. Stad grupy (i), (j), (k)
beda normalne. Pozostaje zobaczy¢, czy {1, —1} jest podgrupa normalna. Zachodzi réwnosé
(—1) -2 =—x=ux-(—1), zatem oczywiscie podgrupa (1) = {1, —1} jest normalna.

Zadanie 7.
Czy grupy Aut(Zs) oraz Aut(Zyo) sa izomorficzne? Wskaz, o ile istnieja, dwie wtasciwe podgrupy
F, H w grupie Aut(Zs) takie, ze Aut(Zg) = F' x H.
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Rozwigzanie:

Elementami rzedu 8 w grupie Zg sa 1,3,5,7, zatem Aut(Zg) ma 4 elementy ¢1(1) = 1, ¢o(1) = 3,
¢3(1) = 5 oraz ¢4(1) = 7, przy czym o(¢1) = 1 oraz o(¢ps) = o(¢3) = o(¢4) = 2. Elementami
rzedu 10 w grupie Zjg sa 1,3,7,9, zatem Aut(Zg) ma 4 elementy ¢4 (1) = 1, ¥o(1) =3, ¥3(1) =7
oraz YP4(1) =9, przy czym o(¢n) = 1, o(¢2) = o(1p3) = 4 oraz o(1py) = 2. Wiemy, ze automorfizm
zachowuje rzedy elementow, zatem jako, ze rzedy elementow obu grup sa rozne, to Aut(Zsg) i
Aut(Zyp) nie sa izomorficzne.

Zauwazmy, z¢ 30 ¢3 = ¢30 @ = P4, bo P2(d3(1)) = ¢2(5) = T oraz ¢3(¢2(1)) = ¢3(3) = 7. Zatem
generatory Aut(Zg) to ¢ oraz ¢3. Zauwazmy tez, ze Aut(Zs) ~ Zs X Zo, poniewaz Aut(Zs) ma
trzy elementy rzedu 2. Wezmy wiec F' = {¢1, 2} oraz H = {1, ¢3}, wowczas

F x H = {¢1,$2, 03,2 0 3 = ¢ps} = Aut(Zs)
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Cwiczenia 7

Definicja: Klasa sprzezonosci elementu z grupy G, to zbior [x] = {gxg™' | g € G}.

Fakt: Permutacje 0,7 € S, sg sprzezone, czyli istnieje p € S,, ze 0 = prp~!, wtedy i tylko
wtedy, gdy o i 7 maja taki sam rozktad na cykle roztaczne.

Zadanie 1.
Niech g € S; bedzie permutacja, ktora w rozktadzie na cykle roztaczne ma jeden 3-cykl oraz cztery
cykle dtugosci 1. Ile jest elementéw sprzezonych z g w S;7

Rozwigzanie:

Szukamy wiec ile jest permutacji, ktére maja taki sam rozktad na cykle co permutacja g. Na
7
3

elementy ustawiamy na 1 sposéb. Daje nam to tacznie 35 -2 = 70 elementéw sprzezonych z g w

S7.

= 35 wybieramy elementy do cyklu dlugosci 3 i ustawiamy je na 33' = 2 sposoby. Pozostate

Zadanie 2.
Wyznacz klasy sprzezonosci w grupie Sy oraz wszystkie dzielniki normalne grupy Sy.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw klasy sprzezonosci

Kis (OO0 | Kai () | Ko ()OO | Kl )0 | K-
i s |6 s e

Wyznaczmy teraz wszystkie dzielniki normalne w grupie S;. Wiemy, ze jesli H < G oraz g € G
i h € H, to klasa sprzezonosci elementu h to {ghg™' | ¢ € G} C H, bo skoro H jest podgrupa
normalng, to ghg™! € H. Zatem jesli H < G, to H jest sumg pewnych klas sprzeznonosci w G.
Zatem dla dowolnego elementu z H jego klasa sprzezonosci jest zawarta w H.

Mamy |S4| = 24, zatem jesli H < Sy, to |H| € {1,2,3,4,6,8,12,24}. Grupy {id} oraz Sy to
oczywiscie podgrupy normalne Sy. Bedziemy wiec brali klasy sprzezonosci grupy Sy i patrzyli czy
ich sumy tworza podgrupy. Jesli beda to podgrupy, to wiemy ze beda to podgrupy normalne.
Suma rzedow klas sprzezonosci musi by¢ dzielnikiem 24. Ponadto wiemy, ze {id} € H < Sy,
zatem szukamy takich kq,... k;, ze (1+ ki + ...+ k) | 24, gdzie k; jest mozliwym rzedem klasy
sprzezonosci grupy Sy. Oczywiscie jednym z k; musi byé 3, poniewaz w przeciwny, przypadku
suma nie bedzie podzielna przez 24.

Rozwazmy przypadek 1 + 3. Sprawdzmy, czy
Vi ={id, (12)(34),(1 3)(24),(1 4)(23)}
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to podgrupa. Jest to podgrupa, bo dla dowolnego a € Vi a # id mamy o(a) = 2, czylia ™! =a €V
oraz jesli a,b € Vj, to rowniez ab € Vj.

Rozwazmy przypadek 1+ 3 + 8. Sprawdzmy czy
Ay = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23),(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243)}

to podgrupa. Jest to podgrupa, bo jest to grupa permutacji parzystych (grupa alternujaca).
Trzeci przypadek to gdy mamy 1+ 3+ 6 + 6 + 8, ale wowczas otrzymujemy calta grupe Sy.

Zatem podgrupy normalne S, to
{Zd}a ‘/;La A47 54

Fakt: Jedli H <G, to H jest suma pewnych klas sprzezonosci w G.

Zadanie 3.
Uzasadnié, ze istnieje bijekcja

{ homomorfizmy G — H; x Hs} — { homomorfizmy G — H;} x { homomorfizmy G — H,}

Rozwiazanie:

Chcemy przyporzadkowaé wzajemnie jednoznacznie homomorfizmowi ¢ : G — H; X Hy pare
(qf)l G — H1,¢2 G — HQ)

— Niech ¢ : G — H; X Hy oraz niech ¢(g) = (g1, g2), wowczas niech ¢1(g) = g1 oraz ¢2(g) = go.
Innymi stowy niech p; : Hy x Hy — Hy oraz py, : Hy X Hy — Hs beda rzutami na wspolrzedne.
Woéwczas p; 1 ps to homomorfizmy. Stad ¢; = p1o¢ oraz ¢o = pyo¢p. Zatem ¢y i ¢o to homomorfizmy
jako ztozenie dwoch homomorfizmow.

«— Jesli ¢ : G — Hy oraz ¢ : G — Hs, to ¢ : G — H; x H, zadane bedzie dla kazdego g € G
wzorem ¢(g) = (¢1(g), #2(g)). Chcemy sprawdzi¢ czy to jest dobrze okreslony homomorfizm.
Mamy

P(gh) = (d1(gh), P2(gh)) = (¢1(g) - d1(h), d2(g) - P2(h)) =
= (¢1((9), 6252(9)) ) (¢1(h)a ¢2(h)) = ¢(9) ’ Cb(h)

Fakt: Jesli f: G — H to homomorfizm, to ker(f)<G.

Zadanie 4.
Wyznaczy¢ homomorfizmy z grupy Dg w grupe Zg

Rozwiazanie:
Wiemy, ze jesli f : G — H to homomorfizm, to ker f < G. Musimy wiec patrze¢ na podgrupy
normalne w G jako na jadra homomorfizméw. Podgrupy normalne w Dg to {id}, Dg, (p)
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o Jesli ker f = {id}, to f : Dg — Zg, czyli |Dg| = |Zg| = 6, czyli f jest izomorfizmenm.
Wowczas zachodzitoby Dy =~ Zg, ale to jest sprzeczne, bo Dg % Zg.

e Jesli ker f = Dg, to f jest homomorfizmem trywialnym, poniewaz ker f = {z € Dg | f(x) =
0}, czyli f(z) = 0 dla kazdego = € Dg.

o Jesli ker f = (p), to f : Dg — Zg bedzie takie, ze f(p) = 0. Wowezas o(f(0)) | o(o) = 2, czyli
f(o) musi by¢ rzedu 2, poniewaz f(o) nie moze by¢ elementem neutralnym, bo nie nalezy
do jadra f. Stad f(o) = 3. Mamy wiec homomorfizm zadany na generatorach f(p) = 0 oraz

f(o)=3.

Zatem istniejg dwa homomorfizmy.

Definicja: Zbior ilorazowy grupy G wzgledem N to zbior G/N = {gN | g € G}. Jesli N <G,
to G/N = {gN | g € G} jest grupa, gdzie N - yN = zyN oraz (zN)~! = z7IN.

Twierdzenie: (Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie) Niech f : G — H bedzie homomorfizmem
grup. Wowczas

1. istnieje dokladnie jeden homomorfizm g : G/ ker(f) — H taki, ze f =gom
2. grupa G/ ker(f) jest izomorficzna z im(f)
3. jesli homomorfizm f jest epimorfizmem, to G/ ker(f) ~ H

Homomorfizm 7 : G — G/N, gdzie 7(g) = gN to epimorfizm naturalny (naturalne rzutowanie
dla N = ker(f))

Zadanie 5.
Rozwazmy odwzorowanie f : R — C* dane wzorem f(t) = e?™t. Czy jest to homomorfizm grup?
Zmajdz obraz i jadro.

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze f(t +s) = f(t)- f(s). Mamy

f(t + S) _ 627Ti(t+8) _ e27rit . 627T’i8 _ f(t) . f(S)

zatem f jest homomorfizmem. Mamy |e?™| = 1, zatem f : (R,t) — S* = {2 € C | |z| = 1}, skad
imf =S Mamy ker f={teR | ¥ =1} =7

Zadanie 6.
Niech G bedzie grupa A, parzystych permutacji czterech elementéow

a) Wypisa¢ wszystkie klasy sprzezonosci

b) Znalezé¢ wszystkie podgrupy normalne
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¢) Zmalezé wszystkie obrazy homomorficzne

Rozwigzanie:
Wiemy, ze

a) Jesli Ay < Sy, to dla kazdego x € Ay zachodzi {grg™ | g € Ay} C {gzg™' | g € Su}, czyli
jesli z,y € Ay sa w tej samej klasie sprzezonosci, to maja taki sam rozktad na cykle, bo
sa w tej samej klasie sprzezonosci Sy. Mamy [(id)] = {id}. Wyznaczmy klase sprzezonosci

1 2 3 4

cyklu dtugosci trzy (1 2 3). Zauwazmy, ze jesli o = ( ) € Ay, to wowcezas
a; ag a3 au

G2 az Aaip a4 a3z a3 Qaz G4

02:(1 23 4)€A40ra203:(1 23 4)eA4,poniewaz'kaz'dyde()Ch

ostatnich cykli (09, 03) to pierwszy (o7) pomnozony przez 3-cykl 7 = (

ay az az Q4
az as ay Q4

(Cll as Clg) € A4. Dalej mamy
o1-(123)-07" = (a1 ay as)

oy-(123)-0," = (az as a;) = (a1 ay as)
03'(1 2 3)'03_1 = (Clg aq &2) = (Cll ag 0,3)
Czyli sprzegajac przez trzy elementy w Ay, dostajemy ten sam element w klasie sprzezonosci

[(1 2 3)]. Stad w klasie sprzezonosci elementu (1 2 3) w A4 moga by¢ co najwyzej £ = 4
elementy. Wyznaczmy wiec te elementy. Mamy

(12)(34)-(123)-((12)(3 4))71 =(214)

Stad
(123)]={(123),(214),(134),(243)}

Analogicznie

[(132)]={(132),(241),(143),(234)}

1 2 3 4

Wyznaczmy klase sprzezonosci elementu (1 2)(3 4). Jesli oy = (
a1 Qa9 a3 Qg

) #Aito

1 2 3 4 . . . .. .
oy = ( ) € Ay, poniewaz 0y = (ay ag) o 0y, czyli ztozenie dwoch permutacji
Qo a1 A3 Qg

nieparzystych jest parzyste. Mamy
o1-(12)(34)-0," = (a1 az)(as a4)
oy - (12)(34)-0," = (az a1)(as as) = (ay az)(as ag)

42



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z algebry I

Wiemy, ze klasa sprzezonosci w Sy dwoch transpozycji to {(1 2)(3 4), (1 3)(2 4),(1 4)(2 3)}.
Ponadto biorgc dowolng o € Sy, wiemy ze istnieje o/ € A4 taka, ze sprzezenie z danym
cyklem to to samo. Zatem

[(12)34)]={(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
Stad

Ay =[id]U[(12)34)]U[(123)]U[(132)] =K UKnUKq23UKq 3o
b) Wyznaczmy podgrupy normalne w A;. Wiemy, ze |A4] = 12, zatem jesli H < Ay, to

|H| € {1,2,3,4,6,12}. Wiemy tez, ze jesli N < Ay, to N jest suma klas sprzezonosci. Klasy
sprzezonosci maja rzedy odpowiednio rowne 1, 3,4, 4. Niech wiec N<A,. Oczywiscie id € N.

Sprawdzmy, czy Ki U Koy < Ay, czyli czy
Vi = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}
jest grupa. To oczywiscie jest podgrupa. Jest ona izomorficzna z Zy X Z,.

Wiecej mozliwosci nie mamy do sprawdzenia, poniewaz aby rzad podgrupy byl podzielny
przez 12, to musimy wzia¢ K;, bo id jest elementem kazdej podgrupy oraz Ky, bo jako
jedyne ma rzad nieparzysty. Branie wickszej liczby klas sprzezonosci da nam cata grupe Aj.
Stad wszystkie podgrupy normalne to

{Zd}v ‘/217 A4

¢) Szukanie obrazéow homomorficznych grupy G, to jest tak naprawde patrzenie na podgrupy
ilorazowe G/N, gdzie N < G.

o Jesli N = {id}, to Ay/N = Ay, czyli Ay jest obrazem homomorficznym A,.
o Jesli N = Ay, to Ay/N = {id}, czyli {id} jest obrazem homomorficznym A,.

e Jesli N =V, to mamy |A4/N| = % = 12 = 3, skad A4/N =~ Zs, bo istnieje tylko
jedna grupa rzedu 3.

Stad obrazy homomorficzne to
A47 {Zd}u ZB

Zadanie 7.
Zmnajdz wszystkie grupy, ktére moga by¢ obrazem homomorfizmu f : G — H gdzie G jest

a) grupa Ss permutacji trzech elementow

b) grupa Dg izometrii kwadratu

Rozwiazanie:
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a) Wiemy, ze S5 ~ Dy, zatem jako, ze znamy juz podgrupy normalne Dg, to rozpatrzmy G = Dg.
Z twierdzenia o izomorfizmie wiemy, ze mozliwe jadra to podgrupy normalne, czyli

{1d}, {p), Ds

Wiemy tez, ze grupa &(f) jest izomorficzna z im(f).

o Jesli ker(f) = {id}, to |=S+| = & = 6, czyli obrazem sg grupy izomorficzne z D.
ker(f) 1 &

e Jesli ker(f) = Dg, to keﬁf)) = % = 1, zatem obrazem jest {id}.

o Jesli ker(f) = (p), to ke]fff) = g = 2, czyli obrazem bedzie grupa o rzedzie 2, czyli Zs.

Zatem mozliwe obrazy homomorfizmu to {id},Zs, D¢ oraz wszystkie grupy z nimi izomor-
ficzne.

b) Podgrupy normalne Dg to

{id}> <P>, <P2>, <0a P2>, <p27 Up>, Dy

o Jesli ker(f) = {id}, to kerG( f)‘ = 2 =8, zatem obrazem bedg grupy izomorficzne z Ds.
e Jesli ker(f) = Dsg, to kerG(f)) = £ =1, czyli obrazem bedg grupy izomorficzne z {id}.
o Jesli ker(f) = (p), to kefi f)‘ = 2 =2, czyli obrazem beda grupy izomorficzne z Zs.

o Jedli ker(f) = (p?), to kegf)‘ = % = 4. Dalej mamy

Ds/ker(f) = {(p*), p(p*), 0 (p"), op{p")}

przy czym o((p?)) = 1, o(p{p®)) = 2 (bo najmniejsze k takie, ze p* € (p?) to 2),
o(c{p?)) = 2 oraz o(op(p?)) = 2. Zatem obrazem beda grupy izomorficzne z Zy x Zs.

o Jesli ker(f) = (p?,0), to %(f)‘ = 2 =2, czyli obrazem beda grupy izomorficzne z Zs.
o Jesli ker(f) = (p?, 0p), to %(f)} = £ =2, czyli obrazem beda grupy izomorficzne z Z,.

Zatem mozliwe obrazy homomorfizmu to {id},Zs, Zs X Zo, Dg oraz wszystkie grupy z nimi
izomorficzne.

Zadanie 8.
Zmajdz wszystkie homomorfizmy Dg — Z4 X Z4.

Rozwigzanie:
Grupy H, ktére moga by¢ obrazem homomorfizmu f : Dy — H to {id},Zy, Zs X Zs oraz Dsg.
Szukamy wiec podgrup Zy X Z4 izomorficznych z {id}, Zy, Zo X Zy lub Ds.

1. Jesli im(f) = {id}, to mamy homomorfizm trywialny, czyli f(o) = f(p) = (0,0), zatem
mamy 1 homomorfizm.
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2. Jesli im(f) = Zs, to mamy trzy przypadki

e Gdy ker(f) = (p), to f(p) =0 oraz f(o) € {(2,0),(0,2),(2,2)}, zatem mamy 3 homo-

morfizmy.

e Gdy ker(f) = (o, p?), to f(c) = (0,0) oraz f(p) € {(2,0),(0,2),(2,2)}, zatem mamy 3
homomorfizmy.

o Gdy ker(f) = (p%,0p), to f(o) = f(p) € {(2.0),(0,2), (2,2)}, satem mamy 3 homo-
morfizmy.

Mamy wiec 9 homomorfizmow.

3. Jesli im(f) = Zs X Zs, to jadro f jest izomorficzne z Zo, czyli f(p) oraz f(o) sa generatorami
rzedu 2, zatem mamy

f(p> - (270) oraz f(0> S {(072)7 (27 2)}
f(p) =(0,2) oraz f(o) € {(2,0),(2,2)}
f(p) = (2,2) oraz f(0) € {(0,2),(2,0)}

czyli dostajemy 6 homomorfizméow.

4. Dla im(f) = Dg nie mamy zadnych homomorfizméw, poniewaz Z, x Z, nie ma podgrup
izomorficznych z Dg, bo Dg ma pieé¢ elementéw rzedu 2, natomiast Z, X Z,4 ma trzy elementy
rzedu 2.

Dostajemy wiec 16 homomorfizméw, ktore sa opisane wyzej.

Zadanie 9.

Pokaz, ze grupa Q/7Z (grupy te sa rozpatrywane jako grupy wzgledem dzialania dodawania) jest
izomorficzna z grupg wszystkich pierwiastkéw zespolonych z 1 wszystkich mozliwych stopni, wzgle-
dem dziatania mnozenia.

Rozwigzanie:
Niech G to grupa wszystkich pierwiastkow zespolonych z 1 wszystkich mozliwych stopni. Dowolny
element € QQ/Z mozemy napisa¢ w postaci ¢ + Z, gdzie ¢ € [0,1) N Q.

(Qkﬂ) . (ka)
cos|{ — | +smn | —
n n

gdzie n to stopien pierwiastka, a k € {0,1,...,n—1} to k-ty pierwiastek danego stopnia. Zauwazmy
teraz, ze dla kazdej liczby ¢ € [0,1) N Q mozemy przedstawi¢ ja w postaci %, gdzie n to liczba
naturalna oraz k € {0,1,...,n — 1}.

Elementy grupy G sa postaci

Rozwazmy wiec funkcje f : Q/Z — G zadana wzorem f(q + Z) = cos(2qm) + isin(2gm) dla
q € [0,1) N Q. Pokazemy, ze funkcja ta jest izomorfizmem.

45



Cwiczenia z algebry I Marysia Nazarczuk

e Funkcja ta jest homomorfizmem, poniewaz

flan+Z)+ (e +2Z) = f(a+q)+Z) = cos(2q + g2)7) + isin(2(q1 + g2)7) =
= (cos(2qm) cos(2¢am) — sin(2q;7) sin(2¢a7)) +
+(isin(2qy7) cos(2gam) + i cos(2qym) sin(2¢gom)) =
= (cos(2qim) +isin(2q1m)) - (cos(2gem) + i sin(2¢gem) =
= f+2) fla+2Z)

e Funkcja ta jest réznowartosciowa, poniewaz
[l +Z) = f(qe +Z) & cos(2qum) + isin(2q,7) = cos(2¢om) + i 8in(2¢qem) <
& cos(2q1m) = cos(2gem) A sin(2¢im) = sin(2¢em) < ¢1 = g2 (bo q1,¢2 € [0,1) N Q)
e Pokazemy, ze g(cos(2qm) + isin(2qm)) = q + 7Z jest funkcja odwrotna do f
go flqg+7Z) = g(cos(2qm) + isin(2qm)) = q + Z
f o g(cos(2gm) + isin(2qm)) = f(q+ Z) = cos(2qm) + i sin(2qn)

Zatem f jest izomorfizmem, czyli grupy Q/Z oraz G sa izomorficzne.
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Cwiczenia 8

Zadanie 1.
Niech H < G bedzie podgrupa taka, ze |H| = 2. Pokaz, ze wtedy H < G wtedy i tylko wtedy, gdy
H C Z(G).

Rozwigzanie:
Mamy Z(G) = {a € G | V4ee ga = ag}. Wezmy wiec H < G taka, ze |[H| = 2.

= Jesli |H| = 2, to H = {1,a}, gdzie a®* = 1. Wowczas dla kazdego * € G mamy z-1 =1z,
skad 1 € Z(G). Dalej chcemy pokazaé, ze axr = wa, czyli rtéwnowaznie, ze zar™' = a. Wiemy, ze
rax~' € H z definicji podgrupy normalnej. Stad zax™! = 1 < a = 1 lub zaz™! = a. Pierwsze
rownanie jest sprzeczne z tym, ze a # 1, zatem raz~' = a. Stad H C Z(G).

< Niech H C Z(G), wowczas dla h € H dla kazdego © € G mamy xh = hx, skad xH = Hzx.

Zadanie 2.
Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup, zas§ N <G i K < H podgrupami normalnymi.
Udowodnij, ze

a) f(N)<[(G)
b) fHK)<«G

Rozwigzanie:

a) Sprawdzmy najpierw, czy f(N) < f(G). Dla dowolnego a € N mamy a~' € N, czyli
fla)- fa™') = fla-a™") = f(1) =1

skad fa) = ((@))™", zatem jesli f(a) € F(N), to (f(a))~" € F(N). Wezmy 2,y € F(N),
wowczas istnieja a,b € N takie, ze f(a) = x 1 f(b) = y. Chcemy pokaza¢, ze zy € f(N).
Mamy

zy = f(a)f(b) = f(ab)

skoroa € Nib € N, toab € N, zatem xy = f(ab) € N. Zatem f(N) jest podgrupa f(G).
Pokazemy teraz, ze jest to podgrupa normalna. Chcemy pokazaé, ze dla dowolnego = € f(G)
zachodzi x f(N) = f(N)z. Skoro z € f(G), to istnieje y € G taki, ze f(y) = . Wowczas

2f(N) = fy)f(N) = f(yN) "= f(Ny) = [(N)f(y) = [(N)x
przy czym f(yN) = {f(yn) | n € N}.

b) Wezmy x € G. Chcemy pokazaé, ze x f~1(K)z™' C f~}(K), czyli ze dla dowolnego y € f~(K)
zachodzi zyx~' € f~1(K) lub réwnowaznie, ze f(ryz~—') € K. Mamy

flaya™) = f(@) fy)f@) = f@)f(y) (@)

Skoro f(y) € K oraz K < H, to rowniez f(x)f(y)f(z)™" € K, zatem f~'(K) jest podgrupa
normalng w G.
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Definicja: Komutantem grupy G nazywamy podgrupe
[G,Gl={ghg'h™" | g€ G, he G}*= {[g,h] | g € G,h € G}

Element [g, h] = ghg 'h~! nazywamy komutatorem.

Zadanie 3.
Uzasadnij, ze

a) komutant jest podgrupa normalna

b) jesli podgrupa zawiera komutant to jest normalna

Rozwigzanie:

a) Komutant z definicji jest podgrupa, pozostaje nam wiec do sprawdzenia, ze jest to podgrupa
normalna, czyli ze dla kazdego r € G zachodzi z|G,Glz™! C [G, G]. Mamy

1 1

zghg th e = xga “1gg!

cxhx™t o xgT e b

Ponadto (zgx=1)~! = zg~'z7!, zatem

1 -1

rgr ' xha ™t xg !

vg te - aoh e = [wgr ! xha T

oczywiscie zgr~! € G oraz vhx™' € G, zatem [zgz~!, zha~!] € [G,G], czyli [G,G] jest
podgrupa normalna w G.

b) Chcemy pokazac, ze jesli [G,G] C H, to H<G. Wezmy dowolny element g € G oraz dowolny
element h € H. Chcemy pokaza¢, ze ghg~! € H. Mamy

ghg™' = ghg™'h™' - h

Skoro ghg™'h™' € [G,G] C H, to ghg~'h™' € H. Mamy wiec ghg™* € H, bo H jest
podgrupa. Zatem H jest podgrupa normalna.

Definicja: Podgrupe H < G nazywamy podgrupa charakterystyczna, jesli dla dowolnego
automorfizmu ¢ € Aut(G) zachodzi o(H) = H, czyli H jest zachowywane przez kazdy auto-
morfizm.

Twierdzenie: Niech GG bedzie dowolna grupa i a jej ustalonym elementem. Funkcja ¢, okre-
$lona wzorem ¢,(r) = ara™! jest automorfizmem grupy G. Automorfizm tej postaci nazywamy
automorfizmem wewnetrznym. Zbiér automorfizméw wewnetrznych oznaczamy jako In(G).

Zadanie 4.

a) Uzasadnij, ze komutant [G, G] jest podgrupa charakterystyczna
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b) Uzasadnij, ze centrum Z(G) jest podgrupa charakterystyczna

¢) Uzasadnij, ze jesli H jest podgrupa charakterystyczna, N <G podgrupa normalna oraz H < N,
to H < G jest podgrupa normalng w GG

d) Wyznacz wszystkie podgrupy charakterystyczne grup Ss, Qs, Ds

e) Podaj przyktad grupy i jej dzielnika normalnego, ktory nie jest podgrupa charakterystyczng

Rozwigzanie:
a) Chcemy pokazac, ze dla kazdego ¢ € Aut(G) mamy (|G, G]) = [G, G]. Niech [g, h] € [G, G|,
wowczas

o([g.h]) = e(g)e(h)e(g) " e(h) ™ = [@(g), p(h)]

Stad ¢([G, G]) C |G, G]. Wiemy, ze ¢ € Aut(G), czyli dla kazdych z,y € G istnieja g, h takie,

(G
ze p(g) = oraz p(h) =y, skad [z,y] = [p(9), p(h)] = @([g,h]) czyli (G, G]) 2 |G, G].
Stad ¢([G,G)) =[G, G].

b) Niech ¢ € Aut(G) oraz = € Z(G). Checemy pokazac, ze o(x) € Z(G), czyli czy dla dowolnego
g € G zachodzi p(x) - g = g - ¢(x). Wiemy, ze istnieje ¢ € G takie, ze p(q) = g, czyli

o(z) - g = o) - 9(q) = p(zq) "2 o(qz) = ¢lg) - pl(x) = g - ()

Stad ¢(Z(G)) € Z(G). Cheemy pokazac teraz, ze Z(G) C ¢(Z(Q)), czyli ze z tego ze
r € Z(G) wynika, ze x € ¢(Z(Q)), czyli ze ¢ 1 (z) € Z(G). Skoro ¢ jest automorfizmem
to réwniez ! jest automorfizmem (czyli ¢! = 1), zatem powtarzajac rozumowanie mamy

v~ (x) € Z(G), skad Z(G) € p(Z(G)).

c) Wiemy, ze skoro N <G, to dla kazdego g € G zachodzi gNg~! = N. Rozwazmy dla kazdego
g € G automorfizm wewnetrzny ¢, € Aut(G), czyli taki automorfizm, ze dla kazdego h € G
zachodzi ¢,(h) = ghg™'. Wiemy, ze skoro N < G, to dla kazdego g € G automorfizm
@y jest rowniez automorfizmem w Aut(N), czyli ¢, : N — N. Skoro H jest podgrupa
charakterystyczna, to dla kazdego ¢ € Aut(N) mamy ¢(H) = H. Chcemy pokazaé, ze dla
dowolnego g € G mamy gHg™' = H. Biorac ¢, € Aut(N) dla dowolnego elementu g € G
mamy ,(H) = H, czyli rowniez gHg™' = H, skad H < G.

d) Jesli H < G i H to podgrupa charakterystyczna, to dla dowolnego automorfizmu, czyli w
szczegolnosei dla ¢, mamy ¢, (H) = H, czyli gHg™' = H, czyli H<G. Zatem jesli podgrupa
H jest charakterystyczna, to jest rowniez normalna.

Wyznaczmy podgrupy charakterystyczne Ss. Podgrupy normalne w S3 to {id}, A, S3. Wiemy,
ze Aut(S;) ~ S; oraz Aut(S;) = In(S;), zatem dla kazdego ¢ € Aut(S;) istnieje g € S takie,
ze ¢ = 4. Dla dowolnego g € S35 i dowolnej podgrupy normalnej H grupy S3 mamy wiec
¢y(H) = gHg ' = H, skad wszystkie podgrupy normalne w S3 to podgrupy charaktery-
styczne w Sj.

Wyznaczmy podgrupy charakterystyczne (Js. Podgrupy normalne w Qg to {1}, {1, —1}, (i),
(1), (k), Qs. Wiemy, ze centrum jest podgrupa charakterystyczna, czyli Z(Qgs) = {1,—1}
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jest podgrupa charakterystyczna Q)s. Podgrupa trywialna {1} i podgrupa bedaca cata grupa
(Q)s rowniez sa charakterystyczne. Pozostaje wiec sprawdzi¢, czy (i) lub (j) lub (k) sa cha-
rakterystyczne. Wezmy automorfizm ¢ taki, ze ¢(i) = j, ¢(j) = k oraz p(k) = i, wowczas
p(() = (), e((4)) = (k) oraz o((k)) = (i). Stad (i), (j), (k) to nie s podgrupy charakte-
rystyczne Q)s.

Wyznaczmy podgrupy charakterystyczne w Dg. Podgrupy normalne w Dg to {id}, (p),
(p?), (p*,ap) oraz (p?, op?). Na pewno podgrupami charakterystycznymi beda {id} oraz Ds.
Rowniez (p?) jest podgrupa charakterystyczna, bo jest centrum grupy Dg. Dalej mamy (p) ~
Zy oraz (p*,op) =~ Ly X Ly =~ {p* op®). Wezmy wiec dowolny automorfizm ¢ € Aut(Dy),
wowcezas p((p)) ~ (p), ale jedyna podgrupa w Ds izomorficzna z (p) jest (p), skad p({p)) =
(p), czyli réwniez (p) jest podgrupa charakterystyczna. Podgrupy (p? op) oraz {p* op*)
sg z doktadnoscig do izomorfizmu nierozroznialne, wiec pewnie nie beda charakterystyczne.
Wskazemy wiec taki automorfizm, ktory jedna przeprowadza na druga. Niech wiec ¢ :
Dg — Dg zadany bedzie wzorem ¢(p) = p (bo ¢(p) to moze by¢ p albo p?, bo to sa jedyne
elementy rzedu 4 w Dg) oraz p(o) = ap (bo ¢(c) musi by¢ rzedu 2 oraz musi by¢ spelniony
warunek p(op) = op®). Stad (p?,op) nie jest podgrupa charakterystyczna. Analogicznie
automorfizm ¢~! przeprowadza druga grupe na pierwsza, skad (p?, op?) nie jest podgrupa
charakterystyczna w Dsg.

e) Jest to na przyktad Qs i na przyklad podgrupa (i) jest normalna ale nie jest charakterystyczna.

Zadanie 5.

Niech G, ..., G, beda dowolnymi grupami skonczonymi, zas g; € GG; dowolnym zestawem elemen-
tow tych grup, po jednym elemencie z kazdej grupy. Oznaczmy przez m; = o(g;) rzad elementu g;
w grupie G;. Wyznacz rzad elementu (g1, ...,g9,) € G1 X ... X G,, w produkcie w zaleznosci od m;.

Rozwigzanie:
Oznaczmy grupe G X ... X G, jako H. Chcemy znalez¢ rzad elementu (g1, ..., g,), czyli szukamy
najmniejsze M takie, ze (g1,...,9.)M =1 = (1g,,...,1g,). Jest to element neutralny, poniewaz

(1, yxn) - oy -y 1) = (1 - 1y, ooy T - 1g,) = (21, .., 2p)
Dalej malny (gla s 7g’n)M = (g{wv cee ’g%), zatem
)M

(915, 9n :1H(:)(g{v[,...,géw):1H<:)g{‘/[:1G1, ,gfy:lgn

czyli o(g;) | M dla kazdego i € {1,...,n}. Stad M > NWW (m,...,m,). Mamy

)NWW(ml,...,mn) _ ( NWW (ma,...,mn) NWW(ml,...,mn)> _ (1G1,

(glv"‘vgn g1 yor 0 9n "’71Gn):]‘H

skad M < NWW (my,...,my,), czyli rzad elementu (gy, ..., ¢g,) wynosi M = NWW (my,...,m,).
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Cwiczenia 9

Zadanie 1.
Przypu$émy, ze iloraz grupy G przez jej centrum jest grupa cykliczna. Udowodnij, ze G jest
przemienna.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze G/Z(G) jest cykliczna. Chcemy pokazaé¢, ze G jest przemienna. Skoro G/Z(G) jest
cykliczna, to istnieje g € G takie, ze G/Z(G) = (¢9Z(Q)), zatem dla z,y € G/Z(G) mamy
r=g"Z(G) oraz y = ¢'Z(G). Czyli dla kazdego o',y € G mamy 2’ = g* - 2, i ¢/ = ¢ - x5, gdzie
21,29 € Z(G). Mamy z; - 29 € Z(G), bo Z(G) jest podgrupa. Ponadto skoro z1, 2, € Z(G) to sa
przemienne z dowolnym elementem z G, czyli

Y l _k l _ k+l
TY =9 219 22=gGg g -21"2=4(g T 21 %2

analogicznie
1 k _ 1k _ ket
Yyr =9 229 21 =9 9 rZ2-21=9 212

czyli 'y’ = y/2’, czyli G jest przemienna.

Uwaga: o(gN) to najmniejsze k takie, ze

(gN¥=N&egd¢N=N&sgFecN

lub nieskoriczonosé w przeciwnym przypadku.

Zadanie 2.

Z czym izomorficzna jest grupa Qs/Z(Qg)?

Rozwiazanie:

Wiemy, ze Z(Qs) = {1,—1}, zatem ‘Z?C;s) = 4, czyli Qs/Z(Qs) jest izomorficzna z Z4 lub z

ZQ X Z2' Mamy QB/Z(QB) = {Z(QS)a ZZ(QS)? kZ(QS)a]Z(QS)}a poniewaz ZZ(QS) 7& ]Z(QS)a bo
gdyby te warstwy byly rowne to i7'j = —k € Z(Qsg), co jest sprzecznoscia. Dalej o(Z(Qs)) = 1,
O(ZZ(Qg)) = 2, bO ’LZ(Q8> . ZZ(Qg) = ZQZ(Qg) = —1Z(Q8) = Z(Qg), analogicznie O(jZ(Qg)) = 2
oraz o(kZ(Qg)) = 2. Zatem Qg/Z(Qg) ~ Zs X Zs.

Zadanie 3.
Czy istnieje grupa, w ktorej jest doktadnie 11 elementéw rzedu 77

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze taka grupa istnieje. Niech a € G bedzie rzedu 7. Wowczas kazdy element zbioru
(a) \ {1} jest rzedu 7. Mamy wiec juz 6 elementéw rzedu 7. Niech b ¢ (a), wowczas w (b)
mamy 6 elementow rzedu 7. Pokazemy teraz, ze (a) N (b) = {1}. Z twierdzenia Lagrange’a mamy
[{(a)N(b)| € {1,7}. Jesli rzad jest rowny 1, to mamy po prostu podgrupe trywialng. Zalt6zmy wiec,
ze rzad tej grupy jest rowny 7, wowczas (a) N (b) = (a) = (b), co z kolei prowadzi do sprzecznosci
z tym, ze a # b. Stad (a) N (b) = {1}. Stad grupa ma wowczas co najmniej 12 elementow.
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Definicja: (Dzialanie grupy na zbiorze) Niech G bedzie grupa, a X niech bedzie zbiorem.
Powiemy, ze grupa G dziata na X, gdy jest zdefiniowane ¢ : G x X — X takie, ze dla dowolnych
g,h € G oraz x € X zachodzi

L. ¢(g,(h,z)) = ¢(gh, z)
2. o(l,z) =x

Czesto piszemy zamiast ¢(g, z) po prostu ¢,(x)

Przyklady:

e Niech G, X beda dowolne i niech ¢ : G x X — X bedzie zadane wzorem ¢(g,z) = x. Jest
to dzialanie stale (trywialne)

e Niech G = GL(n,R) i X = R", wowczas ¢ : G x X — X zadane wzorem ¢(A,v) = Av
definiuje nam dziatanie na zbiorze, bo ¢(I,v) = v oraz p(B, ¢(A,v)) = B(Av) = (BA)v =
©(BA,v).

e Niech G bedzie dowolne oraz X = G, wowczas ¢ : G x X — X zadane wzorem ¢(g,x) =
grg~! definiuje dzialanie na zbiorze. Nazywamy to dzialaniem przez sprzezenie.

e Niech G bedzie dowolng grupa i niech dla H < G zbiér X to zbiér warstw lewostronnych
wzgledem H w G, wowcezas ¢ : G x X — X zadane wzorem (g, fH) = gfH definiuje
dzialanie na zbiorze.

Dziatanie grupy na zbiorze ¢ : G x X — X to jest to samo co homomorfizm ¢ : G — Sy, gdzie
Sx to permutacje zbioru X. Zadany jest on wzorem ¥ (g)(x) = ¢(g,x), przy czym ¥(g) € Sx.
Sprawdzmy czy rzeczywiscie tak zadana funkcja zadaje homomorfizm. Chcemy sprawdzié¢, czy
¥(gh) = 1¥(g) - ¥(h). Wezmy dowolne z € X, wowczas

U(gh)(z) = ¢(gh, =)
oraz
U(g) - b(h)(x) = ¥(g)(p(h, x)) = (g, ¢(h, x)) = ©(gh, 1)
czyli ¢ to homomorfizm. Zobaczymy czy w obrazie tego homomorfizmu dostajemy wszystkie
bijekcje zbioru X, czyli czy ¥(g) jest bijekcja. Sprawdzmy czy 1(g~!) jest funkcja odwrotna do
¥(g). Mamy
Y(g) o (g™)(z) = d(g,p(97" 2) = wl9g~ " a) = p(l,2) =2

Zatem rzeczywiscie mamy homomorfizm w bijekcje.

Twierdzenie Dziatanie G na X indukuje homomorfizm 1 : G — Sx oraz kazdy homomorfizm
® : G — Sx indukuje dzialanie grupy G na zbiorze X.

Zadanie 4. B
Niech H bedzie podgrupa w G taka, ze [G : H] < oo. Udowodnij, ze wowczas istnieje H C H
takie, ze H <G oraz [G : H] < c0.
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Cwiczenia 10

Definicja Niech grupa G dziala na zbiorze X oraz x € X. Wtedy zbior

G(z) = {e(g,7) | g € G}

nazywamy orbita elementu x € X przy dziataniu G.

Definicja: Niech grupa G dziata na zbiorze X oraz z € X. Wtedy

G, ={9€G | p(g9,7) = 7}

jest podgrupa w G nazywang stabilizatorem elementu x € X (lub grupa izotropii).

Fakt: Dla dowolnego = € X zachodzi [G : G| = |G(x)].

Whiosek: Dla kazdego x € X zachodzi |G(z)] | |G].

Zadanie 1.

a) Pokaz, ze kazde dzialanie grupy Zs na zbiorze 4-elementowym jest trywialne.

b) Niech G = Zg. Czy kazde dziatanie G na zbiorze 5-elementowym jest trywialne?

Rozwigzanie:

a) Chcemy pokazaé, ze dzialanie jest trywialne, czyli ze dla kazdego = € X i dla kazdego g € Zs
zachodzi p(g,x) = . Wiemy, ze |G(x)| | |G|, czyli skoro |G| = 5, to |G(x)| € {1,5}. Dalej
wiemy, ze zbior X jest suma orbit, czyli |G(x)| < 4. Stad mamy |G(x)|] = 1. Zatem dla
kazdego x € X mamy |G(z)| = 1, czyli dla kazdego g € Zs mamy ¢(g,z) = x.

Pokazalismy w szczegolnosci, ze kazdy homomorfizm ¢ : Zs — S, jest trywialny.

b) Oznaczmy elementy zbioru X jako X = {zy,x9,x3,24,25}. Dzialanie G na zbiorze 5-
elementowym indukuje nam jaki§ homomorfizm ¢ : Zg — S5. Niech (1) = (x1 z3), bo
o(p(1)) € {1,2,3,6}. Dziatanie ® : Zg x X — X zdefiniujemy nastepujaco ®(1,z1) = x,
®(1,x9) = o1 oraz ®(1,x;) = z; dla i € {3,4,5}. Dziatanie to nie jest trywialne, zatem nie
kazde dzialanie G = Zg na zbiorze 5-elementowym jest trywialne.

Zadanie 2.
Niech G bedzie taka grupa, ze |G| = 33, X zbiorem o 16 elementach oraz G dziata na X. Pokaz,
ze istnieje punkt staly tego dziatania.
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Rozwigzanie:

Punkt staly dziatania G na X to x € X taki, ze dla kazdego g € G zachodzi (g, ) = . Wiemy,
ze rzad orbity dzieli rzad grupy, czyli |G(x)| | |G| = 33, zatem |G(x)| € {1,3,11,33}. Ponad to
wiemy, ze zbior X jest suma swoich orbit, zatem jako, ze |X| = 16, to |G(z)| € {1,3,11}. Jesli
dziatanie nie ma punktu stalego, to dla kazdego x € X mamy |G(z)| € {3,11}. Jako, ze 3 f 16,
to dzialanie musi mie¢ 11-elementowsg orbite, ale wowczas skoro 3 f 5, to mamy sprzecznosé. Stad
|G(z)] = 1, wiec element x jest punktem stalym tego dziatania.

Twierdzenie: (Cauchy’ego) Jesli p jest liczba pierwsza dzielaca rzad skoriczonej grupy G, to
G zawiera element rzedu p.

Zadanie 3.
Udowodnij, ze istnieja dwie grupy rzedu 6.

Rozwigzanie:

Jesli |G| = 6, to istnieja a,b € G takie, ze o(a) = 2 oraz o(b) = 3. Woéwezas mamy (a,b) = G,
bo [{a,b)| > 3 oraz |{a,b)| | |G| = 6, czyli |(a,b)| = 6. Jesli w G istnieje element rzedu 6, to
G ~ Zg. Zalozmy wiec, ze w G nie istnieje element rzedu 6. Wiemy, ze (b) jest normalna w
G, bo [G : (b)] = 2. Niech grupa G dziata na zbiorze X = G przez sprzeganie, czyli dzialanie
¢ : G x X — X zadane jest wzorem ¢,(h) = ghg™'. Dzialanie to indukuje inne dzialanie,
bo sprzeganie przez elementy grupy (b) sprawia, ze nie wychodzimy poza grupe (b), bo (b) jest
normalna. Stad mamy dzialanie ¢ : G x (b) — (b). W szczegdlnosci (a) dziala przez sprzeganie
na (b), czyli 1,(b) = aba™' € (b). To dzialanie wyznacza nam homomorfizm £ : (a) — Aut({(b)).

Mamy ¢, € Aut((b)), poniewaz ¥, 0 a(b) = alabaa~t "L b, czyli o = (o)t Jesli
Y, € Aut({b)) to mamy dwie mozliwosci. Albo 1,(b) = b, albo 1,(b) = b*. Jesli ¢, (b) = b,
to aba™' = b, czyli ab = ba. Jako, ze |[{a)| = 2 oraz [(b)| = 3, to (a) N () = {1}. Wiemy,
ze ab € G oraz, ze ab = ba, zatem o(ab) = 6, bo (ab)* = 1 & a*b* = 1, czyli aF = b7F,
ale jako ze a* € (a) oraz b=% € (b) oraz (a) N (b) = {1}, to a* = 1 oraz bF = 1, a stad 2|k
i 3|k, skad k& = 6. Stad mamy sprzecznos$¢ z tym, ze w G nie istnieje element rzedu 6. Jesli
Yo (b) = b%, to G = (a,b), przy czym aba™' = b?, a* = 1 oraz b> = 1. Skonstruujmy izomorfizm
f : Dg — G na generatorach, czyli f(o) = a oraz f(p) = b. Jest to dobrze okreslony homomorfizm,
bo f(opo) = aba = b* = f(0?), f(a®) =a®> =1 = f(1) oraz f(p®) =b> =1 = f(1). Dalej, skoro
a,b € f(Dg), to G = (a,b) C f(Deg), skad f jest epimorfizmem. Jako, ze |Dg| = 6 = |G/, to f jest
izomorfizmem, czyli G ~ Ds.

Fakt: Jesli NWD(n,m) =1, to Zy X Zupy ~= L.

Zadanie 4.

Niech G bedzie grupa skoriczona. Grupa G dziata na zbiorze X = G przez sprzeganie, to znaczy

¢: G x X — X jest zadane przez ¢(g,z) = grg~'.

a) Pokaz, ze orbita x € X jest jednoelementowa wtedy i tylko wtedy, gdy = € Z(G).

b) Zalozmy dodatkowo, ze |G| = p* dla pewnej liczby naturalnej p. Wywnioskuj, ze wowczas
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Z2(G) # {1a}-

Rozwigzanie:

a) Jesli orbita x € X jest jednoelementowa, to |G(x)| = 1, czyli rownowaznie dla kazdego g € G
mamy grg ' = x lub réwnowaznie gr = xg, czyli v € Z(Q).

b) G jest suma pewnych orbit, to znaczy ze istnieja x1, ...,z € G takie, ze G = |JG(x;). Czyli
p*=1+4+ > |G(z)|, bo oczywiscie mamy 1 € Z(G). Wiemy, ze |G(x)| | |G| = p*, czyli
zeG\{1}
|G(z)] = p® dla 0 < b < a. Stad istnieje jeszcze co najmniej p — 1 jednoelementowych orbit.
Stad istnieje x # 1¢ takie, ze |G(z)| = 1, czyli x € Z(G).

Zadanie 5.
Pokaz, ze jesli grupa ma p? elementéw dla pewnej liczby pierwszej p, to jest przemienna.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze |Z(G)| # 1, zatem skoro rzad podgrupy dzieli rzad grupy, to |Z(G)| € {p, p*}. Jesli
|Z(@)| = p?, to Z(G) = G, czyli G jest przemienna. Zalozmy wiec, ze |Z(G)| = p, wowczas
|G/Z(G)| = p?f =p, czyli G/Z(G) ~ 7Z,. Wiemy teraz, ze jesli grupa podzielona przez centrum
jest cykliczna, to grupa jest abelowa, zatem stad otrzymujemy, ze G jest abelowa.

Zadanie 6.
Wyznacz wszystkie grupy rzedu 15.

Rozwigzanie:

Z twierdzenia Cauchy’ego wiemy, ze istnieja elementy a i b takie, ze o(a) = 5 oraz o(b) = 3 oraz
{(a) N (b) = {1}. Przypusémy, ze bab~' & (a), czyli (a) nie jest w szczeg6lnosci normalna. Mamy
o(bab™') = o(a) = 5, zatem (bab™') jest druga podgrupa rzedu 5 taka, ze (bab=')N{(a) = {1}. Niech
wiec H, = {(a) oraz Hy = (bab™'). Rozpatrzmy zbior Hy - Hy = {hihy | hy € Hy, hy € Hy}. Mamy
|Hy - Hy| = ||I§11ng“ = 25. Mamy wiec grupe G o 15 elementach i jej podzbioér o 25 elementach, co
jest niemozliwe. Zatem bab~! € (a). Mamy wiec homomorfizm ¢ : (b) — Aut({a)) zadany wzorem
¢p(a) = bab~!. Ponadto Aut({a)) = Aut(Zs) ~ N, gdzie [N| =5 — 1 = 4. Skoro rzad elementu
dzieli rzad grupy, to homomorfizm ¢ bedzie trywialny. Zatem ¢y(a) = a, czyli bab™! = a skad
ab = ba. Skoro o(a) = 51 o(b) = 3 oraz a i b sa przemienne, to o(ab) = NWW (o(a),o(b)) = 15.
Stad G ~ Zy5 = Z3 X Zs.
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Cwiczenia 11

Zadanie 1.
Zatozmy, ze G jest grupa rzedu 34, w ktorej istnieje doktadnie jeden element rzedu 2. Pokaz, ze
grupa G jest cykliczna.

Rozwigzanie:

Niech a € G bedzie takie, ze o(a) = 2. Dla kazdego elementu g € G mamy o(gag™') = o(a) = 2,

stad jako, ze a jest jedynym elementem rzedu 2, mamy gag~! = a, czyli (a) C Z(G) a stad (a) <G,

Z twierdzenia Cauchy’ego wiemy tez, ze istnieje b € G takie, ze o(b) = 17. Wystarczy, ze pokazemy
[{a)|-|{b)]

ze b jest przemienne z a, bo |{a,b)| = m = 210 = 34, czyli (a,b) = G.

1

I spos6b: Wiemy, ze dla kazdego g € G mamy gag~' = a, zatem w szczegdlnosci bab™! = a <

ab = ba, skad a i b sa przemienne, czyli G jest abelowa.

IT sposdb: Rozpatrzmy dziatanie (b) na zbiorze X = (a) przez sprzeganie. Dzialanie to indukuje
nam homomorfizm ¢ : (b) — Aut((a)) zadany wzorem ¢,(a) = bab~'. Mamy |(b)| = 17 oraz
|Aut((a))| = |Aut(Zs)| = 2 — 1 = 1, skad ¢ jest homomorfizmem trywialnym. Stad ¢y(a) = a,
czyli bab™! = a < ab = ba, czyli G jest przemienna.

Dalej mamy o(ab) = NWW (o(a),o(b)) = NWW (2,17) = 34, skad Z3, ~ (ab) < G, czyli G ~ Z3y.

Zadanie 2.
Niech G bedzie grupa i niech |G| = 2p. Udowodnij, ze

a) jesli G jest przemienna to G =~ Zy,

b) w przeciwnym przypadku G' ma podgrupe normalna indeksu 2 i jest izomorficzna z grupa
dihedralng Dy,

Rozwiazanie:

a) 7 twierdzenia Cauchy’ego wiemy, ze istnieje w tej grupie element rzedu 2 oraz element rzedu
p. Skoro G jest przemienna to ab = ba i wowczas o(ab) = 2p, czyli G = (ab) = Zy,,.

b) Zalozmy, ze G nie jest przemienna, wowczas skoro o(b) = 17, to (b) < G ma indeks rowny 2,
czyli [G : (b)] = 2, czyli (b) <« G. Niech teraz (a) < G dziala przez sprzeganie na (b) <G. To
sprzeganie zadaje homomorfizm ¢ : (a) — Aut((b)) wzorem ,(b) = aba'. Skoro (b) <G, to
aba™! € (b), czyli p,(b) = b" dla pewnego i € {0,1,...,p — 1}. Dalej mamy

Pa2(b) = p1(b) =

oraz z drugiej strony

a2 (0) = a0 (pa(b) = a(b') = abla™ =gba”" - ... aba ! = b"
i razy

Stad b = b, czyli B°' = 1, skad p | 2 — 1. Zatem p | (i — 1) lub p | (p + 1), cayli
skoro 7 € {0,....,p—1},toi=1Ilubi =p—1= —1. Jeslii = 1, to aba™! = b, czyli
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a i b sy przemienne, co jest sprzeczne z zalozeniem. Jesli i = —1, to aba™! = b1 = p~!
i wowczas G = (a,b), gdzie a> = 1 , 0 = 1 oraz aba™' = P~'. Pokazemy teraz, ze
G =~ D,,. Niech f : Dy, — G to homomorfizm zadany na generatorach tak, ze f(o) = a
oraz f(p) = b. Homomorfizm ten jest dobrze okreslony, bo f(0?) =a? =1, f(pP) = b =1
oraz f(opo~t) =aba™! = b=t = f(pP~1). I stad f jest epimorfizmem, bo a,b € im(f). Stad
skoro |Dg,| = 2p = |G, to f jest izomorfizmem, czyli G =~ Ds,.

Zadanie 3.
Niech X bedzie zbiorem zlozonym z wszystkich podgrup grupy S;. Grupa S; dziata na X przez
automorfizmy wewnetrzne. Niech z = ((1 2 3)) € X. Wyznacz orbite G(z) oraz stabilizator.

Rozwigzanie:
Dzialanie ¢ : G x X — X zdefiniowane jest nastepujaco ¢(g, H) = gHg™'. Mamy wigc

G(z) ={p(g,z) | g€ Sy ={9((123))g7" | g € Si}

Dla o € Sy mamy o(1 2 3)o~! = (o(1) o(2) o(3)), zatem w orbicie beda wszystkie grupy genero-
wane przez 3-cykle, czyli

Gr) = {((123)),((124)),((234)),((134))}

Dalej mamy [G : G,] = |G(x)| = 4. Z twierdzenia Lagrange’a mamy wiec 4 = [Sy : G| =
skad |G| = 2 = 6. Wiemy, ze

Go={g€ S| (9(123)g7") =((123))}

Skoro ((1 2 3)) ~ Zs, to ((1 2 3)) C G,, bo mamy wowczas grupe¢ przemienna. Dalej mamy
(12)(123)(12)7'=(213)€{(123))
zatem (1 2) € G,. Analogicznie (2 3), (1 3) € G,. Skad ostatecznie mamy

G, = {{id},(12),(13),(23),(123),(132)} ~Ss

Definicja: Centralizatorem elementu x w grupie G nazywamy zbiér wszystkich elementow tej
grupy, ktoére sa z nim przemienne

Co(z)={9€G|gr=29} ={g€G | gzg ' =z}

Jest to szczegblny przypadek stabilizatora dla grupy G dziatajacej na zbiorze X = G dziataniem
pg(z) = gzg~".

Zadanie 4.
Niech 0 = (1 2 3 4 5) € A5. Wyznacz centralizator elementu o w grupie Ss oraz As. Policz moce
klasy sprzezonosci w kazdej grupie.
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Rozwigzanie:
Wiemy, ze [Ss : Cs,(0)] = |S5(0)| = 4! = 24. Stad z twierdzenia Lagrange’a mamy 4! =

czyli |Cg,(0)] = 5. Mamy

Cs;(0) ={9 € S5 | gog™" € o}
Oczywiscie o' jest przemienne z o, czyli 0 - 0 - 07% = o, zatem (o) C Cs, (). Skoro |{(c)| = 5, to
mamy Cs, (o) = (o).
Wyznaczmy teraz centralizator o w grupie As. W tym celu zobaczmy jak sie maja do siebie
Ca,(0) ={g € A5 | go = og} oraz Cs,(0) = {g € S5 | go = 0g}. Mamy oczywiscie zawieranie
Ca;(0) € Cs.(0). Skoro Cg.(0) = (o) C A, to Cs,(0) C Cy,(0). Czyli Cy (o) = (o).
Dalej mamy |A5(0)| = [A5 : Ca,(0)] IC‘::,ﬁ
w Ajs jest 12 permutacji.

= %—0 = 12. Stad w klasie sprzezonoscio = (1234 5)
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Cwiczenia 12

Zadanie 1.
Niech G bedzie grupa. Pokaz, ze liczba elementéw rzedu 7 w G nie moze by¢ rowna 12.

Rozwigzanie:

Przypusémy, ze istnieje grupa G, ktora ma 12 elementéw rzedu 7. Wowcezas istnieje element a taki,
ze o(a) =7, czyli w (a) kazdy z szesciu elementéw ma rzad 7. Dalej, skoro w G jest 12 elementow
rzedu 7, to istnieje element b ¢ (a) taki, ze o(b) = 7 oraz w (b) jest szes¢ elementow rzedu 7 takich
ze (a) N (b) = {1}. Stad w grupie G istnieja doktadnie dwie podgrupy rzedu 7.

I sposdb: Rozpatrzmy wiec dziatanie grupy G na zbiorze X = {(a), (b)} przez sprzeganie.
Pokazemy, ze a i b sa przemienne. Dziatanie jest zdefiniowane nastepujaco ¢ : G x X — X wzorem
¢(g, H) = gHg™*. Dzialanie to (po obcieciu do grupy (a)) indukuje nam dzialanie @ : {(a)x X — X.
Z kolei dziatanie @ indukuje nam homomorfizm f : (a) — Sx = f: (a) — S2. Wiemy, ze |(a)| =7
oraz |Sa| = 2, czyli NWD(|[(a)|,|S2]) = 1, czyli f musi by¢ homomorfizmem trywialnym. Stad
mamy a - (b) -a~! = (b) oraz a - {a) - a~! = (a). Stad w G mamy podgrupe (a, b) > (b). Dzialanie
G = (a) na X = (b) przez sprzeganie zadaje nam wiec homomorfizm 9 : (a) — Aut((b)). Mamy
|(a)| = 7 oraz |Aut((b))| = |Aut(Z;)| = 6, skad (jako, ze NW D(7,6) = 1) ¢ jest homomorfizmem
trywialnym, czyli p,(b) = aba™" jest identycznoscia (@, = id), zatem aba™! = b, skad ab = ba.
Mamy wiec, ze a i b sa przemienne oraz (a) N (b) = {1}. Pokazemy, ze (a,b) ~ (a) x (b). Elementy
w (a) x (b) sa postaci (a*,b'), natomiast elementy w (a,b) sa postaci a®1b?a® ..., ale skoro a i
b sa przemienne, to elementy te sa postaci a®b’. Zadajmy wiec izomorfizm miedzy tymi grupami
¢ : {a) x (b) = {a,b) wzorem @(a* b') = a*b'. o jest ,na” co jest oczywiste oraz homomorfizmem
co réwniez jest oczywiste (bo ab = ba). Dalej mamy ker(p) = {(a*,b!) € (a) x (b) | a*b' =
lg} = {(a*, b)) € (a) x (b) | a* = b'} czyli jako, ze (a) > a* = b~' € (b), to a* = b7l = 1g,
czyli ker(p) = {(1,1)}. Skoro jadro jest trywialne, to ¢ jest izomorfizmem, wiec z twierdzenia o
izomorfizmie mamy (a,b) ~ (a) X (b) ~ Z7 X Zz. Dalej elementami rzedu 7 w grupie Z; X Zz to
wszystkie elementy oprécz elementu neutralnego. Czyli w G musi byé co najmniej 49 — 1 = 48
elementow rzedu 7, co jest sprzeczne z tym, ze elementow jest 12.

IT spos6éb: Wiemy, ze (ab)” = 1, bo a i b sg przemienne, zatem o(ab) < 7. Dalej (ab)* = 1 &
afth =1, czyli b = a™* € (a) N (b) = {1}, skad a* = 1 oraz b* = 1. Skad k = 7 jest najmniejszym
takim k. Zatem mamy o(ab) = 71iab ¢ (a)iab ¢ (b), czyli w G istnieje co najmniej 13 elementow
rzedu 7.

Problem: Dana jest grupa G oraz zbior X taki, ze | X| = n. Mamy skonstruowaé¢ dzialanie G na
X o pewnych wtlasnosciach

Obserwacja 1: Niech X;, X, to pewne zbiory. Rozpatrzmy sume roztaczna tych elementow
XiUXs. Niech p: G x X; = Xji¢: G x Xy — Xy to dziatania G na tych zbiorach. Wéwczas
istnieje dziatanie o : G x (X; U Xy) — X; U X5 zadane wzorem

(9. 2) o(g,x) dlazxe X,
o(g,x) =
g U(g,x) dlaze X

Obserwacja 2: Jesli mamy grupe G i jej podgrupe H < (G, to mozemy rozpatrywaé¢ dziatanie
G na zbiorze warstw wzgledem H, czyli na zbiorze X = G/H. Dziatanie ¢ : G x (G/H) — G/H
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zdefiniowane jest wzorem (g, hH) = ghH. Dziatanie to jest tranzytywne, czyli ma jedna orbite,
czyli dla kazdych gH,hH € G/H istnieje element p € G taki, ze p(p,hH) = gH (wynosi on
p = gh™'). Stabilizatorem H bedzie Gy = {g € G | (g9, H) = H} = H (stabilizatorem gH bedzie
gHg™).

Zadanie 2.
Niech grupa S5 dziala na zbiorze 8-elementowym. Czy istnieje dziatanie, ktore ma 2 punkty stale
oraz

a) 4 orbity
b) 3 orbity

Rozwigzanie:
Niech X = {zy,...,25}. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze punkty state to z7 i xg, czyli
dla kazdego g € S3 mamy ¢(g,x7) = x7 oraz ¢(g,xs) = xs. Zatem orbity tego dzialania to m.in.
G(z7) = {x7} oraz G(xg) = {xs}.
a) Chcemy, aby nasze dzialanie miato 4 orbity. Niech wiec G(x1) i G(z4) to pozostale dwie
orbity. Wiemy, ze suma mocy orbit jest rowna mocy zbioru, zatem

L+ 1+ |G(x)] 4+ |G(24)| = 8
oraz ze moc orbity dzieli moc zbioru, czyli |G(z;)| | |Ss| = 6, skad |G(z;)] € {1,2,3,6}. Z
tych dwoch faktow otrzymujemy, ze |G(z1)| = |G(x4)| = 3. Niech wiec G(z1) = {x1, z2, x5}
oraz G(x4) = {x4, x5, 26}. Checemy teraz skonstruowaé dziatanie o takich orbitach. Skonstru-

ujmy wiec najpierw dzialanie tranzytywne G na zbiorze {z,x2, 23} a nastepnie na zbiorze
{4, x5, 26}, a nastepnie skonstruujmy dziatanie na ich sumie roztaczne;.

Konstruujemy dziatanie na zbiorze X; = {1, 29, 23}. Wiemy, ze [G : G| = |G(z1)| = 3,
skad mamy |Gy, | = 2. Szukamy podgrupy w S, ktora ma dwa elementy. Jest to na przyktad
(1 2)). Chcemy aby ta podgrupa byla stabilizatorem. Zdefiniujmy dziatanie o : S5 x
(53/((1 2))) — S3/((1 2)) wzorem o (g, h{(1 2))) = gh((1 2)). Wiemy, ze [S3/((1 2))| = 3,
zatem istnieje bijekcja f1 : X7 — S3/{(1 2)). Zdefiniujmy dziatanie ¢y : G x X; — X;
wzorem

U1(g, ;) = f1 (o, fi(z:) € X,

Yy jest dziataniem tranzytywnym S35 na Xj.

Analogicznie konstruujemy dziatanie na zbiorze Xy = {x4, x5, 76} Mamy ¢y : G X X5 =Y

Pa(g, i) =[5 (0(g, fa2:) € Xo
gdzie fo to bijekcja miedzy zbiorami X5 i S3/((1 2)). 1, to dzialanie tranzytywne S3 na Xs.

Dalej okreslamy 13 : G x {x7} — {x7} okreslone wzorem 3(g, x7) = x7 oraz ¢, : G x {xg} —
{zs} okreslone wzorem 14(g, xs) = xs. Na koniec ¢ : S3 x X — X okreslamy wzorem

Yi(g,r)  dlax € {x1, 29, 23}

~ Je(g,x)  dlax € {xy, 25,76}
vlg,w) = Ps3(g,x)  dlax =27
Us(g,x) dlaz = xg
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b) Trzecia orbita bedzie G(x1) = {z1, xa, 3, T4, x5, x6}. Skonstruujmy wiec dziatanie na zbiorze
Xi{z1, e, x3, 24, x5, 26}. Wiemy, ze [G : G,,| = |G(z1)| = 6, zatem |G,,| = 1, skad G, = id.
Istnieje bijekcja fi : X7 — S3/{id}, poniewaz | X;| = |Ss/{id}| = |S3] = 6. Ponadto dzialanie
o G x (S3/{id}) — S3/{id} okreslone wzorem (g, h{id}) = o(g,h) = gh{id} = gh jest
tranzytywne. Zdefiniujmy wiec dziatanie ¢ : G x X; — X; wzorem

e(g,x) = fi ' (o(g, fi(2)))

Niech teraz ¢ : G x X — X zadane bedzie wzorem

x dla z € {z7, 25}

QO(g,[E) dla‘ YIS {mlax27x37x47x57x6}

Y(g, ) = {

Twierdzenie: (Drugie twierdzenie o izomorfizmie) Niech H, N < G. Woweczas jesli N <G, to
H/(HNN)~ (HN)/N.

Zadanie 3.
Niech H < S,,. Pokaz, ze jesli H £ A,,, to H - A, =S, oraz |H| =2|H N A,|.

Rozwiazanie:

Wystarczy, ze pokazemy ze H - A, zawiera wszystkie permutacje parzyste i wszystkie permutacje
nieparzyste. Skoro 1 € H, to {lo | 0 € A,} = A, C H - A,,, zatem musimy pokazac, ze H - A,
zawiera wszystkie permutacje nieparzyste. Skoro H £ A, to istnieje h € H \ A, czyli permutacja
nieparzysta. Wowczas w H - A,, zawiera sie zbior {h-o | 0 € A, }. Pokazemy, ze dowolna permutacje
nieparzysta mozemy napisa¢ w tej postaci. Niech 7 ¢ A,, wowczas 7 = h - (h™! - 7). Wystarczy
wiec pokazaé, ze h™! - 7 to permutacja parzysta. Ale skoro h jest nieparzyste to h™! tez jest
nieparzyste i skoro 7 jest nieparzyste to h=!- 7 jest parzyste jako zlozenie permutacji nieparzyste;j.
Stad wszystkie permutacje nieparzyste naleza do H - A,,. A stad H - A, = S,,.

Z twierdzenia o izomorfizmie mamy

[H/(H 0 An)| = [(H - Ay)/An| = |Sn/An| =

nl

Zadanie 4.
Niech 0 € A,,. Pokaz, ze

a) jesli Cg, (o) £ A,, to klasa sprzezonosci elementu o w S, jest rowna klasie sprzezonosci w A,

b) jesli Cg, (o) < A,, to klasa sprzezonosci elementu o w S, jest suma dwoch réznych rowno-
licznych klas sprzezonosci w A,,.

Rozwigzanie:
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a) Chcemy pokaza¢, ze jesli Cg, (o) £ A, czyli {g € S, | go = 0g} £ A, to wowczas klasa
sprzezonosci o w S, rowna jest klasie sprzezonosci o w A, czyli S,(0) = A,(0). Mamy
Sp(0) ={gog™ | g € S,} oraz A, (o) = {gog™* | g € A,}, zatem A,(c) C S,(0). Wiemy,

e |Su(0)] = [Sh : Cs,(0)] = 2L oraz |Ay(0)] = oLy = |C2'5 "l Skoro C, (o) £ Ay,
to |Cs, (0)] = 2|Cs, (0) N A,|l. Mamy A, N{r €S, | o7 =70} = {T €A, |or =10} =
Canlo). zatem |Cs, ()] = 210, (0] Stad |4,(0)] = AL = L — |5, (0)]. A stad
A, (o) = S,(0).

b) Zalozmy, ze o € A, oraz Cg,(0) < A,,. Wowczas Cg, (o) = Cy, (o). Stad |CLA a o1 = : ‘CLi"(‘ -
Zatem S,(0) = A,(0) U X, gdzie X to zbior pozostalych elementow, przy czym |A,(o)| =
| X| = %|Sn(a)\. Pokazemy, ze X tworzy klase pewnego elementu w A,,. Wezmy dowolny

element p € X, wowczas S,(p) = S,(0), bo 0 € S,(0) oraz p € S,(0). Pokazemy, ze
Cs,.(p) < A,. Mamy Cs,(p) = {T € S, | Tp7~! = p}. Skoro p i o sa ze sobg sprzezone
w S, to istnieje o € S,,, ze p = aca~! i skoro o € A,, to p € A,. Dalej a nie moze by¢
parzyste, bo wowczas p € {gog™' | g € A,} = A,(0). Zatem « jest nieparzyste. Dalej
mamy Cs, (p) = {7 € S, | Tp7™t = p} = {7 € S, | (ra)o(ra)™' = p}, czyli znow jesli
Ta jest parzyste, to p € A, (o). Skad Ta jest nieparzyste, a skoro « jest nieparzyste, to T
musi by¢ parzyste. Stad Cg, (1) = {7 € A, | 7p = p7} < A,,. Teraz skoro Cs, (p) < Ap, to
postepujac analogicznie mamy S, (p) = A, (p) UY, skad jako, ze A, (c)NA,(p) =0 (bo klasy
sprzezonosci albo sa sobie rowne albo sa roztaczne) mamy S, (p) = S,(0) = A, (o) U An(p).

Fakt: Jesli grupa G dziala na zbiorze X, to jesli y € G(z), to G, = gG,g~" dla pewnego
g € G, gdzie G, ={h € G | ¢(h,y) =y} dla dzialania .

Twierdzenie: Jesli G jest grupa abelowa to
Gﬁzpfln X .. XZPZ%

gdzie o;j > 1 oraz p; to liczby pierwsze niekoniecznie rézne.

Zadanie 5.
Opisa¢ wszystkie grupy abelowe rzadu 100.

Rozwigzanie:
Mamy |G| = 100 = 22 - 52, zatem jedna z grup bedzie

G1 = Zioo = Zy X ZLys
(bo wiemy, ze jesli NWD(m,n) =1, to Zyy = Zyn X ZLy,). Innymi grupami sa
Go =7y X Lo X Zs X Ly (= Lo X Zyo bo Zo X Zs = Zqo)
G = 7y X s X Ls
Gy =7y X Ly X Loy
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Pokazemy, ze grupy te nie sa parami izomorficzne. W G istnieje element rzedu 100, natomiast w
pozostalych grupach taki element nie istnieje, poniewaz NWW elementéow kazdej z podgrup Zs
i Zs jest mniejsze niz 100. W G5 maksymalny rzad elementu wynosi 10, w G3 maksymalny rzad
elementu wynosi 20, natomiast w G4 maksymalny rzad elementu to 50. Stad grupy Gs, G5 oraz
(G4 sa parami nieizomorficzne. Stad wszystkie grupy abelowe rzedu 100 to Gy, G, G5 i Gy.
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Cwiczenia 13

Definicja: Niech G to skoriczona grupa i p to liczba pierwsza dzielaca |G|. p-podgrupa Sylowa
nazwiemy dowolng podgrupe rzedu p™, gdzie p™*! nie dzieli |G|.

Twierdzenie: (Sylowa) Jesli G grupa skoriczona i p to liczba pierwsza, to

1. jesli p™ dzieli |G|, to G zawiera podgrupe rzedu p™. W szczegolnosci, gdy p dzieli |G|, to
G zawiera p-podgrupe Sylowa

2. jedli P, @ sa p-podgrupami Sylowa, to istnieje x € G takie, ze Q = xPx~!

3. niech n, oznacza liczbe p-podgrup Sylowa w G. Woéwczas n, dzieli |G| oraz n, =1 mod p

Zadanie 1.
Wyznacz postaé i liczbe podgrup Sylowa w grupie

a) 52

b) Da,

Rozwigzanie:

a) Mamy |S,| = 4! = 23 - 3, stad mamy 2-podgrupy Sylowa o rzedzie réwnym 8 oraz 3-podgrupy
Sylowa o rzedzie rownym 3. Jesli ny to liczba 2-podgrup Sylowa, to ny | 24 oraz ny = 1
mod 2, skad ny = 3 lub n3 = 1. Jesli ng to liczba 3-podgrup Sylowa to ng | 24 i ng = 1
mod 3, skad n3 = 4 lub ng = 1. 3-podgrupy Sylowa sa generowane przez elementy rzedu 3 w
Sy. Elementami rzedu 3 sa (- - -), zatem 3-podgrupami Sylowa sa

((123)), ((124)), ((234)) oraz ((134))

Wyznaczmy teraz 2-podgrupy Sylowa. 2-podgrupy Sylowa to podgrupy rzedu 8 w S;. Jedna
z podgrup bedzie f(Dg), gdzie f : Dg < Sy to

f(Dg) ={id,(1234),(13)(42),(4321),(12)(34),(13),(14)(32),(24)} <S54

Ta podgrupa nie jest normalna, zatem gH g~ ! # H dla pewnego g € S,, zatem istnieje jeszcze
co najmniej jedna 2-podgrupa Sylowa. Innymi 2-podgrupami Sylowa beda

{id,(1243),(14)(32),(3421),(12)(34),(14),(13)(42),(23)}<5,

oraz

{id,(1324),(12)(43),(4231),(13)(24),(12),(14)(32),34)}<85,
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Zadanie 2.
Oblicz liczbe p-podgrup Sylowa w grupie .S, gdzie p jest liczba pierwsza.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze jesli n, to liczba p-podgrup Sylowa, to n, =1 mod p oraz n, | p!. p-podgrupy Sylowa
maja p elementéw, poniewaz p? f p!. Ponadto p-podgrupa Sylowa dla p bedacego liczba pierwsza
jest cykliczna. Elementy rzedu p w S, to cykle dlugosci p. Cykli dltugosci p w S, jest (p — 1)!.
Jesli o jest cyklem dlugosci p w S,, to w (o) ~ Z, jest p — 1 elementow rzedu p. Skoro kazde dwie
grupy generowane przez p-cykl maja trywialne przeciecie, to liczba réznych p-podgryp Sylowa to

> 1)1
n, = (5)71)) =(p—2)L

Ciekawostka z teorii liczb: Z twierdzenia Sylowa wiemy, ze n, = (n —2)! =1 mod p, czyli
(p—1)!=p—1=—-1 mod p - to twierdzenie to twierdzenie Wilsona.

Fakt: P jest jedyna podgrupa Sylowa wtedy i tylko wtedy, gdy P < G.

Zadanie 3.
Niech G bedzie grupa rzedu 12. Udowodnié, ze

a) jesli 3-podgrupa Sylowa nie jest podgrupa normalna, to 2-podgrupa Sylowa jest podgrupa
normalng. Czy jest to prawda dla grup rzedu 247

b) jesli grupa G nie jest przemienna i ma 12 elementéw oraz jej 2-podgrupa Sylowa jest normalna
to G jest izomorficzna z Ay.

Rozwigzanie:

a) Skoro 3-podgrupa Sylowa nie jest normalna, to istnieja co najmniej dwie 3-podgrupy Sylowa.
Wiemy, ze jesli n3 to liczba 3-podgrup Sylowa, to ng | 12 oraz n3 = 1 mod 3, skad n3 = 4.
Kazde dwie podgrupy Sylowa sa rzedu 3, zatem maja trywialne przeciecie. Stad w G jest
2 -4 = 8 elementow rzedu 3 oraz jeden element rzedu 1. Wiemy, ze w G istnieje 2-podgrupa
Sylowa, czyli grupa rzedu 4 (bo rzad to najwicksza liczba 2¢ taka, ze 2¢ | 12). Stad w G
istnieje co najwyzej 12 — 9 = 3 elementy rzedu 2 lub 4. Wiemy, ze w dowolnej grupie rzedu
4 istnieja dokladnie 3 elementy rzedu 2 lub 4, skad istnieje co najwyzej jedna podgrupa
rzedu 4. Zatem istnieje doktadnie jedna podgrupa rzedu 4, czyli ta 2-podgrupa Sylowa jest
normalna.

Teza nie jest prawdziwa dla grup rzedu 24, poniewaz w S3 istnieje 3-podgrupa Sylowa ktora
nie jest normalna (bo liczba 3-podgrup Sylowa wynosi 4) oraz kazda z 2-podgrup Sylowa nie
jest normalna (bo liczba 2-podgrup Sylowa wynosi 3).

b) Mamy doktadnie jedna 2-podgrupe Sylowa (niech bedzie to H,) oraz jedna lub cztery 3-
podgrupy Sylowa (niech bedzie to Hs). Jesli mamy jedna 3-podgrupe Sylowa, to jest ona
normalna. Mamy wiec |G| = 12, |Hy| = 4, |H3| = 3 oraz Hy, H3 <G i stad G = Hy X Hj.
Grupa H, jest przemienna bo jej rzad jest kwadratem liczby pierwszej. Grupa Hj jest
przemienna, bo jest izomorficzna z Z3. Stad G jest przemienne. Mamy wiec sprzecznosé, czyli
mamy cztery 3-podgrupy Sylowa. Niech X to zbior tych podgrup X = {Hs,, Hs,, Hs,, H3, }.
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Rozpatrzmy dziatanie grupy G na zbiorze X przez sprzeganie, czyli ¢ : G x X — X bedzie
zadane wzorem ¢(g, H;) = gHg™' € X. Dzialanie to zadaje homomorfizm f : G — Sx =
Sy. Pokazemy, ze ker(f) = {lg}. Mamy ker(f) = {g € G | f(9)(H;) = H;} = {g €
G |Vu,gH;g~' = H;} ... Stad istnieje monomorfizm f : G — S, oraz f(G) ~ G (bo f(G) =
im(f) ~ G/ker(f) = G/{id} = G). Dalej f(G) < S, oraz | f(G)| = 12. Wiemy takze, ze w G
jest osiem elementéw rzedu 3 (bo mamy cztery 3-podgrupy Sylowa, kazda o rzedzie réownym
3, czyli w kazdej dwa elementy maja rzad 3 i podgrupy te maja trywialne przeciecie), skad
wszystkie permutacje bedace 3-cyklem naleza do f(G). Skladajac odpowiednio dwa cykle
dhugosci trzy, mozemy wygenerowaé¢ wszystkie permutacje postaci (- -)(- -), skad jako, ze
|f(G)] =12, to f(G) = A4, astad G ~ A,.

Zadanie 4.
Jedynym automorfizmem grupy skornczonej jest identycznosé. Udowodnij, ze jest to Zs lub {e}.

Rozwigzanie:
Rozwazmy dwa przypadki

1. Grupa G nie jest przemienna. Wiemy, ze Inn(G) < Aut(G) oraz, ze Inn(G) ~ G/Z(QG).
Skoro G nie jest przemienna, to G # Z(G), czyli Inn(G) ~ G/Z(G) # {id} i wowczas
Aut(G) # {id}

2. Grupa G jest przemienna. Funkcja ¢ : g — g~ ! jest bijekcja. Dalej mamy

_ h_lg_l G jest pr:zemienna

p(gh) = (gh)™ g 't =(g) - ¢(h)

skad ¢ jest izomorfizmem, czyli ¢ # id oraz ¢ € Aut(G). Skoro Aut(G) = {id}, to Vyegg™ =
g, czyli g*> = 1. Z klasyfikacji skoniczonych grup abelowych mamy

GE\ZQXZQX...XZ%

n razy

dla pewnego n € NU {0}. Skonstruujmy nietrywialny homomorfizm

wZZQX...XZQI—)\ZQX...XZ%

n;;zy n;gzy
dla n > 2 wzorem
Vel .. en) = (€2,...,En,61)

gdzie g1 € {0,1}. 1 jest oczywiscie bijekcja oraz ¢ jest homomorfizmem, bo zgadza sie na
wspohrzednych. Jesli n > 2, to homomorfizm nie jest trywialny i stad Aut(G) # {id}. Jesli
G = {id}, to oczywiscie Aut(G) = {id}. Jesli G = Zy, to rowniez Aut(G) = {id}.
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Cwiczenia 14

Twierdzenie Niech G, G, G5 beda grupami. Woéwczas grupa G jest izomorficzna z grupa G X
G5 wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg podgrupy normalne Ny i Ny grupy G takie, ze

® ]\/vZ ~ Gz
® N1 N N2 = {6}
° G: N1N2

Whniosek: Niech G bedzie skoriczona grupa i niech H, N < G. Jesli |H| i |N| sa wzglednie
pierwsze oraz |G| = |N| - |H|, to G ~ H x N.

Zadanie 1.
Niech |G| = 20 oraz niech H bedzie podgrupa normalna rzedu 4. Pokaz, ze G jest abelowa.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze |G| = 20 = 22 - 5, zatem z twierdzenia Cauchy’ego wiemy, ze istnieje podgrupa N ~ Z;
rzedu 5. N jest 5-podgrupa Sylowa. Niech nj to liczba takich podgrup. Wéwcezas ns =1 mod 5
oraz ns | 20, skad ns = 1, czyli N < G. Jesli z € HN N, to o(z) € {1,5} oraz o(x) € {1,2,4},
skad o(x) = 1, czyli = to element neutralny. Ponadto NH < G oraz [NH| = 4 -5 = 20, skad
NH = G, zatem G ~ N x H. Mamy N ~ Zs oraz H ~ 7Z, lub H ~ 7, X Z5. Kazda z tych grup
jest przemienna, zatem G jest przemienna.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze grupy Zs x S3 oraz Dy sa izomorficzne.

Rozwigzanie:

I spos6b: Grupa Ss jest izomorficzna z (o, p?), natomiast Z, jest izomorficzna z (p3). Podgrupa
(0, p?) < Dy jest podgrupa normalna, bo ma indeks réwny 2, natomiast podgrupa {p3) < Di,
jest podgrupa normalng bo jest to centrum tej grupy. Dalej (o, p*) N (p?) = {id} oraz |Dis| =
12 =6-2 = [{a,p*)| - |(p*)|, czyli skoro (o, p?) - (p*) C Dis to (o, p?) - (p*) = Dis. Stad mamy
Dy =~ (0, p?) x (p®) =~ S3 X Z,.

IT spos6b: Skonstruujemy homomorfizm f : D5 — S3. Djs to izometria szesciokata foremnego.

W szesciokacie foremnym mamy trzy gléwne przekatne. Oznaczmy je jako 1,2,3. Homomorfizm
bedzie mowil nam jak dla danej izometrii g € Dy, jaka jest permutacja gléwnych przekatnych

f(g) = permutacja przekatnych
Jadro tego homomorfizmu to ker(f) = {id, p?} ~ Z,. Wiemy, ze ker(f) < Dyy. Z twierdzenia o
izomorfizmie, wiemy ze Dio/ ker(f) ~ im(f), ale skoro |Dis/ ker(f)| = 6, to f jest ,na”. Szukamy
wiec H < Dy takiego, ze f|H jest roznowartosciowa. Wtedy H ~ f(H) ~ S3;. Niech wiec

H = (0,p%) = {id, o, p% p*,0p* op*}. Skoro H nie jest przemienna, to jest izomorficzna z Ss.
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H jest normalna w Dis, bo [Dyy : H| = 2. Dalej {0,p%) N (p®) = {id} oraz |Dip| = 12 =
6-2 = [(o, p*)] - [{p°)], czyli skoro (o, p?) - (p?) C Dz to (0, p%) - (p°) = Dia. Stad mamy Dy, ~
(o, p%) x (p®) ~ S3 X Zs.

Definicja: Komutatorem elementéw a,b € G nazwiemy element [a,b] = aba='b~!. Komu-
tantem G’ grupy G nazwiemy podgrupe generowana przez wszystkie komutatory w G, czyli
G = ([a,b] | a,b € G).

Twierdzenie: Niech G bedzie grupe z komutantem G’. Wowczas
1. G'«G
2. GG jest grupa abelowa

3. Niech N <G. Wtedy grupa G/N jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G’ C N

Fakt: Jesli mamy homomorfizm f : G — H oraz H jest przemienna, to wowczas G’ C ker(f).

Whniosek: Komutant to najmniejsza podgrupa normalna taka, ze iloraz jest grupa abelows.

Fakt: Dla kazdego homomorfizmu f : G — H oraz N < G takiej, ze N C ker(f), istnieje
doktadnie jeden homomorfizm f G/N — H taki, ze f om = f.

Zadanie 3.
a) Wyznacz komutant grupy Dag

b) Wyznacz liczbe homomorfizmow Doy — Zog X Zog

Rozwigzanie:

a) Wezmy H = (p?). Jest to podgrupa normalna w Do, poniewaz jest to jedyna 5-podgrupa Sy-
lowa w grupie Dyg. Dalej mamy | Dy /{p*)| = 4 = 2%, zatem Dy /{p?) jest grupa przemienna,
bo jej moc jest kwadratem liczby pierwszej. Stad Db, C (p?). Wiemy, ze rzad podgrupy
dzieli rzad grupy, zatem |Di,| € {1,5}. Jesli D}, = {id}, to Day/Djy, = Dap a to nie jest
grupa abelowa. Stad Db, = (p?).

b) Niech |hom(X — Y| to liczba homomorfizméw X — Y. Wiemy ze dla dowolnego homo-
morfizmu f : Doy — Zog X Zog mamy (p®) C ker(f), bo Zag X Zsgg jest przemienna. Dalej
wiemy, ze [|hom(Day — Zagg X Zag)| = |hom(Dag — Zaog)|>. Wiemy, ze jesli grupa H jest prze-
mienna, to dowolny homomorfizm £ : G — H faktoryzuje sie przez iloraz G /G’, gdzie G’ jest
komutantem grupy G. Stad dla kazdego g : Dy — Zog mamy (p*) C ker(g). Z twierdzenia
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o izomorfizmie wiemy, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm g : Dayy/(p?) — Zss. Dalej
mamy |Dao/{p*)| = 4, czyli jest izomorficzne z Zy lub z Zy X Zs, ale skoro w Dag/{p?) nie ma
elementu rzedu 4, to Dayg/{p*) =~ Zy X Zy. Stad mamy

|hOH1(D20 — Z26 X Z26)| = ]hom(Dgo — Z26)|2 = ]hom(ZQ X Z2 — Z26)‘2
Jako, VAS) mamy ZQG = ZQ X Zlg, to
|h0m(ZQ X ZQ — Z26)|2 = (|h0m(Z2 X ZQ — ZQ)‘ . |h0m(Z2 X ZQ — Z13>|)2

Jako, ze |Zox Zsy| = 4 oraz | Zy3| = 13, to jedyny homomorfizm Zg X Zy — Z13 to homomorfizm
trywialny, skad
|h0m(Z2 X Lo — Z26)|2 = |h0m(Z2 X Lo — Z2)|2

Homomorfizméw Zy X Zy — Zo jest 4, zatem
|h0m(D20 — ZQ@ X ZQG)l = |h0m(Z2 X ZQ — Z2)|2 = 42 =16

bo kazdy z generatoréw (1,0) i (0,1) moze przejs¢ na dowolny element z Zs, co daje nam
2 - 2 = 4 mozliwodci.

Fakt: Jesli o € hom(G — H) oraz NW D(|G|,|H|) = 1, to ¢ jest homomorfizmem trywialnym
i stad |hom(G — H)| = 1.

Fakt: Niech G bedzie grupa cykliczna rzedu n. Woéwczas dla dowolnej liczby naturalnej &,
dzielacej n, istnieje w grupie G doktadnie jedna podgrupa rzedu k.

Zadanie 4.

Niech G bedzie skoriczona grupa abelowa. Wykaz, ze G jest cykliczna p-podgrupa dla pewnej
liczby pierwszej p wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych nietrywialnych podgrup F, H grupy G,
zachodzi F'N H # {e}.

Rozwigzanie:
Skoro G jest abelowa, to G ~ szlxl X oo X Lo

= Zalozmy, ze G ~ Z,». Przypusémy, ze istnieja wlasciwe podgrupy F'i H podgrupy G, takie
ze F' N H = {e}. Niech |F| = p® oraz |H| = p®, wowczas z twierdzenia Cauchy’ego istnieje o € F
takie ze o(«) = p oraz istnieje § € H takie, ze o(3) = p. Zatem (a) < F oraz () < H. Ale skoro
w Z,. istnieje dokladnie jedna podgrupa rzedu p, to () = (8) i stad F'N H # {e}.

< Zalozmy, ze dla kazdych F, H nietrywialnych podgrup G zachodzi F'N H # {e}. Przypus¢my
nie wprost, ze n > 2, wtedy F' = Z,o x {0} x ... x {0} oraz H = {0} x Z,o> x ... x {0} sa
podgrupami w G. Wowcezas F'NH = {(0,...,0)} = {e}. Mamy wi¢c sprzecznos¢, czyli G ~ Zpo.
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Cwiczenia 15

Zadanie 1.
Ktoére z ponizszych grup sa izomorficzne?

Ly X Sy, Lo X L, L3 x Ly, D

Rozwiazanie:

Policzmy najwiekszy rzad elementéw w kazdej grupie. W Zy x S3 bedzie to 6, w Zs X Zg bedzie
to 6, w Zs x Z, bedzie to 12, natomiast w Dis bedzie to 6. Stad Zz x Z4 nie jest izomorficzna
z pozostatymi grupami. Dalej Zy x Zg jest grupa abelowa, zatem jako ze pozostale dwie nie
sa, to nie moze by¢ z nimi izomorifczna. Pokazemy, ze Zy x S5 jest izomorficzna z Dis. Mamy
Sy >~ Dg =~ (0, p*) (gdzie o, p € Dyy), natomiast Zy ~ (p*). Podgrupa (o, p*) < Dy jest podgrupa
normalng, bo ma indeks réwny 2, natomiast podgrupa (p?) < D15 jest podgrupa normalna bo jest
to centrum tej grupy. Dalej (o, p?) N (p®) = {id} oraz |Dyy| = 12 = 6-2 = (0, p*)| - [{p®)], czyli
skoro (o, p?) - (p*) C Dig to (o, p*) - (p*) = D1a. Stad mamy Dy =~ (0, p?) x (p®) =~ S5 X Zs.

Zadanie 2.
Pokaz, ze grupa addytywna liczb wymiernych Q nie jest iloczynem prostym zadnych dwdch swoich
podgrup wlasciwych.

Rozwigzanie:
Zalézmy przeciwnie, ze Q ~ A x B, wowczas niech ™ € A oraz niech § € B. Skoro Ai B to
podgrupy, to

m m

—+...+—=m-peA

n n

N————

p-n razy
oraz
]—?—l—...—i—]—?:mmeB
q q

q-m razy

Stad m-p € ANB. Dalej mamy |A-B| = % # |Al-|B| = |Q|. Zatem Q nie moze by¢ iloczynem

prostym zadnych dwoch swoich podgrup wtasciwych.

Zadanie 3.
Czy grupy Aut(Zs) i Aut(Zyg) sa izomorficzne? Wskaz, o ile istnieja, dwie podgrupy wlasciwe
H, F w Aut(Zsg) takie, ze Aut(Zs) = F x H.

Rozwigzanie:

Elementami rzedu 8 w grupie Zg sa 1,3,5,7, zatem Aut(Zg) ma 4 elementy ¢1(1) = 1, ¢o(1) = 3,
¢3(1) = b oraz ¢4(1) = 7, przy czym o(¢;) = 1 oraz o(¢ps) = o(¢3) = o(¢4) = 2. Elementami
rzedu 10 w grupie Zo sa 1,3,7,9, zatem Aut(Zg) ma 4 elementy ¢ (1) = 1, ¥o(1) = 3, ¢3(1) =7
oraz 4(1) =9, przy czym o(¢1) = 1, o(¢2) = o(¢p3) = 4 oraz o(¢h4) = 2. Wiemy, ze automorfizm
zachowuje rzedy elementow, zatem jako, ze rzedy elementéw obu grup sa rozne, to Aut(Zg) i
Aut(Zyp) nie sa izomorficzne.
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Zauwazmy, ze ¢a 0 ¢3 = P30 P = ¢y, b0 ¢o(d3(1)) = P2(5) = 7 oraz ¢3(p2(1)) = ¢3(3) = 7. Zatem
generatory Aut(Zs) to ¢ oraz ¢3. Zauwazmy tez, ze Aut(Zg) ~ Zs X Zs, poniewaz Aut(Zsg) ma
trzy elementy rzedu 2. Wezmy wiec F' = {¢1, 2} oraz H = {1, ¢3}, wowczas

F x H = {¢1, ¢z, 03, P2 0 3 = ¢u} = Aut(Zs)

Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli G jest grupa abelowa rzedu 78, to G jest cykliczna.

Rozwigzanie:

Mamy |G| = 78 = 3 -2 - 13, zatem z twierdzenia Cauchy’ego, w G istnieje element rzedu 2, 3

i 13. Niech o(a) = 2, o(b) = 3 oraz o(c) = 13. Wowczas oczywiscie abc € G oraz o(abc) =
NWW(2,3,13) =2-3-13 = 78. Stad w G istnieje element rzedu 78, czyli G jest cykliczna.

Zadanie 5.
Udowodnij, ze jesli G jest grupa rzedu 10 i G ma doktadnie jeden element rzedu 2, to G jest grupa
cykliczna.

Rozwiazanie:

Mamy |G| = 10 = 25, skad w G istnieje podgrupa rzedu 5. Niech ns to liczba 5-podgrup Sylowa.
Wowcezas ns =1 mod 5 oraz ns | 10, skad ny = 1. Mamy wiec jedna 2-podgrupe Sylowa (a) ~ Z,
zatem jest ona normalna oraz jedng 5-podgrupe Sylowa (b) ~ Zs, ktéra rowniez jest normalna.
Dalej jesli z € (a) N (), to o(x) € {1,2} oraz o(z) € {1,5}, bo moc elementu dzieli moc grupy,
skad o(z) = 1 czyli x = 1. Dalej |(a)| - |(b)| = |G|, czyli mamy G ~ (a) x (b) ~ Zq X Zs. Teraz
skoro NWD(2,5) =1, to G ~ Z.

Zadanie 6.

Niech |G| = 20 oraz niech H bedzie podgrupa normalna rzedu 4. Pokaz, ze G jest abelowa.
Rozwigzanie:

Mamy |G| = 20 = 22 - 5, zatem z twierdzenia Cauchy’ego wiemy, ze istnieje podgrupa rzedu 5.

Jest to b-podgrupa Sylowa. Mamy n; = 1 mod 5 oraz ns | 20, skad n; = 1. Mamy wiec grupy
normalne H<G oraz N<G, przy czym dodatkowo N ~ Zs. Dalejjesliz € HNN, to o(x) € {1,2,4}
oraz o(z) € {1,5},skad = 1 ijako ze |H-N|=4-5= 20, to G ~ H x N. Grupa N jest abelowa,
bo jest cykliczna, natomiast H jest izomorficzna z Zy X Zs lub Z4, zatem tez jest abelowa. Stad
G réwniez jest przemienna.

Zadanie 7.
Grupa kwaternionéw to grupa H = {1, —1,14, —i,j, —j, k, —k}, w ktorej dzialanie zdefiniowane jest
przez warunki:

ij=k=j- (=), j-k=i=k-(—j), k-i=j=i-(-k), ==k =-1

Pokaz, ze F' = {1, —1} jest podgrupa normalna w H. Z ktora z grup Zg x Zs lub Z, jest izomorficzna
grupa H/F?
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Rozwigzanie:
Dla dowolnego g € Qs mamy

gF ={g9,—9} = Fy

zatem F jest podgrupa normalng. Dalej mamy
H/F ={F ={1,-1},iF ={i,—i},jF = {j,—j},kF ={k,—k}}

oraz o(F) = 1, o(iF) = 2, bo i* = =1 € F, o(jF) = 2, bo j2 = —1 € F oraz o(kF) = 2, bo
k* = —1 € F. Stad oczywiscie H/F ~ 7y X Zs.

Zadanie 8.
Wykaz, ze grupa Q/Z jest izomorficzna z grupa F' wszystkich pierwiastkow zespolonych z 1 (wszyst-
kich mozliwych stopni) wzglede dziatania mnozenia.

Rozwiazanie:
Niech G to grupa wszystkich pierwiastkow zespolonych z 1 wszystkich mozliwych stopni. Dowolny
element € Q/Z mozemy napisa¢ w postaci ¢ + Z, gdzie ¢ € [0,1) N Q.

(2k7r> . (2k7r>
cos|{ — | +sin | —
n n

gdzie n to stopien pierwiastka, a k € {0,1,...,n—1} to k-ty pierwiastek danego stopnia. Zauwazmy
teraz, ze dla kazdej liczby ¢ € [0,1) N Q mozemy przedstawi¢ ja w postaci %, gdzie n to liczba
naturalna oraz k € {0,1,...,n — 1}.

Elementy grupy G sa postaci

Rozwazmy wiec funkcje f : Q/Z — G zadana wzorem f(q + Z) = cos(2qm) + isin(2gm) dla
q € [0,1) N Q. Pokazemy, ze funkcja ta jest izomorfizmem.

e Funkcja ta jest homomorfizmem, poniewaz

fla+2)+(2+72) = f((gr+q)+Z)=cos(2(q + q2)7) +isin(2(q1 + g2)7) =
= (cos(2¢q;m) cos(2gam) — sin(2q; ) sin(2¢em)) +
+(isin(2q; ) cos(2gam) + i cos(2qy ) sin(2gam)) =
(cos(2q1m) + isin(2¢;7)) - (cos(2gam) + i sin(2gem) =
= Ma+2)- fle:+72)

e Funkcja ta jest réznowarto$ciowa, poniewaz
[l +2Z) = flgg +Z) < cos(2q) + isin(2g17) = cos(2¢am) + i sin(2¢gom) <
& cos(2q1m) = cos(2gem) A sin(2¢17) = sin(2¢em) < g1 = g2 (bo ¢1, 42 € [0,1) N Q)
e Pokazemy, ze g(cos(2qm) + isin(2qm)) = q + Z jest funkcja odwrotna do f
go f(q+7Z) = g(cos(2qm) + isin(2qm)) = q+ Z
f o g(cos(2qm) + isin(2qn)) = f(q+ Z) = cos(2qm) + i sin(2qm)
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Zatem f jest izomorfizmem, czyli grupy Q/Z oraz G sa izomorficzne.

Zadanie 9.
Ile jest homomorfizméw S3 — Zy X Zg? Wyznacz jeden z nietrywialnych homomorfizmow.

Zadanie 10.
Niech

G:{[g 2} |a,deR\{O},beR}

o-{f ) 0er

a) H jest podgrupa normalng w grupie G' (w ktorej dziataniem jest mnozenie macierzy)

Niech

Udowodnij, ze

b) G/H ~ R* x R*, gdzie R* oznacza multiplikatywna grupe ciata liczb rzeczywistych.

Zadanie 11.
W grupie Sy, dane sg dwa elementy o1, 05 rzedu 21. Udowodnij, ze sa one w tej grupie sprzezone,
czyli oy = 70,7 ! dla pewnego T € Sis.

Rozwigzanie:

Jesli roztozymy o € Si2 na cykle parami roztaczne, to rzad elementu to NWW z rzedéw poszcze-
golnych cykli. Mamy 21 = 7-3, zatem o to iloczyn cyklu dtugosci 3 i cyklu dtugosci 7. Roéwniez o9
to iloczyn cyklu dtugosci 3 i cyklu dhugosci 7. Skoro cykle sa parami roztaczne, to sa przemienne.
Dalej wiemy, ze dwa elementy w S, sa ze soba sprzezone, jesli maja taki sam rozktad na cykle.
Stad oy i 09 sa ze soba sprzezone.

Zadanie 12.
Wskaz element maksymalnego rzedu w grupie Sg.

Rozwigzanie:
Musimy znalezé taki rozklad na cykle, ze NWW dtugosci cykli jest najwiekszy. Elementem mak-
symalnego rzedu bedzie wiec (- - -)(- -).

Zadanie 13.
Dana jest permutacja o € A,. Wyznacz centralizator oraz klase sprzezonosci elementu o w grupie
SpiA,dlacy=(12345)€ A;oraz oo = (12)(34) € Ay.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy centralizatory w kazdej grupie.

Wyznaczmy centralizator oy w 5. Wiemy, ze [Ss : Cs,(01)] = [S5(01)| = 4!, skad |Cs; (01)] = 3=
5. Dalej mamy (o) C Cs,(01), bo a} - 01 - 07" = 01. Ale jako, ze |(o1)| =5, to (01) = Cs.(0).
Wyznaczmy centralizator oy w A;. Wiemy, ze Ca,(01) € Cs,(01), bo A5 C S5. Mamy réowniez

o1 € As, skad (01) C Ca,(01), czyli Ca,(01) = {(07).
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Wyznczmy centralizator oy w Sy. Wiemy, ze [Sy : Cs, (02)] = |Si(02)| = 3, skad |Cg,(03)| = £ = 8.

3
Mamy Cs,(02) = {g € S; | goag™*

= 09}. W szczegolnosei jesli oo = (1 2)(3 4), to goag™! =
(9(1) 9(2))(g(3) g(4)). Bedziemy wiec przeprowadzaé pary elementéw na pary elementow

g)=|12 12 3 43 4
g2)=12 1 2 1 4 3 4 3
g3)=1[3 3 4411 2 2
g4)=14 4 332211

Otrzymujemy
Cs,(09) ={id, (1 2),(34),(12)(34),(13)(24),(1423),(1324),(14)(23)}

Wyznaczmy centralizator oo w Ay. Wiemy, ze Cy,(02) C Cg,(02), ponadto elementy zbioru Cy, (09)
to permutacje parzyste, zatem

Cai(o2) = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

Wyznaczmy klasy sprzezonosci w kazdej grupie.

Wyznaczmy klasy sprzezonosci o1 w S5. Sa to te elementy, ktére maja jednakowy rozktad na cykle
co o;. Jest ich %' =4l =24,

U’llw\?ﬂ

Wyznaczmy klasy sprzezonosci o1 w As. Jest ich |As(oq)| = [A5 : Ca,(01)] = % = 12.

Zadanie 14.

Rozpatrujemy wszystkie dziatania grupy G rzedu 27 na zbiorze X mocy 32. Jaka moze byé
minimalna liczba punktow statych? Zdefiniuj to dziatanie.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze |G| = 27 oraz | X| = 32. Ponadto |G(z)| | |G|, czyli |G(x)| € {1,3,9,27}. Zauwazmy, ze
rzad orbity jest potega trojki, a wiec minimalna liczba punktéw statych to 32 mod 3 = 2. Niech
X = {xy,29,..., 232} oraz niech x; i x5 to punkty state, czyli G(z1) = {1} oraz G(z3) = {x2}.
Niech dzialanie to ma pozostalte orbity o rzedach 27 i 3, czyli niech |G(z3)| = 27 i |G(z30)| = 3.
Konstruujemy dziatanie G na orbitach X7 = {x3,..., T} 1 Xo = {30, 231, 32} Na kazdej orbicie
dziatanie to jest tranzytywne. Aby skonstruowaé¢ dziatanie G na Xy, to szukamy w G podgrup o
indeksie rownym | X;| = 27. Jest to podgrupa trywialna. Istnieje wiec bijekcja f1 : X3 — G/{id}.
Zdefiniujmy dzialanie ¢ : G x G — G wzorem ¢;(g, h) = gh, wowczas dzialanie ¢, : Gx X; — X;
bedzie okreslone wzorem

¢1(97 I) = f1_1<301(g? fl(x)))
Skonstruujmy teraz dziatanie G na X5. Szukamy w G podgrupy o indeksie rownym | X5| = 3. Niech

N to ta podgrupa. Istnieje wiec bijekcja fo : X5 — G/N. Zdefiniujmy dziatanie 5 : G X G/N —
G/N wzorem ¢5(g, hN) = ghN, wowczas dzialanie 1)y : G x Xy — X5 bedzie okreslone wzorem
p2(9,2) = fo ' (¢2(g, fo(2)))

Wowczas dziatanie ¢ : G x X — X zdefiniujemy nastepujaco

x dla z € {1, 22}

Y(g,x) = U1(g,z) dlaxe X,
7702(97 I’) dla z € X2
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Zadanie 15.
Czy istnieje dziatanie tranzytywne grupy S; X As na zbiorze X mocy 1447

Rozwigzanie:

Dziatanie tranzytywne to dziatanie majace jedna orbite. Wiemy, ze moc orbity dzieli moc grupy.
Mamy |S; x As| = 4! - %' = 1440, zatem istnieje orbita o 144 elementach - jest to caly zbior X.
Stad dziatanie takie istnieje.

Zadanie 16.
Podgrupy normalne Ny, N, skoniczonej grupy G spetiaja Ny N Ny = {1}, za$ grupy ilorazowe
G/N;y 1 G/N; sa cykliczne.

a) Pokaz, ze grupa G jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy G/N; x G/Ny i wywnioskuj, ze
G jest przemienna

b) Zalézmy dodatkowo, ze indeksy podgrup N; i Ny w grupie G sa wzglednie pierwsze. Udo-
wodnij, ze G jest cykliczna.

Rozwigzanie:

a) Szukamy monomorfizmu f : G — G/N; x G/Ny. Mamy rzutowanie m; : G — G/N,; dla
i = 1,2 zadane wzorem m;(g) = gN;. Niech wiec f : G — G/N; x G/Ns bedzie zadane
wzorem f(g) = (gN1,gN2). Jest to homomorfizm. Dalej mamy

ker(f) ={9€ G |gNi=N1 AN gNo=No} ={ge€G|ge N1 AN ge No} =
={geG|lgeNINN}={geG|g=1}={1}
Stad f jest monomorfizmem. Zatem
G~ G/ker(f)~ f(G) <G/Ny x G/Ny

Dalej mamy G/N; ~ Z,, oraz G/Ny ~ Z,, bo te grupy sa przemienne. Mamy wiec G <
Loy, X Loy, 1 skoro Z,, X Z, jest przemienna, to G tez jest przemienne.

b) Niech [G : Ni] = m oraz [G : N3] = n. Skoro NW D(m,n) =1 to mamy Z,, X Z, ~ Zpm, ale
wowczas skoro G/Ny X G /Ny >~ Zyy X Ly, to G /Ny X G [ Zy, =~ Lip. Grupa G /Ny x G /Ny jest
wiec cykliczna, skad jako ze kazda jej podgrupa jest cykliczna, to G réwniez jest cykliczna.

Zadanie 17.
W grupie GG dana jest podgrupa normalna H oraz podgrupa F'. Pokaz, ze

a) HF jest podgrupa w G

b) H jest podgrupa normalng w HF
¢) F N H jest podgrupa normalng w F
d) (HF)/H ~F/(FNH)
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Rozwigzanie:

a) Mamy
HF ={h-f|heH, feF}

Dalej niech a € HF', czyli a = hy - f; oraz niech b € HF', czyli b = hy - fo. Wowczas

a-b=hy-fi-ha-fo= h -fi-ha-fi' fi - fo
P LI G N
€H €H, bo H1G er EFr

skad jako, ze H < G i F <G mamy a-be HF. Dalej

o t=(h-f) = h =R A
—_——

€H,bo H4G  €F
skad jako, ze H < GiF <G mamy a '€ HF.

b) Skoro HF < G i skoro Vyeg Vhen ghg™' € H, to rowniez rownosé ta zachodzi dla kazdego
g€ HF, zatem H< HF'

¢) Chcemy pokazaé, ze Vyep Vheunr ghg™' € HNF. Mamy h € H N F, czyli w szezegolnosei
h € F,skad ghg™! € F. Dalej H<G, czyli dla kazdego g € G a w szczegélnosci dla g € F oraz
dla kazdego h € H a w szczegblnoséci dla h € HN F mamy ghg™' € H. Stad ghg ' € HNF,
czyi HNF<F.

Zadanie 18.

Zalozmy, ze grupa G dziata na zbiorze X. Zalézmy, ze G(x) = G(y) dla pewnych z,y € X.
Pokaz. ze podgrupy G,, G, sa sprzezone (to znaczy gG.g ' = G, dla pewnego g € G), gdzie G,
to stabilizator elementu x.

Rozwigzanie:

Mamy G(z) = {¢(g9,z) | g € G}, G(y) = {¢(9,y) | g € G}, Gz = {g € G | (g, 2) = z} oraz
Gy, ={9€ G| ey =y} Mamy y = ¢(1,y) € G(y), zatem skoro G(x) = G(y), to istnieje
g € G takie, ze p(g,x) = y. Teraz dla danego g ustalmy h € G, (czyli p(h,x) = x). Wowczas
ghg™' € gG,g7', bo gG,g7' = {ghg™' | h € G,}. Dalej mamy

e(ghg™",y) = o(ghg ", ¢(g,2)) = @(ghg™" - g,2) = p(gh,z) = ¢(g,¢(h,x)) = ©(g,x) =y

Skad ghg™' € Gy, czyli gG.g~' C G,. Niech teraz f € G, (czyli o(f,y) = y), wowczas g~ ' fg €
g 'Gyg. Dalej mamy

(g fg,x) = (g7 foolg. @) = (g7 foy) = wlg™ ', o(f,y) =

-1 -1

=olghy) =elg helgx) =0lg™ g 2)=p(lz) =2

Zadanie 19.
Niech G bedzie grupa skoriczona, a X niech bedzie zbiorem wszystkich podgrup grupy G. Dla
kazdego g € G definiujemy funkcje ¢, : X — X wzorem ¢,(H) = gHg ', dla H € X. Wykaz, ze

79



Cwiczenia z algebry I Marysia Nazarczuk

definiuje to dziatanie grupy G na zbiorze X. Wykaz, ze jesli G jest p-grupa skoniczona (dla pewnej
liczby pierwszej p), to liczba podgrup G nie bedacych podgrupami normalnymi w G jest podzielna
przez p.

Zadanie 20.
Zatozmy, ze grupa G/Z(G) jest cykliczna. Pokaz, ze G jest abelowa.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze G/Z(G) jest cykliczna. Chcemy pokazaé, ze G jest przemienna. Skoro G/Z(G) jest
cykliczna, to istnieje g € G takie, ze G/Z(G) = (9Z(G)), zatem dla z,y € G/Z(G) mamy
v = g"Z(G) oraz y = ¢'Z(G). Czyli dla kazdego ',y € G mamy 2’ = g* - 21 iy = ¢' - 2y, gdzie
21,29 € Z(G). Mamy z; - 29 € Z(G), bo Z(G) jest podgrupa. Ponadto skoro z1, 2, € Z(G) to sa
przemienne z dowolnym elementem z G, czyli

Lk ! k1 _ k+l
TY =9 219 Z2=¢g g -21"22=4(¢g T 2122

analogicznie

A | k Y R _ k+l
Yyr =g 22-9g 21=gG g -22-21=4¢ TR %2

czyli 'y’ = y/2’, czyli G jest przemienna.
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Cwiczenia 16

Definicja: Pierscieniem nazywamy niepusty zbiér R z dwoma 2-argumentowymi dziataniami
+, -, zwanymi dodawaniem i mnozeniem odpowiednio, spelniajacymi warunki

1. (R,+) jest grupa abelowa
2. (R,-) jest potgrupa (czyli zbior z dziataniem tacznym)
3. mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, to znaczy dla dowolnych a,b,c € R

alb+c)=ab+ac (b+c)a=bc+ ca

R jest pierscieniem z jedynka, jezeli (R,-) jest monoidem, czyli istnieje e € R takie ze dla
kazdego a € R mamy a-e = e-a = a. Mowimy, ze R jest pierscieniem przemiennym jezeli
mnozenie w R jest przemienne, czyli dla dowolnych a,b € R mamy ab = ba.

Definicja: Element z € R nazywamy dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
element niezerowy y € R, dla ktorego xy = 0. Element x € R nazywamy odwracalnym wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje element y € R, zwany odwrotnoscia elementu z, dla ktérego xy = 1.
Zbior elementow odwracalnych oznacza¢ bedziemy jako U(R). Element x € R nazywamy
nilpotentnym jezeli istnieje liczba catkowita dodatnia n dla ktorej 2™ = 0. Element x € R
nazywamy idempotentnym jesli 22 = .

Przyktlady:

e Dowolne ciatlo K jest pierscieniem przemiennym z jedynka, na przyktad (C,+,-), (R, +,"),
(@7 =+, )

e Pierscien liczb catkowitych (Z, 4+, )
e Pierscien reszt modulo (Z,,, +, )

e 7Zbior wszystkich macierzy n X n o wspotezynnikach w ciele K jest pierscieniem (M, (K),+, ")
- jest to pierScien nieprzemienny

e Pierscient macierzy $cisle gornotrojkatnych (7,,(K), +, -), gdzie T,,(K) = { [8 (j € M,(K )}

- jest to pierscien nieprzemienny bez jedynki

e Pierscienn wielomianow R[z| = {vg +viz + ...+ v,2™ | v; € R}. Jedynka jest f = 1. Stopien
wielomianu deg(f) to najwieksze n takie, ze v, # 0 lub —oo jesli f = 0. Dzialania w tym
pierscieniu to

(vo +Fviz+...) + (wo +wrz +...) = (vo + wp) + (v1 + wr)x + . ..

oraz
(vo Fviz+...) (wo +wix +...) = vowy + (Viwy + Vowr )T + . ..
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n
czyli przy ™ mamy > v;w, ;.
i=0

e Pierscien szeregow formalnych R[[z]] = {Z v | v; € R}
i=0

Zadanie 1.
Zmajdz elementy odwracalne, dzielniki zera i nilpotenty w Z,,.

Rozwiazanie:

Element a € Z,, jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje b € Z,, taki ze ab = 1. Pokazemy,
ze elementy odwracalne w Z,, to takie elementy a € Z,,, ze NW D(a,n) = 1. Jesli NW D(a,n) = 1,
to z algorytmu Euklidesa wiemy, ze istnieje «, f € Z takie ze a-a+n - [ = 1 czyli elementem
odwrotnym do a bedzie b = o mod n. Zal6zmy, ze a jest elementem odwracalnym w Z, oraz
NWD(a,n) =k > 1. Niech a = ka’ oraz n = kn'. Wowczas skoro a jest odwracalne, to istnieje
b € Z takie, ze a-b=1 mod n, czyli ka’-b=1 mod kn’, skad ka’-b+ kn' - = 1 dla pewnego S.
Lewa strona jest podzielna przez k, natomiast prawa nie dzieli sie przez k, czyli mamy sprzeczno$c.

Element a jest dzielnikiem zera w 7Z, jesli istnieje b # 0 taki ze a - b = 0 mod n. Pokazemy, ze
dzielniki zera w Z,, to takie elementy a € Z,,, ze NW D(a,n) # 1. Niech NW D(a,n) = k, wowczas
k | n, czyli istnieje element b taki ze b-k = n. Wowczas a-b=a-7 = ¢ -n = 0. Niech a € Z,
bedzie elementem takim, ze NW D(a,n) = 1. Wéwczas wiemy, ze a jest odwracalny w Z,, czyli
istnieje b takie ze ba = 1. Zaldézmy, ze a jest dzielnikiem zera, czyli istnieje ¢ € Z,, takie, ze ac = 0.

Mamy wiecc=1-c=ba-c=b-ac=5b-0=0.

Element a € Z, nazywamy nilpotentnym jezeli istnieje liczba catkowita dodatnia m dla ktorej
a™ = 0. Jesli element a jest nilpotentny to jest on dzielnikiem zera w Z,,. Niech n = p{*-...-p.*.
Pokazemy, ze elementem nilpotentnym w Z,, bedzie element postaci pj* - .. .- p’gk - N dla dowolnego
N € Z, gdzie 0 < f; < «;. Jest to element nilpotentny, bo pi™* -...-pi* | pm -pg’“'m-Nm dla na
przyktad m = NWW (ay, ..., ). Niech a nie bedzie postaci p’fl - -p',f’“ N, czylipy-...-py fa.
Niech bez straty ogélnosci p; /| a, wowczas nie istnieje m takie, ze a™ = 0, bo a™ nie bedzie
podzielne przez p]*.

Fakt: Elementy odwracalne w R nie sa dzielnikami zera.

Definicja: Powiemy, ze R jest dziedzing jesli R nie zawiera wtasciwych, to znaczy réznych od
0 dzielnikéw zera.

Przyktlady:

e Dowolne cialo

e Pierdcien liczb catkowitych

Fakt: Jesli R jest dziedzina to R[z]| (lub R[[z]]) tez jest dziedzina.
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Zadanie 2.
Pokaz, ze R jest dziedzing wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujace prawo skracania. Jesli
a € R jest niezerowy oraz ax = ay, to x = y.

Rozwigzanie:

Niech a # 0, wowczas axr = ay < a(r —y) = 0. Jesli R jest dziedzina, to x —y =0 & = = v.
Zatozmy, ze jesli a # 0 i ax = ay to x = y. Niech ab = 01 a # 0, wowczas ab = a(b — 0), czyli
a-b=ua-0,skad b =0. Zatem R jest dziedzing.

Fakt: Pierscienn R przemienny z jedynka jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny nieze-
rowy element jest odwracalny.

Zadanie 3.
Przypusémy, ze pierscien R jest skoriczony. Pokaz, ze jest dziedzina wtedy i tylko wtedy, gdy jest
cialem.

Rozwigzanie:
Jesli skoniczony pierscienn R jest ciatem, to jest oczywiscie dziedzina. Niech R bedzie skonczona
dziedzina, czyli R = {z1,...,zx}. WeZzmy x # 0 w R, wowczas xR = {zzy,..., vz}, Jesi w

xR wystepuje 1, to x jest odwracalny w R, bo zx; = 1. Zalézmy wiec ze w xR nie ma jedynki,
wowczas co najmniej dwa elementy sg takie same, czyli zx; = xx; dla @ # j, skad z wlasnosci
skracania mamy x; = x;, wbrew temu, ze elementy z R byly rézne. Stad dowolny element x € R
jest odwracalny w R, czyli R jest cialem.

Definicja: Podpierscieniem pierscienia z jedynka R nazywamy podzbior P C R taki, ze
e P jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia R
e lecP

(] va’bepa‘bep

Zadanie 4.
Czy A jest podpierscieniem w R?

a) R=Rlz], A={f € R[z]| f(1) =0}
b) R=Q, A={2€Q|NWD(m,n)=1, 2 fm} U{0}

Rozwigzanie:
a) Wiemy, ze 1 € R[z], jednak 1 ¢ A, skad A nie jest podpierscieniem.

b) Mamy oczywiscie 1 € A. Niech * € A oraz % € A, wowczas 7227,,' € A (oczywiscie po

skroceniu), bo 2 nie dzieli mm/. Sprawdzmy, czy A < (Q,+), czyli czy ™ — :TI/ € A. Mamy
= ;:L—I, = mm—nm ¢ A Stad A jest podpierscieniem R.

mm/’
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Definicja: Podpiericien generowany przez zbiér Z to najmniejszy podpierscien S w R taki,
ze Z C S.

Zadanie 5.
Wyznacz podpierscieri R generowany przez zbior Z, gdzie R = R, Z = {/2}.

Rozwigzanie:

Jesli V2,1 € S, to a+ by/2 € S dla dowolnych a,b € Z. Zatem jesli pokazemy, ze zbior Z[v/2] =
{a+bV/2 | a,b € Z} jest podpiericieniem, to jest podpiericieri generowany przez zbiér Z. Oczywiscie
1 € Z[\V?2], Z[\V/2] jest podgrupa oraz jesli (a + bv/2), (c + dv/2) € Z[/2], to ich iloczyn tez. Stad
Z[v/2] jest podpierscieniem generowanym przez {v/2}.

Zadanie 6.

Niech R = Z [%] bedzie podzbiorem liczb wymiernych ztozonych ze wszystkich liczb postaci %,
gdzie k € Z, | € N. Sprawdz, ze R jest podpierscieniem ciata Q. Czy jest on cialem? Czy jest on
dziedzing? Znajdz elementy odwracalne.

Rozwigzanie:

Mamy 1 € R, § . ;Tl, = ;f—’j;, € R oraz % — 2’“—;, = ’;f—ff,l, czyli R jest podgrupa Q. Stad R jest
podpierscieniem w Q. Jest on generowany przez % R nie jest ciatem, bo % € R, ale % ¢ R. Wiemy,
ze Q jest cialem, czyli w szczegolnosci jest dziedzina. Wiemy, ze dowolny podzbiér dziedziny jest
dziedzing. Stad jako, ze R jest podzbiorem Q, to R jest dziedzing. Pokazemy, ze elementy
odwracalne w R naleza do zbioru U = {42* | k € Z}. Jest jasne, ze takie elementy sa odwracalne,
bo 27% € R oraz 2F - 27% = 1. Wezmy % ¢ U takie, ze NWD(m,2") = 1 oraz m # £1. Wowczas
jesli 2 jest odwracalny, to istnieje 2 takie, ze 2t - & =1, czyli m - k = 27, skad m | 2", co jest
sprzeczne z wyborem m. Stad elementy odwracalne w R naleza do zbioru U.
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Cwiczenia 17

Zadanie 1.
Niech R bedzie piericieniem, zas u € R elementem odwracalnym oraz niech n bedzie elementem
nilpotentnym, czyli istnieje & € N takie ze n* = 0.

a) Pokaz, ze u* jest odwracalny dla kazdego k € N
b) Zalézmy, ze u = ujuy dla pewnych uy, us € R. Pokaz, ze uy, us sa odwracalne.

c) Pokaz, ze u + n jest odwracalny

Rozwigzanie:

a) Skoro u jest elementem odwracalnym, to istnieje v € R takie, ze uv = 1. Mamy

R jest przemienny
ub o = (ww)? = 1% =1

czyli u¥ jest elementem odwracalnym, gdzie elementem odwrotnym jest v*.

b) Niech u-v = 1, wowczas (ujug) - v = 1, czyli uy - (uz - v) = 1, skad uy jest elementem
odwracalnym. Analogicznie uy jest elementem odwracalnym.

c) Wystarczy, ze znajdziemy element v € U(R) taki ze v = (u + n) - w dla pewnego w € R. Dla
nieparzystego m mamy

w4+ 0" = (u+n) (™ w0 L+

Niech wiec m bedzie tak duze ze n™ = 0, wowczas niech v = v +n™ = u™ € U(R) oraz niech
w= (u""!—um2n+...+n™ ). Dla tak dobranych v i w otrzymujemy, ze u +n € U(R).

Fakt: Jesli m i n to elementy nilpotentne w R, to m + n réwniez jest nilpotentem w R.
Dow6d: Skoro m i n to elementy nilpotentne w R, to istnieje k = max(k,,, k,,) takie ze n* =0

i mF = 0. Dalej mamy
Y /N
N _ i, N—i
(n+m) —E_O<Z.>nm

Niech wiec N = 2k, wowczas (n +m)™ = 0, czyli n + m jest elementem nilpotentnym w R.

Zadanie 2.
Niech R bedzie pierscieniem.

a) Uzasadni¢, ze jesli R jest dziedzina, to R[[z]] tez jest dziedzina

b) Opisa¢ elementy odwracalne w R[[x]]
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c) Opisa¢ elementy nilpotentne R|x]
d) Uzasadnié, ze jesli a € R jest elementem nilpotentnym, to 1+ a jest elementem odwracalnym

e) Opisa¢ elementy odwracalne w R[z]

Rozwiazanie:
o0 . oo . n
a) Niech u = ) w;x" oraz v = ) v;a7. Wspolezynnik przy 2" w w-v to Y ugv,—g. Przypusémy,
i=0 =0 k=0

zeu#0iv#0,aleu-v = 0. Istnieja wiec [, m takie ze u; # 0 oraz v, # 0, a stad wv,, # 0.

Wezmy wiec najmniejsze [ # 0 i m # 0 takie, ze u; # 0 i vy, # 0. Wspolczynnik przy z!*™
l+m

to Y UgUmii—k. Wspotezynnik ten jest niezerowy, bo dla k = [ mamy wvy, 41— = wvy, # 0.
k=0

Stqd_ u-v # 0 co jest sprzeczne z zalozeniem.

b) Niech u € U(R[[z]]) i u = > w;z’. Istnieje wiec v = > v;a? taki ze u - v = 1. Wspolezynnik
i=0 7=0

n
przy " w u - v to Y UpUn_g, czyli jesli u-v = 1, to ugp - vg = 1, skad wug jest odwracalny
k=0
w R. Pokazemy, ze jesli ug € U(R), to u € U(R[z]). Skoro ug € U(R), to istnieje vy € R
takie, ze ugvg = 1. Niech v; = —ugl(ul ) = —u52u1, wowczas ugv; + u1vg = 0, a to jest
wspotezynnik przy o' w u - v = 1. Rekurencyjnie mozemy wiec wyznaczy¢ dowolne v, takie
) .
7€ UgUp +U1Uy_1+. .. +u,ve = 0. Stad istnieje v, zdefiniowany jako > v;z* takie, ze u-v = 1.
i=0
Zatem

U(R[lx]]) = {Z wia' | up € U(R)}

c¢) Szukamy takich elementow f € R[x], ze istnieje k dla ktorego f* = 0. Niech f = ag + ayz +
oo+ ayz" oraz a, # 0. Jesli fF =0, to ab = 0 oraz a® = 0, czyli ag i a, to nilpotenty
w R. Pokazemy, ze elementy nilpotentne w R[z] to takie wielomiany, ktorych wszystkie
wspotezynniki sg nilpotentne w R. Niech f = ag + a1z + ... + a,2"™ oraz niech a; jest
nilpotentny w R dla kazdego i. Wystarczy, ze pokazemy ze a;x® jest nilpotentem w R[z].
Wiemy, Ze a; jest nilpotentem w R, czyli istnieje N takie ze a = 0, stad (a;2))Y = al¥ 2™ =
0, czyli rzeczywiscie a;z° jest elementem nilpotentnym. Stad f = ag + a1z + ... + a,z" jest
nilpotentem w R[z] jako suma elementow nilpotentnych. Niech teraz f bedzie nilpotentem
w Rz]. Stad ag i a, sa nilpotentne. Pokazemy, ze dla kazdego i element a; jest nilpotentny,
stosujac indukcje wzgledem stopnia wielomianu. Jesli deg(f) = 0, to f = ag, no a wiemy
ze ag jest nilpotentem. Dalej zaldézmy, ze jesli deg(f) = n — 1, to dla kazdego i elementy
a; sa nilpotentne. Rozpatrzmy wiec wielomian f taki, ze deg(f) = n, czyli f = ao +
a1 x + ...+ a,z”. Wowcezas wielomian g = f — a,2" ma stopienn mniejszy niz n oraz g jest
nilpotentny w R[z]| (jako suma elementéw nilpotentnych), czyli z zalozenia indukcyjnego
wszystkie wspotezynniki sa nilpotentne.

d) Element 1 jest odwracalny w R[z], zatem jako, Ze a jest nilpotentny, to 1+ a jest odwracalny.
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e) Jesli f = i a;x° € U(R[z]), to istnieje g = Z bja? takie, ze f-g =1, czyli aghy = 1, skad
apg € U(}%):.O Wiemy, ze jesli n € U(R]z]) oraz h jest nilpotentny, to n + h € U(R[z]). Stad
{f = Zn%ai:vi | ap € U(R), Vi>oa; jest nilpotentny} jest zawarty w U(R[z]). Pokazemy, ze
zachodzi rownos¢. Niech f = ag + a1z + ... + a,2" € U(R[z]), czyli istnieje g = i bja?
takie, ze f-g =1, stad ap € U(R). Dalej -
anb, =0

anbk_l + an_lbk =0

Apbr—2 + ap_1bp—1 + ap_oby =0

A stad
anbk =0
aibk_l + an_lanbk =0
aibk_g + (ln_laibk_1 + an_gaibk =0
czyli
(ank =0
aibk,1 =0
aibk_g =0

Mamy wiec a®™lhy = 0, ale jako, Ze by jest odwracalne, to a**1 = 0, czyli a, jest nilpoten-
tem. Korzystajac z indukeji po stopniu wielomianu pokazemy, ze kazdy wspolczynnik jest
nilpotentem. Niech g = f — a,z". Wiemy, ze a,z™ jest nilpotentem oraz f € U(R][z]), skad
g € U(R[z]). Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy wiec, ze wszystkie wspotezynniki w g
sa nilpotentne, skad réwniez wszystkie wspotczynniki w f sa nilpotentne.

Definicja: Przeksztalcenie ¢ : R — P pierscieni przemiennych z jedynka nazywamy homo-
morfizmem, jezeli sa spelnione nastepujace warunki

e ¢ jest homomorfizmem grup addytywnych
® Vaper pla-b) = p(a) - p(b)
e p(1)=1

Przyktlady:
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e Niech f : Z — 7Z bedzie homomorfizmem, wowczas f(1) = 11istad f(k) =k, czyli f =id
e Niech f: R[z] — R bedzie taki, ze ¢(f) = f(a) dlaa € R

e Niech f:7Z — Z, bedzie taki, ze f(k) =k modn

Definicja: Podzbior I pierscienia R nazywamy idealem jesli
e [ jest podgrupa R ze wzgledu na dodawanie
e dla dowolnych a € R oraz b € I mamy ab € I

Piszemy I < R.

Fakt: Jadro homomorfizmu pierscieni jest ideatem.

Definicja: Niech r € R. Idealem generowanym przez r nazywamy zbior
(r)=A{rz | z € R}
Idealem generowanym przez zbior {ri, ..., } nazywamy zbior
({r1,...,m}) =mR+rR+...+ 1R

Ideat generowany przez zbiér to najmniejszy ideal zawierajacy ten zbior.

Definicja: Ideat jest gtowny jesli jest generowany przez jeden element.

Fakt: 1€ [ <R wtedy i tylko wtedy gdy I = R.

Zadanie 3.
Sprawdz czy w pierscieniu k[x] nastepujace zbiory sa ideatami

a) bez wyrazu wolnego

b) zalezne tylko od z

¢) spelnisjace f(z,4) = (&, ~v)

d) spehiajace f(z,y) = (y,z)

e) postaci (z —1)f + yg, gdzie f,g € k[x]
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Ktore sa podpierscieniami Z[z|?
Rozwiazanie:

a) Mamy [ = {f € k[z] | f(0) = 0}. [ jest podgrupa w (R,+), bo jesli f,g € I, czyli
f(0) = 0 oraz g(0) = 0, to (f —g)(0) = f(0) —g(0) =0, czyli f—g e I. Jesli f €1
oraz h € R, to (f-h)(0) = f(0)-h(0) = 0-h(0) =0, czyli f-h € I. Zatem I jest
ideatem. Mozemy zdefiniowa¢ homomorfizm ¢ : klx] — k taki ze ¢(f) = f(0), wowczas

ker(p) ={f [ ¢(f) =0} ={f | f(0) =0} = .

b) Mamy I = {f(x,y) € klz,y] | f zalezy tylko od x}. Gdyby I bylo ideatem, to dla kazdego
innego h(x,y) € k[z,y| wielomian f(z,y)- h(z,y) zalezy tylko od z. Tak by¢ nie musi, bo na
przyktad dla h(z,y) =y oraz f(x,y) = x mamy f € I, ale f-h =xy, czyli f-h ¢ I. Stad
nie jest ideatem.

e) Mamy I = {(z — 1)h(z,y) + yg(z,y)}. Jest to ideal generowany przez zbior {x — 1,y}, czyli
I=(x—-1,y).
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Cwiczenia 18

Fakt: Jesli R to dziedzina, to w R[z] zachodzi zwiazek deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Fakt: Jesli I <R, to I = R wtedy i tylko wtedy gdy istnieje u € U(R) takie, ze u € I.

Definicja: Niech R # {0}. Powiemy, ze pierscieri R jest pierscieniem Euklidesa jezeli dana
jest funkcja N : R — N spelniajaca nastepujace warunki

1. N(r) =0 wtedy i tylko wtedy gdy r =0
2. N(rs) = N(r)N(s)

3. Vrer Yosscr tper T = st + h oraz N(h) < N(s)

Przyktlady:
e Niech R =Z i niech N(k) = |k|, wowczas R jest pierscieniem Euklidesa

e Niech R = F[z] i niech N(f) = 29¢/) wowczas R jest pierscieniem Euklidesa

Fakt: Jesli R jest dziedzina Euklidesowa, czyli jest pierécieniem Euklidesowym i nie ma
niezerowych dzielnikéw zera, to R jest dziedzing ideatéw gtoéwnych, czyli R jest dziedzing i
kazdy ideat w nim jest glowny.

Zadanie 1.
Czy (2, ) jest ideatem gtownym w

a) Zx]
b) Q[z]

Rozwigzanie:

a) Przypusémy, ze (2,z) < Z[z| jest idealem glownym, zatem istnieje wielomian p(x), ktory
generuje ten ideal, czyli (2,z) = (p(x)) dla pewnego p(x) € Zlz]. Stad (p(z)) jest naj-
mniejszym ideatem, ktory zawiera 2 i x, czyli 2,2 € p(z). Dalej istnieja ¢(z), g(z) € Z[x]
takie, ze 2 = p(x)q(x) oraz x = p(z)q(z). Z jest dziedzina, wiec 0 = deg(p(z) - ¢(x)) =
deg(p(x)) + deg(q(z)), skad deg(p(z)) = 0, czyli p(x) = ¢ € Z. Dalej z = ¢ - g(x).
Wspotezynniki w g(x) sa catkowite oraz ¢ € Z, skad ¢ € {—1,1}. Stad otrzymujemy
(2,z) = (1) = (=1) = Z[z]. Aby pokaza¢, ze (2,x) # Zlx| wskazemy element z Z[x]
ktory nie nalezy od do ideatu (2,x). Gdyby 1 € (2,z) to istniatyby «(z), f(x) € Z[x] takie,
ze 1 = 2a(x) + xf(x). Tak jednak nie moze by¢, poniewaz wyraz wolny po prawej stronie
jest parzysty. Stad 1 ¢ (2, ), czyli (2, z) nie jest idealem gltownym w Z[z].

93



Cwiczenia z algebry 1 Marysia Nazarczuk

b) Q[z] jest pierscieniem Euklidesa, poniewaz Q jest ciatem. Stad kazdy ideal w Q[z], czyli w
szczegolnosei (2, x) jest ideatem glownym.

Wyznaczmy generator tego idealu. Zauwazmy, ze 1 € (2,z), poniewaz 1 = 2 - 1. Stad

(2,2) = (1) = Q[z].

Definicja: Ideal I pierscienia R jest pierwszy jesli dla dowolnych a,b € R, takich ze ab € [
zachodzi a € I lub b € I. Ideat I # R pierscienia R jest maksymalny jesli jest on maksymalny
ze wzgledu na relacje zawierania.

Jesli I <« R, to R/I tez jest pierdcieniem, poniewaz R jest abelowa, czyli kazda jej podgrupa w
szczegolnosci I jest normalna, czyli R/ jest grupa. Dodatkowo ten zbiér ma strukture pierscienia
(przemiennego z jedynka). Mamy R/I = {r+1 | r € R}. Mnozenie zdefiniowane jest w nastepujacy
sposob (a+1)-(b+1)=ab+ 1.

Fakt: Ideal I jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy R/I jest dziedzina, bo jesli R/I jest
dziedzina, to (a +I)-(b+1) =041 =11iwowczas (a+1)=0+1<ae€llub (b+1) =
0+ 1< bel. Zdrugiej strony mamy (a+1)-(b+1)=0+1=1<ab+1=1,czyliabe I.

I jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy R/I jest cialem.

Fakt: Jesli I jest maksymalny, to jest pierwszy.

Fakt: Jesli R jest dziedzing idealow glownych (DIG), to I jest maksymalny wtedy i tylko
wtedy gdy I jest pierwszy.

Zadanie 2.
a) Zmnalez¢ idealy w pierscieniach Z i Z,
b) Wskazaé, ktore idealy sa pierwsze, a ktore maksymalne

¢) Znalez¢é pierscienie ilorazowe

Rozwigzanie:
a) Skoro [ <Z, to (I,+) < (Z,+). Podgrupy w Z maja posta¢ nZ = (n) = {nk | k € Z},
zatem jesli I jest ideatem, to I = (n) dla pewnego n. Zauwazmy, ze (nZ) - Z C nZ, skad
I =nZ=(n)<Z.
... Idealty w Z,, sa postaci ¢((k)Z), gdzie k | n lub po prostu (k)Z,.

94



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z algebry I

b) Wyznaczmy idealy pierwsze w Z. Szukamy takich n dla ktérych jesli ab € (n) < n | ab, to
a€(n)<n|aorazb e (n) < n|b. Niech p to liczba wowczas ab € (p) < p | ab, stad p | a
lub p | b, zatem (p) jest idealem pierwszym. Jesli n nie jest liczba pierwsza, to n = p - ¢ dla
pewnych liczb p i ¢ réznych od 1. Niech wiec a = p i b = ¢, wowczas ab € (n) oraz a ¢ (n)
oraz b ¢ (n). Stad (n) nie jest ideatem pierwszym. Wiemy, ze Z jest dziedzing euklidesowa,
stad Z jest dziedzing idealéow gléwnych, czyli jesli I jest maksymalny to jest pierwszy. Stad
(p) dla liczb pierwszych p sa ideatami maksymalnymi.

Idealy pierwsze w Z, to (p)Z, gdzie p to liczba pierwsza dzielaca n, co uzasadniamy analo-
gicznie jak w Z.

c) Dla I =Z mamy Z/(p) ~ Z,, gdzie p jest liczba pierwsza.

Fakt: Niech n € Z, wowczas Z,, ~ Z/(n).

Dowdd: Niech ¢ : Z — Z,, bedzie homomorfizmem takim ze (k) = k mod n, WOwczas ker(p) =
{meZ|pm)=0}={meZ|n|m}=(n). Ztwierdzenia o izomorfizmie Z, = Im(yp) =~
L[ ker(p) = Z/(p)-

Zadanie 3.
Wykazaé, ze suma i iloczyn ideatéow jest idealem, to znaczy jedli I, J € R sa ideatami, to podzbiory

a) I+J={a+blaclbeJ}
b) IJ:{ZCLzbZ|OJZ€I,bZ€J}

sg idealami w R. Ponadto pokazaé¢, ze zachodzg zwierania IJ C INJ C I C I + J. Podaé
przyktady ideatéow i pierscienia takich, by te zawierania nie byty trywialne.

Rozwigzanie:
a)

b) Niech z,y € I - J, wowczas dla x = > a;b; oraz y = > a;b;, mamy

x—y:Zaibi—l—Z(—a;)bg el-J

Dalej wezmy dowolne r € R, wowczas

Tr = Zaibir = Z(aﬂ’)bi el -J

bo skoro I jest ideatem, to a;r € I. Stad [ - J < R.

Oczywiscie INJ C 1. Jesliae I, toa=a+0¢€ I+ J,skad I C I+ J. Pozostaje wiec pokazac
zawieranie I - J C I'NJ. Niech x € > a;b;. Skoro b; € J, to w szczegolnosei b; € R. Skoro I jest
ideatem, to a;b; € I. Analogicznie a;b; € J, skad a;b; € INJ, czyliz € INJ.

Niech R = Z oraz I = (n), J = (m). Mamy I - J = (nm), bo niech x = ) a;b;, gdzie a;, € I =
a; = na, oraz b; € J = b; = mb, czyli x = nm Y _alb, € (nm). Jesli z € (nm), to x = nmk
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dla k € Z 1 wowczas © = nmk =n - (mk) € (n)-(m) =1-J. Mamy I NJ = (NWW(n,m)).
Mamy I + J = (NWD(n,m)). Dlan =4im =6 mamy nm = 24, NWW (4,6) = 12, n = 4 oraz
NWD(4,6) = 2, skad

(24) & (12) & (4) & (2)

Zadanie 4.
Czy pierscient Z[z]/(2* — 1) jest dziedzing?

Rozwigzanie:
Ideat (z2—1) nie jest pierwszy, bo 22—1 = (z—1)(z+1), ale (x—1) ¢ (2®>—1) oraz (z+1) ¢ (z*—1),
stad Z[z]/(z* — 1) nie jest dziedzina.

Pokazemy, ze Z[x]/(z* — 1) nie jest dziedzina wprost z definicji. Oznaczmy I = (2* —1). Szukamy
f,g € Zlx] takie, ze (f+1)-(g+I)=0+1T,ale f+I1 #0+1orazg+ 1 # 0+ 1. Mamy
(f+1)-(g+1)= fg+1. Niech f=x—1orazg=x+1, wowczas f+1 #0+1 oraz g+1 # 0+1,
czyli f & [ oraz g & I. Ale wowezas mamy (f+1)-(g+1) = (22 —=1)+1=0+1=1, czyli fg € I.

Twierdzenie: (Pierwsze o izomorfizmie) Niech f : R — T bedzie homomorfizmem pierscieni.
Woéwczas

1. Istnieje doktadnie jeden homomorfizm g : R/ ker(f) — T taki, ze f =gom
2. R/ker(f) ~ Im(f)
3. Jesli f jest na to R/ker(f) ~T

Przyklady:

e Niech ¢ : k[z] — k zadane bedzie wzorem ¢(f) = f(a) dla a € k. Mamy ker(p) = {f €
klz] | fla) =0} ={f € klz] | (x —a) | [} = (v —a). Stad klz]/(x —a) ~ k

e Niech ¢ : R[z] — C bedzie zadany wzorem ¢(f) = f(i). Jest to epimorfizm bo a+bx +— a+bi.
Mamy ker(f) = {f € Rl[z] | f(i) =0} = (z* + 1). Skad z twierdzenia o izomorfizmie mamy
R[z]/(z* + 1) ~ C, czyli R[z]/(z* + 1) jest maksymalny w R[z] (wiaze si¢ to z nierozkladal-
noscia wielomianu 22 + 1 w R).
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Cwiczenia 19

Twierdzenie: Niech R bedzie dziedzina i f € R[x]. Jezeli ay,...,a, € R sa parami r6znymi

pierwiastkami f krotnosci ki, ..., k, odpowiednio, to wielomian f jest podzielny przez (z —
k1 km
ap)® ..o (T — ap) .
Zadanie 1.
Niech {ay,...,a,} bedzie podzbiorem ciala k. Wykazac, ze przeksztatcenie ¢ : k[z] = k x ... X k
okreslone wzorem o(f) = (f(a1),..., f(a,)) jest epimorfizmem pierscieni. Znalez¢ jego jadro.
Rozwigzanie:

Sprawdzmy, czy ¢ jest homomorfizmem. Sprawdzmy czy dla kazdych a,b € k[x] mamy ¢(a +b) =
p(a) + ¢(b). Mamy

p(f(2) +9(x)) (f(a1) + g(ar)), ..., flar) + g(ar)) =
(f(a )---,f(ar)) (9(ar), ..., 9(ar)) =

p(f(2)) + ¢(g())

Sprawdzmy, czy ¢(1) = 1. Oczywiscie ten warunek jest spetniony. Warunek p(ab) = p(a) - ¢(b)
rowniez jest spetniony. Sprawdzmy wiec, czy ¢ jest epimorfizmem. Niech (by,...,b.) € kX ... X k.
Chcemy pokazaé, ze istnieje f(z) takie, ze o(f) = (b1, ..., b.), czyli szukamy wielomianu f takiego,
ze f(a1) =by,..., f(a,) = b,. Niech wiec

n r T — a
=20 1l =2

a
i=0  j=0 j#i "

wowezas p(f) = (by,...,b.). Wyznaczmy jadro tego homomorfizmu

ker(p) = {f€klz]| flm)=...= f(a,) =0} =
= {feklz]|(x—a1)...(x—a,) | [} =
= (z—a1)...(x —a,))

Z twierdzenia o izomorfizmie mamy % ~kx...xk.

Definicja: Niech R;, Ry beda pierscieniami. Pierscieni produktowy to zbior par (r1,72) z
dziataniami po wspolrzednych, a wiec (a,b) - (¢, d) = (ac, bd) oraz (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

Fakt: Niech ¢ : R — S bedzie epimorfizmem, wowczas jesli K < R, to ¢(K) < .S.

Zadanie 2.
Pokazaé, ze kazdy ideal pierscienia P X R jest postaci I x J, gdzie I i J sa ideatami pierscieni P i
R odpowiednio. Ustali¢, kiedy ideal I x J jest pierwszy, a kiedy maksymalny.
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Rozwigzanie:
Niech S <P x R. Dla P x R mamy naturalne rzutowania

m:PxR— P m(pr)=p oraz m:P xR R, mpr)=r

Niech wiec m(S) := I oraz mo(S) := J. Mamy I < P oraz J < R. Jedli (s1,2) € S, to oczywiscie
s1 € I oraz s € J, skad (s1,89) € I x J, czyli S C I x J. Niech (i,5) € I x J, czyli i € m(S5)
oraz j € mo(S). Istnieje wiec x € R takie, ze m(i,z) = 14, czyli (i,z) € S oraz istnieje y € P takie,
ze mo(y,7) = J, czyli (y,7) € S. Dalej mamy (i,5) = (i,2) - (1,0) + (y,7) - (0,1) € S, bo S jest
ideatem.

: .o PXR P R N : P R -
Pokazemy, ze 7=7 ~ 7 x 7. Niech ¢ : P x R — % x % bedzie homomorfizmem zadanym wzorem

o(p,r) = (p+1,7+J). Jest to epin;or}fzizm oraz ker(p) = I x J, skad 228 ~ L5 & Stad T x J jest
X

pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy 727 jest dziedzina, czyli gdy % X % jest dziedzing. Jesli I # P
iJ # R, to istnieje (p+J,0) # (0,0) oraz (0,r+J) # (0,0) i wowezas (p+1,0)-(0,7+J) = (0,0).
Musi wiec zachodzi¢ I = P i wowczas ? musi by¢ dziedzing lub J = R i wtedy g musi by¢é
dziedzing. Czyli I x J jest pierwszy, gdy I = P i J jest pierwszy lub gdy J = R i I jest pierwszy.

Analogicznie I x J jest maksymalny, gdy I = P i J jest maksymalny lub gdy J = R i [ jest
maksymalny:.

Definicja: Pierscien R nazywamy lokalnym jezeli zawiera dokladnie jeden ideal maksymalny.

Zadanie 3.
Pokazac¢, ze dla pierscienia R nastepujace warunki sa réwnowazne

1. suma elementéw nieodwracalnych jest elementem nieodwracalnym
2. zbioér elementow nieodwracalnych jest ideatem

3. R jest pierécieniem lokalnym

Rozwigzanie:
1. = 2. Wystarczy sprawdzi¢ czy jesli r ¢ U(R) oraz s € R, to rs ¢ U(R), bo z 1. wynika, ze
U(R) jest podgrupa. Wiemy, ze jesli rs € U(R), to r € U(S) oraz s € U(R), skad wynika teza.

2. = 3. Niech I = R\ U(R) i niech I bedzie ideatem. I jest idealem maksymalnym, bo jesli
I Z J C R, to istnieje r € J takie, ze r € U(R) i wowczas 1 € J, czyli J = R. Jesli I' 9 R
jest maksymalny, to I’ # R i wowczas I’ C R\ U(R) = I. Zatem R na jeden ideal maksymalny
I =R\U(R).

3. = 1. Zalézmy, ze R jest pierScieniem lokalnym i niech z,y ¢ U(R). Rozpatrzmy ideaty
generowane przez x iy, czyli (z) oraz (y). Wowezas z lematu Kuratowskiego-Zorna, dowolny ideal
mozemy rozszerzy¢ do idealu maksymalnego, czyli istnieje M, maksymalny taki, ze () C M, oraz
(y) € M,. Skoro R jest lokalny, to M, = M, = M, czyli (z),(y) € M, skad (z,y) C M. Mamy
r+yc(z,y) CM#R,skad z+vy ¢ U(R).

Zadanie 4.
Niech R bedzie pierscieniem lokalnym. Udowodnié, ze jesli x € Roraz 2> =z, tox =0 lub z = 1.
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Zadanie 5.
Pokaz, ze ideal (2, ) jest maksymalny w pierscieniu Z|x]. Z czym jest izomorficzny iloraz Z[x]/(2, x)?

Rozwigzanie:

Wystarczy, ze udowodnimy, ze Zlz] Zlx]

(2,2) (2,2)
homomorfizm ¢ : Z[x] — Zs wzorem p(ag + a1z + ... + a,z™) = f(0) mod 2 = ap mod 2. Jest

to suriekcja w oczywisty sposob. Réwniez ¢ jest homomorfizmem. Dalej mamy

jest cialem. Pokazemy, ze ~ Zs. W tym celu konstruujemy

ker(p) = {f(z)=ar+amzr+...+a,2" | ap mod 2=0} =
= {felz]| f=2a+x-g(x)} =
= {feZlz][f=2 hz)+z g(z)}=
= (2,2)
Z[z]

przy czym ag = 2a. Stad z twierdzenia o izomorfizmie Ga) = Zso. Dalej Zs jest ciatem, skad ideat

Z[z]/(2, ) jest maksymalny.

Do odwotania R jest przemienng dziedzina. U(R) oznacza grupe elementéw odwracal-
nych pierscienia R.

Definicja: Niech a,b,u € R\ {0}
1. powiemy, ze a dzieli b (oznaczamy a | b) jesli b = ac dla pewnego ¢ € R
2. u € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy u | 1
3. powiemy, ze a,b sa stowarzyszone (oznaczamy a ~ b) jeslia |bib | a
4. a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = ub dle pewnego elementu odwracalnego u
5. u € U(R) wtedy i tylko wtedy, gdy u ~ 1
6. ~ jest relacja rownowaznosci na R\ {0}

7. element a jest rozkladalny jezeli mozna go przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch elemen-
tow nieodwracalnych

8. powiemy, ze element a jest nierozktadalny jezeli a nie jest odwracalny i a nie jest rozkta-
dalny (czyli jesli a ¢ U(R)ia = bc, to a € U(R) lub b € U(R))

9. p ¢ U(R) jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy jeslip |[abtop|alubp|bdlaa,b € R lub
rownowaznie p € R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy (p) < R jest ideatem pierwszym

Fakt: Jesli R jest dziedzing ideatow gtownych to dowolny nierozktadalny element a € R jest
pierwszy (bo zawsze element pierwszy jest nierozkladalny) oraz jesli a ¢ U(R), a # 0, to (a)
jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy (a) jest maksymalny.
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Zadanie 6.
Znajdz wielomiany nierozktadalne w Rlz] i w Clz].

Rozwigzanie:
Jesli R jest dziedzina, to U(R) = {ao | a € U(R)}. Oczywiscie R oraz C to dziedzina.

Rozpatrzymy Clz]. Jesli f € Clz], to f(z) = a(z — a1)...(z — a;), dla o,a; € C. Elementy
odwracalne w C[z] to po prostu liczby zespolone rézne od zera. Zatem w f element o € U(Clz])
oraz (x—a;) ¢ U(Clz]). Stad elementy nierozktadalne to elementy postaci z—a dla a € C, poniewaz,
jesli mieliby$my wielomian stopnia 2, to mozemy go przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianow
stopnia 1 a one sa nieodwracalne. 7 drugiej strony jesli x — a bytby rozktadalny, to z —a=h - g,
gdzie g, h sa nieodwracalne (czyli deg(h),deg(g) > 1), a stad, jako ze det(hg) = det(h)+det(g) (bo
C jest ciatem), mamy 1 = deg(hg) = deg(h)+deg(g) > 2 co jest sprzecznoscia. Stad nierozkladalne
w C[z] sa wielomiany stopnia 1.

Rozpatrzmy R[z]. Jesli f € R, to f rozklada sie na iloczyn wielomianéw stopnia co najwyzej
2. Jesli deg(f) > 3, to f jest rozktadalny, bo jest iloczynem co najmniej dwoch wielomianow
nieodwracalnych. Jesli deg(f) = 1, to f(z) = a(x +b), czyli wielomiany te sa nierozkladalne
(argument jak dla C). Jedli deg(f) = 2, to po ewentualnym przeskalowaniu mamy f(z) = x> +
ax + b. Pokazemy, ze wielomian ten jest nierozkladalny jesli a> — 4b < 0. Sa one nierozkladalne,
bo w przeciwnym razie wielomian f mialby pierwiastek rzeczywisty (a nie ma). Jesli a® — 4b > 0,
to wielomian f mozemy roztozyé¢ na czynniki liniowe i stad f jest rozktadalny.

Mamy Cl[z]/(x —a) ~ C, Rlz]/(x —a) ~ R oraz jesli 2>+ ax + b nie ma rzeczywistych pierwiastkow,
to R[z]/2% + ax + b~ C.

Obserwacja: Niech k bedzie cialem. Rozpatrzmy f € k[x] taki, ze deg(f) < 3. Elementy
odwracalne w k[z] to niezerowe elementy ciata k. Jesli f jest rozkladalny, to f = hg przy czym
deg(h),deg(g) > 1. Mamy wiec 3 > deg(f) = deg(h) + deg(g) (bo k to cialo), skad deg(g) lub
deg(h) musi by¢ rowne 1, czyli f ma pierwiastek w k.

Fakt: Niech k bedzie cialem. Rozpatrzmy f € klx| taki, ze deg(f) < 3. Wowczas f jest
rozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy f ma pierwiastek w k.

Zadanie 7.
Zbadaj rozktadalnosé¢ wielomianu 2 + 1 nad ciatami Zs oraz Zs.

Rozwigzanie:

Przyjrzyjmy si¢ wielomianowi f(r) = 22 + 1 € Zs[z]. Mamy f(0) = 1, f(1) = 2 oraz f(2) = 2
(bo jestesmy w Z3), skad f nie ma pierwiastka w Zs i jako, ze jest stopnia mniejszego od 3, to jest
nierozktadalny.

Przyjrzyjmy si¢ wielomianowi f(z) = 2>+ 1 € Zs[z]. Mamy f(0) =1, f(1) =2, f(2) =0, f(3) =0
oraz f(4) = 2 (bo jestesmy w Zs), skad f ma pierwiastek w Zs i stad f jest rozktadalny. Mamy
f=(z=2)(z-3)
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Cwiczenia 20

Zadanie 1.
Wyznacz elementy odwracalne w Z[i] = {a + bi | a,b € Z}.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze Z[i] jest dziedzing euklidesowa. Ponadto mamy zdefiniowana norme N : Z[i] — Z.
wzorem N (a + bi) = a® 4+ b2, Jesli a € U(Z[i]), to istnieje element 8 € Z[i] taki, ze a8 = 1, skad
1 =N(1) = N(af) = N(a)N(p), czyli jako ze N(z) € Z, to N(a) = 1. Stad mamy o = a + bi,
gdzie a® + b* = 1 dla a,b € Z, zatem « € {1,—1,i, —i}. Kazdy z tych elementéw jest odwracalny.
Zatem elementy odwracalne w Z[i| naleza do zbioru U(Z[i]) = {1, —1,i, —i}.

Zadanie 2.
Pokaz, ze 1 + 2i jest elementem nierozkladalnym w Z[i].

Rozwiazanie:

Jesli 1 + 2i jest nierozktadalny, to jesli 1+ 2i = af dla «, 5 € Z][i], to a € U(R) lub 5 € U(R).
Mamy N(1 + 2i) = 5, zatem N(a)N(B) = 5, skad N(a) = 1 lub N(B) = 1, czyli o lub B jest
odwracalny. Zatem 1 + 2¢ jest nierozktadalny.

Fakt: Jesli N(a) jest liczba pierwsza dla a € Z[i], to a jest elementem nierozkladalnym.

Rozpatrzmy epimorfizm ¢ : Z[z] — Z[i] zadany wzorem ¢(f) = f(i) € Z[i]. Jest to surjekcja,
poniewaz wielomiany obraz wielomianéw liniowych to przeciwdziedzina. Dalej mamy ker(y) =
{f| fi) =0} = (#* +1). Stad z twierdzenia o izomorfizmie mamy Z[z]/(z? + 1) ~ Z][i].

Uwaga: NWD jest zdefiniowane z doktadnoscia do stowarzyszenia.

Zadanie 3.
Niech a =7, b =1+ 2i € Z[i]. Czy aZli] + VZ]i] jest ideatem maksymalnym w Z[i]?

Rozwigzanie:
Wiemy, ze jesli [ = (a) oraz J = (b), to I + J = (NWD(a,b)) o ile NW D istnieje. Wyznaczmy
wiec NWD(7,1 + 2i).

I sposdb: Wiemy, ze Z[i| jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu, zatem wystarczy ze znaj-
dziemy rozktad liczb na nierozkladalne czynniki. Jest on jednoznaczny z doktadnoscia do elemen-
tow odwracalnych. Znajdzmy rozktad 7 na czynniki nierozktadalne. Mamy N(7) = 49, zatem jesli
7T=af dlaa,p ¢ U(Z[i]) to N(a) = N(B) =7 (bo N(7) = N(af) = N(a)N(S) i skoro a, 5 sa
nieodwracalne, to ich norma jest rozna od 1). Niech o = a + bi, chcemy sprawdzié¢ czy istnieje
a,b € Z takie ze a® + b* = 7. Kwadrat dowolnej liczby calkowitej daje reszte 0 lub 1 przy dzieleniu
przez 4, zatem a? + b* daje reszte 0,1 lub 2 przy dzieleniu przez 4. Z kolei 7 daje reszte 3 przy
dzieleniu przez 7, skad takie a i b nie istnieja. Zatem jesli 7 = a3, to a lub  musi by¢ odwracalne,
czyli 7 jest nierozkladalne. Mamy N(1 + 2i) = 5, zatem réwniez 1 + 2i jest nierozkladalne. Stad
NWD(7,14 2i) ~ 1.
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IT sposéb: Chcemy policzy¢ NW D(7,1 + 2i). Skorzystamy z algorytmu Euklidesa. Chcemy
przedstawic¢ 7 jako 7 = q(1+2i) +r, gdzie N(r) < N(1+2i). Mamy 7 = (1 —2¢)(1+ 2i) + 2, zatem
NWD(7,142i) = NWD(2,142i). Mamy 142 = 2i+1, zatem NW D(7,14+2i) = NWD(2,1) = 1.

Stad (7) + (1 + 2¢) = (1) = Z][i], czyli aZ[i] + bZ[i] nie jest idealem maksymalnym w Z[i].

Zadanie 4.
Oblicz NWD(1 + 31,1 + 5i) w Z[i].

Zadanie 5.
Zmalez¢ nastepujace ilorazy

a) Rlz]/(2? +x+1)
b) Zfal/(«? + 1)
c) Z[i]/(3+1)

Rozwigzanie:
¢) Niech I = (3 4 ). Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé¢ warstw —3 + I = i + I, skad mamy
(a+bi)+ 1 = (a—3b) + I. Wystarczy wiec, z wyznaczymy jakie liczby calkowite naleza do
ideatu I. Oczywiscie N(3+14) = 10 € I, czyli 0+ I = 10 + I. Rozpatrzmy homomorfizm
¢ Z — Z[i]/I taki, ze p(a) = a+ I. Jest to epimorfizm, poniewaz

pla—3b)=(a—3b)+1=(a+bi)+1eZ[]/]
Dalej mamy (10) C ker(y), poniewaz 10 + I = 0+ I. Mamy
ker(p) ={a€Z|acl}={acZ]| (3+1)|a}

Mamy
a :a(?)—i) :3_a+—_ia
3+t 10 10 10
czyli 10 | 3a oraz 10 | — a, skad a = 10. Zatem ker(f) ={a € Z | 10 | a} = (10) <Z. Stad z
twierdzenia o izomorfizmie mamy Z[i]/(3 4+ i) ~ Z/(10) = Zo.

Uwaga: Dla a,b € Z takich, ze NW D(a,b) = 1 mamy Z[i|/(a + bi) = Zy(atbi)-

Zadanie 6.
Oblicz NW D(f, g) oraz znajdz takie wielomiany a,b € Rz], ze af +bg = NW D(f, g), gdzie

a) f=x"—2zx+32%— 3z — 2,

b) f=a"+4, g=22%+2>—22—6, R = 73|z

Rozwiazanie:
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a) Skoro dzialamy w Zs, to f = 2% + 1 oraz g = 22 + 22 + z. Podzielmy z reszta te wielomiany,
wiemy, ze 2 -2 =1 w Zgs, zatem

trl=20- 208 +2* +2) - 22 — 2P 1 =222 + 2+ o)+ 2P+t 1 =

=202 + 2 + 1) + 222 + 2* +2) —2* — 224+ 1=
=20(22° + 2 + 1) +222° + 2* +x) + 22+ + 1 =
=2r+2)22° +2* +1) +22° + v + 1
Skad mamy NW D(f,g) = NW D(g,h), gdzie h = 22? + x + 1. Dalej mamy

208 + 2 +x =222+ +1)+0
czyli mamy NW D(f, g) = 22* + x + 1. Dalej mamy
20° +w + 1= f(z) — (20 +2)(g(x) = f(2) + (z + 1)g(x)

stada=1ib=x+1.

Zadanie 7.
Pokaz, 7e Zs|x]/ (22 +x+1), Zo|x]/ (2 + 2+ 1) i Zs|z]/(2* +2+1) s ciatami. Ile maja elementow?

Rozwigzanie:

Wiemy, ze jesli k to ciato (lub dziedzina ideatow gtownych), to k[z]/(f) jest ciatem wtedy i tylko
wtedy, gdy (f) jest maksymalny, czyli gdy f jest nierozkladalny w k. Chcemy wiec sprawdzi¢ czy
wielomiany f = 22+ 2+ 1, g = 23+ 2 + 1 oraz h = 2% + x + 1 sg rozkladalne. Jako, zZe stopnie
wielomiandéw f, g sa mniejsze od 3, to wielomiany f i g sg rozktadalne wtedy i tylko wtedy, gdy
maja pierwiastek w Zy. Mamy f(0) =1, f(1) = 1 oraz g(0) = 1, g(1) = 1, zatem wielomiany f i g
nie maja pierwiastka i stad sa nierozktadalne. Dalej przyjrzyjmy sie pierscieniowi Zs[z|/(f). Jesli
a € Zsy|x], to zachodzi rownos¢ warstw a + (f) = a+ (f), gdzie deg(a) < 2 (bo mozemy podzieli¢
z reszta a przez f). Zatem baza Zs[z]/(f) nad Zg to {1,z}, czyli |Zs[z]/(f)| = 2. Analogicznie
baza Zs|x]/(g) nad Zy to {1,z,2*}, skad |Zs[z]/(g)| = 2% = 8. Z kolei wielomian h moze by¢
rozkladalny. Jedli mamy 2% + 2 + 1 = (z + ax + 1)(2® + bz + 1), to jako, ze wspotczynniki przy x
musza sie zgadzaé, to 1 = a + b i jako, ze wspolczynniki przy z3 musza sie zgadzaé, to 0 = a + b,
czyli mamy sprzecznosé. Zatem rowniez h nie jest rozktadalny. Stad Zs[z]/(h) jest cialem i ma 16
elementow.

Zadanie 8.
Niech R = Z[—v/3] = {a + by/=3 | a,b € Z} C C.

a) Czy element 2 € R jest nierozktadalny?
b) Czy element 2 € R jest pierwszy?
c) Czy ideal (2,14 +/—3) jest gtowny?
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Rozwigzanie:

Zdefiniujmy ,norme” N(a + bv/3) = a® + 3b?, wowczas N(afB) = N(a
{a| N(a)=1}. Jedlia=a+by/-3,toa>+30* =1 ac {-1,1},b=
odwracalne w R, to U(R) = {1, —1}.

)N(8). Mamy U(R) C
0. Stad jako, ze —1,1 sa

a) Chcemy sprawdzi¢, czy element 2 jest nierozkladalny. Jesli 2 = af3, to N(a)N(5) = 4 =
1-4=2-2 JeSlia = a+by—31 N(a) =2, to a® + 3b* = 2, czyli b = 0 oraz a*> = 2, co
jest niemozliwe. Stad N(a) = 1 lub N(5) = 1, zatem « lub (3 sa odwracalne, czyli 2 jest
nierozktadalny.

b) Chcemy rozstrzygnaé, czy 2 jest pierwszy, czyli czy z tego, ze 2 | a8 wynika, ze 2 | a lub
2| 8. Mamy 4 = (1 4+ v/=3)(1 —+/=3), czyli 2 |4 oraz 2 f (1++/-3)i2 [ (1 —+/=3), bo
jesli 2 | (14 /=3), to (1 £+/=3) =2-v i wowczas N(y) = 11istad v € U(R), co sprowadza
si¢ do tego, ze 2 = (1 4+ 4/=3), co nie jest prawda. Zatem 2 nie jest pierwszy.
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Cwiczenia 21

Zadanie 1.
Rozwazmy homomorfizm ¢ : Q[z] — R taki, ze z +— v/2. Wyznacz jego obraz oraz jadro.

Rozwigzanie:
Mamy homomorfizm ¢ : Q[z] — R zadany wzorem ¢(f(z)) = f(23). Mamy

m(p) = {f(25) | f(z) € Qa]} = {a+b-25 +¢-25 | a,b,c € Q} = Q[V2]
Mamy

ker(p) = {f | f(V2=0}

Oczywiscie (z° — 2) C ker(p). Mamy réwniez p(x) = /2 # 0, zatem ker(p) # Q[z], czyli jesli
pokazemy, ze (x> —2) jest maksymalny, to ker(p) = (2*—2). Wiemy, ze Q[z] jest dziedzina idealow
gltownych, zatem jesli ideal generowany przez dowolny wielomian (f) jest maksymalny wtedy i tylko
wtedy, gdy f jest maksymalny. Pokazemy wiec, ze x° — 2 jest nierozkladalny. Przypusémy nie
wprost, ze jest rozktadalny, wowczas skoro stopien jest mniejszy od trzech, to wielomian ten ma
pierwiastek w Q. Jednak /2 jest niewymierne, czyli wielomian ten nie ma pierwiastka w Q, skad
nie jest rozktadalny. Stad

ker(p) = (2 — 2)
7 twierdzenia o izomorfizmie mamy Q[z]/(z® —2) = {a+b¥/2+cV/22 | a,b,c € Q}. Skoro (z° —2)
jest maksymalny, to Q[z]/(z® — 2) jest cialem

Zadanie 2.
Rozwazmy element f = 3 — 2 w piericieniu R = Q[z].
a) Niech g=x+ 1+ (f) € R/(f). Wyznacz g*
b) Wymacz (g + (f))~" € R/(f)-
Rozwigzanie:
Niech I = (f).
a) Mamy
FP=@+1)P+I=0* 432" +30+1+1=32"+32+3+ (2> -2+ 1 =322+ 30 +3+1
b) Mamy (g +]) ! (h + I), gdzie h jest takie, ze g-h = 1+ 1 < gh—1 € I. Cazyli

gh —1 = (2% — 2) - q(x), gdzie ¢(x) € Q[z]. Szukamy wiec h(z) i g(z) takich, ze 1 =
g(z)h(x) — (23 — 2)q(x). Tu oczywiscie musimy skorzysta¢ z algorytmu Euklidesa. Mamy

P -2=2*z+1) 2" 2=z +1)—2@+)+r-2=@*-2+1)(z+1) -3
Skoro 3 € U(Q), to
%(m3—2)+1:%(x2—x+1)(x+1)
skad
(x+1)~%(x2—x+1)+fz1+I<:>(x+1+f)lzé(xz—x—i—l)vLI
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Twierdzenie: (Kryterium Eisensteina) Niech R bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu
oraz niech f = ag+ ayx + ... + a,x" € R[x]. Jesli istnieje element pierwszy R taki, ze

o p fan
epla;dlad<i<n
o p* fao

to f jest rozktadalny w Q[R][x].

Zadanie 3.
Sprawdz, czy wielomian f jest nierozktadalny w pierscieniu R, gdzie

a) f=2"+y"+2°, R=Clr,y,2]
b) f =32+ 24iz* — 18z — 3+ 9i, R = Z]i][z]

c) f=3x3+24ix* — 18z — 3+ 9i, R = Q[i][z]

Rozwigzanie:

b) Mamy
f=3-(2°+8ix* — 61 + (=1 + 37))

kazdy z czynnikow jest nicodwracalny w Z[i|[x], poniewaz U(R[z]) = {ao+ ...+ a,a™ | ap €
U(R) i ay,...,a, sa nilpotentne w R}, a R = 7Z[i| to dziedzina czyli U(Z[i|[z]) = {ao | ao €

U(Z[i])}-
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