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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 1
Aksjomatyka liczb rzeczywistych, kresy zbiorow

I Aksjomaty dodawania &

Ay (z+y)+z=z+(y+2)

A3 HOGR vxeR I + O =X

A4 VIE]RELIGR T+ (—ﬂf) =0
IT Aksjomaty mnozenia ©

A_5 "I/’ . y = y . x

A6 (x.y).z:x-(y.z)

A7 Jicr, 120 Veer 12 =2

Ag Veer\{0} Jo-1er T - r =1

Aksjomat laczacy mnozenie z dodawaniem
Ay z-(y+z2)=x-y+z-z

IIT Aksjomaty porzadku <

Ayy Vi yer zachodzi jedno z z <y, v =y, y < = (zasada trichotomii)
A z<y=V.rzrztz<y+z

Ap z<y=V.or-2<y-z

Az z<y Ny<z=uw<z

Aksjomat ciggtosci

A4 dla kazdego A C R ograniczonego z gory (to znaczy 3.Veea a < ¢), istnieje liczba
s =sup A (s € R - supremum lub kres gorny zbioru A), taka ze
1) Vaea s > a (s jest ograniczeniem goérnym zbioru A)
2) Jezeli ¢ jest innym ograniczeniem A, to s < ¢ (s jest najmniejszym ograniczeniem )

Zadanie 1.
Ktore z aksjomatow ciata liczb rzeczywistych R sa spelnione przez zbiory: N = {1,2,3,...}, NU

{0}:{07172737"'}7Z:{"'7_27_1707172737"'}7Q:{§ |p7q627Q?£0}?

Rozwigzanie:
= N=1{1,2,3,...} - Ay, Ay, A5, Ag, A7, Ay, Ay, A1q, Ao, A
— N U {O} = {Oa 1)2737 .. } - Alu A27 A37 A57 A67 A77 A97 AIOu A117 A127 A13
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Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1 Marysia Nazarczuk

— L= { R _27 _1a0a 172737 e } - Ala A?a A3a A47 A57 A67 A77 A97 A107 Alla A127 AlS

— Q = {§ ‘ b, q € Zaq # O} - A17 A27 A37 A47 A57 A67 A77 A87 A97 A107 A117 A12; A13

Zadanie 2.
Wyznacz kres gorny zbioru A = {z € R | 22 — 7Tx + 6 < 0}.

Rozwigzanie:
??—Tr+6<0& (z—1)(z—6) <0« z € (—1,6). Zatem sup A = 6.

Zadanie 3.

Wyznacz kres gorny zbioru B = {12+ 6x +8 € R | x € (—2,3)}

Rozwigzanie:

flx) = 2+ 6x +8 = (z + 2)(x + 4). Funkcja f(r) ma pierwiastki x = —2 i z = —4, zatem
ro$nie na prawo od punktu _2+T(_4) = —3. Przedziat (-2, 3) lezy wewnatrz przedziatu (—3, +00),

zatem funkcja f(x) rosnie na przedziale (—2,3), wobec czego B = (f(—2), f(3)) = (0,35), zatem
sup B = 35.

Zadanie 4.

Wyznacz kres gorny zbioru C' = { | n € N}

n_
n+1
Rozwiazanie:

Rozpiszmy poczatkowe wyrazy % < % < % < ... < 1. Sprawdzmy, czy 1 jest supremum zbioru C.

1) Po pierwsze 1 powinno by¢ ograniczeniem gornym. Istotnie V,,cy g <1

2) Sprawdzmy, czy 1 jest najmniejszym ograniczeniem gornym C. Wezmy dowolne ¢ > 0 i
pokazemy, ze 1 — ¢ nie jest ograniczeniem goérnym. Istotnie, gdyby 1 — ¢ bylo ograniczeniem
gornym, to Vyey 1 —e > 25 Wtedy n+1—¢e(n+1) >n< 1>en+1), caylin < I-1.
Zatem biorac n > % — 1 dochodzimy do sprzecznos$ci, a wiec 1 — e nie moze by¢ ograniczeniem
gornym tego zbioru C' dla zadnego € > 0. Stad 1 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym
C, zatem sup C' = 1.

Zadanie 5.
Wyznacz kres gorny zbioru D = {5 | n € N}
Wskazowka: Wykaz, ze dla n > 3 zachodzi nieréwnos¢ 5 <

3=

Rozwiazanie:
Sprawdzmy, czy 0 jest ograniczeniem gérnym zbioru D.

Voer 5 <0,b0 2" > 01 —n <0

Zatem 0 jest ograniczeniem goérnym zbioru D. Sprawdzmy, czy 0 jest najmniejszym ograniczeniem
gérnym zbioru D.

Lemat: dla n > 3 zachodzi g < % s >np2dlaneN.

Dowé6d: Pokazemy dowod przez indukcje matematyczna
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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

1. SprawdZmy, czy nieréwno$é¢ zachodzi dla n = 4
2t =16 >4* =16
zatem jest to prawdziwe
2. Zatozmy, ze 2" > n?. Musimy udowodnié¢ nier6wnosé¢ 2" > (n + 1)?
2"t = 2™ 4+ 92" > p? 4 n? (na mocy zalozenia indukcyjnego)
Pokazemy teraz, ze n?> > 2n + 1. Mamy
n?>m+len’-m-1>0sn-1-v2) (n—(1-v2)>0
Jako, ze 1+ /2 < 3, totez dla n > 3 prawda jest, ze n? > 2n + 1. Zatem mamy
2" >p?2 4 n?>n?+2n+1=(n+1)>
Na mocy indukcji matematycznej teza jest wiec prawdziwa. [

Mamy wigc 57 < % & 5n > %1 Jezeli 0 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru {%1 |n e
N}, to jest réwniez najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru {3 | n € N}. Sprawdzmy wiec,
czy 0 jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru {_71 | n € N}. Wezmy dowolne ¢ > 0 i
pokazemy, ze —e nie jest ograniczeniem gérnym. Istotnie, gdyby —e bylo ograniczeniem gérnym,
to Vpen — e > —% & e < % &S n < %, zatem bioragc n > % dochodzimy do sprzecznodci, a
wiec —e nie jest ograniczeniem gérnym tego zbioru dla kazdego € > 0. Czyli 0 jest najmniejszym
ograniczeniem zbioru {—2< | n € N}, a jako, ze 52 > =%, to 0 jest tez najmniejszym ograniczeniem
zbioru D.

Zadanie 7.
Maksimum zbioru A C R nazywamy element a =: max A € A taki, ze dla kazdego b € A zachodzi
a > b. Wykaz, ze jesli podzbiér A C R posiada maksimum max A, to sup A = max A.

Rozwigzanie:

1. Sprawdzmy, czy a jest ograniczeniem goérnym zbioru A. Istotnie Vyeq b < a

2. Sprawdzmy, czy a jest najmniejszym ograniczeniem goérnym A. Wezmy dowolne ¢ > 0 i
pokazemy, ze a — € nie jest ograniczeniem gérnym. Istotnie, gdyby a — € bylo ograniczeniem
gornym, to Vieqa b < a — €. Z zalozenia wiemy, ze Vicqa b < a. Jako, ze a > a — ¢, to gdy
wezmiemy b takie, ze a > b > a — ¢, to dochodzimy do sprzecznosci. Zatem a — ¢ nie jest
ograniczeniem goérnym zbioru A, skad sup A = a, czylu sup A = max A.

Innymi stowy chcemy pokazaé¢, ze dla kazdego b € A istnieje takie x € A, ze x > b. To jest
oczywiscie prawdziwe, bo wystarczy wzia¢ x = a. [J
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Cwiczenia 2

Aksjomatyka liczb rzeczywistych, kresy zbiorow

Twierdzenie: Niech A C R bedzie dowolnym podzbiorem, zas ¢ € R pewnym ograniczeniem
gornym zbioru A. Nastepujace warunki sa rownowazne:

1. Element ¢ jest najmniejszym ograniczeniem géornym A, to znczay jesli dla kazdego a € A
zachodzi b > a, to b > c.

2. Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje element a € A taki, ze a > ¢ — €.

Aksjomat cigglosci: Kazdy niepusty i ograniczony z gory zbior A C R ma kres gorny

Definicja: Kresem dolnym (infimum) zbioru A C R nazywamy najwieksze z ograniczen dolnych
A.

Zadanie 1.
Czy zbior N spetnia aksjomat ciagtosci?

Rozwigzanie:
Tak, bo kazdy ograniczony podzbior A C N ma supremum (po prostu maksimum).

Zadanie 2.
Wyznacz kresy zbioru E = {1 + 1 | k,n, € N}

Rozwigzanie:

Jako, ze k > 1, totez + < 1. Analogicznie % < 1. Mamy wiec % + % < 141 = 2. Jako, ze dla
k =mn =1 mamy % + -~ = 2, totez 2 jest maksimum zbioru £, czyli jest jego supremum. Wezmy
teraz dowolne € > 0. Pokazemy, ze 0+ ¢ nie jest ograniczeniem dolnym zbioru E. Chcemy wykazaé,
7€ Vi nen % + % > ¢. Aby pokazaé ze tak nie jest, musimy znalezé takie k,n € N, ze % + % < €.
Wezmy dowolne k > 2 & 1 < Sorazn > 2 & L < £ Wowezas ¢ ++ < 5§+ 5 =e. Stad 0 jest
najmniejszym ograniczeniem.

1
k
1

Zadanie 3.
Wyznacz kresy zbioru U = {% |neN }

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze inf U = 0 oraz supU = 1. Wezmy dowolne ¢ > 0. Zalézmy, ze V,en i <1-—c¢,
wowczas r > l—ie Ale to nie jest prawdziwe dla z = 1, zatem sup U = 1. Zalézmy, ze V, ey % > e,
wowcezas T < %, to nie jest prawdziwe jednak dla duzych z, zatem inf U = 0.
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Definicja: Rozwazmy dwa podzbiory zbioru liczb rzeczywistych A i B. Sumg algebraiczng
zbiorow A i B nazywamy zbior ztozony z sum wszystkich par elementow ze zbiorow A 1 B

A+B={a+blac Abe B}

Zadanie 4.
Niech A, B C R beda dowolnymi podzbiorami. Oznaczmy iloczyn zbioréw A i B nastepujaco
A-B={a-b|a€ Abe B}. Czy prawdziwe jest stwierdzenie sup(A - B) = sup A - sup B?

Rozwigzanie:
Nie, bo na przyktad dla A = {—1000,—1} oraz B = {—1} mamy sup A = —1, sup B = —1 oraz
sup(A - B) = 1000, zatem 1000 = sup(A - B) #sup A-sup B = 1.

Fakt:
sup(A+ B) =sup A +sup B
inf(A+ B) =inf A +inf B
sup(A-B) =supA-supB dla A, B C R,
inf(A-B)=inf A-inf Bdla A,B C R,
Zadanie 5.

Wyznacz kresy zbioru F = {1 — 1 | k,n € N}.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy zbior A = {; | k € N} oraz zbior B = {—X | n € N}. Mamy supA = 1 iinf A =0
oraz sup B = 0iinf B = —1. Zbior F' jest sumg algebraiczng zbioréw A i B, to znaczy F' = A+ B,
zatem sup FF =supA+supB=1+0=1orazinf F=infA+inf B=0+(-1) = —1.

Zadanie 6.

Wyznacz kresy zbioru G = {% | n,k € N}.

Rozwigzanie:

Sposob 1

Zauwazmy, ze 72 > 1. Kresem gornym zbioru U = {1 | n,k € N} jest 5. Zatem kazdy
element zbioru G jest niemniejszy niz % Z drugiej strony dla n = k = 1 mamy +7:1k+k = %, zatem

minG =infG = %

Zalozmy, ze Juen Vi ken % < a. Wtedy nk < a(l+n+k) < n(k—a) < ak+a. Biorac k = a+1
mamy n < a(a + 2), a wiec n nie jest dowolne, czyli zbiér G' nie ma kresu gornego. Innymi stowy
skoro n 1 k sa dowolne, to biorac kK = n — 1 mamy 5 +Zk+k =7 Jﬁ;ﬂ?n

by¢ dowolnie duze, czyli zbiér G nie jest ograniczony z gory.

= ”T’l To wyrazenie moze

Sposéb 11
nk

Zauwazmy, ze 7o = (n—lk + % + %)71. Liczba ta przyjmuje najmniejsza warto$¢, gdy mianownik

jest najwiekszy. Wiemy, ze maX% = 1 dla z € N, zatem najwieksza wartos¢ jaka moze byé¢ w

mianowniku to 3, stad najmniejsza warto$¢ wyrazenia ; +’;k+k dla n,k € N to %, czyli inf G =

min G = %
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Pokazemy, ze - + 1 + ~ moze by¢ dowolnie male. Wezmy dowolne e = 3-¢’ > 01i¢’ < 1 oraz
n,k € N takie, ze % <éi % <, czylin > 5 oraz k > 5 Wowczas #—i—%—i—% <d+e+e?<
g'+¢ +¢ =3-¢ =e. A wige dla dowolnego € > 0 istnieja n, k € N takie, ze - + 1+ = < ¢, czyli
zbiér G nie jest ograniczony z gory.

Zadanie 7.
Wykaz, ze jesli A, B C R sg zbiorami niepustymi i ograniczonymi z gory, to suma algebraiczna
tych zbiorow posiada kres gorny oraz sup(A + B) = sup A + sup B.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze Voeqa a < sup A oraz Vpep b < sup B, czyli a + b < sup A + sup B. Oznacza to,
ze sup A 4 sup B jest ograniczeniem gornym zbioru A + B, czyli sup(A + B) < sup A + sup B.
Ponadto V. pearp a + b < sup(A + B), czyli a < sup(A + B) — b, zatem sup(A + B) — b jest
ograniczeniem gornym zbioru A, skad sup A < sup(A+ B) —b < b < sup(A + B) —sup A, czyli
sup(A + B) — sup A jest ograniczeniem gornym zbioru B, skad sup B < sup(A + B) —sup A <
sup A + sup B < sup(A + B). Z zasady trichotomii otrzymujemy sup(A + B) = sup A + sup B.

Analogicznie mozna udowodni¢, ze jesli A, B C R, to sup(A - B) =sup A - sup B.
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Cwiczenia 3

Aksjomatyka liczb rzeczywistych, kresy zbiorow

Zadanie 1. .
Wyznacz kresy zbioru B = {(";ﬂ) | n,m € N}.

Rozwiazanie:
Rozpiszmy poczatkowe wyrazy zbioru.

n\m|1]| 2 3 4 5
9 25 9
1 2] 3 2 16 8
9 25 9 49
2 R 64 1024
25 | 9 49 1
3 L1 & | 8 | 100 512
4 |B| 9 | o 1 81
16 | 64 | 4096 | 1024 | 1048576
5 9 | 49 | 1 81 25
8 | 1024 | 512 | 1048576 | 8388608

Zauwazmy, ze dla m,n > 2 zachodzi (m + n)?> < 2™". Udowodnijmy to. Wiemy, ze dla z > 3
zachodzi 2° > 2% Dla m,n > 2 mamy m -n > 2-2 = 4, zatem mozemy zastosowaé powyzsza
nieréwnosé. Mamy 2™ > (mn)?. Wystarczy, ze udowodnimy dla m,n > 2, ze (mn)* > (m + n)%
Obie strony tej nieréwnosci sa dodatnie, zatem wystarczy, ze udowodnimu nieré6wnosé mn > m+n
dla m,n > 2. Zaldézmy bez straty ogdlnosci, ze m > n, zatem m + m > m + n, czyli musimy
udowodnié¢, ze zachodzi mn > m + m = 2m. Po podzieleniu stronami przez m (m jest dodatnie),
otrzymujemy n > 2, co jest oczywiscie prawdziwe. Udowodnilismy wiec, ze (m + n)? < 2™ dla

m,n > 2. Zatem dla m,n > 2 wyrazenie ("522)2 jest co najwyzej rowne 1. Zauwazmy, ze dla n =1

im:6mamy(m2fn—z)2:g—2§1. Udowodnijmy, ze dlam =1in > 6 lubm > 61in =1 zachodzi

(m;n—:f)z < 1. Zauwazmy, ze bez straty ogélnosci mozemy udowodnié jedynie, ze dlam = 1 orazn > 6

(m+n)? (m+n)2 _ (14n)?

zachodzi 5~ < 1.Dlam = 1in > 6 mamy &7~ = ~—7— < 1. Musimy wigc udowodnic¢, ze dla
n > 6 zachodzi (1;—:)2 < 1, ezyli (14+n)? < 2" Udowodnimy to przez indukcje. Dla n = 6 nieréwnosé

jest prawdziwa, bo é—i < 1. Przypusémy, ze 2" > (1 4+ n)? = n? 4+ 2n + 1. Chcemy udowodnié, ze
2"t > (n+2)? = n?+4n+4. Mamy 2" = 2.2" > 2.(n?+2n+1) na mocy zalozenia indukcyjnego.
Zatem 2" > 2. (n?4+2n+1) =2n*+4n+2 = (n*—2)+ (n*+4n+4) > n*+4n+4,bodlan > 6
zachodzi n? > 36, czyli n? —2 > 34 > 0. Zatem 2" > n? +4x+4 = (n+2)% Udowodnilismy wiec,
korzystajac z indukcji, ze 2" > (n + 1) dla n > 6. Z tych dwoch powyzszych lematéw wynika,

ze (m + 2)% < 2™ czyli (";IZP < 1. Oznacza to, ze wszystkie wyrazy poza powyzsza tabelks sa
mniejsze od 1, czyli zbiér B osiaga najwicksza wartoé¢ dlam =2in=1lubdlam=1in=21
jest ona réwna %. Zatem max B =sup B = %. Kresem goérnym zbioru B jest wiec %

. . . 2 2 2
Wiemy, ze dla z > 3 zachodzi 2¢ > 2. Mamy ) — nlt2mnim? _ mn T g 2 g

Dlamzlin:1lubm:1in:21ubm:1in:31ubgn:2in:11ubm:3i
n = 1 zachodzi m - n < 3. Dla zadnych z tych par wyrazenie (";ZZ) nie jest mniejsze od 1, czyli

wyrazenie bedzie wieksze od kresu dolnego zbioru B. Przypusémy wiec, ze m - n > 3. Wowczas

(m+n)® _ mn  n mn mn . m 1 n 1 1 m s -
mamy -“—em— = gmm . T 2(mn )2 +omm s < - 24 —— 2+ —— - na mocy nlerownos;:l
z 2 mtn A oy 1 4 om_ 1 4 1 1 _ ( 1 l)
28 2 27 dla x> 3. Zatem 2mn = mn m + mn 2+ mn n  m?2 + mn + n? (m + n/ -
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Mamy wiec (";If)z < (L4 1)2 Rozpatrzmy wiec zbior C' = {((l + l)Q | m,n € N} Wiemy, ze

- \m m

infimum zbioru {1 | 2 € N} jest rowne 0, zatem infimum zbioru {— + L | n,m € N} jest réwne 0
(korzystamy tu z wlasnosci inf(A + B) = inf A + inf B). Zbiér {L + 1 | n,m € N} ma elementy
dodatnie, zatem infimum zbioru C' réwniez jest réwne 0 (korzystamy tu z wlasnosci, ze dla A, B C
R, zachodzi inf(A - B) = inf A - inf B). Jako, ze infimum zbioru C' jest rowne 0 oraz wszystkie
elementy zbioru B sa mniejsze od elementow ze zbioru C') to infimum zbioru B nie moze by¢ wieksze
od infimum zbioru C', czyli od zera. Elementy zbioru B sg jednak dodatnie, zatem inf B = 0.
Kresem dolnym zbioru B jest wiec 0.

Zadanie 2.
Wykaz, ze liczba V3 +4/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Gdyby v3++/2 bylo wymierne, to istniatyby p € Z, ¢ € N takie, ze v/3+v/2 = ’—’ , NWD(p,q) = 1.
Wowcezas (\/§+\/§)2 = 5‘2 & 342642 = Z_z &6 = (— — 5) , czyli \/_Jest wymierne. Zatem

istnieja takie m € Z,n € N, ze V6 = 2 NWD(m,n) = 1. Wowczas 6 = F & 6n2 = m?. Po
lewej stronie mamy nieparzyscie wiele dwojek, natomiast po prawej stronie mamy parzyscie wiele
dwojek. Mamy wiec sprzecznosé, czyli v/6 jest niewymierne i wowcezas v/3 + v/2 jest niewymierne.

Sposéb 11
Mamy (\/§+ \/5)(\/3 — \/5) = 1. Gdyby V34 v/2 bylo wymierne, to woéwczas v/3 — v/2 musiatoby
by¢ rowniez wymierne. Mamy jednak (\/§+ \/5) — (\/g— \/5) = 2v/2 oraz /2 ¢ Q, zatem V3++v2

nie moze by¢ wymierne.

Zadanie 3.

Wyznacz kresy zbioru P = {/n | n € N\ {1}}.
Rozwiazanie:

Sposéb 1

Rozpiszmy poczatkowe wyrazy v/2 ~ 1,41, /3 ~ 1,44, V4 ~ 1,41, v/5 ~ 1,38, .. .. Wida¢ ze kazdy
kolejny wyraz jest mniejszy od poprzedniego dla n > 3. Udowodnijmy to. Mamy teze, ze dlan > 3
zachodzi /n > "Vn+1&n" ™' > nh+1)" & n > ("TH)H = (1 + %)n Udowodnimy to przez
indukcje.

1. Czy nieréwnosé¢ n > (1 + %)n zachodzi dla n = 3?7 Tak, bo 3 > g—;.

2. Zatozmy, ze n > (1 + %)n wykazemy, ze n + 1 > (1 + L)mrl Wiemy, ze L = > n_+1 Mamy

I+ 1) =1+ 2)" 1+ ) <1+ )" 1+ 1) <n- i n+1

Zatem na mocy indukcji matematycznej /n > "/n + 1. Otrzymujemy wiec sup P = /3.

2

Zauwazmy, ze {/n = v\/ﬁ-\/ﬁ.1-1....~1§2'ﬁ+—2:2\/%+1—§§1+2\/%g (1+\/%> .
2

Infimum zbioru {(1 + ﬁ) |n € N} jest rowne 1, bo inf{\/% | n e N} = 0, zatem infimum

zbioru P nie moze by¢ wieksze od 1. Wiemy, ze 1 jest ograniczeniem dolnym P, bo /n > 1, zatem
inf P=1.

12
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Sposob 11

n—1> Md2 1> & \/§> d,. Zatem /n < 1—1-\/E Chcemy pokazac, z'e inf P = 1.
Wystarczy ze dla dowolnego € > 0 znajdziemy n takie, ze {/n < 1+ . Wezmy n > 5. Wowczas

Yn<i+yf2<1+ [F=1+c ZateminfP=1
2

Zauwazmy, ze dla n > 12 zachodzi /n < 1 + \/g <1+ ,/12—2 ~ 1,41. Zatem zbiér P ma

maksimum, ktoére jest jednym z elementde zbioru pierwszych dwunastu elementéw. Sprawdzamy,

ze sup P = \3/3

Sposoéb III Pokazemy, ze dla n > 4 zachodzi /n < v/3 < n? < 3". Baza indukcyjna dla n = 4
to 43 = 64 < 81 = 3*. Zalozmy teraz, ze n* < 3". Chcemy udowodni¢, ze (n + 1)* < 3!, Mamy
(n+1)3< (n + %)3 = (%n)?’ = 16245 3 < 128n3 =213 < 3n® < 3-3" = 3", Zatem sup P = /3.
Zadanie 4.

Udowodnij, ze dla dwoch podzbioréw ograniczonych A, B C R zachodzi

sup AU B = max(sup A, sup B)

Rozwigzanie:

Mamy z € AUB<x€ AV e B=x<supd V x<supB =z < max(sup A, sup B). Zatem
max(sup A, sup B) jest ograniczeniem gérnym zbioru AU B, czyli sup(AUB) < max(sup A, sup B).
Mamy Vyeqa a € AUB, czylia € A= a€ AUB = a < sup(AU B), zatem sup A < sup(A U B).
Analogicznie sup B < sup(AUB). Zatem max(sup A, sup B) < sup(AUB). Mamy wiec sup AUB =
max(sup A, sup B).

Zadanie 5.

Wyznacz kresy zbioru F = {% + %ﬁ | k,n € N}.

Rozwigzanie:

Mamy k> 1o k>1"e VE>1< f < 1 oraz analogicznie % 1. Zatem ﬁ + %ﬁ <

14+1=2. Aledla k =n =1 mamy f+ \lf—1+1:2,czyhsupE max F = 2.

Z d d tmet i t Vk = Jk-1+...41<
nieréwnosci pomiedzy $rednig arytmetyczna i geometryczna mamy 'k + 1+ <

n—1+k S k=14n 1 k o1 1

B—E2 oraz analogicznie mamy /n < *=*". Zatem T > g oraz {“f > o Czyli NIRRT >

P il +§—1 = niﬁ ; > 1. Zatem 1 jest ograniczeniem dolnym £E. Wezmy dowolne € > 0 takie,

ze Lf —i— % > 1 + . Ma to by¢ spetione dla kazdego k,n € N. W szczeg()lnoéci dla £ = 1 mamy
f—l— \1f = 1+— czyli musi zachodzié¢ 1+ > 1+€<:> >een<i - dla kazdego n € N. Nie

jest to jednak prawd@ dla dostatecznie duzych n. Wobec sprzecznosc1 otrzymujemy, zeinf K =1,
bo 1 + € nie moze by¢ ograniczeniem dolnym tego zbioru.

13
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Cwiczenia 4

Zasada indukcji, podstawowe nieréwnosci

Twierdzenie: Jezeli W, oraz (W,, = W + n+ 1) sa prawdziwe, to W,, jest prawdziwe dla
kazdego n € N.

Zadanie 1.

Wykaz, ze dla kazdego n naturalnego 1 +2+3+...+n = @

Rozwigzanie:

1. SprawdzZmy, czy réwnosé zachodzi dlan = 1. Tak, bo 1 = @ =1.

2. Zalormy, ze 1+2+3+...+n = " Cheemy wykazac, 7e 1+2+3+...+n+(n+1) =

D02 Tstotnie 14+2+34...+n+(n+1) = 2 4 (4 1) = 2letDi2edl) _ (b )(nd2)

Na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.

Zadanie 2.
Wykaz, ze dla kazdego n naturalnego 12 +22 432 + ...+ n? = w.
Rozwiazanie:

1. Sprawdzmy, czy nieréwnosé zachodzi dla n = 1. Tak, bo 12 = 1'% = 1.

)(2n+1

2. Zaloimy, ze 124+22+33+ .. . +n? = %. Chcemy pokazaé, ze 12+224+33+.. . +n?+

(n+1)? = BRI 1epotnie 12422433 4. 402+ (n+1)2 = 20D 4 (5 4 1)2 =
(nt1)(2n’+n+6n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

Na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.

Zadanie 3.
Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n liczba n® — n jest podzielna przez 5.

Rozwiazanie:

Sposéb 1

Mamy n° —n =n(n*—1) =n(n*+1)(n* —1) =n(n+1)(n—1)(n*+1). Dlan =0 mod 5 mamy
5 | n, czyli wyrazenie jest podzielne przez 5. Dla n =1 mod 5 mamy 5 | n — 1, czyli wyrazenie
jest podzielne przez 5. Dla n = 2 mod 5 mamy 5 | n? + 1, czyli wyrazenie jest podzielne przez
5.Dlan =0 mod 5 mamy 5 | n? + 1, czyli wyrazenie jest podzielne przez 5. Dla n = 0 mod 5
mamy 5 | n + 1, czyli wyrazenie jest podzielne przez 5.

Sposéb 11

Mamy n° —n =n(n—1)(n+1)(n*+1) =nn—1n+1)n*-4+5) =5nn—-1n+1)+
(n —2)(n — )n(n + 1)(n + 2). Pierwszy sktadnik jest podzielny przez 5, poniewaz jeden z jego
czynnikow to 5. Drugi skladnik jest podzielny przez 5, poniewaz jest to iloczyn pieciu kolejnych
liczb naturalnych. Zatem cale wyrazenie jest podzielne przez 5.
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Sposéb 111

1. Sprawdzmy, czy n® —n jest podzielne przez 5 dlan = 1. Tak, bo 1°—1 = 0, co jest podzielne
przez 5.

2. Zalozmy, ze 5 | n° —n. Checemy wykazac, ze 5 | (n+1)° — (n+1). Istotnie (n+1)°— (n+1) =
(n?+2n+1)-(n?+2n+1)— (n+1) = n+5nt +10n% +10n% + 5n —n = 5(n* + 2n® + 2n% +
n) + (n® — n). Pierwszy sktadnik jest podzielny przez 5, poniewaz jeden z jego czynnikéw to
5. Drugi sktadnik jest podzielny przez 5 z zatozenia indukcyjnego. Zatem cate wyrazenie jest
podzielne przez 5.

Na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.
Zadanie 4.
. . . . . . 1 1 1 1
Wykaz, ze dla kazdego naturalnego n wiekszego niz 2 zachodzi AtmatattTE> N
Rozwigzanie:

1. Sprawdzmy, czy nieréwnosé zachodzi dla n = 2. Mamy 1 + % = \/\%1 = V242 ﬁ.

Czyli chcemy wykazac, ze 1 + f >V2e 1> f & 2>12e 4> 2 ato jest prawdziwe.

2. Zalozmy, ze \[+\[+\f—l— —i—\f > \/n. Chcemypokazac ze f+\f+f+ +W+W
vn+ 1. Mamy - ot \/Q + \/g + ...+ \/ﬁ + \/nl? > \/m + v/n z zalozenia indukcyjnego.
Wystarczy zatem wykazaé, ze \/ﬁ +/n > v/n+1, aby teza byla prawdziwa. Jest to

réwnowazne stwierdzeniu, ze 1 +y/n-vn+1>n+1< Vn-vVn+1>n&n?+n>n’s
n > 0, co jest prawdziwe.

Na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.

Zadanie 5.
.o . 1 1 1 1
Wykaz, ze dla kazdego n naturalnego 15 + 55+ 37+ ...+ g < 1.
Rozwigzanie:
Sposéb 1
Zauwaimy, ze ﬁ = % n+1 Mamy 124— + 1+ +n(n+1) %—%+%—%+ .—I—%—n%l =
nbl — i Oczywiste jest, ze -1 < 1, bon <n —i— 1.
Sposéb 11
ZauwazmylisSmy, ze L2 + ZL + 3%1 +...+ ﬁ = 25 Udowodnijmy to
1. Dlanzlmamy%z%zl—il.
2. Zalozmy, ze 12+23+34—1— —|—n(n+1) =25 Mu51my udowodnlc ze 1. 2+23+34+ +n(n+1)—l—
— n+l 1
m = 1= Z zalozenia indukcyjnego mamy 1.2 + 5= 2.3 + 7 3_4 +...+ n(n+1) + ooy —
+ n(n+2)+1 _  p242p4+1 n+1l
7’L+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) — (n+1)(n+2) = n+2°

Na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.
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Zadanie 6.
Wykaz, ze dla kazdych liczb dodatnich aq,as, ..., a, spelmiajacych zalezno$é¢ a; -as - ... -a, =1
prawdziwa jest nieréwnos¢ a; + as + ... + a, > n. Kiedy zachodzi rownosé?

Rozwigzanie:

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla pewnego
dowolnie ustalonego n. Bez zmniejszania ogélnosci rozwazan mozemy przyjac, ze liczby ay, ..., a,q1
spelniajace warunek a; -as-...-a,+1 = 1 sa ponumerowane w ten sposob, ze a; < as < ... < a, <
any1.- Wtedy a1 < 1oraz a,, 1 > 1. Skoro aj-ag- ... ap-ape1 =1 ag-ag ... ay-(Gpi1-a1) =1,
to na podstawie zalozenia indukcyjnego, zachodzi as +ag+ ...+ (api1-a1) > n< a3 +ag+ ...+
Ap+ api1+ (Qpyr-a1) > n+ay+apyr. Stad a; +ag+ ...+ ap +app1 >N+ Gpi1 +a1 — Ay -a =
n+ani1(l—a)+ (a1 —1)+1=n+14(an+1—1)(1—ay) > n+1. Na mocy indukeji matematyczne;j

teza jest prawdziwa. Rownosé zachodzi kiedy kazda z liczb aq, ..., a, jest rowna 1.
Zadanie 7.
Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich liczb
ai, as, ..., a, zachodzi nieré6wno$¢ miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczna w >
{L/al-ag-...-an.
Rozwigzanie:
Wezmy ciag (b,,) taki, ze b; = ’\Vﬁ Wowcezas by -by-...-b, = 1. Wiemy, ze by +by+...+b, > n,
zatem w > 1. Po pomnozeniu stronami nieréwnosci przez /a; ... - ...a,, otrzymujemy
a1tag..tan > o/ “a

" = 1° .- -
Zadanie 8.
Udowodnij, ze dla kazdego n naturalnego zachodzi réwnosé 13+23+33+. . .+n3 = (1+2+43+.. .+n)%
Rozwigzanie:

n n n

Wiemy, ze ’; k? = w oraz 1;1 k= w Obliczmy ’;1 k3. Mamy

n n n—1 n
SR =14 K =14+> (k+1)'=1+) (k+1)'—(n+1)" =
k=1 =2 k=1 k=1

:1+ik4+4ik3+6ik2+4zﬂ:k+il—(n+1)4
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Mamy wiec
SOk = ;l((n+1)4— L= (n(n+1)2n+1)) =2 (n(n+ 1)) —n) =

_n4—|—4n3+6n2+4n+1—1—2n3—3n2—n—2n2—2n—n_n4—|—2n3+n2
N 4 N 4

n(n* +2n+1)  n’(n+1)* (M): < Y k>2

4 N 4
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Zadanie 9.
Udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich xy, zs, ..., x, zachodzi nier6wnos¢ miedzy srednig geo-
, . EIFIE AT W
metryczng i harmoniczng /oy -y ... - x, > | HA—2— .
Rozwigzanie:
Wiemy, ze
r+...x
! > R
n

czyli mamy

1 1

=4+ ...+ = 1 1 n

n 1 Tn Ly +1

18
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Cwiczenia 5

Zasada indukcji, podstawowe nieréwnosci

Twierdzenie: (Nieréwnos$¢ Bernoulli’ego) Niech n bedzie liczbg naturalna, zas x > —1 liczba
rzeczywista. Wowcezas zachodzi nierownosé (1 +x)" > 1+ n - z.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze dla kazdego n naturalnego prawdziwa jest nieréwnosé n! < (”TH)n

Rozwigzanie:

Sposob 1

Mamy n! < (”T“)n & Vnl < (”T“) Z nierownosci miedzy $rednig arytmetyczna i Srednig geome-

n _ 142+4..4n _ n(n+l) _ n+l
tryczng mamy vn!=+v1-2-...-n < L = N =

Sposéb 11
Udowodnimy to przez indukcje.

1. Dlanzlmamyl!zlglz(%)l.

2. Przyjmijmy, ze n! < ("T“)n Chcemy pokazaé, ze

2\ "t 2\" 2
m+1) < (2 onl-m1)< (2) (222 o
2 2 2
+

2 n+2\" 2n + 2 n
& . 1)-n! < & -n! <
<n+2) ("+)"—(2) (n+2>"—(2
7, zatozenia indukcyjnego mamy
2n + 2 2n + 2 n+1\"
n+2 “\n+2 2
zatem wystarczy, ze udowodnimy nieréwnosé
2n + 2 n+1\" n+2\" 2n+2 (n+2\" n 1 "
< & <1 < (1
(n+2>( 2 ) _< 2 ) n+2 <n+1) +n+2_( +n+1)

_n_

n+17

Z nieréwnosci Bernoulliego mamy (1 + n%l)n > 1+ zatem wystarczy udowodnié, ze

<14 e M o 1<+

1+ < <
n—+2 n+1 n+2 n+1

co jest oczywiscie prawdziwe.
Zatem na mocy indukcji matematycznej teza jest prawdziwa.

Sposob 111
Inny sposéb przez indukcje. Zatozmy, ze n! < ( )n Mamy (n + 1)! = n!- (n+ 1). Z zalozenia

)n _ (n+1)(n41)

n+1
2

n+1
2 2"

indukeyjnego mamy n! - (n +1) < (n+ 1) - ( . Musimy wiec udowodnié¢, ze
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(n+212n+1 S (n;—i):H. Mamy 9. <n+ 1>n+1 S (n+2)n+1 &9 S (Z_ﬁ)n+l _ (1+n+r1)n+1‘ 7

nieréwnosci Bernoulliego mamy (1 + n+r1)n+1 >14+(n+1)- n+r1 = 2, zatem teza jest prawdziwa.
Zadanie 2.
Wykaz, ze dla kazdego n € N prawdziwa jest nierownosé 1% + 2% + 3% +...+ # <2- %
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze # < n(nl_l). Mozemy wiec napisa¢ nier6wnosé
1—i—l—l—l—i— +1<1+1+1++ =
1222 3 77 o p271-1 1-2 23 7 nn-1)
Wiemy, ze ﬁ—i—%—l—%%—...—l—n(;fl) = nLH, zatemﬁ—l—%—i—ﬁjk..—l—n(n{l) = 1—1—#1. Mamy
wiec
L I IS RN
1222 32 77 n2 " a4l T oon
Zadanie 3.
Udowodnij nieréwnos$¢ Weierstrassa, ktora jest uogélnieniem nieréwnosci Bernoulliego. Dla liczb
ai,as, ..., a,, kKtore wszystkie sg tego samego znaku i z ktorych kazda jest wicksza od —1 zachodzi
(I+a)(1+ag) ...-(I4+a,) >14+a;+ay+...+ ay,.
Rozwigzanie:
Udowodnimy to przez indukcje
1. Czy nieréwnosé zachodzi dla n = 17 Tak, bo1+a; > a; +1
2. Zalozmy, ze zachodzi
(I+a)-(I1+a)-...-14a,)>14+a1+...+a,
Chcemy wykazaé, ze
(I+a) - I+ay) ...-(14ay) - (I+ap) >14+a+ ...+ a,+ anss

Jako, ze a; > —1, totez a1 > —1 < a,1 + 1 > 0. Mozemy wiec przemnozy¢ nieré6wnosé z
zalozenia stronami przez (1 + a,.1). Mamy wowczas

(I4a) - (I+az) ...-T+a,) I4+ap1)>A+ar+...+a,) (14 ap41) =

=l4+a+...+a,+(14+a+...4ay) ap1 =14+a1+...+ap+ap1+an1- (a1 +...+ay)
Wyrazenie a,1-(a;+...4+a,) jest niemniejsze od zera, poniewaz jezeli a, 11 < 0,to Y a; <0,
i=1
czyli anyq - Y a; > 0, natomiast jezeli a1 > 0, to > a; > 0, czyli apyq - Y, a; > 0. Dla
i=1 i=1 i=1
an+1 = 0 oczywiscie iloczyn bedzie rowny 0. Zatem

l+ar+...+a,+ a1+ ap-(a+...4+a,) >14+a1+...+a, +ap

czyli z zatozenia indukcyjnego wynika teza.
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Na mocy indukcji matematycznej nierownosé (1 +aq)(1+ag)-...-(14+a,) > 14+a;1+as+...+a,
jest prawdziwa.

Zadanie 4.
Udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich x1, x5, ..., x, prawdziwa jest nierownosé i—; + i—g +...+
Inol 4 Zn >,

Tn ] —

Rozwiazanie:
Z nieréwno$ci pomiedzy srednig arytmetyczng i srednig geometryczna mamy

p Vi T PRI T T T T e
n T2 T3 In X1
zatem
X1 X2 Tp—1 T
—+—=+... + +—2n
To T3 Ty, €
Zadanie 5.
Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos¢ % . % S 22;1 < \/%TL
Rozwiazanie:
Mamy
1 3 2n—-1) 1-3-...-2n—1) 1-2-3-...-(2n—1)-2n
2 4 2n  2-4-...-2n (2-4-...-2n)2 B
B (2n)! @) (2n)!
S (1-2:2-2-3-2-...-m-2)2 (27 (n!)2 220 (n!)2
Mamy wiec teze % < \/ﬁ Udowodnimy to przez indukcje.
1. Czy nieréwnosé zachodzi dla n = 17 Tak, bo % = % < \/ig = \/21?
2. Zalozmy wiec, ze 225?.7(25)2 < \/2711 = Musimy udowodni¢, ze 55 f;"?(‘(fﬁ!l),)z < \/2711 —- Mamy
(2n + 2)! @) @2n+1)-(2n+2)  (2n)! 2n+1 < 1 2n+1

22042 (n+ 112 22 (n)2 2.2-(n+1)2  22»-(n!)?2 2n+2 ~ V2n+1 2n+2

Wystarczy wiec udowodnié¢, ze

2n+1 < 1

V2n+1-(2n+2) ~ V/2n+3

S 2n+1)2n+3) < 2n+2) e’ +8n+3<4n*+8n+43<4

SVant+l-vVon+3<2m+2s

co oczywiscie jest prawdziwe.

Zatem na mocy indukcji matematycznej, teza jest prawdziwa.

Zadanie 6.
Udowodnij, ze dla kazdych liczb dodatnich 1, xs, . . ., z, zachodzi nieréwnos¢ miedzy $rednia aryt-

. 22423+ a2
metyczng i kwadratows |/ == > Didfah.din
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Rozwigzanie:
Przeksztalémy teze réwnowaznie

“on- (2 tait . Fad) > (v F et Fay)?

\/x%+x§+...+x3>x1+x2+...+x
n B n

Udowodnijmy to. Mamy

(T1+ o4 +x) =i +ai+.. +22+2 [(m1x2 + mas + .. 4 213,)+

TV
n—1

+(xows + Toxy + ...+ XToxy) + ...+ (Tpo12y)]
N -~ 7 \ /

n—2 1

Skorzystamy teraz z faktu, ze dla kazdego a,b € R zachodzi 2ab < a? + b?. Mamy wiec
i ri b 222 [(T@e . Tix) + (Toxs . Tox) A (Tpo12)] <

<4 42+ m-Dai+ @+ )+ (n—2as+ (@3 )+ P
n-ritn-as+... +n-22=n-(2?+a5+...22)

Udowodniliémy wiec nierownosé, ktora jest rownowazna nieréwnosci z tezy.

Zadanie 7.
Wykaz, ze dla kazdego n € N zachodzi 1+ 1 + 1 +...+ 55 =2 — 5.
Rozwiazanie:

Udowodnimy to przez indukcje.
1. Czy nieré6wnosé zachodzi dla n = 17 Tak, bo 1 + % =1,5=2-1.

2. Zatozmy, ze 1+%+%+...+2%:2—2%. Musimy udowodnié, ze 1+%+Z—11+...—|—2in+2n%:
2—2,1%. Mamy

11 11 1 1 1 1 11 1
I+ —4-F. .t — —oo — _9_ (1) 29 1.2
tgtgtotm tom TR 2n( )

Zatem na mocy indukcji matematycznej, teza jest prawdziwa.
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Cwiczenia 6
Ciagi i ich granice

Definicja: Ciagiem nazywamy funkcje a : N — R. Oznaczamy typowo a, := a(n), {a,} € N

[

(19
L

] (G

ot +
f=>

0 1 o 3 4

Definicja: Ciag nazywamy monotonicznym, gdy zachodzi jedno z
1. Voen an < apgq

2. vnEN Qn Z Apy1

Ciag (a,) nazywamy ograniczonym, gdy 3, mer Vnen m < a, < M

Zadanie 1.

Rozwazmy ciag (a,)nen okreslony nastepujaco a; = V2, a3 = V2 + V2, a, = /2 + a_1. Roz-

strzygnij, czy ciag ten jest a) rosnacy? b) ograniczony?

Rozwigzanie:
Sposéb 1
Ciag ten jest rosnacy, jezeli a,+1 — a, > 0, czyli /2 + a, > a,. Mamy

V2+a,>a,<2+4a,>ad a2 —a,—2<0s (a, —2)(a, +1) <0

Zatem ciag ten jest rosnacy, gdy a, € (—1,2). Udowodnijmy, Ze ciag jest ograniczony. Pokazemy,
ze a, < 2.

1. Czy nieréwnos¢ zachodzi dla n = 17 Tak, bo a; = V2 <2

2. Zaltozmy, ze a,, < 2. Chcemy wykazaé, ze a,+1 < 2. Mamy a,1 = V2 + a,,. Musimy udo-
wodnié, ze \/2+a, <2< 2+a, <4< a, <2, co jest prawdziwe.

Zatem V,ena, € (0,2) C (—1,2), skad wynika, Ze a,, jest rosnacy i ograniczony.
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Sposéb 11
Udowodnimy przez indukcje, ze a, < a,11, czyli ze ciag ten jest rosnacy.

1. Czy nieréwnosé zachodzi dla n = 1? Tak, bo a; = V2 < V24 V2 = as.

2. Zalozmy, ze a, < a,.1. Musimy udowodnié¢, ze a, 1 < a,2. Mamy

an<an+1<:>an+2<an+1+2<:>\/2+an<\/2+an+1

Ale przeciez /2 + a, = apyq OraZ /2 + Gpi1 = Qpio, zatem a, 1 < Qpyo

Zadanie 2.
Ciag Fibonacciego zdefiniowany jest rekurencyjnie Fy = Fy = 1 oraz F),.1 = F,,+ F},_1. Udowodnij,

n n
ze n-ty wyraz tego ciaggu dany jest wzorem Bineta F), = \/ig (%) — \/ig (%5) .

Rozwigzanie:
Udowodnimy to przez indukcje.

3 3
1. Czy wzor zachodzi dlan = 3?7 Tak, bo [y = 1+1 = 2 oraz F3 = - (12‘/5) _\/LB' (1*2\@) =

V5
245 2—/5 2
NG NG

2. Zalozmy, ze wzor zachodzi dla n oraz dla n+ 1. Musimy udowodnié¢, ze zachodzi réwniez dla

n + 2. Mamy
1+ \/5 n [ _ \/g n 14 \/g n+1 1 \/5 n+1 -
2 L2 * 2 -

\)

1 14vE\" 143\ 1-va\" (1-vE\"
| (50) < (50) 1|50 - (50) )
A7) ()T (=)
5 2 2 ] I 2 2
_l’_




Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Zadanie 3.
Czy ciag Fibonacci’ego jest a) monotoniczny? b) ograniczony?
Rozwigzanie:
Wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie (indukcja). Ciag Fibonacciego jest wiec rosnacy, bo kazdy
kolejny wyraz jest rowny poprzedniemu plus co$ dodatniego (indukcja) Gdyby ciag Fibonacciego
byt ograniczony, to dla pewnego g € R oraz ng € N zachodzitoby
1 1 1
|an0_g|<§<:>ano_g€ _§a§

czyli Vosng |an — gl < % Ale mamy

Apn — 9 =0Qp — Ap—1 T Ap-1 — Ap2+ ...+ Apop1 — Apy +Apy — g > l—-==
=Qp_2 =Qn—-3 =0angy—1

Mamy sprzecznosé, zatem g nie moze by¢ granica, skad ciag Fibonacciego jest rozbiezny.
Rozwiazywanie rekurencji liniowych (na przyktadzie ciagu Fibonacciego)

Zastandéwmy sie jak mozna wymysli¢c wzor na n-ty wyraz ciaggu Fibonacciego? Pomyst polega na
szukaniu ciggéw spetiajacych rekurencje

Tpi2 = Tpi1 + T (1)
n+2 —

a™t + a", co prowadzi do a? = a + 1. Stad juz latwo dostaniemy dwa pierwiastki a = 1i2‘/5.

Zauwazmy na koniec, ze jesli ciagi (x,) oraz (y,) spelniaja rekurencje (1), to spelia ja réwniez
dowolna kombonacja liniowa postaci C' - x,, + D - y,,, gdzie C, D € R. Stad mamy ogdlna postac
ciagu spelniajacego rekurencje (1) postaci

1+v5\ 1-v5)
o

Wspétezynniki C'i D dobieramy tak, aby spelnione byly warunki poczatkowe z; = x5 = 1.

w postaci x, = a" dla pewnego a € R. Taki ciag spelia (1) wtedy i tylko wtedy, gdy a

Uwaga! Analogicznie mozemy rozwigzywaé wszystkie inne rekurencje liniowe. Z zastrzezeniem, Ze
gdy pojawi sie pieriastek wielokrotny, to pojawiajq sie dodatkowe rozwigzania postaci x, = na”.

Zadanie 4.
Zmajdz wzor na n-ty wyraz ciagu speliajacego rekurencje x,, 1o = 42,11 — 4x,, jezeli:
a) ro=0,11 =4

b) 1'0:1,5172:2.

Rozwigzanie:

a) Zalozmy, ze rownanie to ma rozwigzanie postaci z,, = a”. Mamy wiec a"™? = 4a™* — 44",
czylia? =4a—4< a®>—4a+4=0% (a—2)> =0« a=2. Ma ono pierwiastek podwojny,
zatem X,, = (C'+ Dn)-a"™ dla pewnych C'i D. Mamy wigc 2o =0 = (C+D-0)-2° = C =0
oraz 1, =4 = (C+D-1)-2' & C+ D = 2, czyli D = 2. Zatem wzor na n-ty wyraz to
T, = 2n - 2".
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b) Zalézmy, Ze réwnanie to ma rozwiazanie postaci x, = a". Mamy wiec a2 = 44" — 4a",
czylia? =4a—4 < a®>—4a+4=0% (a—2)> =0« a = 2. Ma ono pierwiastek podwojny,
zatem X,, = (C'+ Dn)-a™ dla pewnych C'i D. Mamy wiec 2o = 1= (C+D-0)-2° < C =1
oraz X, =24 (C+D-1)-2' & C+ D =1, czyli D = 1. Zatem wz6r na n-ty wyraz to
T, = 2".

Roéwnanie rekurencyjne

Przyktadem réwnania rekurencyjnego liniowego jednorodnego jest rownanie postaci
an:A'an—1+B'an—2

gdzie A i B sa dane. Zalézmy, ze ma ono rozwiazanie postaci a,, = r". Podstawiajac, otrzymujemy

MmM=Ar" '+ B ?srP=Ar+Ber?—Ar—B=0

Rownenie to nazywamy rownaniem charakterystycznym réwnania rekurencyjnego. W tym przy-
padku jest to réwnanie kwadratowe. Jezeli nie ma ono pierwiastkéw podwdjnych, to wowczas

a, = Cr{ + Dry
Jezeli natomiast réwnanie charakterystyczne ma pierwiastek podwojny, to
a, = (C+ D -n)rf

C oraz D sa dowolnymi staltymi, natomiast r; i ry sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego.
Jezeli dane jest aq i a,, wowczas tatwo mozna ulozy¢ uktad rownan i otrzymaé ich wartosci.

26



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 7
Ciagi i ich granice

Definicja: Liczbe g € R nazywamy granica ciagu (ay,), gdy Ve=0 Jng Vasno |an — 9] < e.
Piszemy a, "= g lyb lim a, = ¢. Jezeli ciag ma granice, to méowimy, ze jest zbiezny.
n—oo

|
|
g+e . |
! .
[
g o o | o
. .
gz . :
|
[
* !
[
® |
[
|
. . . t . : . 3 =
0 1 2 3 4 5] 6 Ly

Twierdzenie: (Arytmetyczne wlasnosci granic) Jezeli ciagi (a,,) i (by,) sa zbiezne odpowiednio
do granic a i b, to wowczas zbiezne sa ciagi (a, + by,), (an — bn), (a, - by) 1 0 ile b, # 0, to
zbiezny jest tez ciag 3. Gdy b > 0, to zbiezny jest ciag (%), zas gdy a,b > 0, to zbiezny jest

ciagg (log,, bn). Ponadto lim a, £b, = a+b, lim a, -b, = a-b, lim {* = ¢, lim bi» = b,
" n—00 n—00 n—oo " n—00
lim log, b, = log,b.
n—oo
Zadanie 1.
. . . . , 2
Oblicz granice nastepujacych ciagéw a,, = %, b, = #, Cn = 7353 dn = ;;;r_—m.
Rozwigzanie:
a, Wezmy dowolne ¢ > 0. Wybierzmy ng > % Wtedy |% —0l<een> %, co jest prawdziwe

dla n > ng > %, zatem a, = 0.

b, Wezmy dowolne e > 0. Wybierzmy n§ > 1 < ng > \/ig Wtedy |5 — 0| <een?>1an>

n—o0

\/ig, co jest prawdziwe dla n > ng > \/ig, zatem b, — 0.

n o 1 n—00

d n245n43 _ Mat

n:>>oo
" 3n2-5n+8 = 3—

33 e
w‘m:m‘w
Wl

n

Twierdzenie: (O trzech ciagach) Jesli wyrazy ciagow (a,), (b,) i (c,) spelniaja dla kazdego
n € N zaleznosé a,, < b, < ¢, oraz jesli ciagi (a,) i (¢,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to
wowczas ciag (b,) jest rowniez zbiezny do granicy g.
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Zadanie 2.
Oblicz granice nastepujacych ciagow a, = ¥/n, by, = Vn?, ¢, = V3 d, = /3n+1, e, = Y, n2,
fn = g_j

Rozwigzanie:
a, pokazalismy, ze1 < ¥/n < 1+\/£%. Ponadto mamy \/iﬁ = (%)

N

n—oo
0

\/7 ?

N[

= 0, zatem 1+Y=
wiece z twierdzenia o trzech ciggach ¥/n "0,

by Mamy /n? = {/n-/n "= 1-1=1.
¢, Mamy 1 < /3 < /n, zatem z twierdzenia o trzech ciggach mamy /3 "=~

d, Mamy v/3n < /3n+1 < V/4n. Wiemy, z3 lim v/3n = lim v4n = 1, zatem z twierdzenia
n—oo n—oo
o trzech ciagach mamy /3n + 1 "= 1

3=

1

e, Mamy Vn? = (n 2)% = (n2)%% = ((nQ)%) < (n2)%. Mamy wiee 1 < Vn? < /n2, zatem
z twierdzenia o trzech ciagach mamy "vn2 "=5° 1

fn Dla dostatecznie duzych n mamy 3" > n®, zatem dla dostatecznie duzych n mamy = | < ”—6 =

n. Mamy wiec 0 < " § =, zatem na mocy twierdzenia o trzech ciggach lim » =

n— 371

Zadanie 3.
Oblicz granice ciggu a, = v/n + 1 — /n.
Rozwigzanie:

_ (Vn+1-vn)(v/n+1+vn) _ n+l—n n—00
Mamy v/ +1 — v/ = BE00 0 = e = v O
Zadanie 4.
Oblicz granice ciggu a, = V1 + 23+ 33+ ... + n3.
Rozwigzanie:
Sposéb 1
Mamy ¥/1+ 23 + 3% +... +nd = {20t — pfn? o/ (bE n200 g g —
Sposéb 11

Mamy /1T+1+1+...+1 < V1+2+3+...4+n° < Vn3+n3+nd+...+n3 & /n <
V1+23+33+ ...+ n3 < V/n?, wiec z twierdzenia o trzech ciggach mamy lim a, = 1.

n—o0
Zadanie 5.
Zmajdz wzoér na n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie a, o = 3a,11 — 2a,, ag =4, a1 = T.
Rozwigzanie:
Niech a, = 7", wéwczas mamy "2 = 3r"t! — 2" & 2 =3n -2 < P -3r+2 =0 &

(r—2)(r—1) =0, czyli r = 2 lub r = 1. Mamy wi¢c a,, = C' - 2" + D - 1", co daje mam uktad
rownan

C-204D-1°=14

cC-2'+D-1'=7

czyli C =3 oraz D =1, zatem a,, = 3 - 2" + 1.
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Cwiczenia 8
Ciagi i ich granice

Fakt: Ciag ’CL—:, gdzie a > 01 ¢ > 1 zbiega do zera przy n — oo.

Dowod: Zauwazmy, ze (/n)® "= 1, zatem dla dostatecznie duzych n zachodzi (/n)" < d,
gdzie d < c. Zatem dla dostatecznie duzych n mamy n® < d”, czyli ’Z—Z < (%)n "2%°0, bo % < 1.

Zadanie 1.
Oblicz granice nh_{go W—%
Rozwigzanie:
vn+l—vn  (Vn+1-yn)(Vn+5+vn+3)
vVn+5—+vn+3 5+n—n—3
~ (WnH5+VnF3) (Vntl-vn) - (Vn+l+yn)
2 vVn+1++/n
(Vn+14++yn) 2 2
Zadanie 2.

Oblicz granice lim (¥/n + 5 — /n + 2)v/n2.
n—o0

Rozwigzanie:

(Vn+5—v/n+2)Vn2 = Vn?+5n2 — V/n3 4 2n2 =

3 2 3
= (Vn?® + 5n2 — v/n3 + 2n?2) - (Vo ¥ 5n22 * Y+ )l 4 20) + Vil £ 27) —
(Vn? 4+ 502" + /(n3 + 5n2)(n® 4 2n2) + V/n3 + 2n2)

n® + 5n2 —n® — 2n? n_>oo3_1

”2(§/1+1770+%+{’/1+%+%+{’/1+%+% 3

Zadanie 3.
Oblicz granice lim (¥/n+5 — /n+ 2)(v/2n? + 4n + 5).
n—oo

Rozwigzanie:

(V5= Vn o) (e an55) = (V45— Vn52) . V. V22 HAn+5)

3
n2

13/n2_32+’%+5

T R PR

=(Vn+5-Vn+2)-Vn2 T
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Twierdzenie: Jesli (a,) jest ciagiem zbieznym do 0, za$ (b,) jest ciagiem ograniczonym (to
znaczy, ze istnieje takie M € R, ze dla kazdego n € N zachodzi nier6wnosé |b,| < M), to ciag
(an, - by) zbiega do 0 przy n — oo.

Dowod: Mamy 0 < |a, - b,| < |a,|- M, gdzie M jest ograniczeniem ciagu (b,), czyli |b,| < M.
Mamy |a,| - M "= 0- M = 0, zatem z twierdzenia o trzech ciagach ay, - b, "= 0.

Zadanie 4.

Oblicz granice ciagow a, = (—1)" - £ oraz b, = %(Qn')

Rozwigzanie:

Ciag (—1)" jest ograniczony, natomiast ciag % jest zbiezny do zera, zatem lim (—1)" - % = 0. Ciag

n—oo
cos(n!) jest ograniczony, natomiast ciag # jest zbiezny do zera, zatem lim %(2”') = 0.

n—o0

Zadanie 5.

Oblicz granice lim \/n + /1 — \/n — /n.
n—oo

Rozwiazanie:

n —/n—+/n= ntyn-ntyn = 2vn nope 2
\/ +/n \/ a Vn+/n+/n—n ﬁ.(\/lJr\/%%_\/l_\/%) AR 1

Zadanie 6.
Rozwazmy podzbior A C R. Wykaz, ze jesli ¢ € R jest ograniczeniem gérnym A oraz istnieje ciag
(ay) elementow A zbiezny do ¢, to ¢ = sup A.

Rozwiazanie:
Jesli ¢ € R jest ograniczeniem gornym A oraz istnieje ciag (a,) elementéw A zbiezny do ¢, to dla

kazdego b < ¢ zachodzi b < lim a,, wiec z twierdzenia o szacowaniu dla dostatecznie duzych n
n—oo

mamy b < a,, zatem b nie jest ograniczeniem gérnym zbioru A, skad sup A = c.

30



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 9
Ciagi i ich granice

Definicja: Symbol, badZz wyrazenie nieoznaczone to wyrazenie algebraiczne, ktére nie ma

sensu liczbowego, bedace umownym sposobem zapisu przy obliczeniu granic funkcji. Zalicza sie¢

do niech: 3,2, 00 — 00,0 - 00, 0°, 1%, 0.
o

Zadanie 1. ,
Oblicz granice ciggow a,, = Vn?, b, = V3" + n3.
Rozwigzanie:

Wiemy, ze {/n "Z° 1. Ciag "\2/ n? to podciag ciagu x, = /n, czyli a,, = x,2, zatem skoro x,, zbiega
do 1, to rowniez a,, zbiega do 1.

Oszacujmy ciag b, = V/3" + n? z gory i z dotu. Mamy

3= /3" < Y3t n2 < Y330 =32

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach /3" + n2 "=° 3.

Twierdzenie: (O ciggu monotonicznym i ograniczonym) Ciag monotoniczny i ograniczony jest
zbiezny.

Zadanie 2.

Wykaz, ze ciag s, =1+ 2% + 3% +...+ # jest zbiezny.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze 1+ 2% + 3% 4.+ # <2- % < 2, zatem ciag s, jest ograniczony z gory. Ciag ten jest
rowniez rosnacy, gdyz dodajemy do siebie coraz wiecej dodatnich wyrazen. Jest wiec zbiezny (jego

) A
granica wynosi ).

Zadanie 3.
Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie: a1 = v/3, ni1 = /2 + /an. Wykaz, ze (a,) jest zbiezny i
oblicz jego granice.

Rozwigzanie:
Wykazemy najpierw, ze ten ciag jest monotoniczny. Przez indukcje udowodnimy, ze ciag jest ro-

snacy.

1. Czy a; < as? Tak, bo a1 =3 oraz ay = V2 + V3, czyli mamy
a1 <a; S V3<\2+V3e3<2+V31<V3

2. Zatozmy, ze a, < a,.1. Musimy udowodnié, ze a,.+1 < @,y2. Mamy

Uy < Opy1 &2+ ap <2+ pe; & V2 +a, < \/2+an+1<:>an+1<an+2
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Na mocy indukcji matematycznej, wykazalidémy, ze ciag ten jest rosnacy.
Wykazmy, ze cigg ten jest ograniczony przez 2. Udowodnimy to przez indukcje.
1. Czy a; <27 Tak,boa1:\/gorazmamya1<2<:>\/§<2<:>3<4

2. Zalozmy, ze a, < 2. Musimy udowodnié¢, ze a,; < 2. Mamy
ap, <2 a,+2<4Va,+2<2& a,01 <2

Na mocy indukcji matematycznej, wykazaliSmy, ze ciag ten jest ograniczony z gory przez 2.

Skoro ciagg jest monotoniczny i ograniczony, to jest réwniez zbiezny. Niech lim a, = g, wowczas
n—oo

mamy
g=V2+g9e ¢ =2+9¢d-9g-2=0(g-2g+1)=09g=2V g=—1

Jako, ze pierwszy wyraz ciggu jest dodatni oraz ciag jest rosnacy, totez granica jest dodatnia. A

zatem lim a, = 2.

n—oo

Fakt:

1 n

(1 + —) "
n
(1 N g)n'b oo ab
n

Zadanie 4.

Oblicz nastepujace granice

a) lim (14 ﬁ)n

n—oo
b) lim (14 3)""
n—oo
Rozwigzanie:
a)
. 1\" AN
lm (1+— ) =lm [(1+2) =ed
n—oo 4n n—+00 n
b)
5 2n+3 5 3 5 om
n—oo n Nn—00 n n
Zadanie 5. .
(1 + %) = e oraz ogodlniej,

Wykaz, ze jesli ciag x,, jest rozbiezny do +oo przy n — 400, to lir+n
n—-+0oo
<1 + %) —

32
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Rozwigzanie:

Tn
Istnieje ciag liczb naturalnych k,, taki ze k, < x, <k, + 1. Oszacujmy ciag <1 + %) . Mamy

kn+1
(1 + kna:kl) a kn a Tn a kn+1 a kn a
) <2 ) o) (o)
<1  a ) iy + 1 T o o o
kn+1

Ciag k,+1 to podciag ciagu liczb naturalnych rozbiezny do +oo, zatem ciagi (1 + kﬁkl) i <1 + ﬁ)

kn+1 kn
sa zbiezne do 1 oraz ciagi <1 + ﬁ) i <1 + ﬁ) sa zbiezne do e®. Zatem oszacowaliSmy

ciag (1 + %) "y gory i z dotu przez ciagi zbiezne do e?, wiec z twierdzenia o trzech ciggach
lim (1 + f) —
n—o0 n

Zadanie 6.
Oblicz granice:

a) lim (1,001 4 3)™*

n—o0

b) lim (1— )"

n—oo

. 3n—1\n+4
c) Jim (351)

Rozwiazanie:

a
) 2n+3
(1, 001 + —) > (1,001)**3 > (14 0,001)*"" > 140,001 - (2n + 3) "=7 oo
n

b)
1\" 2 _1\" —1 1)\" 1\" I\ oo
R S ) M )
n n n n n
c)
naelyp il
3 — 1 n+4: 12 n+4: . _g (+3)+3n—_>>006—§
3n+1 3n+1 n—l—%
Zadanie 7.
Czyci@gan:1+%+%+...+%jestzbieZny?
Rozwiazanie:
Mamy
1 N 1 S 1 R 1 1 1
A2n ap = - Z — .. — =n--— = =
2 n+1 2n = 2n 2n o 2
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Stad a,, jest rozbiezny, poniewaz nie spetnia warunku Cauchy’ego.

Zadanie 8.
Oblicz granice lim <Z§ﬁ’
n—oo

) 2n2+5

Rozwigzanie:

n? 43 2n2+5_ ) 9 2-(n2+1)+3_ n? 43 2:-(n2+1) n? 13 3n_>oo 22 | _ b
n? + 1 AR T\n241 \zy1) ¢ TS
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Cwiczenia 10
Ciagi i ich granice

Twierdzenie: (O scalaniu) Niech ciag (z,,) ma k podciagéw o wlasnosciach
1. wszystkie te podciagi sa zbiezne do granicy g,
2. kazdy wyraz ciagu (x,) nalezy do jednego z tych podciagow.

Woweczas ciag (z,) jest zbiezny do g.

Zadanie 1.
Oblicz granice:

n (_1)nn
a) Tim (14 E2)

n—oo

V2n+1
b) lim (gf@

n—oo

Rozwigzanie:

a) Dla n parzystego mamy lim (1 + %)n = e. Dla n nieparzystego mamy lim (1 + }n)fn =e.
n—00 n—00

n (71)71,”
Zatem z twierdzenia o scalaniu mamy lim <1 + %) =e.
n—oo

b)
\V2n n— .¥2ntl
=1+ = ()Y =e
n—+/n Vn—1
Zadanie 2.

Wykaz, ze ciag f, = % + 2% + 2% + ...+ g5 jest zbiezny i oblicz jego granice.

Rozwigzanie:
Znajdzmy wzér na sume tego ciagu. Mamy 3 + 55 + ...+ 5= = 1 — 5=, zatem mozemy napisa¢

ST TSR Y I [V (I P B
— ot g sttt ) 3

2 22
L1 B
2 ot )|

T T
Sttt 5+ Stmte T
1

)[0-2)-4+[0-H)-

Il
N
—_
|
2
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o —2—>

Zatem f, = 2 — 22 "5°

Logarytm naturalny

Wtasnosci In : R — R:
e In(1)=0
e In jest rosnacy

eln(z-y)=lnz+ny=Inl=0hsz

O<z<y=Inz<lny

alnz =Inz®

Zadanie 3.
Udowodnij, ze dla kazdego x > —1 prawdziwe jest oszacowanie +7— <In(1 +z) < .

Rozwigzanie:
7 wyktadu wiemy, 1 > e > 1+ z. Udowodnijmy najpierw nieréwnos$¢ In(1 + z) < z. Mamy

e* > 142 = eln(H’”), zatem korzystajac z monotonicznosci funkcji exp mamy x > In(1 + z).

Udowodnijmy teraz nier6wno$¢ ;7 < In(1 + ) Do nieréwnosci -~ > e podstawmy = = I
wowezas ety < —L=1+y= eln(lﬂ’) zatem £ < In(1 +y).
T+y
Zadanie 4.
Wykaz, ze jedli ciag x,, zbiega do 0, to lim In(ten) — 4,
n—o0 n
Rozwigzanie:
Oszacujmy wyrazenie M Mamy
| e Ty In(1+ z,) Tn _ 4
(1+z,) -z, Ty T xy,
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. . : . In(1
Zatem z twierdzenia o trzech ciagach lim 20E2e) — 1.
n—oo  TIn
Zadanie 5.
. . L1 . . . T
Wykaz, ze jesli ciag x,, rozbiega do 400, to lim <= = 4-o0.
n—oo <"
Rozwigzanie:
n—o0
Skoro z,, — o0, to HkneN, o, P00 k, <x, <k,+ 1, zatem
ern ekn ek k,
Tn kn—l—l kn kn—i—l
. . . , . k . . L L . .
Wyrazenie kki - ma granice rowng 1, natomiast £ rozbiega do nieskoniczonosci. Zatem z twierdze-
n n

. » . . T
nia o dwoch ciggach lim €= = +o0.
n—oo Tn

37






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 11
Ciagi i ich granice

Zadanie 1.
Ciag a,, okreslony jest rekurencyjnie a; = 1, a,11 = —%a% + 2a,. Wykaz, ze jest to ciag zbiezny i
oblicz jego granice.

Rozwigzanie:
Wykazemy najpierw, ze V,en a, < 2.

1. Dlan=1mamy a; =1 < 2.
2. Zatozmy, wiec, ze a, < 2. Musimy wykaza¢, ze a,+1 < 2. Mamy a,,11 = —%a% + 2a,, zatem

musimy wykazaé, ze

—%ai+2an <2&a—4a,+4>0% (a,-2)*>0<a, € (—0,2) U (2,+00)
co jest prawda dla a, < 2.
Zatem na mocy indukcji V,en a, < 2. Ciag a, jest wiec ograniczony z gory.
Wykazemy teraz, ze V,en a, > 0.
1. Dlan =1mamy a; =1> 0.
2. Zalozmy, wiec, ze a, > 0. Musimy wykazaé, ze a,+1 > 0. Mamy a,,11 = —%a% + 2a,, zatem
musimy wykazaé, ze

1 1
—§ai+2an>0(:)an(2—§an) >0< ay(4—a,) >0&a, €(0,4)

co jest prawda dla a,, € (0,2).
Zatem na mocy indukcji V,en a, > 0. Ciag a,, jest wiec ograniczony z dotu.
Chcemy pokazaé, ze ciag ten jest rosnacy.
1. Mamy a;, = 1,5 > 1= aj;.
2. Zatézmy wiec, ze a, > a,—1. Musimy wykaza¢, ze

L, L,
an+1>an@—§an+2an>an®an>§an©an(2—an)>0®an€(0,2)

Zatem na mocy indukcji wykazaliSmy ciag a,, jest rosnacy.
Skoro ciag jest monotoniczny i ograniczony, to jest zbiezny i ma granice. Niech g bedzie granica

tego ciggu. Mamy wiec réwnanie

1
92—592+294:>g2—29:0@g(g—2)=0<i>g=0 Vog=2

Ciag jest rosnacy, zatem g = 2.
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Zadanie 2.
Zmajdz wzor na n-ty wyraz ciagu X,, zadanego rekurencyjnie X, 10 = X, 1+ X, +1, X; = Xy = 1.

Rozwiazanie:

Mam réwnanie rekurencyjne X, o = X,11 + X,, + 1. Przyjmuje wiec, ze X,, = r" i rozwiazuje
rownanie rekurencyjne X, 1o = X, 11 + X, ale jest to postac¢ ciagu Fibonacciego, zatem znamy juz
jego pierwiastki r = 1+2\/5 oraz ro = 1_2\/5
wolnego byto dane wzorem x,, = ar} + brly, co w przypadku réwnania X, o = X, 1 + X,,, dawalo
nam wzOr na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego, tak w przypadku réwnania z wyrazem wolnym,

wzor na n-ty wyraz bedzie dany wzorem x,, = ary + brj + ¢, zatem w naszym przypadku jest to
n

Tp = a- (%) +b- (ﬂ> + c. Podstawiam pierwsze trzy wyrazy ciagu (a3 =1+ 1+ 1= 3)

. Jak rozwiazanie réwnania rekurencyjnego bez wyrazu

2
by otrzymaé¢ uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi. Mamy

a.(%%q,(%%w:l
2 2

o (55) 10 (155) o1
3 3

a(#) +b.<%ﬁ> +c=3

Po rozwiazaniu uktadu réwnan liniowych, otrzymuje: a = \%, b= —\% oraz ¢ = —1. Zatem wzor
na n-ty wyraz ciggu , gdzie X; = Xy = 1 dany jest wzorem

2 L+ n_i. 1-V5 ”_1
V5 2 V5

Wystarczy jeszcze udowodnié to indukceyjnie.

N}

1. Wzoér oczywiscie zachodzi dla n = 1, 2, 3.

2. Zalozmy wiec, ze wzor dziata dla X, oraz dla X, ;. Musimy wykazaé, ze dziata dla X, 5.
Mamy
Xn+1 + Xn +1=

o (15" 2 (1=vB\"T 2 (14vB)" 2 (1-v5)" -
S (5 5
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(] (50 ()]

[l (e

Sl

NG 2 2

Zatem przez indukcje udowodniliSmy poprawnos¢ tego wzoru.

Zadanie 3.
Oblicz granice lim 22 lim 1“”3, lim thn
n—oo " n—ooo n—oo VT
Rozwiazanie:
| 1 1) —1 1 1
lim 27— g 2D I P (1+—> —Inl=0
n—oo 7 n—00 (n +1)—n n—00 n n—00 n
Inn? |
lim B g 30 3o g
n—oo N n— o0 n

. Innger, . In(n+1)—Inn Vn+1++/n ) 1
lim — "="1 : =limn(1+—-) (Vn+1 =0
LSy Ry Sy Sy e sripy- AL Ubey RV

Zadanie 4. ,
Oblicz granice lim M
n—00 n

Rozwigzanie:
Mamy
In(n®+2n) Inn*  3Inn e

NG <\/ﬁ_\/ﬁ — 4-0=0

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach mamy lim WT:%) = 0.
n—oo

0<

Twierdzenie: (Stolza) Niech (y,) bedzie ciaggiem monotonicznym (od pewnego miejsca). Za-
t6zmy, ponadto, ze zachodzi jeden z warunkow

1. lim y, = o0

n—o0

2. lim z, = lim y, =0
n—oo n—oo

Tnt1=Tn

Yn+1—Yn

) jest zbiezny, to zbiezny jest tez ciag (z—:) oraz

Woweczas jesli cigg (

. T . xn—i—l — T
lim — = lim ——
n—o0 yn n— o0 yn+1 — yn
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Zadanie 5.
Wykaz, ze dla dowolnej liczby a € R i dowolnej liczby § > 0 zachodzi lim 1‘;—’;& =0.
n—oo

Rozwigzanie:

Inn*  a-lnn a-ln(nﬂ)% a Inn’ e a

nB B B 3 nf 3
Zadanie 6.
Wykaz, ze jesli ciag z,, zbiega do 0, to lim <=1 =1.
n—o0 n

Rozwigzanie:

Wezmy t,, = ™ — 1, wowczas t, + 1 = e* oraz x, = In(t,, + 1). Gdy x, "800, to t, "=~ 0. Mamy
wiec
= 1 - 1 — - T = 1
In(t, +1) - -In(t,+1)  In(1+1¢,)m Ine 1

tn
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Cwiczenia 12
Ciagi i ich granice

a3
" n—00

Fakt: Jezeli |z, "= 400, to (1 + %) - e

P . 3 . . «, . n1—o0o
Dowéd: z,, mozemy rozbi¢ na dwa podciagi z,,, > 0 oraz z,, < 0. Oczywiscie x,,, — +o00
ng—00 . o
oraz r,, — —oo. Wiemy, ze

Z kolei

—1
1 Tng _1 —ZTng n o _
(1—1——) :<<1+ ) ) = (e’l) '—e
Ty —Tn,

Tn
Zatem z twierdzenia o scalaniu otrzymujemy lim <1 + %) =e. U
n—o0 n

Zadanie 1.
. . . 2 2 2, 2
Oblicz granice lim 1—F2+374n~
n—00 n
Rozwigzanie:

(n?) jest $cisle monotoniczny i rozbiezny do +o0, zatem spelnione sa zalozenia Stolza. Zatem

1P 4+22 432+ 40 stolr .. NPH2n+1 1
lim = lim ——— = — =
n—o0 7’L3 n—oo 3’/’L2 —|—37’L—|— 1 3

Zadanie 2.

Oblicz granice lim
n—oo

1,1,1 1
Thet3tty
Inn :

Rozwigzanie:

1,1, 1 1 1

Lilily 4+ tg i iy 1

lim +—2 3 n SO i ntl = lim . ~=—=1
N300 Inn n—00 ln(n + 1) — ln(n) n—soon+1 In (1 + ;) Ine

Zadanie 3.
Ciag a, jest zbiezny do granicy g. Wykaz, ze ciag $rednich arytmetycznych tego ciagu s, :=
(a1 +az + ...+ a,)* jest takze zbiezny do g.

Rozwiazanie:

. a1+a2+-~-+an Stolz . Ap+1
lim =" lim

n—o00 n n—o0 ].

Zadanie 4.
Ciag a,, > 0 jest zbiezny do granicy g > 0. Wykaz, ze ciag Srednich geometrycznych tego ciagu
Sp 1= {/ay -ag - ... - ay jest takze zbiezny do g.
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Rozwigzanie:

Sposob 1
Wiemy, ze x, "= g < In(z,) "= In(g). Mamy wiec

. . 1 . 1 Stolz
7}1_{1010111("@1‘---‘%):T}L)I&ln(al‘---'an)" :nll_glogln(al-...-a ) = nh_ml n(a,+1) =1Ing

Zatem lim /a; -

n—oo

Sposéb 11
Niech A to $rendnia arytmetyczna, G to srednia geometryczna, natomiast H to $rednia harmo-
niczna. Wiemy, ze

1 1\ !
n—00 ce n ar +...+ an n—00
gZ—)M—M:AZGZH:%: a " T an 2y
" T n
Zatem z twierdzenia o trzech ciagach G "= g
Zadanie 5. \
. . . In(n°+5n+1)
Oblicz granice T}Lrlgo (2 6ni5)"
Rozwigzanie:
. In(n®*+5n+1) o (1+ 5+ %) . Blnn+ln(1+3%+%5) 3
lim = lim ¢+ = lim i = 3
nooo In(n? 4+ 6n+5) nwco Inn?(1+8435)  noce 2Inn+In(1+8+5) 2

Zadanie 6.

. : C U435+ (2n—1)!
Oblicz granicg lim *HjrHr=-tCu)
Rozwigzanie:

U434+ ... 4+ 2n—1)! sl ’ U+ +Cn—-D!'+Cn+ 1) =11—...—(2n—1)!
1m = 1m =
n—oo 214414+ ... 4 (2n)! n—so0 20+ 4+ 2+ 2n+2)! =21 — ... — (2n)!
(2n + 1)! , 1
= lim — = lim =
n—00 (2n + 2)! n—o0 2N + 2
Zadanie 7.
Oblicz granice lim In(1-v2 \[2 ),
n—o0 In(n)

Rozwiazanie:

(1 V2 V3 YN sl In "/n+1
lim =" lim —
n—so0 ln(n)2 s o0 ln(n + 1)2 _ ln)n)2

In "/n+1 ) In "/n+1

A (n(n + 1)+ (n)(Im(n + 1) —n(n) o (In(n2 + n))(In (1 + 1))
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L In(n+1 L lnn+1

noroo (In(n? +n)=) - (In (L+ 1" nooo (L Im(n+1)+21-In(n)) - (In (1 + 1)) ~ lne

n

Zadanie 8.

Oblicz granice lim Va1
n—o0 n

Rozwigzanie:

M 1
Mamy 21 = 2221 Wezmy t,, = 27 — 1, wowczas 27 = t, +1 oraz = = log,(t, +1). Gdy n — oo,
to % — 0, czyli t, "= 0. Mamy wiec
1
2w —1 tn 1 tn—0
— ¢

2 logy(ta+1) logy(t, + 1)$ log, e

45






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 13
Ciagi i ich granice

Twierdzenie (Bolzano-Weierstrassa) Z kazdego ciagu ograniczonego (a,,) da sie wybra¢ podciag
zbiezny.

Whiosek: Z kazdego ciagu da sie wybra¢ podciag zbiezny (by¢ moze do granicy niewlasciwe;j).

Definicja: Dla kazdego ciagu (a,) przez w(a,) oznaczmy zbior wszystkich punktéw skupienia
(inaczej zbior wszystkich granic czesciowych ciagu), a wiec zbior granic wszystkich zbieznych
podciagow ciagu (ay,).

Definicja: Granica gorna (odpowiednio dolna) ciagu (a,) nazywamy liczbe

limsup := supw(a,) (odpowiednio liminf := inf w(a,))
n—s+oo n—r=+00

Innymi stowy granica gorna (odpowiednio dolna) to najmniejsze ograniczenie gorne (odpowied-
nio najwieksze ograniczenie dolne) zbioru wszystkich granic czesciowych danego ciagu.

Zadanie 1.

Wyznacz zbiory punktoéw skupienia nastepujacych ciagow a, = (—1)", b, = sin (%) . %
Rozwigzanie:

Rozbiajmy (a,) na dwa podciagi zbiezne: as, = 1 oraz as,+; = —1, zatem w(a,) = {—1,1}.
Rozbijamy (b,) na podciagi zbiezne, bs,, — 0, bgp1 — \/Tg . %, bonio — \/Tg . %, benia — _\/Tg . %,
bonis — _\/Tg : {E—g (sinus przyjmuje wartosci 0,‘/75,—‘/75 oraz mamy 7~}l—>r£lo }Egiﬁg = iﬁ—g) Zatem

_ V3 In2 V3 In2
w(bn) = {07 5 "3 T3 m}
Zadanie 2.
Wykaz, ze w definicji granicy gornej (odpowiednio dolnej) supremum (odpowiednio infimum) mo-
zemy zastapi¢ przez maksimum (odpowiednio minimum).

Rozwiazanie:

Rozwazmy cia g(a,) i przez w(a,) oznaczmy zbior jego punktéw skupienia. Chcemy pokazaé, ze
supw(a,) = maxw(a,), czyli ze w(a,) ma element maksymalny. Oznaczmy przez g := sup w(ay,).
Z definicji kresu gornego, dla kazdego € > 0 istnieje element w € w(a,) taki, ze w > g — €. Innymi
stowy, istnieje pewien podciag (a,, ) ciagu (a,) zbiezny do granicy w > g—e. Poniewaz wyrazy tego
podciagu moga by¢ dowolnie bliskie granicy w, znajdziemy wsrod nich element (o dowolnie duzym
indeksie) wiekszy niz w — ¢ > g — 2e. Konstruujemy podciag ciagu (a,) zbiezny do g. Pokazemy,
ze supw(a,) = g € w(a,). Konstrukacja bedzie indukeyjna: a,, wybieramy dowolnie, natomiast w
(k + 1)-szym kroku wybieramy z ciggu (a,) element a,,,, o nast¢pujacych wlasnosciach: indeks
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ni41 jest wigkszy niz poprzedzajacy indeks ny, oraz ay, ,, > g— % Na mocy poprzednich rozwazan,
taki wybor jest mozliwy. Na mocy wniosku z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa z ciagu a,, mozemy
wybraé¢ podciag zbiezny do granicy h (by¢ moze niewlasciwej). Z nieréwnosci an,,, > g —% wynika,
ze h > g. Poniewaz h € w(a,) (jako granica pewnego podciagu), zas g bylto kresem gornym, musi
zachodzi¢ h = ¢g. U

Powyzsze rozumowanie dos¢ tatwo uogé6lnié¢ na przypadek gdy lim sup a,, = +00.
n—oo

Zadanie 3.
Wykaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne

1) limsupa, =g

n—oo

2) a) dla dowolnie wybranego ¢ > 0 prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze niz g + ¢

b) istnieje podciag (a,,) ciagu (a,) zbiezny do g.

Rozwigzanie:

1) = 2) 2b) wynika z 1) na mocy poprzedniego zadania. Pokazemy teraz, ze zaprzeczenie 2a)
pociaga za soba zaprzeczenie 1). Istotnie, jesli 2a) nie zachodzi, to dla pewnego ¢ > 0 w ciagu
a, istnieje nieskoriczenie wiele wyrazéw wiekszych niz g + €. Na mocy wniosku z twierdzenia
Bolzano-Weierstrassa, z tych wyrazow mozemy wybra¢ podciag zbiezny do granicy h (by¢ moze
niewtasciwej), poniewaz wszystkie wyrazy tego podciagu bylty wieksze niz g+¢, na mocy twierdzenia
o poréwnywaniu mamy h > g+ €. A zatem h jest elementem zbioru w(a,) wickszym niz g, wiec g
nie mogto by¢ supremum tego zbioru.

2)= 1) Niech (a,,) bedzie podciagiem ciagu (a,) zbieznym do granicy h. Na mocy warunku 2a)
dla dowolnego € > 0 prawie wszystkie wyrazy podciagu (ay,, ) sa mniejsze niz g + ¢, zatem réwniez

granica spelnia h < g + €. Z dowolnoéci € wnioskujemy, ze h < g, a wiec g jest ograniczeniem
gérnym zbioru granic czesciowych w(ay,). Z kolei z 2b) wynika, ze w istocie g = maxw(a,,). O

Zadanie 4.
Niech (z,) i (y») beda dowolnymi ciagami. Wykaz, ze

lim sup(z,, + y,) < limsup x,, + limsup y,

n—0o0 n—oo n—oo

Rozwiazanie:

Wiemy, ze limsupa, < g wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 prawie wszystkie wyrazy
n—oo

ciagu a, sa mniejsze niz g + €. Oznaczmy przez a := limsupx, oraz b := limsupy,. Ustalmy

n—oo n—oo
dowolne ¢ > 0. Wiemy, ze prawie wszystkie wyrazy ciggu (z,) sa mniejsze niz a + § oraz prawie
wszystkie wyrazy ciagu (y,) sa mniejsze niz b+ 5. Stad wynika, ze prawie wszystkie wyrazy ciagu
(xn, + yn) sa mniejsze niz a + b + ¢, a zatem
lim sup(z,, + yn) < a + b= limsupz,, + limsupy,
n—00 n—00 n—00

Latwo znalezé¢ kontrprzyklad na réwnosé w powyzszej nieréwnosei, na przyktad dla z, = (—1)"
oraz y, = (—1)"*! granice gorne obu ciagéw wynosza 1, za$ x, + y, = 0.
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Zadanie 5.
. . . vn—1
Oblicz granice lim n
n— 00 "
Rozwigzanie:
n 1,
Yn—1 _ Vo1 entn—1
= “lnn
1 1 1
- = Inn
1
n—00 wlnn_1 n—oo .
Mamy & -Inn "=" 0, zatem “r—= "5 1, czyli
1,
. /-1 . enm 1
lim —— = lim — -Inn = +o00
n—o00 . n—oo = Inn

49






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 14

Zbieznosé szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich

Twierdzenie: (warunek Cauchy’ego) Ciag (a,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia
nastepujacy warunek
V6>O Hne Vm,n>ng |am - an| <e

Zadanie 1.
Niech a,b € R. Ciag (z,) spelnia zaleznosé rekurencyjna x; = a, o = b, Tpyo = w Wykaz,
ze (z,) spelia warunek Cauchy’ego i oblicz jego granice.

Rozwiazanie:
Sposéb 1
Mamy
1 1
Tnt2 = §xn+1 + axn
Niech wiec x, = r", zatem mamy
2 1 1 2
r :§r+§(:>27" —r—1=0Fr-1)2r+1)=0
Mamy wiec r = 1 oraz r = —%. Ogolny wzor na rekurencje bedzie wygladat
1 n
x,=A-1"+B- (——)
2
Po podstawieniu za x; = a oraz za xo = b otrzymujemy B = 2“7_21’ oraz A = %2” Zatem ogolny

wzOr na n-ty wyraz dany jest wzorem

o a+ 2b A 2a—-2b (1 "
" 3 3 2

. : 2. a+2b
Jego granica przy n — oo jest réwna “£=.
Sposob 11
Obliczmy réznice dwoch sasiednich wyrazen w module
o Tp + Tn+1 o Tpn — Tnp41
|Tpgo — Tnga| = T e

zatem kazde kolejne jest rowne potowie réznicy dwoch poprzednich. Zatem mamy

a—>b
2n

To — 1

2n

’.Cl}n+2 —$n+1| =...=

Obliczmy teraz réznice dwoch wyrazéw oddalonych od siebie o m. Mamy
|xn+m - xn| = |(='En+m - xn—l—m—l) + (xn-l—m—l - xn—i—m—Q) +...+ (xn-‘,-l - l‘n)|

o1
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Marysia Nazarczuk

Jest to mniejsze z nieréwnosci trojkata od

1
la — b (—+ .+

ontm-2 - 2n1> =la—0b|- on—1 9

co z kolei jest mniejsze od

T 2la—bl <e¢

1
-(1+—+...

zatem ciag (x,) spelia warunek Cauchy’ego. Obliczmy teraz granice tego wyrazenia. Roznica

dwoch sasiednich wyrazen wynosi

o Tp + Tn+1 o Tn — Tp+l o 1 o
Tpt2 — Tpt1 = —2 — T+l = —2 = ) ($n+1 - ZEn) =

Zatem mamy

Zatem
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Cwiczenia 15

Zbieznosé szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich

Twierdzenie: (Kryterium poréwnawcze 1) Zalozmy, ze ciagi o wyrazach nieujemnych (a,) i
(b,) spetniaja (dla dostatecznie duzych n) nieré6wnosé a,, < b,. Wowczas

e jesli szereg > b, jest zbiezny, to zbiezny jest rowniez szereg » . ay,.

e jesli szereg > a, jest rozbiezny, to rozbiezny jest rowniez szereg » . by,.

O jakich szeregach wiemy, ze sa zbiezne/rozbiezne. - > % - rozbiezny - Y # - rozgbiezny gdy s < 1
i zbiezny gdy s > 1- > qln - rozbiezny gdy |q| < 11 zbiezny gdy |q| > 1

Twierdzenie: (warunek konieczny zbieznosci) Gdy szereg S a,, jest zbiezny, to a, "= 0.

Zadanie 1. .

Zbadaj zbieznosé szeregu » (#) )
n=0

Rozwigzanie:

Zauwaimy, ze
n=0 6 n=0 6

zatem na mocy kryterium poréwnawczego 1, szereg ten jest zbiezny.

Zadanie 2. .

Zbadaj zbieznosé szeregu » <w> :
n=0

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Zauwazmy, ze

Mamy (%)2 > 1, zatem szereg ten jest rozbiezny.

Sposéb 11

Nie jest spelniony warunek koniecznosci zbieznosci, zatem szereg ten jest rozbiezny.
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Twierdzenie: (Kryterium poréwnawcze 2) Dla szeregow o wyrazach dodatnich > a, i > by,

jezeli lim = = g > 0, to oba szeregi sg albo r6wnoczesnie zbiezne, albo réwnoczesnie rozbiezne.
n—oo n

W przypadku gdy 11m “: = 0, wowczas:

e jesli szereg > b, jest zbiezny, to zbiezny jest rowniez szereg Y ay,.
e jesli szereg > a, jest rozbiezny, to rozbiezny jest rowniez szereg Y by,.
Gdy zachodzi nier6wnosé¢ “24 < b’;)# to:

e jesli szereg > b, jest zbiezny, to zbiezny jest rowniez szereg Y ay,.

e jesli szereg > a, jest rozbiezny, to rozbiezny jest rowniez szereg Y by,.

Zadanie 3.

: [ s 2 nZ24+n+5
Zbadaj zbieznos¢ szeregu . i An-3°
Rozwigzanie:

Sposéb 1

Zauwazmy, ze
(o]

. n?4+n+5
Zn3+4n_ Z_

: - n4n+b 1 : . . ..
poniewaz ;b > -, Zatem na mocy kryterium poréwnawczego 1 szereg ten jest rozbiezny.
Sposob 11

: _ nP4ntb _ 1
Niech a, = ;55055 oraz b, = -, wowczas

a, n24n®+5n e

on o D TT T OR oy

b, n3+4n — 3
Jako, ze szereg b, jest rozbiezny to na mocy kryterium poréwnawczego 2, szereg » . a, rowniez
jest rozbiezny.

Zadanie 4. .
Zbadaj zbieznosé szeregu > (/2 — 1).
n=0
Rozwigzanie:
Sposéb 1
Niech a,, = /2 — 1 oraz b, = , wOwczas ‘;" = *Q . Niech z, = V/2 — 1, woéwczas mamy
1 In2
{’/szn—i—l(:)—an:ln(xn—{—l)(:)n:n—
n In(1+ x,)
Mamy wiec
an, In2 In2
— =X, —
bn In(1+ ) In(1+ xn)ﬁ
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. . n—oo n—oo
Zauwazmy, ze T, — 0, zatem —2Z "7 % =In2.
In(14x5)7n

Sposéb 11
Niech a,, = /2 — 1 oraz b,, = %, wowczas

G, {1/5_ 1 6%1112 —1 n—00
— = — = —3 — In2
bn n EIHQ

Zatem na mocy kryterium poréwnawczego 2, szereg » . a, jest rozbiezny.

Zadanie 5. . 5

Zbadaj zbieznos¢ szeregu » <1n <1 + ﬁ)) w zaleznosci od wartosci paramateru f.
n=0

Rozwigzanie:

Mamy

o)) - (o

)
Niech wiec a, = (In (1 + nT15))/3 oraz b,n'"?, woéwczas mamy

B B
. (ln <1+L§)) In (1+L§)
= nill = n 1P =1

S

Nl
[SI[3Y)

bn n n

zatem jako, ze szereg > b, jest zbiezny gdy %ﬁ <-lep< —%, to szereg Y a, jest zbiezny gdy
B<—3

Zadanie 6.

oo
. o . A nlOOl
Zbadaj zbieznosé szeregu » 0 10017
n=

Rozwigzanie:
Dla dostatecznie duzych n zachodzi
1001
n 1
1,001" > n'" & —— < —
’ 1,001" ~ n?
zatem dla dostatecznie duzych n mamy
0 nl001 > 1

<
£=1,001" = n?

o0
. . 1001 . o« .
Zatem 7z kryterium poréwnawczego 1 szereg ) {*mrw jest zbiezny.
n=0 "’

Twierdzenie: (Kryterium D’Alemberta (ilorazowe)). Niech > a,, bedzie szeregiem o wyrazach
dodatnich spelniajacych warunek lim “* = g. Wowczas
n—oo "

e jezeli g < 1 to szereg Y a, jest zbiezny,

e jezeli g > 1 to szereg Y a, jest rozbiezny,
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Twierdzenie: (Kryterium Cauchy’ego (pierwiastkowe)). Niech > a,, bedzie szeregiem o wyra-
zach dodatnich spetniajacych warunek lim /a, = g. Wowczas
n—oo

e jezeli g < 1 to szereg ) a, jest zbiezny,

e jezeli g > 1 to szereg Y a, jest rozbiezny,

Rozwigzmy poprzedme zadanie korzystajac z kryterium D’Alemberta i kryterium Cauchy’ego.
10
Niech a,, = wowczas z kryterium D’Alemberta mamy

1001"’
(n+1)10% 1001
any1  1ooint (n+1 1 nore0 1 <1
an 1"(1)3(;171 n 1,001 1,001

zatem szereg jest zbiezny. Z kryterium Cauchy’ego mamy

nl001 1 . e 1
Van =147 5o = Toor VM Tool Pt
zatem szereg jest zbiezny.
Zadanie 7.
Zbadaj zbieznos¢ szeregu io <§:i)n
Rozwigzanie:

Policzmy iloraz

2

1 n+1
o1 - (2+%+1)n+1 | (3_%)71 _ <2>n+1. (3)n <1+n+1> . <]__

n+1 n 9 n+1
a, (_;)Jr (2+1) <1_%)+.(1+

3
zatem na mocy kryterium D’Alemberta szereg ten jest zbiezny.

3 o | 3 el
N———
3
3
1
8
\]

Zadanie 8.
Zbadaj zbieznos¢ szeregu Z + Ty
Rozwigzanie:
Niech a,, = L__ oraz b, = 1, wowczas
n(1+;) n
)
a, n(1+1)" 1 nooo 1
— = —— = 7w — —>0
bn . (1+3) e

zatem szereg Y . a, jest rozbiezny.
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Cwiczenia 16

Zbieznosé szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich

Zadanie 1.
e . X ()2 S
Zbadaj zbieznoS¢ szeregow ) (55 oraz ) o
n=0 n=0
Rozwigzanie:

Zbadajmy zbieznos¢ pierwszego szeregu. Niech a,, = 52”—7?;, wowcezas mamy z kryterium D’Alemberta

a1 (m+1N% 2n)! P +2n+1 501

_ . — = —-<1
an (2n+2)! (n!)2  4n?+4+3n+2 4

zatem szereg > a, jest zbiezny. Zbadajmy zbieznosé¢ drugiego szeregu. Niech a,, = %’, wowczas 7
kryterium D’Alemberta mamy

Api1 (n+1)! n» n \" 1\ 7" oo 1
- o —(1+=) "<
an (n+ 1)+ nl n+1 * e

zatem szereg Y a, jest zbiezny.

Zadanie 2.
Zbadaj zbieznos¢ szeregow

a) Tomn

n=1

- 1000™
e) | n!

n—

00 n+1\"
f) Zl< Zn>

n—=

oo

n+2—/n

g) nZ::l n+1
Rozwigzanie:

n n n n 1
a) Mamy i = Ty = (@mET = gmm = pmioer- Mamy In10 —1 > 1, zatem szereg ten na

mocy kryterium poréwnawczego 1 jest zbiezny.
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n—oo

ST

b) Nih g, == (3220) woweras v, = 3/ ()T = (322)

Cauchy’ego szereg > a,, jest zbiezny.

{‘/g < 1, zatem z kryterium

¢) Zauwazmy, ze 1 > —— > #ﬁ "Z8° 1, zatem z twierdzenia o trzech ciggach %ﬁ "9 1. Szereg
n/n n/n

ten nie spetnia wiec kryterium zbieznosci.

2
. — — _
d) Niech a, = ("T“) " wowezas Wa, = \/ 1 — n_+1 1— n—+1 n "0 el < 1, zatem z

kryterium Cauchy’ego szereg > a, jest zbiezny.

: __ 1o00™ . ant1 __ 10007+ nl 1000 noo
e) Niech a, = ==, wowczas o T (Dl 10007 = nil 0 < 1, zatem z kryterium

D’Alemberta szereg jest zbiezny.

nt1\" nil nt1
f) Niech a, = %, wowezas Wa, = A\, ( fw) = ( 1 ) nzee }1 < 1, zatem z kryterium

Cauchy’ego szereg > a,, jest zbiezny.

. Vn+2—+/n 2 2 . 1 .
Niech a, = Yt = = oraz niech b, = =, wowczas
g) n vn+1 Vn+1(v/n+2++/n) n- 1+%.< 1+%+1> n n’
an 9 n— o0

2 . )
= — == =1, zatem na moc kr terium poroéwnawczego szere g a
bn /1+%,< 1+%+1) 1+1 ? y y p g g n

jest rozbiezny.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jezeli lim “* = ¢ to lim /a, = g. To zadanie dowodzi, ze kryterium Cauchy’ego
n—00 n n—o00

jest co najmniej tak silne jak kryterium D’Alemberta.

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Mamy In( nh_)r{.lo Wa,) = 7}1_{20 In(/a,) = nh_g)lo L.Ina, = nh_}rgo s - Korzystajac z twierdzenia

Stolza (n jest §cisle monotoniczny), mamy lim 29 — Jim Ing,  —Ina, = lim In 24 =

n—00 (n+1)— n—00 n—o00 an

In ( lim aZ“), zatem oczywiscie jesli lim “2* = g to lim {/a, =g
n—o0 n n—oo

n—00 n
Sposéb 11
Wiemy, ze jesli ciag a, > 0 jest zbiezny do granicy g > 0, to ciag Srednich geometrycznych
tego ciggu s, = /a;-ay-...-a, jest takze zbiezny do g. Jezeli b, = % "2 g, to mamy
\/(T" \/ S i "29° g, przy czym Jag  — 1, zatem lim {/a, =
n- n—o0

Twierdzenie: (o zageszczaniu) Niech (a,) bedzie malejacym ciagiem liczb dodatnich. Wowczas
szereg > ay,, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > 2"ay,.
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Twierdzenie: (Uogodlnione twierdzenie o zageszczaniu) Zat6zmy, ze
e f:]0,+00) — [0, 4+00) jest funkcja niemalejaca;
e (yx) jest rosnacym ciagiem liczb dodatnich, rozbieznym do +oc;
e istnieje stala dodatnia C' € R, taka ze dla kazdego k € N zachodzi nieréwnos¢

Yk+1 — Yk <C
Yk — Yk—1

Wowczas szereg » . f(n) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy zbiezny jest szereg

> (k1 — ve) f ()

k

Zadanie 4. .

Zbadaj zbieznos¢ szeregu m w zaleznosci od parametru p € R.
n=0

Rozwigzanie:

Korzystajac z twierdzenia o zageszczaniu mozemy napisac, ze Z jest zbiezny wtedy i tylko

(ln n)P

wtedy gdy Z 2" m jest zbiezny. Zbadajmy zatem zbiezno$¢ szeregu Z 2" Mamy

2. (ln 2n)p*

Z 2” ln2” Z 1n2")p Z (nln2)p - (ln12)P ’ Z nP Szereg Z .]eSt ZbleZIly, gdy p > 1i

rozbiezny gdy p < 1. Zatem szereg Z W jest zbiezny p > 1, gdy i rozbiezny gdy p < 1.

Zadanie 5. .
Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y (1 — (=1)")"—L=.
n=1

Rozwigzanie:
Dla n parzystego mamy (1—(—1)")"- n—i—12" = 0, natomiast dla n nieparzystego mamy (1 —(—1)")"-
=2 o +2n =(1-% +n) "2 1. Szereg ten nie spelnia kryterium zbieznosci, zatem szereg
n;l(lO(—l) )" L jest rozbiezny.
Zadanie 6.
Wykaz, ze lim Vnl %

n—oo
Rozwigzanie:
Mamy ln(lim ﬂ) — lim In <ﬂ> — lim In (,n/%) = lim L In(2). Jako, 7e ciag n jest

n—oo n—o00 n n—o00 n n—oo " n (s

9L fln%

Scigle monotoniczny, totez z twierdzenia Stolza mamy lim & -In(Z) = lim ("?;):I)l_n =
nlgg) 1n< ﬁr)ln)ll . %) nlggo ln +1) nlgg) In (1 + ) ln— Zatem skoro In (Jgr;o %ﬁ) =
ln— , totez lim WT’T =

n—oo
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Cwiczenia 17

Zbieznosé szeregébw liczbowych o wyrazach dodatnich

Zadanie 1. .

Zbadaj zbieznos¢ szeregu »

1
n-n(n)-In(lnn) -

Rozwigzanie:
Sposéb 1

Korzystajac z twierdzenia o zageszczaniu mozemy napisac, ze 21 P FY R e
n=

jest zbiezny wtedy i

o0
tylko wtedy, gdy > e” jest zbiezny. Zbadajmy zatem zbieznos¢ szeregu
n=1

1
e™-In(e™)-In(lne”)

o0 o0 o0

2 ) Tallne) 2 ) rng) 2 n

1

Ten szereg jest jednak rozbiezny, zatem rozbiezny jest rowniez szereg Z () I -

n=1

Sposob 11

o
Korzystajac z twierdzenia o zageszczaniu mozemy napisacé, ze » m jest zbiezny wtedy i
n=1

jest zbiezny. Zbadajmy zatem zbiezno$é szeregu

; 2 2n . ln(2”) In(In 27) Z ) - In(n )1 <1 + lnl(rlllf))
Niech wiec a,, = nln(z).ln(n)l(ulnl(r‘l“f)) oraz b, = ﬁ7 wowczas
lim 2% — Lim L =—>0
n—oo b,  n—oo n?2. <1 + 1H1(1111;2)> In2
Jako, ze szereg Z nln(n) jest rozbiezny, totez rozbiezny jest réwniez szereg Z m

n=1

Uogolnijmy poprzednie zadanie. Szereg Z jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny dla

n-ln(n)- ln(ln n)pP

p < 1. Szereg Z n~1n(n)~1n(1nn).[ln(ln(lnn))}P rowniez jest zbiezny dla p > 1 i rozbiezny dla p < 1. itd.
n=1

Zadanie 2. .

Zbadaj zbieznosé szeregu » (1“7”)& w zalezno$ci od parametru «, korzystajac z kryterium zagesz-
n=1

czajacego.
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Rozwigzanie:
Szereg moze by¢ zbiezny jedynie dla o > 0, gdyz w przeciwnym przypadku nie byltby spetniony
warunek zbieznosci szeregu. Sprawdzmy czy cigg o wyrazie - Inn Jest malejacy. Mamy

Inn - In(n+1) Inn n

1 n+1 1 1"
n n+1 ﬁln(n+1)>n+1®n(n) > In(n+1)

Z monotonicznosci logarytmu, wystarczy udowodni¢, ze n"*' > (n + 1)", co juz kiedy$ udo-
wodnilismy (n > (1 + %)n — e). Zatem udowodnilismy, ze ciag o wyrazie 1“" jest malejacy.
Innym sposobem na udowodnienie tego, ze ciag o wyrazie (an)a jest malejadcy to zauwazenie,
. Inn\% « . o, . . .

ze (T) = (In/n)", co jest oczywiscie malejace. Zatem skoro wyrazy szeregu sa malejace,

to mozemy zastosowaé twierdzenie o zageszczaniu. Szereg Z (1“") jest zbiezny wtedy i tylko
n=1

wtedy, gdy szereg Z 2" ( nnn) jest zbiezny. Przyjrzyjmy sie szeregowi Z 2" (ln2 ) Mamy

n=1
£

) n1n2 n/(nln2)® n—oo
oo

@1 . Z kryterium Cauhcy’ego mamy @) r. Zatem szereg

2‘3“_

) jest zbieZny dla a > 1 i rozbiezny dla o < 1. Musimy sie jeszcze przyjrzeé szeregowi

dla a =1 (gdyz korzystajac z kryterium Cauchy’ego przeszhsmy do granicy). Dla o = 1 mamy

2" (h;%n) = nln2. Jest to ciag rosnacy, zatem dla a = 1 szereg 21 2n (h‘Q—Z) jest rozbiezny.
Zadanie 3. -
Zbadaj zbieznosé szeregu > ({/n — 1)* w zaleznosci od parametru a.
n=0
Rozwiazanie:
Mamy
1y )

> . e enn” 1\ — (ennn ) Inn

S 1) = YA () = Y ()

n=1 n=1 (ln nﬁ> n=1 (T) n

Niech wiec a, = (/n — 1)® oraz b, = (ln n%> , wowezas 3 = (((1/5_11)& "2 1. Szereg by, jest

zbiezny dla o > 1 i rozbiezny dla o < 1, zatem szereg (Wn — 1)* jest zbiezny dla o > 1 i
rozbiezny dla o < 1.

Zadanie 4. .
Zbadaj zbieznos¢ szeregu »

N S
nlon(nn) *

Rozwigzanie:

oo
Ciag o wyrazie jest malejacy, zatem z twierdzenia o zageszczaniu szereg Y
n=2

1 1
n10n(nn) n10n(nn)

o0 (o)
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy zbiezny jest szereg 22 e"W = 22101%- Mamy
n= n=
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101}](“) = elnlol,ln(n) = nln . Logarytm naturalny z dziesieciu jest W1kazy od jednego, zatem sze-
o
1
reg 22 " —mmen = 22 —15 jest zbiezny. Zbiezny jest zatem szereg Z W
n= n=
Zadanie 5.
Zbadaj zbieznos¢ szeregu Z lnnl“"'
n=2
Rozwigzanie:
Mamy io: 2 _ io: —2"_ 7 kryterium D’Alemberta mamy —2— nn)? 2 > 1
= In(nnn) = (Inn)2- (In(n+1))2 2n (1111527-;1))2”—2’00 :

o0
n . . .
Zatem szereg Y lnim jest zbiezny.
n=2

Zadanie 6.

Podaj przyktad szeregu, dla ktorego Kryterium Cauchy’ego rozstrzyga o zbieznosci (istnieje granica
lim {/a, # 1), natomiast kryterium D’Alemberta takiej odpowiedzi nie daje (granica lim =
n—o0 n—o0 "

nie istnieje).

Zadanie 7.
Podaj przyklad szeregow zbieznego i rozbieznego, dla ktérych odpowiednia granica z kryterium
Cauchy’ego i kryterium D’Alemberta wynosi 1.

Zadanie 8.
oo
R . Inn s
Zbadaj zbieznosé szeregdow 21 (22)® oraz Z hm w zaleznosci od parametu a.
n=
Zadanie 9.

o0

Zbadaj zbieznosé szeregu » Wln(lnn))Q
n=2
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Cwiczenia 18

Zbieznoéé szeregdw o wyrazach dowolnych

Od tej pory bedziemy zajmowaé sie szeregami o wyrazach dowolnych, to znaczy niekoniecznie
dodatnich. Tak jak poprzednio szereg > a, nazwiemy zbieznym, gdy zbiezny jest jeho ciag sum
czesciowych S, = a3 +as+. .. +a,. Mowimy, ze szereg > a, jest zbiezny bezwzglednie, gdy zbiezny
jest szereg wartosci bezwzglednych Y |a,|. Zbieznosé bezwzgledna implikuje zbieznosé w zwyklym
sensie, ale sg przyktady szeregdéw zbieznych, ktore nie sa zbiezne bezwzglednie. Méwimy wowczas
o zbieznosci warunkowej. Wyrazy szeregu zbieznego bezwzglednie, mozemy swobodnie przesta-
wia¢ bez zmiany sumy. Nie nalezy tego robié¢ przy szeregu zbieznym warunkowo, bo przestawiajac
odpowiednio jego wyrazy, mozemy otrzymaé¢ dowolna (skoriczona badZ nieskonczona) sume.

Twierdzenie: (Abela) Rozwazmy ciagi (a,) oraz (b,). Przez A := > a; oznaczamy ciag jego
k=1
sum czesciowych ciagu (a,) wowczas jesli:
e ciag A, jest ograniczony

e szereg » (b1 — by,) jest zbiezny bezwzglednie

to szereg > (a, - b,) jest zbiezny.

W praktyce zazwyczaj stosuje sie nastepujace wnioski z twierdzenia Abela.

Twierdzenie: (Kryterium Abela) Jesli szereg > a,, jest zbiezny, a ciag b, jest monotoniczny i
ograniczony z gory, to szereg > (a, - b,) jest zbiezny.

Twierdznie: (Kryterium Dirichleta) Jesli ciag sum czesciowych A := > ay jest ograniczony,
k=1
a ciag (b,) jest monotonicznie zbiezny do 0, to szereg » (a, - b,) jest zbiezny.

Twierdzenie: (Kryterium Liebniza) Niech (a,) bedzie ciagiem nierosnacym zbieznym do 0.
Wowczas szereg > (—1)"a, jest zbiezny.

Zadanie 1. .
Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu » | In <1 + (_n#)
n=2
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla n parzystego mamy Y In (1 + %) gdzie In (1 + #) > (, natomiast dla n niepa-
rzystego mamy ».In (1 — -5), gdzie In (1 — -5) < 0. Zbadajmy zbieznos¢ szeregu »_ In (14 -5).
n=2

n o n—00

Mamy =Uz) 75

oo
1, zatem z kryterium poréwnawczego szereg »  In (1 + #) jest zbiezny. Skoro
n2

n=2
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(1-25) | no

=1, czyli

In (1*712) n—>oo

ln(1+n%) n—>00 n—)oo
R

nZ

n(1+n%)
1

n2

1, totez 1. Zatem skoro 1, totez

L 1

szereg Y In (1 — ) jest zbiezny. Zatem szereg ) In <1 + (;12)”> jest zbiezny bezwzglednie, czyli
n=2 n=2
jest tez zbiezny warunkowo.

Zadanie 2. .
Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu » | In <1 + (*i)").
n=2
Rozwigzanie:
ln<1+< bl ) n—>
Mamy | ————* 1, zatem skoro szereg Z = jest rozbiezny, totez rozbiezny jest tez szereg
)

> |In (1 + (_Tll)n>
n=2

jest naprzemienny (znaki zmieniaja sie co jeden wyraz). Sprawdzmy, czy szereg Z In (1 + %)

zatem szereg Z In (1 4+ e ) ) nie jest zbiezny bezwzglednie. Szereg Z In (1 + et ) )
n=2 n=2

ten speia kryterium Liebniza, czyli czy ciag |a,| gdzie a,, = In (1 + #) jest zbiezny do 0. Mu-
simy rozpatrze¢ dwa przypadki, gdy a,, jest dodatnie i gdy a,, jest ujemne. Gdy a, jest dodatnie to
mamy a, = In (1 + l) In (”“) wowczas a,_1 jest ujemne, czyli —a,_; jest dodatnie. —a,,_1 =

“n (1= ) = —In (222) = In (20) eayli Jan| = Jani| = In () = In (22) = In (2522).
Wyrazenie ™~ "— jest mniejsze od 1, zatem In <"’—”2> <0 < |a,| < |an—1|. Chcemy aby ciag byt
malejacy, zatem chcemy wiedzie¢, czy m > ”+1 ,czylin®?—n > n?—n—2 < 0 > —2. Ponadto kazdy
wyraz ciggu jest dodatni. Gdy a,, jest ujemne, to —a,, jest dodatnie. Mamy —a,, = —In (1 — 5) =

—In ("nl) = In (%), wowcezas a,_1 jest dodatnie, czyli a,_1 = In (1 + ﬁ) = In (%), zatem

lan| — |an—1] = In (%) In (n 1) = 0. Pokazalismy, ze |a,| jest nierosnacy i zbiezny do 0. Zatem
z kryterium Liebniza szereg Y a, jest zbiezny warunkowo. Zbiezny jest zatem warunkowo szereg

iln(l—l—%).

n=2

Zadanie 3. .

Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledng i warunkowa szeregu > (—1)"({/n — 1).
n=0

Rozwigzanie:

Cl@g o wyrazie {/n—1 jest nierosnacy (dla n > 3) izbiezny do 0, zatem z kryterlum Liebniza szereg
Z (=1)™(/n —1) jest zbiezny. Szereg Z (/n — 1) jest rozbiezny, zatem szereg Z( )"(/n—1)

n=2 n=2
nie jest zbiezny bezwzglednie. Jest zblezny warunkowo.

Zadanie 4.
Podaj przyktad szeregu pokazujacego, ze w twierdzeniu o nawiasowaniu, zatozenie o tym ze nawiasy
sa skonczonej dlugosci jest konieczne.

Rozwigzanie:
Przyktadowy szereg to
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Rozstawiajac nawiasy kolejno dtugosci 2,4, 8 itd. dostaniemy szereg zbiezny » 0. Tymczasem w
wyjsciowym szeregu wystepuja sekwencje 2% + 2% +...+ 2% = 1, a wiec nie jest spelniony warunek
Cauchy’ego.

Zadanie 4.

Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledng i warunkows szeregu 1 — 1 — 1 +3 — 3 —f+ 1 — & — &+ ...

Rozwiazanie:

Sposéb 1

Szereg ten nie jest zbiezny bezwzglednie, bo ) % jest rozbiezny. Po nawiasujmy wyrazenia. Mamy
1 1 11 1 11 1 _ 1 _ 1,1 _ 141 1 _ 1

1-3)-1+G-3)-5+G-%) w5+t --=3-1+ts- s+t =3mn2 Al

czy mozemy po nawiasowacé? Kolejne wyrazy szeregu % — i + % — % + % — % + ... to sumy

Sy, 83,55, 56, Sg, S9, . . . szeregu wyjsciowego. Co sie dzieje z sumami o indeksach 3k + 1. Mamy
S1=1,5,= 95+ %,57 =S¢ + %, ... 1 ogo6lnie S 1 = S3x + Tlﬂ e %ln2+0 = %1112, zatem te
suma réowniez jest zbiezna. Zatem zbiezny jest warunkowo szereg 1—%—}1—1—§— 1—%+l—i—%+. .

Sposéb 11
Twierdzenie o nawiasowaniu méwi nam, ze mozemy po nawiasowaé wyrazy szeregu, gdyz kolejne
wyrazy szeregu daza do zera.

Zadanie 5. .
Zbadaj zbieznos¢ szeregu 22 W
n=
Rozwiazanie:
Z kryterium Cauchy’ego mamy lim —2— = lim 7/+—mr = lim —2. Obliczmy wicc gra-
n—oo (Inn) n—00 (Inn) n—oo (Inn) n

nice wyrazenia (In n)lnTn Wiemy, ze jesli x, "= g < In(z,) "= Ing, zatem policzmy granice
wyrazenia In ((ln n)%) Mamy
nn Inn Inn (Inn)?

lim In ((lnn)7> = lim — - In(lnn) < lim — -lnn = lim

=0

zatem jako, ze In ((ln n)lnTn> > 0, totez z twierdzenia o trzech ciggach mamy lim In ((ln n)lnTn> =
n—oo
0, zatem lim (In n)lnTn =1, czyli lim 2 = = % = 2 > 1, skad wnioskujemy, ze szereg > %
n=2

Inn)nn

n—00 n—oo (lnn) n

jest rozbiezny.
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Cwiczenia 19

Zbieznosé szeregdéw o wyrazach dowolnych

Zadanie 1.
Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledng i warunkowa szeregu 1 — % - % + i — % — é + % - % — % + ...
Rozwigzanie:
o0
Szereg ten nie jest zbiezny bezwzglednie, bo - o jest rozbiezny. Niech b, = & — =5 — =5 =
n=1
% ~ —%, zatem dla dostatecznie duzych n wszystkie wyrazy ciagu b,, sa mniejsze od zera.
Ponawiasujmy nasz szereg (1 — % — %) + (}1 — % — %) + (% — % — %) + .... Warto$ci w nawiasie to

wartosci podciagu bs, 1. Skoro dla dostatecznie duzych n wszystkie wyrazy ciagu b, sa mniejsze
od zera, to dla dostatecznie duzych n wszystkie wyrazy ciagu —b,, sa wicksze od zera, czyli szereg

> —bsni1 jest szeregiem (dla dostatecznie duzych n) o wyrazach dodatnich. Zbadajmy wiec jego
n=1

—b3nt1
B

o0
zbiezno$¢. 7 kryterium poréwnawczego = 1, zatem jako, ze szereg Y ﬁ jest rozbiezny,
n=1

3n+1
o0 oo
totez szereg > —bs,41 jest rozbiezny, a to jest rownowazne z tym, ze szereg > b, jest rozbiezny.
n=1 n=1
[e.e]
Zauwazmy, ze Y bs,+1 to podciag Ss, ciagu S, sum czesciowych szeregu 1 — % — % + % — % — % +
n=1
11 _ 1. . awiec skoro Sy, jest rozbiezny, to S, jest rozbiezny, czyli szereg 1 — % — % + }l —

+ 2 — 34— ¢ +...jest rozbiezny.

Twierdzenie: (O nawiasowaniu) Niech a,, bedzie ciagiem zbieznym do 0. Rozwazmy dowolny
rosnacy ciag liczb naturalnych /,, (ten ciag bedzie mowil jak rozstawiamy nawiasy), gdzie lp = 0
i zdefiniujmy A, = a;,_, 11+ a,_ 12 + ... + a,. Jezeli ciag l,,.1 — I, jest ograniczony (czyli
nawiasy sa ograniczonej szerokosci), to szeregi > a, oraz Y A, sa albo réwnoczesnie zbiezne,
albo rozbiezne (i maja te sama sume).

Innymi stowy, jezeli ciag a,, spetnia warunek konieczny zbieznosci i pogrupujemy wyrazy szeregu
w nie za duze paczki, to zbieznosé/rozbieznosé sie nie zmieni.

Uwaga 1: Niezaleznie od tego jak rozstawiamy nawiasy (bez dodatkowych zalozen o ciagu [,,)
jezeli > A, jest rozbiezny, to rozbiezny bedzie takze Y a,. Jest to jasne, bo ciag sum czesciowych
szeregu » A, to podciag sum czesciowych szeregu > a,,.

Uwaga 2: Przyklad, ze w twierdzeniu i nawiasowaniu zatozenie o tym, ze nawiasy sa skoriczonej
dhugosci jest konieczne:

Rozstawiajac nawiasy kolejno dtugosci 2, 4, 8 itd. dostajemy szereg > 0. Tymczasem w wyjscio-

wym szeregu wystepuja sekwencje 2% + 2% 4+ ...+ 2% = 1, a wiec nie jest spelniony warunek

Cauchy’ego.

Zadanie 2.
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Zbadaj zbieznosé bezwzgledna i warunkows szeregu > (—1)leg27] %
n=1
Rozwigzanie:
Rozpiszmy ten szereg (1) — (% + %) + (}1 + % + % + %) — (% + % + % +.. ) Szereg ten nie jest

(o)
oczywiscie zbiezny bezwzglednie, poniewaz szereg > % jest rozbiezny.
n=1

Sposéb 1
Jezeli po nawiasujemy wyrazy tego samego znaku, to szereg po nawiasowany ma wyrazy wieksze od

% co do modutu. Zatem szereg po nawiasowany nie jest zbiezny, a zatem skoro cigg sum cze$ciowych

szeregu po nawiasowanego jest podciagiem ciggu sum czesciowych szeregu wyjsciowego, to szereg
[e.9]
> (—1)les2n) L Gest rozbiezny.

n=1

Sposob 11

Szereg S (—1)Loe ”J% nie spetnia warunku Cauchy’ego, bo |age + ... + agrr1_q| > %, zatem jest
n=1

rozbiezny.

Twierdzenie: (Kryterium Raabe’go) Niech ) a, bedzie szeregiem o wyrazach dodatnich.

Zatozmy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosci n <aa—” — 1) > 1. Wowcezas szereg

n+1

> ay, jest zbiezny. Jezeli dla dostatecznie duzych n zachodza nieréwnosci n (aaﬁ — 1) <1, to

szereg > aj, jest rozbiezny.

Zadanie 3. -

Korzystajac z kryterium Raabe’go zbadaj zbieznosé szeregu @ er)éi?;)f::_’?(n Fnl
0

w zaleznosci od
n=
parametru p € R,.

Rozwigzanie:

: . , . _ 1.23....n
Zobaczmy co njm daje kryterium D’Alemberta. Niech a, = ) Cap) i)
antr _ _ntl NTEO

=y L Zatem to kryterium nie rozstrzyga zbieznosci. Z kryterium Raabe’go mamy

n ( 4o ) =n- (LHP — 1) = p "200 0 Jezeli p > 1 to szereg jest zbiezny, natomiast dla p < 1

wowczas mamy

an+1—1 n+1 n+1

szereg jest rozbiezny. Dla p = 1 mamy a,, = zatem rowniez wtedy szereg jest rozbiezny.

1
n+17
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Cwiczenia 20

Zbiezno$é szeregdbw o wyrazach dowolnych

Zadanie 1. ,
s n(In(n2+exp( 2E5
Zbadaj zbieznos¢ bezwzgledna i warunkowa szeregu > (—1)Ll (Inn*+ p(n\/ﬁ%))“”m.
n=0
Rozwiazanie:
Zbadajmy zbieznosé¢ bezwzgledna tego szeregu
(_1)|_ln(ln(n2+exp<n7:/25++58>)+l)j 1 i 1

(n+ 12| (n+1)2

zatem szereg ten jest zbiezny bezwzglednie. Jest wiec tez zbiezny warunkowo.

Zadanie 2. -

Zbadaj zbieznosé bezwzgledna i warunkows szeregu 3 (—1)v™ %
n=1

Rozwiazanie:

Rozpiszmy szereg — (1 + % + %) + (}l + % + % + % + é) — (é + %0 + .. ) Zdefiniujmy wiec ciag

L S
T2 on241l T (n41)2-1

Po scaleniu wyrazéw tego samego znaku dostajemy szereg naprzemienny > (—1)*by, ktorego sumy
1

czeiciowe to sumy postaci Sy2_; szeregu . (—1)LV™% . Niech x,, = (—1)" oraz y, = b,. Zbadajmy

n=1
zbieznosé szeregu Y by, — bry1|. W tym celu rozwazmy dwa przypadki. Mamy

b b, = ! +...+ ! ! +...+ !
e "_(n+1)2 o o n?2+4n+3 n2 7 nZ+4+2n
zatem mamy

_ _ — _ — < —
n+1)2 n?4+2n " (n+1)2 n2+2n+1 (n+1)?2 (n+1)2 (n+1)2 n?

bn+1—bn§<2n+3 2n + 1 < 2n + 3 2n + 1 2n + 3 2n + 1 2 10

oraz mamy

by — by = = L
e R (n+1)2 " n2+4n+3
zatem mamy

b b < 2n+1  2n+3  (2n+1)(n+2)*—n*(2n+3)  6n°+12n+4 _ 10
nooTmH = e (n+2)2 n? - (n?+4n+4) C ond 4 4n3 4 4n? T n2

Zatem |by — byy1| < 3. Sumy czeSciowe szeregu > (—1)* sa organizowane, natomiast szereg
S |bx — brya| jest zbiezny, zatem z twierdzenia Abela, szereg > (—1)*b; jest zbiezny. Pokazmy,

[e.e]
7e ze zbieznosci szeregu po nawiasowanego wynika zbieznosé szeregu . (—1)V71. Zauwazmy,
n=1
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ze zachodzg nieréwnosci S; > Sy > S3 < Sy < S5 < S < 57 < Sg > Y9 > ..., a zatem
Sp € [Stf 21, S(|ymj+1)2 1} Skoro Y (—1)kby, jest zbiezny, to Sy2_; tez jest zbiezny, czyli szeregi
S| vn)2—1, (i) +1)2—1 sa zbiezne (do tej same] granicy), zatem z twierdzenia o trzech ciggach S,

tez jest zbiezny. Zatem jest zbiezny szereg Y- (—1)lVML.

n=1

Mnozenie szeregoéw

Definicja: Tloczynem Cauchy’ego szeregéw > a, i > b, nazywamy szereg » . ¢,, ktorego n-
tym wyrazem jest ¢, = agb, + a1b,_1 + asb,_o + ...+ a,bg.

oo o0
Twierdzenie: (Mertens’a) Jezeli szeregi > a, i Y. b, sa zbiezne, przy czym co najmniej jeden
n=0 n=0

z nich bezwzglednie, to zbiezny jest ich iloczyn Cauchy’ego Y ¢, i ponadto
n=0

o) o (o)
> (3oen) (2)
n=0 n=0 n=0

Ponadto jesli oba szeregi sa zbiezne bezwzglednie, to Y ¢, tez jest zbiezny bezwzglednie.

n=0

Uwaga: Iloczyn dwoch szeregéw warunkowo zbieznych nie musi byé zbiezny, ale jesli jest
zbiezny, to do iloczynu sum wyjsciowych szeregow.

Zadanie 3. . .
Oblicz iloczyn Cauchy’ego szeregow > ¢" 1 > ¢™.
n=0 =
Rozwigzanie:
Szereg > " jest zbiezny dla |g] < 1. Mamy >_ ¢, = > 1-¢"+ ¢ - ¢" '+ ¢" 2 +.. . +q"- 1=
n=0 n=0 n=0

i(n—i—l)

Zadanie 4. .
Oblicz sume Y ng" dla |q| < 1.
n=0
Rozwigzanie:
Szereg > ¢" jest zbiezny dla |¢| < 1. Mamy
n=0
o o0 [e.e]
n=0 n=0 n=0
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Ponadto Y ¢" = <ﬁ>, zatem z drugiej strony
n=0

e (S)(50) - ()

Zatem
S-S = Yo -3 = (1) 1 =
n=0 n=0 n=0 l_q 1_q (1_(])
Zadanie 5.

Korzystajac z kryterium Raabe’go zbadaj zbieznosé szeregu Z Ez IBEIZ i;g:::::g IZ;
n=0

Rozwigzanie:

Niech a,, = Z Ez Egg ig::::g IZ; 7Z kryterium Raabe’go mamy

n 1 - n—o0
n.(a _1): (M 1):,1.& S
Any1 p+tn+l p+n+l

Zatem szereg jest zbiezny, gdy ¢q—p > 1 < q > p+ 1 oraz rozbiezny, gdy g—p<lesg<p+1. W

p+1)(p+2)-..-(ptn) __ Z

Do) (atm) 2 p+n+1. Szereg tej postaci

przypadku, gdy ¢ —p=1< ¢ =p+ 1 mamy Zp(

jest rozbiezny.

Zadanie 6. -
Wykaz, ze iloczynem Cauchy’ego szeregow » ¢" Z r" jest szereg Z -
n=0 n=0

Rozwigzanie:

Mamy
[e%S) [e%S) © n » i [e'S) n ’f’k [e%S) 1 q::: ) qn+1 . T‘n+1
YSU T 30 SV o] 115 gt I P Bt i ok Rt
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 q n=0
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Cwiczenia 21

Granica i ciggtosé funkeji

Funkcja wyktadnicza zmiennej zespolonej z € C nazywamy wspolna granice ciagdw

n

) Z\" = 2
()= im (14+7) =325
Zauwazmy, ze na mocy kryterium D’Alemberta, rozwazany szereg jest zbiezny bezwzglednie dla

kazdego ustalonego z € C. Tak zdefiniowany eksponens zespolony ma szereg standardowych wta-
snosci zwyktego eksponensa, jak tez kilka innych:

exp(z) - exp(w) = exp(z +w), exp(z)”" = exp(—z), exp(z) = exp(2), |exp(z)| = exp(|Re(2)])

Przy uzyciu funkcji eksponens mozemy zdefiniowaé funkcje trygonometryczne sinus i cosinus dla

argumentu x € R: ‘ ' '
sin(x) := _2—; oraz cos(x) := %
badZ w innej formie

e = cos(x) + isin(z)

skad
cos(x) = Re(e') oraz sin(z) = Im(e"™)
Graficzna interpretacja funkeji trygonometryeznych
[ |
sin v 4
~
cos N
Zadanie 1.

Udowodnij, ze prawdziwe sa dane wzory na sinus i cosinus sumy

sin(x 4+ y) =sinxcosy + cosxsiny cos(z + y) = cosxcosy — sinzsiny

Rozwiazanie:
Sposéb 1
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Z definicji sinusa mamy

ei(x+y) — e_i(x"l‘y) eix . eiy — e_ix . e_iy

sin(e +y) = 2 - 2i

7, drugiej strony mamy

eix _ e—ix eiy + e—iy eiy _ e—iy eia: + e—m‘ ei:c . eiy _ e—ix . e—iy
sinz - cosx + siny - cosy = - . + - : = ;
21 2 21 2 21

Zatem sin(x + y) = sinz cosy + cos x sin y.

Sposéb 11
Mamy

sin(z + y) = Im(exp(i(z + y))) = Im(exp(iz) - exp(iy)) = Im[(isinx + cosx) - (isiny + cosy)| =

Im[—sinzsiny + isinx cosy + isiny cos x + cosy cos x| = sinx cosy + siny cos x

Dla cosinusa sumy mamy analogicznie
cos(x +y) = Re[(isinz + cosx) - (isiny + cosy)| =
= Re[—sinzsiny + isinz cosy + icosxsiny + cosy cosx] = cosx cosy — sinysin x

Zadanie 2. _
Wykaz, ze dla z € R zachodzi sinx + sin2x + ... + sinnx = Im (eix . 11__6;:;>.

Rozwigzanie:

Zsinkx = Ichoskm+iSink9€ = ImZ(cosw+isina:)k =

1_ ) Q1 n ) 1— mne
= Im(cos T + 7 sin :1;) (cosx TS x) = Im (em . —e)

1 — (cosz +isinx) 1—ex
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Cwiczenia 22

Granica i ciggtosé funkeji

Zadanie 1. _
Wykaz, ze i(1 — €®) = 2sin (g)( 6); gdzie x € R i wykorzystaj ten wzoér do pokazania, ze
in({ntDe) gy (n
sinz +sin 2z + ... + sinna = ° ( - ls (2)
Sll’l(§>

Rozwigzanie:
Wykazmy, ze i(1 — ™) = 2sin (£) - e2

Sposéb 1
Mamy
- e i iz _ 0
281n< > 6129::2.62 6 2 62:6 € :7/(1_6’1/112)
21 1
Sposéb 11

2sin () €% = 2sin (3) - [eos g+ sin | = 20im (3 com (3) + 2050 ()
in(=)-e2 =2sin{—=)- —+isin—| =2sin (= in =
sin {5 ) -e sin | 5 cos 5 + isin sin | 5 } cos { 5 s 5
) ) 9 (T . . 2 (T
281nx+z<2 <1—cos (§>>>:smx+z<2—2cos <§)> =
:sinx+i<1+1—20052<§>>:sinx+@'(1—cosx):i(—sinx+1—cosx):
=i(1— (cosz +isinz)) =i (1—e€”)

sin( <n+21)z )-sin(%)

Pokazmy teraz, ze sinx + sin2x + ... + sinnx =

w

=1

=}
—
[N
~—|

_ m2 sin (%) . efx e msm (%) (e%z .ezzz> B ImSi,n (%) ‘€¢z<n2+1> _
2-sin (2) €% sin (2) sin (§)
nz (ntl)e nz
_sin (%) (COS((n—i—l)x) +isin((n+1)m>> _ s1n< 2 ) sin ()
sin (g) 2 2 sin (%)

Zadanie 2.

Korzystajac z twierdzenia Abela wykaz, ze szereg Z

n=1

s1n(n$

jest zbiezny dla kazdego = € R.

Rozwigzanie:
Ciag % jest monotonicznie zbiezny do zera, natomiast sumy czesciowe szeregu > sin(nz) sa ogra-
ag + ] y : y czesciow g 8 0g

niczone, zatem z twierdzenia Abela, szereg Z sm(m) jest zbiezny dla kazdego x € R jest zbiezny.
n=1
Dla kazdeg x € R zachodzi:
i T + o+ Ny
e nl 2 3!
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— (2n +1)! 31 507!
S PR I
CcosST = r=1--—=4+—=——=-+
Zadanie 3.
Oblicz granice mlir_rgo Sae - oraz mlir—{lo ey
Rozwigzanie:
Mamy
I sinxn—xn_l, xn—ﬁ—?+§—?—”§—7+...—xn_l. :Bn_i_xfl xi+
s (@) s 22 I R T I T
Mamy wiec
sinw, —a,| | wn | xd  ad _ 1 22 2
T A R T A A N TR T |
1 .172 ZE4 n—00
Sx”(§+5_7+7_7+"') <zp-e"3°0-e=0
Mamy
sinx, — Ty — T4 Ty T 1 22 a2t
n - n: . TL_? ﬁ_? e n: 1 - _TL__TL =
dm e A, 22 Ayt ot
o 1 e 1 22 N
Taas0 6 A\ T T

sin &y,

Postepujac analogicznie jak w przypadku granicy lim0 @ )_2‘”” otrzymujemy
Tn—> n

lim —> 4+ 22 = x’21+ L2
m-——=+z, |=—=+...|] =—= = —=
=0 6 "A\5 7! 6 6

Zatem w ogoélnosci wyrazenie takiej postaci dazy do wspolezynnika takiego jak przy potedze w
mianowniku w rozwinieciu

(e}
. (=™ o1 2 Al
sinz =Y ——u =T — == = +...
;} 2n+ 1) 3 s T
Na przyktad
lim S0
xn—0 Tn
i ST =T
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Definicja: Niech A C R bedzie dowolnym podzbiorem prostej rzeczywistej. Punkt x, € R :=
R U {—00} U {+00} nazywamy punktem skupienia zbioru A, gdy istnieje ciagelementow x,, €
A\ {xo} zbiezny do z.

Zbior wszystkich punktéw skupienia zbioru A oznaczamy symbolem Acc(A).

Innymi stowy, punktem skupienia zbioru liczbowego A, nazywamy punkt xq taki, ze dowolnie blisko
punktu zy znajduje sie nieskoniczenie wiele liczb ze zbioru A.

Na przyktad liczba 7 jest punktem skupienia zbioru liczb rzeczywistych, poniewaz dowolnie blisko
punktu 7 znajduje sie nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych.

Liczba 7 nie jest punktem skupienia zbioru liczb naturalnych, poniewaz w otoczeniu 7 o promieniu
r < 1 nie znajduje sie zadna inna liczba naturalna rézna od 7.

Zadanie 4.
Znajdz wszystkie punkty skupienia nastepujacych zbiorow A =R, B=N, C = {% | k€ Z\ {0}}
D=(0,1)U(1,2,E=Q, F=(—7.nm)\Q.

Rozwigzanie:
Punkty oddalone od zbioru X o skoriczona dodatnia odlegtosé, nie moga byé¢ punktem skupienia
zbioru X. Punkty izolowane tez nie moga byé¢ punktami skupienia.

a) Acc(R) =R
b) Acc(N) =400
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o) Acc ({1 ke {0}}) = {0)
d) Ace((0, ) (1,2]) =[0,2]
Aco(Q) =

Acc((=m.m)\ Q) = [~, 7]

pociaga za soba |f(x) — g] < e.

Definicja: (Heine'go) Rozwazmy funkcje f: A — R, gdzie A C R i niech zy bedzie punktem
skupienia zbioru A. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie zy granice g, gdy dla dowolnego ciagu
(xn) € A\ {20}, xn — x0 zachodzi rownos¢ lim f(z,) = g.

n—o0

(Cauchy’ego) Dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla x € A\ {x¢} warunek |z — zo| < 6

Elementarne granice

.oet—1
lim
x—0 €T
In(1+ 2
lim ( )
x—0 x
. sinz
lim
z—0 I
. l—cosz
lim
z—0 T2
Zadanie 5.
Wykaz, ze liczby
a) e?
b) cos(1)
s niewymierne.
Zadanie 6.
t
Oblicz granice hm fan(w)—=
-0
Rozwigzanie:
Mamy
tanz —x 22 —1r  sinx—xcosr+a—x
x3 x3 x3cosx

=1 1+
n 6
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Cwiczenia 23

Granica i ciggtosé funkeji

Zadanie 1.
Oblicz granice

sin(2020z)
—,p sin(2019z)

a) h

sy 5in(2019z)

¥z
v

¢) lim -

sin(sin x)
x

d) lim

z—0

Rozwigzanie:

Sll’l x

a) Wiemy, ze hn% = 1, zatem mamy

sin(20202) §in(2020z) 2019z 2020 2020 2020
m ——— = . . — - - =
250 8in(20107)  =-0 2020z sin(2019z) 2019 2019 ~ 2019
b) Mamy lim Ziﬁégfgﬁg = 450 % Ze Wzoru na sinus sumy mamy
lim sin(2020(y +m)) sin(2020y) cos(20207) 4 cos(2020y) sin(20207)
y—=05in(2019(y + 7)) =0 sin(2019y) cos(20197) 4 cos(2019y) sin(20197)
sin(2020y) - 1 4 cos(2020y) - 0 sin(2020y) 2020
= l1Im = — —
y—0sin(2019y) - (—1) + cos(2019y) - 0 y—0 —sin(2019y) 2019
¢) Mamy
1— ¢ 51 she ] sie 1 11 5 5 5
lim L7 VE o @ —im S —im & e R T I
z—11 — \5/5 z—=1 5 — 1 rz—1 eglnx —1 rz—1 §lnx es Inz _ 1 3 3 3

sin(sin x)

lim = lim

sin(sin z)

-Smle-l:l

z—0 €T z—0

Zadanie 2.
Zbadaj istnienie granicy liII(l) VZ sin %
T—

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Mamy lim \/Esin% = lim /%
Yy—0o0

mamy hm \/_sm 1= lim ,/Lsiny =0.
y—oo V Y
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Sposéb 11
Mamy —y/z < y/zsint < /z, ponadto lir%\/i = 0, zatem z twierdzenia o trzech ciggach
T—

lim y/7 sin £ = 0.
z—0 z

Zadanie 3.
Oblicz granice lim \/Esm—.
T—00
Rozwigzanie:
Mamy 0 < \/Esml < V- l = -, zatem jako, ze lim - = 0, totez z twierdzenia o trzech
V) z—s00 VT

ciggach lim /zsinl =0.
T—r00

Zadanie 4.
Zbadaj zbieznos¢ szeregdw

a) 21 sin (%),

b) Zsm(( ")

[e.o]

c) > 1—cos(2).
n=1
Rozwiazanie:

a) Mamy sinz > 0 dla z € (0, 7), zatem jako, ze + € (0, 1) (0,7), totez sin = > 0, zatem mamy

in( L
w "Z8° 1 1 z kryterium poréwnawczego, szereg Z sm— jest rozbiezny bezwzglednie i

n n=1

warunkowo.

b) Mamy Z sin ((—=1)"L) = > (—1)"sin <, ponadto sin = jest monotonicznie zbiezny do zera,
n=1

bo sinn Jest rosnacy dla n € (O Z), zatem sin 1 jest malejacy, bo 1 € (0,1) C (0, ). Zatem

z kryterium Liebniza, szereg Z sin ((—1)”%) jest zbiezny.
n=1

1—cos = L nseo 1 . . S 1 - ..
— 5, zatem z kryterium poréwnawczego > 1—cos = Jest zbiezny.

n2 n=1

¢) Mamy ——=

Zadanie 5.
Wykaz, ze funkcje okreslone na zbiorze D C R o wartosciach w R tworza przestrzen liniowa (nad

R) z naturalnym dodawaniem (f+g)(z) = f(x)+ g(z) i mnozeniem (a- f)(z) = a- f(z) dlaa € R.
Sprawdz, ze funkcje posiadajace granice w punkcie tworza podprzestrzen liniows tej przestrzeni.

Zadanie 6.
Oblicz granice

1
2 z—1
12
a) lim <2z+1>

rz—1
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b) lim vz + 3sin(vz +2 — vz + 1)

Rozwigzanie:

a) Mamy

242\ T (424 21— 20— 1\ RRCE i =
20 + 1 B 22 + 1 B 20 + 1 N

2z+1

x—1
— 1)2\ -1n2 2z+1 -
:(1+—(3j )> 3l =1

2c+ 1

) B . 1 B
\/x+3sm(\/x+2—\/x+1)—\/x+381n<\/w+2+\/x+1> =

: 1
o Vx+3 .Sln<\/m+\/m> :)::)>oo 1 1_1
VT +2+vr+1 \/x+241r\/z+1 1+1 2
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Cwiczenia 24

Granica i ciggtosé funkeji

Zadanie 1.

Oblicz sume 1 + cosx + cos(2x) + ... + cos(nz) i zbadaj zbieznos¢ szeregu %
n=1

Rozwigzanie:

14 cosx 4 cos(2x) + ...+ cos(nx) =1+ Zcos(kx) — 1+ Re (Z eikaz) _

k=1

' _emr 4 ) e%-<6_igz—ezgz
=1+Re<ew-i>:1+Re e )

=1+Re W% — 14 | cos (n+1)x .51.11(7
228111% 9 sm(%)

Dla x = 2km szereg jest rozbiezny, bo Y % jest rozbiezny. W przeciwnym przypadku ciag % jest

n=1

oS ((n+1)x> sin(1)

2 ﬁn(%)

1

(%)

, czyli ciag sum czesciowych

monotonicznie zbiezny do zera oraz

jest ograniczony, zatem na mocy kryterium Dirichleta zbiezny jest szereg w
n=1
Zadanie 2. .
Wykaz, ze jesli a,, jest ciagiem monotonicznie zbieznym do 0, to zbiezny jest szereg > sin((—1)"a,).
n=1
Rozwigzanie:
Mamy > sin((—1)"a,) = > (—1)"sin(a,). Dla a, > 0 ciag jest nierosnacy, wowczas dla dostatecz-
n=1 n=1
nie duzych n zachodzi a, < 7, czyli cigg sin(a,) rowniez monotonicznie zbiega do zera. Dla a,, < 0
ciag a, jest niemalejacy. Wiemy, ze sinus jest funkcja nieparzysta, czyli mamy sin(a, ) = —sin(—ay,).

Zachodzi —a,, > 0, zatem réwniez sin(a,,) jest monotonicznie zbiezny do zera. Skoro ciag sin(a,,)

jest monotonicznie zbiezny do zera, to na mocy kryterium Liebniza, zbiezny jest rowniez szereg
oo oo

> sin((—1)"a,) = > (—1)"sin(ay,).

n=1 n=1

Definicja: Cosinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje
2
Sinusem hiperbolicznym nazywamy funkcje
sinhz = &
2
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Zadanie 3.
Wykaz, ze sinh 0 = 0, cosh0 = 1, sinh jest funkcja nieparzysta a cosh jest funkcja parzysta.
Rozwigzanie:
e? — el
inh(0 = =0
sin 5
0,0
cosh 0 = & te 1
2
cosh(z) = ¢ —|—2€ = ¢ 2+e = cosh(—x) zatem cosh jest funkcja parzysta
sinh(z) = ¢ _26 = (e 2_ <) = —sinh(—z) zatem sinh jest funkcja nieparzysta
Zadanie 4.

Udowodnij tozsamos¢ zwana jedynka hiperboliczng

cosh?z —sinh?z =1

Rozwigzanie:
Mamy
COSh2x_Sinh2$_ et +e % 2_ et — et 2_e2$+2_|_e—2:c_€2:c+2_e—2:c_1
N 2 2 N 4 N
Zadanie 5.

Udowodnij wzory na sinus i cosinus hiperboliczny sumy katow
sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y

cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y

Rozwigzanie:

r __ ,—x Yy -y x -z Yy __ 7Y
sinhxcoshy—l—coshgssimhy:<€ e+ (e (e —e ):

4
eTHY | oT—Y _ oY% _ oY 4 oTHY _ oTY | oYT _ Ty 2ertY _ 2€(m+y)
= 1 = I =
Tty _ o—(z+y)
Sl R
e’ +e *)(eY ¥ et —e *)(e¥ —eY
cosh x cosh y + sinh x sinhy = (" Fe)(er +e )Z( I ) =
LT e VT e T e PV VO oY 2eTHY 2¢(@+y) B
= 1 = I =
x4y —(z+y)
= % = cosh(z + y)
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Zadanie 6.

Oblicz granice lim She,
z—0 %

Rozwigzanie:

L ; _ _ , o ; inhi iny Y0
Mamy sinhiy = (e — ™) = isinz. Wezmy z = iy, wowczas 2L = ==L

Zadanie 7.
Oblicz granice lim 1=¢he,
z—0 z
Rozwigzanie:
o 1 dy —iy\ 2 _ 2 l—coshax __ 1—coshiy _
Mamy coshiy = 5(6 + e W) = cosz. Wezmy z = iy, wowczas mamy - = e

— ey 0

87






Marysia Nazarczuk

Cwiczenia z analizy matematycznej 1.1

Cwiczenia 25

Granica i ciggtosé funkeji

Zadanie 1.
Oblicz granice

. In(1+x)
a) ,lcli% Vita—1

. In cos x
b) lim JopE
x—0

- In(1+tan z) sin(tan x)
C) ig% 1—cos2z
Rozwiazanie:
a)
In(1+ x) LIn(1 + ) .
im———=Ilim-2>—— -n=1-n=n
z=0 /1 4+ 2 —1 z—0 6% In(14x) _ 1
b)
lim lncc;sx  lim In(cos x) cos? o — lim In(cosz) cos® x _(-1). 11
a—0 tan’x  1-01 — cos?x z—01 —cosz 1+ cosx 2 2
c)
lim In(1 + tan x) sin(tan x) — lim In(1 + tanz) sin(tanz) % 4. 1.1
z—0 1 — cos2zx z—0 tan x tan x 2sin“ x 2 2
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Cwiczenia 26

Granica i ciggtosé funkeji

Definicja: Moéwimy, ze funkcja f : A — R, gdzie A C R jest ciaglta w punkcie xg € A, gdy dla
dowolnego ciagu (z,,) € A, z,, — xo zachodzi lim f(x,) = f(zo).
n—oo

Rownowaznie (wersja Cauchy’ego), dla kazdego € > 0 istnieje takie 6 > 0, ze dla punktow = € A
warunek |z — zo| < 0 pociaga za soba |f(z) — f(zo)| < e

Veso Vaoea o0 Vaea |2 — 20| <6 = |f(z) — f(zo)| <€

Funckje f : A — R nazywamy ciagly na A, gdy jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny A.

Zmane nam juz przyklady funkcji ciagtych to exp(x), In(z) (dla z € R,), sin(z), cos(x), wielomiany,
z¢ (dla x € Ry), a® (dla a > 0).

Zadanie 1.
Wykaz, ze funkcja f(x) = % jest ciagta na R\ {0}.

Zadanie 2.
Wykaz, ze sin(x) jest ciagla na R.

Definicja: Funkcja f: A — R jest jednostajnie ciggta na A, gdy

v5>O EI6>O vxoGA VxeA |.T - l'0| < 0 = ‘f(l’) - f(l'o)’ <e

Funkcja jednostajnie ciagla jest oczywiscie ciagta, ale odwrotne twierdzenie nie zachodzi. Przykta-
dem funkcji jednostajnie ciaglej (a nawet lipszycowskiej) jest sin(x), za$ funkcji ciaglej, ktora nie
jest jednostajnie ciggla <.

Zadanie 3.
Podaj przyktad funkcji f : R — R, ktora

a) nie ma granicy w zadnym punkcie dziedziny
b) ma granice w doktadnie jednym punkcie swojej dziedziny
c) jest ciagla na zbiorach (—oo,0) i na zbiorach [0, +00), ale nie jest ciaglta na R

d) istnieje podzial R = AUB, AN B = (), taki ze obciecia f|4 1 f|p sa ciagle, ale f nie jest ciagla
w zadnym punkcie R.
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Cwiczenia 27

Granica i ciggtosé funkeji

Twierdzenie: Rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywistej f : A - Ri B — R, gdzie A C R i
f(A) C B C R. Zalozmy, ze f jest ciagla w punkcie a € A, g jest ciagla w punkcie b € B oraz,
ze f(a) = b. Wowczas ztozenie go f : A — R jest ciagte w a.

Zadanie 1.
Dla jakich parametréow a,b € R funkcja

sin ax

p dlaz <0
fla)=9#=L dao<z<1
b dlaz>1

jest ciagta?

Twierdzenie: (Wlasnosé Darboux) Rozwazmy funkcje ciagta f : [a,0] — R. Woéwezas dla
kazdej wartosci € € [f(a), f(b)] istnieje argument ¢ € [a, b] taki, ze £ = f(c).

Innymi stowy, funkcja ciagta przyjmuje wszystkie wartosci posrednie miedzy dwoma danymi.

Twierdzenie: (Weierstrassa o przyjmowaniu kresow) Rozwazmy funkcje ciagla f : [a,b] — R
(ogolniej funkeje ciagla na zbiorze zwartym). Wowczas istnieja argumenty ¢, d € [a, b] takie, ze

f(z) = sup f(z) oraz f(d)= inf f(x)

z€[a,b] z€(a,b]

Innymi stowy, funkcja ciagta na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy.

Zadanie 2.
Wykaz, ze ciagta funkcja f : [0, +00) — R, ktora nie jest ograniczona ani z gory, ani z dohu, musi
przyjmowac nieskoriczenie wiele razy wartosé 2020.

Zadanie 3.
Funkcja ciagta f : R — R spelnia warunek f(x +y) = f(z) + f(y) (to znaczy jest addytywna).
Wykaz, ze f(x) = ax dla pewnego a € R (to znaczy, ze f jest liniowa).

Zadanie 4.

Wykaz, ze funkcja f : A — R jest jednostajnie ciaglta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
Tp,Yn € A warunek |z, — y,| — 0 implikuje |f(x,) — f(yn)| — 0.
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Cwiczenia 28

Granica i cigglo$é¢ funkeji

Przyktad nie-liniowej funkcji addytywnej f: R — R

Rozwazmy liczby rzeczywiste R rozumiane jako przestrzen liniowa nad liczbami wymiernymi Q.
Przestrzen taka ma baze H C R (nazywana baza Hamela), to znaczy kazdy element € R mozemy
jednoznacznie zapisa¢ w postaci skonczonej sumy

$Z(]1h1+CI2h2++thn

gdzie h;, € H, zas$ ¢; € Q.

Latwo zauwazy¢, ze kazda funkcja addytywna f : R — R jest funkcja liniows, rozumiang jako
odwzorowanie pomiedzy przestrzeniami liniowymi nad Q, to znaczy dla dowolnych x, 2’ € R oraz
¢,¢" € Q mamy

flg-z+q -2') = qf(z) + ¢ f(2)

Okreslmy f wzorem
flao-hi+g hot .ot gu-bp) = +@+... +a
(innymi stowy f|y = 1). Latwo sprawdzié¢, ze tak okreslona funkcja jest addytywna. Co wiecej f

przyjmuje tylko wartosci wymierne, a wiec nie moze by¢ funkcjg liniowa, bo zbiér wartosci funkcji
liniowej F';R — R to R lub {0}.

Twierdzenie: Nastepujace warunki sg rownowazne:
1. Funkcja f: A — R jest jednostajnie ciagla,

2. (wersja Heine’go) Dla dowolnych z,,y, € A warunek |z, — y,| — 0 implikuje |f(x,) —
f(yn)] =0

3. (wersja Cauchy’ego) dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla dowolnych zy,z € A
jesli |z — zo| < 6, to |f(x) — f(zo)| < e.

Twierdzenie: (Heine'go-Cantora) Funkcja ciagla na zbiorze zwartym jest jednostajnie ciagta.

Zadanie 1.
Rostrzygnij, ktore z ponizszych funkcji sa jednostajnie ciagle: f(z) =1, g(x) = bz, h(x) = 2?2 + 7,
¢(x) = Vz, Y(x) = cos(2x), ((v) = sin*(x), {(x) = cos(a?)?

Zadanie 2.
Wykaz, ze funcja ciagta f : R — R i okresowa jest jednostajnie ciagta.

Uwaga: Wazne jest, ze dziedzina funkcji jest cata prosta rzeczywista. Przyktadem okresowej funkcji
nie jednostajnie ciagtej jest tan(z).
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Zadanie 3.
Zbadaj, czy klasa funkcji jednostajnie ciaglych jest zamknieta ze wzgledu na dodawanie, mnozenie,
skalowanie przez liczby rzeczywiste, sktadanie?
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