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Marysia Nazarczuk Cwiczania z analizy matematycznej 1.2

Cwiczenia 1
Ciagtos¢ jednostajna

Definicja: Mowimy, ze funkcja f : A — R jest ciaggla w punkcie 2y € A, gdy dla dowolnego
ciagu x,, — xo zachodzi lim f(z,) = f(z¢), lub réownowaznie, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje
n—oQ

takie § > 0, ze dla © € A warunek |x — 2| < § pociaga za soba warunek |f(z) — f(zo)| < e.

Definicja: Mowimy, ze funkcja f : A — R jest ciagta, gdy

v5>O vxoeA EI6>O vxeA |.T - l'0| <0= ‘f(l’) - f(l'o)’ <Eg

Definicja: Mowimy, ze funkcja f: A — R jest jednostajnie ciagta, gdy

vs>0 EI6>0 vac,yGA |£L' - y' <0= |f<£L') - f(y)| <E€

Definicja: Mowimy, ze funkcja f: A — R jest lipszycowsko ciggla, gdy

E]L v:7:,3/614 |f<£(]) - f(y)l <L- |.I‘ - y|

lub réwnowaznie

|f(x) = F(y)l

sup ————"— < 00
z,y€A,x#y |z —yl

Zadanie 1.
Uzasadnij, ze funkcja lipszycowsko ciagta jest jednostajnie ciagla.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest lipszycowsko ciagta ze stata L. Jezeli w definicji jednostajnej ciagtosci wezmiemy
§ = 7, tomamy |f(z) — f(y)| < Lz — y| < ¢, czyli z tego, ze funkcja f jest lipszycowsko ciaglta
wynika, ze jest jednostajnie ciggla.

Definicja: Mowimy, ze funkcja f: A — R jest holderowsko ciagta z wykltadnikiem « € (0, 1),
gdy
I Vayea |f(2) — f(y)l < Llz —y[*
Zadanie 2.

Uzasadnij, ze jesli funkcja jest holderowsko ciagla, to jest jednostajnie ciagla.

Rozwigzanie:
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1

Ustalmy € > 0 i niech |z — y| < §. Wowczas biorac § = (£)* mamy
1

[f(x) = fy)] < Lle = y|* < L‘(;)

[0}

=&

zatem funkcja jest jednostajnie ciagta.

Zadanie 3.

Wykaz, ze funkcja jest okreslona na zbiorze ograniczonym, to lipszycowska ciggloéé¢ implikuje
holderowska ciaglos¢ z dowolnym wyktadnikiem v € (0,1). Podaj przykltad $wiadczacy o tym, ze
nie jest to prawda, gdy zbidr jest nieograniczony.

Rozwigzanie:
Cheemy pokaza, e |f(z) — f(y)| < Llz -yl = |f(z) = F(y)| < L'z — y|. Mamy

\ﬂ@—fwﬂSMx—MZLM—W”M—MPQSM—mWL-wam—mk“
RIS

Zatem biorac L' = L - sup |z — y|'™® (supremum jest ograniczone) mamy
z,y€A

[f(@) = fy)l < L' |z —y|®

Przyktady funkcji liprzycowsko cigglych na R

e Sinx

|sinz — siny| (dowod ze wzoru na roznice sinusow)

funkcja stata

funkcja liniowa

Zadanie 4.
Wiemy, ze f(x) = x jest lipszycowsko ciagta ze stata 1. Czy f(z) = x jest holderowsko ciagla dla

Rozwigzanie:
Mamy

[f(x) = f(¥) [f(x) = f¥)|

sup 0 = qup L —y|M = 400
syedary T =yl syedarty T =Y

Zatem to nie jest prawda.

Zadanie 5.
Czy f(x) = z? jest lipszycowsko ciagla na [0, 2020]?

Rozwiazanie:
Mamy |f(z) — f(y)| = |2? —y*| = (z+y)|z — y| < 4040|z — y| Zatem f(x) jest lipszycowsko ciagta
na [0, 2020].
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Zadanie 6.
Czy f(z) = 2? jest lipszycowsko ciagta na [0, +00)?
Rozwiazanie:
Mamy
_ 2 _ .2
oy V@I
syedaty T — Y syedarty [T =Yl Ty AzFy

Zatem f(x) nie jest lipszycowsko ciagla na [0, +00).

Twierdzenie: Dana jest funkcja f : (a,b) — R. Funkcja f jest jednostajnie ciagta wtedy i
tylko wtedy, gdy lim+ f(x) i lirlr)l f(x) istnieja i sa skonczone.
T—a r—0"

Przyktadem funkcji okreslonej na R, ktora jest jednostajnie ciggla, ale nie ma skoriczonej granicy
w 400, to funkcja liniowa.

Zadanie 7.

Funkcja f jest jednostajnie ciagta na przedziale [1, +00) i nieograniczona. Czy wynika stad, ze
lim f(x) istnieje i jest nieskonczona?

T—00

Rozwigzanie:

Nie, bo lim f(z) moze nie istniec.
T—>00

Zadanie 8.
Czy f(x) =z -sinz jest jednostajnie ciagta?

Rozwigzanie:
Funkcja f : A — R jest jednostajnie ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy Vi, )cai n)ca Tn — Yn —
0= f(z,) — f(yn) — 0. Wezmy wiec x,, = 2nrw oraz y, = 2nw + % Wowcezas

1
J;n—yn:—ﬁ—>0
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oraz

1 1
fzn) — f(yn) = @y - sinx, — y,, - siny, =0 — (27m+—> sin — — —27
n n

zatem f(x) = xsinx nie jest jednostajnie ciagla.

Zadanie 9.
Czy f(x) = z - siny/z jest jednostajnie ciagla?

Rozwigzanie:

Wezmy x, = (21n)* oraz y, = (2mn + #)2 Wowcezas

1\’ 4 1 4 1
Tp — Yp = 4(27m)2 — (27m—|— —2> = 47°n? — (47rzn2 + il + ) = — (1 + —) —0
n n

nt n nt
natomiast ) 1 1
_ 2,2 T . 9
f(@n) = flyn) =0 — (47r n +?+ﬁ> smﬁ—>—47r
zaten f(z) = xsin/x nie jest jednostajnie ciagla.
A -7

L\
-

,

“\./

.
'\‘
\‘
Sy
L
Sy
™,
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Twierdzenie: Funkcja ciggta na przedziale domknietym i ograniczonym jest jednostajnie
ciagta.

Twierdzenie: Funkcja ciagta f : [0,400) — R taka, ze lim f(x) istnieje i jest skoriczona,

T—r00
jest ograniczona.

Zadanie 10.

Funkcja f jest jednostajnie ciagta na (a,b] i na [b,c¢). Czy wynika stad, ze jest jednostajnie ciagta
na (a,c)?

Rozwigzanie:

Funkcja jest ciagta na (a,c) i ma skoriczone granice lim+ f(z) i lim f(x), zatem jest jednostajnie
Tr—a r—c—

ciagla na (a,c).

Zadanie 11.
Funkcja f jest jednostajnie ciagta na (a,b) i na (b, c). Czy wynika stad, ze jest jednostajnie ciagla
na (a,c)?

Rozwigzanie:
Nie, poniewaz nic nie wiemy o wartosci funkcji f w punkcie b.
Zadanie 12.

Wykaz, ze funkcja ciggla i okresowa okreslona na prostej rzeczywistej jest jednostajnie ciagta.

Rozwigzanie:
Niech T' bedzie okresem tej funkcji (to znaczy f(x + 1) = f(x) dla kazdego = € R). Funkcja f
jest jednostajnie ciagta na R, gdy

vs>0 EI6>0 vx,yeR |$ - y| <0= ‘f(:l]) - f(y>| <€

Jezeli 6 < T, to z,y € [kT, (k + 2)T]. Wiemy, ze [ jest jednostajnie ciagta na [0, 277, czyli
Ves0 J5>0 Vaielo,21] z—t|<d=|f(2) = f(t)| <e

poniewaz |f(z) — f(y)| = [f(x — kT) = f(y — KT)].

Zadanie 13.
Dana jest funkcja f : A — R, gdzie A jest ograniczony. Funkcja f jest holderowsko ciagta z
wyktadnikiem a. Wykaz, ze jest tez holderowsko ciaglta z wyktadnikiem £ < «.

Rozwiazanie:
Wiemy, ze ¥y yea |f(x) — f(y)| < L+ |z —y|*. Wezmy ¢ € (0,1) takie, ze a — e € (0,1). Chcemy
pokazac, e |(x) ~ f(5)] < L~ |z — y|"~*. Mamy

f@)—fWI<L-lv—y|*=L-lz—y|* |z -yl <|z—-y* " L- supAlw -yl
T,ye

Oznaczmy L' = L - sup |z — y|°, wowczas |f(z) — f(y)| < L' - |z —y|*=.
T,yeA
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Zadanie 14.
Pokazaé, ze y/x nie jest lipszycowsko ciagta na [0, 1].

Rozwigzanie:

sposob 1

Gdyby funkcja ta byla lipszycowsko ciagta, to 31, Vy yea |f(z) — f(y)| < L-|z —y|. Zaprzeczeniem
tego jest Vi, Iy yea |f(x) = f(y)| > L- |z —y|. Mamy |\/x—\/y| > L-|zr—y| & m > L. Zatem
dla ustalonego L wystarczy wzia¢ odpowiednio mate x i y.

Sposéb 11

Niech A = [0, 1]. Sprobujemy pokazac, ze \/ jest lipszycowsko ciagla, czyli ze |\/r—\/y| < L-|z—y|
dla pewnego L, czyli 1 < L- (/x4 /y). Ustalmy y = 0 € A. Dla L < 1 nieréwnos¢ nie jest
prawdziwa dla dowolnego x (na przyktad x = 1). Mozemy zatem zatozyé¢, ze L > 1. Ustalmy

wowczas T = ﬁ €A Wtedy 1 < L- (@ / ﬁ + 0) =L % = % Mamy wiec sprzecznosé, zatem

v/ nie jest lipszycowsko ciagla na [0, 1].
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Cwiczenia 2

Jednostajna ciaglosé

Zadanie 1.
Zbadaj, czy podane funkcje sa ciaglte jednostajnie na przedziale (0, 1):

a) xsini

b sini
xT

e) cosx-cosZ
xT

Rozwigzanie:

Twierdzenie: (Heine-Cantora) Jezeli f : [a,b] — R jest ciagta na [a,b], to jest na [a,b]
jednostajnie ciggta.

a) Tak, bo ma skoriczone granice w koncach, zatem jest jednostajnie ciagla na [0, 1].

b) Nie, bo w zerze nie ma granicy.

x + . . . o . .
¢) Mamy er % +00, zatem nie jest jednostajnie ciagta na [0, 1].

T +
d) Mamy ez % 0, zatem tak.

+

e) Nie, bo cos(z) =% 1 oraz cos (%) "% hie istnieje, zatem cos(z) - cos (%) 20 hie istnieje.
T T

Zadanie 2.
Zbadaj, czy podane funkcje sa jednostajnie ciagte na przedziale [0, 4+00).

Rozwigzanie:

Twierdzenie: f jest lipszycowsko ciagta = f jest holderowsko ciaglta = f jest jednostajnie
ciagta = f jest ciagla
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a) Tak, bo |z —\/y| < L-|x— y|2, czyli jest holderowsko ciagla ze stalg o = 1

Twierdzenie: Funkcja ciagla i okresowa na prostej rzeczywistej jest jednostajnie ciagta.

b) Tak, bo funkcja sin?(x) jest okresowa i ograniczona i ciagta.

¢) Tak, bo jest okresowa i ograniczona i ciagta.

d) Nie (byto)

) Nie, bo biorac ,, = /20 + 3 i ¥, = V20 mamy x, — y, — 0 oraz f(z,) — f(ya) — 1.

f) Nie, bo biorac ,, = 2mn+Z iy, = 2rn mamy =, —y, — 01 f(z,)— f(yn) — sin (272 4 0) # 0.

€

Zadanie 3.
Funkcja f okreslona na prostej rzeczywistej przeksztalca ciagi Cauchy’ego na ciggu Cauchy’ego.
Czy wynika stad, ze jest jednostajnie ciggta?

Twierdzenie: Jesli f jest jednostajnie ciagla, to przeprowadza ciagi Cauchy’ego na ciagi
Cauchy’ego.

Dowéd: Niech f: R — R jest jednostajnie ciagla. Niech (z,), C R to ciag Cauchy’ego, zatem
istnieje zg € R, ze x,, "= xo. Funkcja f jest ciggta i okreslona na R, zatem lim f(x,) = f(x0).
n—oo

f(z,) jest zbiezny do skoniczonej granicy, czyli jest ciagiem Cauchy’ego.

W druga strone implikacja jednak nie zachodzi.

Zadanie 4.

Zbiory A i B sa domknietymi podzbiorami prostej rzeczywistej. Funkcja f : AU B — R jest
jednostajnie ciagta na zbiorze A i jest jednostajnie ciagta na zbiorze B. Czy wynika stad, ze jest
jednostajnie ciaglta na AU B?

Rozwigzanie:
_ 1 1 _ lna A .
Niech A = |J [2n—1,2n] oraz B = |J [2n+ —,2n+1— —] oraz niech f(z) = , wowczas
neN neN " " 0 na B

f(z) nie jest jednostajnie ciagta na AU B, bo dla ¢ = % i dla kazdego 6 > 0 mozemy tak dobrac
Tn=2n€Aiy,=2n+1+eB, e |r, —y,| =+ <6 ale|f(z,) — flyn) =1> 3.

Zadanie 5.
Wykaz, ze jesli funkcja ciagla f : R — R ma skonczone granice w +00 i —oo, to jest jednostajnie
ciagta.

Rozwigzanie:
Skoro funkcja ma skonczone granice w nieskonczonosciach, to jest ograniczona. Zatem

v6>0 EIn>0 vxEA r>n= |f(l') _g| <€

Zatem korzystajac z tego, ze
[f(@) = fW)l = 1f(z) =g+ 9= FWI < [f(x) =gl +1f(y) — gl

10
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mamy juz jednostajna ciaglo$é na przedziale [n,+00). Stad widaé¢, ze funkcja jest jednostajnie
ciggta na R.

Zadanie 6.
Czy istnieje funkcja ograniczona, jednostajnie ciagla, ktéra nie jest lipschitzowsko ciagta?

Rozwigzanie:

Funkcja 1/ nie jest lipszycowsko ciagta na [0, 1]. Jest na tym przedziale jednak jednostajnie ciagta.

Zadanie 7.
Definiujemy funkcje f : R — R w nastepujacy sposob:

N E: dla z € 0,1)
flo) = {2—.7: dlaz € [1,2)

oraz dla kazdego x € R rownosé f(z) = f(z — 2). Rozstrzygnij, czy funkcja f(z) jest jednostajnie
ciagta na

a) (0,1)
b) [1,+00)

Rozwigzanie:
Narysujmy wykres funkcji na przedziale [0, 2).

i

=y

Granica lewostronna i prawostronna funkcji f(z) w punkcie zq = 1 jest taka sama, zatem funkcja
jest ciagta w tym punkcie.

Z warunku, ze dla kazdego x € R zachodzi f(x) = f(x—2) widzimy, ze funkcja f(x) jest okresowa.
Wiemy, ze funkcja ciagta i okresowa na prostej rzeczywistej jest jednostajnie ciagta. Zatem funkcja
f(z) jest jednostajnie ciagta na R, skad wynika ze jest jednostajnie ciggta na (0,1) oraz [1, +00).

Definicja: Zbior A jest wypukly wtedy i tylko wtedy. gdy dla kazdych z,y € A i dowolnego
A € (0,1) zachodzi Ax + (1 — Ny € A.

Wypukle podzbiory prostej
e odcinek

e prosta

11
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e polprosta

Definicja: Funkcja f : I — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych x,y € I
oraz dla kazdego « € [0, 1] zachodzi

flax+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y)

P=(ar+(1—a)y, af(z)+(1—a)f(y)

Twierdzenie Ciagla funkcja f : I — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

x,y € I zachodzi
() < L0
2 - 2

Zadanie 8.
Wykaz, wkleslosé funkeji sinz na przedziale [0, 7] oraz funkcji cosz na [—Z, Z].

Rozwigzanie:
Funkcja sin x jest ciagta, zatem wystarczy pokazaé, ze

. (r+y sinx + siny
sin > —
2 2

12
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sinx + siny = 2sin (IT—H/) - COS <x;y)

zatem jako, ze sin (Ty) > (0 dlax,y € [0, 7], to wystarczy pokazaé, ze cos (%y) < 1, co oczywiscie
jest prawda.

Mamy

Funkcja cos x jest wklesta, zatem wystarczy pokazac, ze

r+y COSX + CoS Y
“\2 )7 2

cosT + cosy = 2cos (IQﬂ) - COS <x;y)

zatem jako, ze COS<$+y> > 0 dla z,y € [—%,g], to wystarczy pokazaé, ze cos (L;/) <1, co
oczywiscie jest prawda.

Mamy

Zadanie 9.

Wykaz, ze dla x € (O, %) zachodzi nier6wnos¢é Q‘f

iy < sinw.

Rozwiazanie:

Dla z € (0,%) zachodzi sinz € (0, ‘/7§> Niech f(x) = %ix oraz g(x) = sinz. Mamy f(0) =

g(0) =0 oraz f ( ) =g ( ) \/5 Zatem funkcja f(z) jest sieczna funkcji g(x). Jako, ze g(x) jest

wklesta, to sieczna lezy pod Wykresem skadd 22, < sing.

Zadanie 10.

Wykaz, ze dla wszystkich n > 2 zachodzi nieréwnos¢ (1 +n) cos ;5 —ncos 7 > 1.
Rozwigzanie:

Chcemy pokazac, ze

s T cos0 +ncos =
(1 +n)cos > cos0 + ncos — < cos > n
n + n n—+1 n-+1
Niech w warunku wklgstosci funkeji mamy x =0, y = 7, 1 — a = 25 oraz f = cosz. Funkcja
cosz jest wklesta na danym przedziale, zatem mamy
1 n T T cos0 +ncos =
ar + (1 — a)y) = cos -0+ - — | = cos > n
U ( Jv) (n~|—1 n+1 n) n+17 n+1

13
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Cwiczenia 3
Wypuktosé funkceji

Definicja: Zbior otwarty A, to taki zbior A C R, ze jesli x € A, to owo (v —e,2 +¢) C A.

Definicja: Zbiér domkniety B to taki zbior B C R, ze jesli (z,,) C B i (x,) jest zbiezny, to

lim z, =zo € B
n—oo

Twierdzenie: Kazda funkcja wypukta na przedziale (a,b) jest ciagta.

Zadanie 1.
Poda¢ przyktad funkeji f : I — R wypuktej i nieciagle;j.

Rozwigzanie:

l1dlaz =0

, wowczas f jest wypukta i
2daz>0 J Jest wyp

Niech f : [0,400) — R dana jest wzorem f(z) = {

nieciagta.

Twierdzenie: (Nieréownos$¢ Jensena) Niech f : A — R bedzie wypukta. Wowczas dla dowol-
nych xq1, %o, ..., x, € Aoraz ag,ag, ..., a, € [0,1] takich, ze V; a; > 0 oraz oy +as+. . .+, = 1,
zachodzi nieréwnosé

flarmy + agro + ...+ ) < arf(z1) + aof(z2) + .. + an f(x,)

Dla funkcji wklestych nieréwnosé zachodzi w drugg strone.

Zadanie 2.
Wykaz, ze sposrod wszystkich n-katow wpisanych w okrag o ustalonym promieniu najwiekszy
obwodd ma n-kat foremny.

Rozwigzanie:

15
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Niech dany okrag ma promieri r. Niech dlugo$é boku n-kata foremnego wynosi a. Wowcezas

a = 2r - sin (2” : %) = 2rsin 7. Niech w ten sam okrag bedzie wpisany dowolny wielokat. Niech

i-ty bok ma dlugosé x;. Wowcezas x; = 2rsin 3¢, gdzie o; to kat wpisany oparty na tuku, ktorego
ciaciwa jest bok z;. Chcemy pokazaé, ze

.y T
in§n~a<:>281né§n~smﬁ

Niech f(z) = sinx oraz x; = %, wowczas z nieréwnosci Jensena mamy

Z— sm— <sm (Z; C;)

Mamy Y a; = 27, zatem ) = - & = I Zatem teza jest prawdziwa.

Zadanie 3.
Niech a,b, ¢ € [0,1]. Wykaz, ze 12 + 125 + 105 > 7o
Rozwigzanie:
Wezmy funkcje f(x) = 31. Jest to funkcja wypukta na przedziale [0,1]|. Z nieréwnosci miedzy
srednimi mamy v/abe < b <. Jako, ze f(x) jest rosnaca na [0, 1], to mamy
r(Vake) < 5 (S5

Z nieréwnosci Jensena z waga % mamy

a+b+c fla)+ f(b) + f(e)
(m3) 0o

zatem ostatecznie mamy

Zadanie 4.
ee . . . . 2 2 2 xT Yy z §
Udowodnij, ze dla dodatnich x,y, z zachodzi nieréwnosé v T T ie > 5.
Rozwiazanie:
Mamy
z r+y+=z rT+y+=z rT+y+z
+ 24 SETYTE g ETYTE g ETVTE
y+z z+x THY y+z Z+x r+y
zatem wystarczy udowodnié, ze
r+y+z z+y+z z+y+z_ 9 1 1 1 9 1
S A A - - ——
Y+ 2z z+x T+y 2 y+z z4+zxz x4y 2 r+y+z
Niech f(x) = % Jest to funkcja wypukla, zatem z nieréwnosci Jensena z waga % mamy

Sern i+ f<z+x>>f(1<x+y+y+z+z+x>)

w

16
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czyli
1 1 1 1 3 1
— . -+ —+ Z -
3 \y+z z4+2x z+vy 2 z+y+z
Zadanie 5.
Udowodnij, ze jesli funkcja f : R — R jest wypukla i ograniczona, to jest stata.
Rozwigzanie:
Twierdzenie: Dla ustalonego x funkcja I(z,y) = %ﬁ/c(y) jest niemalejaca, wtedy gdy f jest
wypukta.
Ustalmy wiec z = 0, wowczas 1(0,y) = —%. Skoro f jest ograniczona, to
lim 7(0,y) = lim _IW) =0
y—+oo y—Foo Yy

Zatem I(0,y) jest stala i dodatkowo jest stale rowna zero. Wobec tego f(y) = f(0), czyli f jest
funkcja stata.

Zadanie 6.
Wykaz, ze jesli f : R — R jest wypukta, to ma skoniczone pochodne jednostronne w kazdym
punkcie.

Rozwigzanie:

Twierdzenie: Niech P C R bedzie przedziatem otwartym. Wtedy kazda funkcja wypukta
f P — R jest ciaggta.

Zatem funkcja f jest ciggla. Skoro jest ciagla, to ma skoriczone pochodne jednostronne w kazdym
punkcie.

Zadanie 7.
Wykaz, ze jesli f : I — R (I-przedzial) jest Scisle rosnaca i wypukta, to funkcja odwrotna do niej
jest wklesta.

Rozwigzanie:

Mamy f~!(f(z)) = z, zatem jesli z; < zo 1 f(x) jest rosnaca, czyli ;1 < x5 & f(z1) < f(z2), to
mamy [ 1(f(x1)) < f7H(f(x2)), czyli funkcja odwrotna do funkeji rosnacej jest funkcja rosnaca.
Wiemy, ze f(x) jest funkcja wypukta, zatem

fIA=t)zy +tzg) < (1 —1t) f(21) +tf(22)

dla pewnego t € [0, 1]. Jako, ze f~! jest rosnaca, totez
S =ty +tag)) < FHL —8) f21) + tf (22))

Ale mamy
S =tz +tag)) = (L= t)ay +tay = (L= £) f 1 (f(21)) + £ (f(22))
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zatem mamy
(L =) (f@n)) +tf (f(x2)) < FHA =) f(21) + f(22))
czyli funkcja f~!(x) jest wklesta.

Zadanie 8.
Wykaz, ze dla dodatnich a, b, ¢ zachodzi nier6wnosc¢:

avVb+c+bv/e+a+cvat+b< 2+ b4+ c)(be+ ac+ ab)

Rozwigzanie:
Mamy
1 , 1 y 1 s
fla) =t = () = gat = f/() = — gt
Zatem funkcja f(x) = /x jest wklesta.
Wezmy teraz p1 = 4, p2 = %lﬁc oraz p3 = . Wowczas p1+p2+ps = 1. Wezmy 21 = b+c,

T9 = c+ a oraz x3 = a + b. Wowczas z nieréwnosci Jensena mamy
pof(x1) + paf(z2) + paf(ws) < f(przy + paa + pazs)

avVb+c+by/c+a+cva+b < \/ab+ac+bc+ba+ac~l—bc
a+b+c - a+b+c

avVb+c+bvVe+a+cva+b<\/2(a+b+c)(be+ ac+ ab)

Zadanie 9.
Niech p bedzie ustalona liczba wieksza od 1, za§ n dowolna liczba naturalna. Wykaz, ze dla
dowolnych liczb z1, 2o, ..., %0, Y1, Y2, - - ., Yn € R zachodzi nier6wnos¢ Holdera
1 1 1
n D n P n P
(Z |z + yi|p> < (Z |9€i|p> + (Z |yi|p>
i=1 i=1 i=1
Rozwigzanie:
Niech . .
Sy = Zwi Sy = Zyi
k=1 k=1
Zalozmy, ze S, = S, = 1. 7 nieréwnosci Younga mamy z;y; < %xﬁ + %yg. Sumujac takie
nierownosci dla ¢ = 1,2, ..., n otrzymujemy

’ (Sy)%

3=

- 1 1 1 1
kayk3—5x+—5y:—+—:1:(5x)
— P q P q

czyli nieréwnos¢ Holdera w przypadku S, = S, = 1.

Jesli S, = 01ub S, = 0, to wszystkie x; lub wszystkie y;, znikaja, za¢ nier6wnos¢ Holdera przybiera
banalna posta¢ 0 < 0.
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Niech S, > 015, > 0. Potézmy

Tk k
ap — T bk = Y T
(Sz)” (Sy)
Wtedy
Sy = ap=1 Sy:= bi =1
k=1 k=1
Mamy wiec
Z akbk S 1
k=1
wiec po pomnozeniu obu stron przez iloczyn (Sm)% . (Sy)é otrzymujemy

n

Z |zi + yil”

=1

(Smr) <

n

Dl

=1

19
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Cwiczenia 4

Rozniczkowalnosé

Definicja: Niech f: P — R, gdzie P to przedzial. Ilorazem réznicowym funkcji f w punktach
f@)—f)

x,y € P,z # y, nazywamy wyrazenie [(z,y) = oy

Interpretacja geometryczna

sk

Definicja: Niech A C R i niech xqg € A bedzie punktem skupienia zbioru A. Powiemy,
ze funkcja f : A — R jest rozniczkowalnaa w punkcie xzy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
skoriczona granica

_ B) —
f(z) — f(zo) ~ lim f(zo + 1) — f(z0) — (o)

h—0 h

lim
T—x0 T — 2o

Liczbe f'(x¢) nazywamy pochodna funkeji f w punkcie a.

Zadanie 1.
Wyznacz zbior parametrow a dla ktorych funkcja f(z) = |#|*sin i dookreslona w zerze przez 0

jest na R
a) ciagta

b) rézniczkowalna

c) klasy C!

Rozwiazanie:
21
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a) Funkcja jest ciagla na przedzialne R\ {0}, zatem musimy zbada¢ ciagtos¢ funkcji w zerze.
Funkcja jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy granica funkcji w punkcie jest réwna zero.

1
lim |z|*-sin— =0dlaa>0
x

z—0

Biorac o < 0 i ciag x,, — 0 taki, ze f(x,) /4 0, czyli na przyklad z,, = m mamy
2

a1 . 1 R s , 1 “ 1dlaa=0
lim ) sin— = lim { ———— ] -sin (— + 2n7r) =lm| ——F——] =
n—00 Tp  nooo \ 5+ 20T 2 5+ 2nm oo dlaa <0

b) Funkcja bedzie rozniczkowalna gdy jest ciagla, czyli gdy o > 0 oraz gdy jej pochodna prawo-
stronna jest réwna pochodnej lewostronnej.

0 — 2%sin 2 1 0dlaa>1
"(0) = lim ——2 = lim (—2)* 'sin— ={ .aoz”
+
z—0+ —T =0+ x nie istnieje dla @ < 1
0— (—z)*sinl 1 0dlaa>1
f2(0) = lim (=)%sin; = lim —(—2)*'sin— =1 . ‘aa' ‘
0~ — &0+ x nie istnieje dla oo < 1

Zatem funkcja f jest rézniczkowalna dla a > 1.

Definicja: funkcja jest klasy C™ w przedziale P, jesli jest n-krotnie rézniczkowalna w tym
przedziale, a n-ta pochodna jest ciagta.

¢) Szukamy takich «, ze pochodna jest funkcja cigglta. Musimy policzy¢ pochodna w zerze dla
a> 1. .
hsin + — 0 1
! _1: h —1; a—1 30 =
f10) = fim ——5 p A sin g =0
Dla z > 0 mamy

1Y’ 1 1\’ 1 1
f(z) = <xa - sin —) =ar®!.sin— + 2% (sin —) =ar® ! sin— —2*%. cos —
T T T

Dla z < 0 mamy

Chcemy sprawdzié¢ dla jakich « zachodzi

lim f'(z) = lim f'(z)=0

z—0t —0~

Mamy

lim az® "sin— — 2% “cos— = lim 2% °-cos— =

z—0t T i z—0t T

L. 1 9 9 1 0dlaa>2
nie istnieje dla o < 2

Zatem f jest klasy C! dla o > 2.
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Zadanie 2.
Wykaz, ze jesli f jest rozniczkowalna w xq, to

(zo+h)—f(zo—h)

Pokaz przyktad swiadczacy o tym, ze istnienie granicy }lLiI% ! 5 nie implikuje rézniczko-
—

walnosci funkcji f w xg.

Rozwigzanie:
Mamy
F(xg) = /llli% f(zo + h})L — f(zo)

oraz

f'(zo) = lim Flo = ﬁ)h— f(xo) i f (o) - i(xo —h)
Zatem
Gdy f(z) = |z| i xo =0, to

0+h)— f(0O—nh W —h
f/(O):}LiE%f( + )th( ):f,(xo):}g%%:o

natomiast f/(0) nie istnieje.

Zadanie 3.
Okreslmy nastepujaco zbiory:

A={yec(0,3) |yeQi y¢Q}

1
B = {ZL‘ ER|z= §(y+4) dla pewnego y € A}
Rozwazmy funkcje f okreslona na przedziale (0, 3):

z? dlaz € QN (0,2)
fle)=<K2z—1dlaz € (0,2)\Q
2r—4dlaxe B

Uzasadnij, ze
a) [ jest roznowartosciowa i poprawnie zdefiniowana na (0,2) U B
b) f jest rozniczkowalna w zy = 1
c) przedzial (0,3) nalezy do zbioru wartosci funkcji f

d) pochodna f~! w yo = 1 nie istnieje

Rozwigzanie:
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a) Jezeli y jest liczba niewymierna, to jest obrazem pewnego argumentu ze zbioru (0,2) \ Q. Na
tym zbiorze f jest roznowartosciowa (bo jest okreslona wzorem 2z — 1), zatem jesli f(x) =y
oraz f(z) =y, tox = z.

Jezeli y jest liczbg wymierna, to nalezy do f(BU(0,2) UQ). Funkcja f|gn(o,2) jest réznowar-
tosciowa oraz f|p jest roznowartosciowa. Pozostaje wiec sprawdzié, czy istnieje x € QN (0, 2)
i 2 € B takie, ze f(z) = f(z). Gdyby tak bylo, to zachodzilaby réwnos¢ z? = 2z — 4 dla
z € (0,2) NQ oraz z € B, ale to nie jest mozliwe, gdyz 2z — 4 € A, czyli nie jest kwadratem
liczby wymierne;j.

b) W dziedzinie f w otoczeniu punktu zy nie ma punktéw ze zbioru B, poniewaz B C (2, Z).

Mamy ’
L L0 — )

=2
h—0, heQ h

bo na tym podzbiorze granica ilorazéw réznicowych jest zgodna z pochodng funkcji 22 w

punkcie zg = 1. Mamy
L SR = )
im

h—0, heR\Q h

=2

bo jest to pochodna funkcji 2z — 1 w o = 1. Zatem granica ilorazéw réznicowych istnieje,
czyli funkcja f jest rozniczkowalna w 1.

¢) Obrazem przedziatu (0, 2) sg liczby z przedziatu (0,4), ktore sa kwadratami liczb wymiernych
oraz wszystkie liczby niewymierne z przedziatu (0, 3), jesli y € (0,3) \ Q, to y—gl jest liczba
niewymierng z przedziatu (0,2) i zgodnie z definicja funkcji f (32) = y.
Obrazem zbioru B jest zbior A, czyli zbior wszystkich liczb wymiernych z przedziatu (0, 3),
ktore sa kwadratami liczb wymiernych. Stad (0,3) C f(0,2) U f(B).

d) Wyznaczmy f~! dla y € (0, 3)

B

<

7)) =15

<<
[SIEEEN]
S

dlayeQn(0,3)\ A

dlay € (0,3)\ Q
dlaye A

Ta funkcja nie jest rézniczkowalna w 1, gdyz nie jest ciagta w tym punkcie. Istotnie
) =vi=1

oraz

. 1 . . y+4_§
Mea/ W= e =

Zadanie 4.
Wyznacz zbior wszystkich parametrow o € R dla ktérych funkcja

z|% cos —% dla z #0
flay= VR i
0 dlaxz =0
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a) jest rozniczkowalna

b) jest klasy C*

Rozwigzanie:

a) Rozniczkowalnosé f(z) na przedziale (—oo,0) U (0, +00) wynika z twierdzenia o pochodnej
sumy, roéznicy, iloczynu,ilorazu i ztozenia.

|z|* cos —=— — 0 (—x)*cos —— — 0
f'(0) = lim Vi = lim Vi = lim (—z)* ' cos ==
20— x 20— x 20— \/Tx‘
] 0 dlaa>1
"] nie istnieje  dla a <1

Funkcja f(z) jest parzysta, zatem dla granicy prawostronnej mamy analogicznie.

Zatem funkcja jest rozniczkowalna dla a > 1. Dla o < 1 funkcja f(z) nie ma pochodnej w
zerze.

b) Policzmy pochodna w zo = 0 dla @ > 1. Mamy

™

(¢4 —_—
IECOS\/E

/ I — 1 a—1 i —
f(o)_}e%—m—o glgl_r)%x COS\/E 0
Dla z > 0 mamy
f(z) = —a cos T = ar®Veos = + 2275 -

T . T
T Nz Nz PR

Sprawdzamy cigglos¢ pochodnej w zerze:

. _ s .3 T . s
lim az® ! cos — + z° 2-§-sm—:{

w0+ N3 VT

Funkcja f(z) jest parzysta, zatem jej pochodna jest nieparzysta, skad dla z < 0 mamy

0 dla o >
nie istnieje  dla a <

ol N

m
lim f'(z) = — lim az® 'cos — + 272

z—0~ z—0t \/E

| X
rO1Co B 1eo

. 0 dla o >
-sin — =
& nie istnieje  dla o <

Zatem pochodna jest ciagta dla a > %

Zadanie 5.
Zbadaj istnienie prawostronnej pochodnej w zerze funkcji

zsin’Z  dlaz >0
flay={ YT -
0 dlaz =0
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Rozwigzanie:
Mamy
2w 2w
rsin® T — 0 rsin® T
f’(O) = lim \/_—x = lim u
z—07t rz—0 z—07+ x
Ponadto jesli z,, = ﬁ, to nll_{rolo % = +o0 oraz jedli y, = %, to nh_{](r)lo W = (0 Zatem

szukana granica nie istnieje, czyli funkcja f(x) nie ma prawostronnej pochodnej w zerze.

Zadanie 6.
Dana jest funkcja

fz) =

x? + sin 22 dla z >0
—2? +sin(—z%) dlax <0

a) Zbadaj rozniczkowalnosé f w xg =0
b) Wykaz, ze f jest odwracalna
c¢) Okresl dziedzine funkcji odwrotnej

d) Wyznacz zbiér punktéw rozniczkowalnosei funkeji odwrotnej do f

e) Oblicz pochodna f w punkcie y = ’TT*?’

Rozwigzanie:

a) Funkcja f jest ciagla i rozniczkowalna na przedziale (00, 0) i (0, +00). Musimy sprawdzié¢, czy
jest ciagta réwniez w punkcie o = 0. Mamy

lim f(r) = lim 2 +sina? =0
z—07t z—071

lim f(r) = lim —2® +sin—2® =0
z—0~ z—07F

Zatem funkcja jest ciagla na R. Mamy f(0) = 0.

Zbadajmy teraz jej rézniczkowalno$é w punkcie xg = 0. Aby funkcja byta rézniczkowalna w
ro =0, to lim f'(x) = lim f'(x). Prawostronna granice mamy
z—0 z—0~

, . 2? +sinx? . x® +sinz?
fi(0) = lim —— = lim ————-2=0
z—07F T z—07t T
oraz lewostronng granice mamy
, . —x% +sin —a? . 2% +sina?
f2(0) = lim =—lim ————2=0
xz—0+ x z—07t x

oraz lew Zatem funkcja f(z) jest roézniczkowalna w zerze.

b) Aby pokazaé, ze funkcja f(z) jest odwracalna, musimy pokazaé, ze funkcja jest rosnaca (lub
malejaca, ale funkcja jest rosnaca, wiec to pokazemy).
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Twierdzenie: Jezeli funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna na R oraz jej pochodna jest w
kazdym punkcie tego przedziatu dodatnia z wyjatkiem co najwyzej przeliczalnej liczby punktow,
w ktorych jest rowna zeru, to funkcja jest rosngca.

Dla x > 0 mamy

d
fl(x) = %372 +sinz?® = 22 + cosz? - 2x = 2x(1 + cos 2°)

Dla x < 0 mamy

d
f(z) = p 2% + sin —1* = —2x + (—27) - cos —2® = —2z(1 + cos %)
x
Pochodna funkcji f(z) istnieje wszedzie i jest skoniczona, zatem jako ze 1 + cosa? jest nie-
ujemne, to pochodna f(x) jest nieujemna. Sprawdzmy kiedy pochodna sie zeruje.

fl(x)=0&22(1+cosz®) =0 2=0 V cosz’ = -1 &

Sr=0Vr=yr (V2n+1):neZ

Zatem jako, ze zbior {£v/2n+1 | n € Z} jest przeliczalny, totez cosinus zeruje sie przeli-
czalnie wiele razy, czyli funkcja f(z) jest rosnaca.

c) Skoro f(x) jest ciagta na zbiorze liczb rzeczywistych i rosnaca, to musimy zbadaé jej granice
w nieskoriczonosci.
lim f(z) = lim 4(2? +sin2?) = +oo
r—=+o00 z—+o0
Zatem zbiorem wartosci funkcji f(x) jest zbior liczb rzeczywistych. Czyli dziedzina funkcji
odwrotnej bedzie réwniez zbior liczb rzeczywistych.

d) Z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej wiemy, ze f~! jest rozniczkowalna poza punktami
w ktorych pochodna sie zeruje, czyli poza punktamiz =0 V x = /7 (:I:\/Qn + 1) :n e

e) Mamy
f'(x) = 22(1 + cos x%)
Zatem
3 3 3\
f (Wg_ ) :27Tg— <1+COS (W—g ) )
Zadanie 7.

Zbadaj rézniczkowalnosé funkceji

arctan & dla x # 0
o) = { Ghakis

g dlaz =0
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Zadanie 8.
Okresl parametry a, b, ¢ i d dla ktérych funckja

ar +bdlax <0
fle)y=qecr®+ddla0 <z <1
—%dlax>1

jest rozniczkowalna.

Zadanie 9.
Niech f: R — R bedzie funkcja wypukta. Wykaz, ze f ma (skoniczone) pochodne jednostronne w
kazdym punkcie. Podaj przyktad funkcji wypuktej okreslonej na R, ktéra nie jest rézniczkowalna.

Zadanie 10.
Podaj przyktad funkcji f: (—1,1) — R, ktora jest rozniczkowalna w zerze, ale nie jest ciagta na
zadnym otoczeniu zera.

Zadanie 11.
Podaj przyktad funkcji rézniczkowalnej w zerze i okreslonej na pewnym otoczeniu zera, oraz ciagdw

x, — 0, y, — 0, 0# x, # vy, # 0 takich, ze
lim f(xn) — f(yn)

n—oo Jjn — yn

# 1'(0)

Zadanie 12.
Zatozmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a, przy czym f(a) i f'(a) sa wielkosciami

danymi. Oblicz:
(@) — (o)

z—a T —a

nh_)rgon(f <a+%) —l—f(a—i—%) +...—|—f<a+§) —kf(a)>
Zadanie 13.

Rozwazmy funkcje f okreslona na przedziale (0,2):

oraz

_Ja*dlazeQn(0,2)
fx) = {Qx_ldlax€(072)\(@

Sprawdz, ze f jest rozniczkowalna w punkcie xg = 1 oraz, ze F jest funkcja odwracalng. Czy f1
jest rozniczkowalna w o = 17
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Cwiczenia 5

Rozniczkowalnosé

Podstawowe wzory rachunku rézniczkowego

o Lyt =qrv ! geR

dx
d _
e —sinr =cosw
XL
d o .
® -COST = —sinx
XL
a _ 2., 1
o —tanx =1+ tan"z =
d _ 1 2
® dxCOtx_ iz (1+COt .T)
d r __ .z
¢ L6 =F¢€
° dia‘”:arlna
XL

° dilnx:l
XL x

° % arctanxr = #

° % arccot x = —ﬁ
. %arcsinx = 11%2
° % arccosr = — 11_x2

Twierdzenie: (Arytmetyczne wlasnosci pochodnej) Niech f,g : A — R beda rozniczkowalne
w x € A, woéwczas:

1. dla dowolych a, 5 € R funkcja af + fg: A — R jest rozniczkowalna w x oraz
(af + Bg)'(z) = af'(z) + By’ (x)
2. funkcja f-g: A — R jest rozniczkowalna w x oraz
(f-9)(x) = f'(x) - g(x) + f(2) - ¢'(x) (Wz6r Leibniza)

3. jezeli g(x) # 0, to funkcja g : A\ {g = 0} — R rozniczkowalna w z oraz
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Twierdzenie: (O pochodnej zlozenia) Niech funkcja g : A — R bedzie rézniczkowalna w
x € A (w szczegolnosci © € Acc(A)), f: B — R, gdzie g(A) C B, niech bedzie rézniczkowalna
w g(z). Wowezas fog: A— R jest rozniczkowalna w x oraz

(f o g)(z) = f(9(x)) - 4'(z)

Zadanie 1.
Oblicz pochodne funkcji zmiennej x

a) az®+ 24y +d

b) Jj%+v5x2+x‘7

2 2
©) %tz
d) Inzcosx
e) arctanz In x cos x

a2 —2x4+17
f) 247

g) sin’x

h) 5=

Y e

j) 4cos® (1z%)

k) cotz? + cot’

1) sin(2x) cos z?

m) \/1+tan(a7—l—%)

n) In5(4sinz — 8sin’(z?))
o) arctanIn(z® + 5)
p) arctan(z — Va2 + 1)

r) cot 3% - arctan z*
)

arccos v/ 1 — 2

S

Rozwigzanie:

b d 4 d 2 2
) V24T T = A s T = —12x74+—$7% — 78
dx 23 dz 5
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d
arctanz - In :v) -cosT + (d_ Cos .73) carctanz - lnx =
T

e) d

dx

d
( arctanx) ‘Inx + (d_ lnx) - arctan :c} - cosx +

(
U
(5

d
—arctanz -lnx -cosz =
dx

dx T
sinz) -arctanz - lnx
1
— )-cos:p—sina:-arctanm-lnm
T
h) d 8 B d(=5= 2362) d(1—2x)_ 8 (—dz) — 32
dr1—2x2  d(1—2a2?) dx (1 — 222)2 = (1 —222)2
j) illcos <1x4) _ d(cos® (1z)) . d(cosl(%:v‘l)) ' d(3z*) _
dx 4 d(cos (1z1)) d(3*) dx
1 1
= =4-5cos? <1x4) . (— sin <ZE4)) R
Lt xt

= —90 Z i
l‘ - COS 1 - sin 1

m) d - ( N 1) d(\/l—i—tan(x—l—%)) d(1+tan (z + 1)) d(tan (z + 1))
an(z+—| = : : —
dx d(1+ tan (z + 1)) d(tan (z + 1)) dx
B 1 . d(tan (z 4+ 2)) d(z+2)
- - -
2\/1+tan (z+12) dlz+7) du
Y
2\/1+tan (z+12) cos” (v + 1) v’
. o . . o . 3 2
n) iln5(4smx— $sin®(z?)) = d(ln5(4§1nx 8?1n (22))) ~d(5(4sinz — 8sin”(2%))) _
dx d(5(4sin x — 8sin®(22))) dx
B 1 d(20sinz)  d(40 sin®(22))]
~ 5(4sinz — 8sin®(22)) dx dx B
sin®(z2))  d(sin(x2)) d(z?)
_ 20 cosz — 40 - d((sm(zQ)) : (d(aEZ) ) T dx _
20 sin z — 40 sin®(22)
_ 20cosx — 40 - 3sin®*(z?) - cos(z?) - 2z
B 20 sin z — 40 sin®(22) B
_ cosx — 12sin’(2?) - cos(z?) - x
B sinx — 2sin®(z2)
0) d 5 _d(arctanln(z® +5)) d(In(2?+5)) d(=z*+5)
gy et ) = T ) d(a? 1 5) dr
B 1 1 1.9 —
T 11 n@2+5)2 2+5 0 0T
2z

(1+ (In(22 +5))?) - (2 +5)
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r d d(cot 3% d(arctan 23
) — cot 3% - arctan 2 M -arctan x® + —(arc anz’) -cot 3* =
dx dx dx
d(cot 3*) d(3%) 5 d(arctanz®) d(z2?)
(3 I arctanz” + e dr co
1 . z
= —W{’) -In3 - arctan z® 4+ T 20 322 - cot 3

Zadanie 2.
Oblicz d%f(x), gdy

a) esm x

b) z*

C) ,L,sm x

d) In(z + V22 + 1)

e) log,(sinx)

f) logs (2x+1)
Rozwigzanie:

a) = sin? x i 02 3 o

i sin“z d(e. : ) . d(51'n 7) . d(sin ) ="M 7. 28inx - cosx
dx d(sin®z) d(sinx) dx
b) iﬂ__i&ﬂ_iﬁm_ﬂﬁm)ﬂmmy_
dx  dx dx ~ d(zrlnx) de
d d(l
B LI P ) R

Zadanie 3.

Zbadaj rozniczkowalnosé funkeji, wyznacz pochodng w zerze jesli istnieje

:L’blIl Ldlaz>0
@) fla)= {0 dlax—O

, 2¥sint dlaz >0
b)f@)_{OMa;—O

e*m% dlaz >0
¢) flw)= {O dlaz =0

&) f(x) = o]
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Zadanie 4.
Oblicz pochodne ponizszych funkcji

Cos T

a) (sin’z + x)

b) In*(cos®z + e %)

c) 5%
Rozwigzanie:
a cosx d . ;
) % (SinQ.Z‘ + JI) o — @ecosrln(sm2 x—i—a:) _
i 2 si 1
= ecoswin(sin®ata) (— sinz In(sin? 2 + 7) + cosx - —— x;josx ks ) —
sm°zxr +x
cosx - (2si 1 . .
= (sinz+2)"" (COSZE ( 'S;n:ltcosx T _ sinz In z(sin® z + m))
sSIn“r+x
b) d d(l 2 —z
@1114 (cos?z +e7) = 4ln® (cosPz + e %) - (n(cosdxx—l—e ) _
1 d(cos? -
= 4In’ (cos’z +e77) - . (cos®z +e77) _
cos?x +e* dx
i - 1 3 2 —x
= (2cosz - (—sinz) —e ) - P pr— -41n’ (cos®z + €77)
c) d

xT xT d x
— 5 =5 .In5.- —3*=5>.In5-3*-1n3
dx i dx n n

Twierdzenie: (O pochodnej funkcji odwrotnej) Zatézmy, ze f : (a,b) — R jest rézniczkowalna
w 2o € (a,b) i ma funkcje odwrotna f=' : f((a,b)) — R i f~! jest ciagta w f(xg). Zal6zmy
dodatkowo, ze f'(xg) # 0. Woéwezas f~! jest rozniczkowalna w punkcie yo = f (o) i zachodzi
rownosc .

(fi )/(yO) = f’(«’fo)

Zadanie 5.

Niech f : (a,b) — R bedzie rézniczkowalna w xy € (a,b) oraz f ma funkcje odwrotng f=1 :
f((a,b)) — (a,b) ciagta w f(zq) oraz dodatkowo f'(xy) = 0. Wykaz, ze pochodna funkcji odwrotne;
f~Y(wo) nie istnieje.
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Rozwigzanie:

Niech yo = f(zo) oraz H = f~Yyo + h) — f (o). Wowczas }llir% H(h) =0, bo f~! jest ciagla w
_>

Yo. Lauwazmy, ze
fxo+ H) = f(wo) = f(xo+ [ yo +h) = 7 (w0)) — (o) =
= f(f o) + f o+ 1) = f (o)) — flwo) = f(f (o + 1) —yo=h

Zatem . ) . i
i Lo+ h) = " wo) ~ i
h—0 h H=0 f(xo+ H) — f(x0)
Zadanie 6.
a) Napisz rownanie prostej stycznej do wykresu funkcji f(x) = arctan }jr—i w puncie (1, f(1)).

b) Pod jakim katem przecinajg si¢ wykresy funkcji f(z) = 2% i g(z) = Vx dla z > 07

Rozwigzanie:

a)

Definicja:  Styczng do wykresu funkcji f w punkcie ¢y w ktérym f jest rézniczkowalna,
nazywamy prosta o wzorze

y = f(w0) + (= — 20) f'(0)

Musimy zbadaé¢, czy f(x) jest rézniczkowalna w punkcie o = 1. Funkcja arctanx jest
rozniczkowalna w swojej dziedzinie. Dziedzing funkcji f(z) jest Dy = (—oo, —1)U(—1, +00).
Zatem funkcja f(x) jest rozniczkowalna w o = 1.

Obliczmy pochodna funkcji

, 11—z 1 d1l—-z
f'(z) = — arctan = 5 C— =

dx I+ (L—L_D +1 dvl+x

2?42 +1 1—z—(-1)(1+2) 1
202 + 2 (14 )2 |

Zatem f'(zo) = —3. Oczywiscie f(zo) = 0.

Rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) w punkcie 2o = 1 to
1 1 1

— O — 1 . _— — = —

y +(x—1) ( 2) 5%+ 5

b) Aby zbada¢ pod jakim katem przecinaja si¢ wykresy funkcji f(z) i g(z) musimy zbadaé¢ pod
jakim katem przecinaja sie styczne tych funkcji w punkcie przeciecia tych dwoch wykresow.
Wyznaczmy zatem punkt przeciecia wykresow.

f@)=glr)er?*=Vreor’=rcr=0V =1
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Zatem jako, ze x > 0 to punkt przeciecia tych dwoch funkcji to zyp = 1. Obie funkcje sa

rozniczkowalne w punkcie zy = 1. Ponadto f'(1) =2-1 = 2 oraz ¢'(1) = ; 12 = 3, zatem
-13

rownania stycznych tych funkcji sa nastepujace
yr=14+(x—-1)-2=22x—-1

1 1 2
Yyp=1+(z-1)-g=zo+3

Musimy teraz wyznaczy¢ pod jakim katem przecinaja sie styczne.

Twierdzenie: Proste o réwnaniach l; : y = ayx 4 by oraz ly : y = asx + by przecinajg sie pod
as—ai

katem o takim, ze tan o = |21

Dowéd: Niech prosta [; bedzie nachylona do osi OX pod katem [, natomiast prosta Iy bedzie
nachylona do osi OX pod katem ~. Wéwczas a + § = 7, czyli mamy

" tan( 8) tany — tan g as — ay
ana = tan(y — ) = =
v l+tanf-tany 1+a;-a

Mozemy tatwo wyznaczy¢ tangens kata pod jakim przecinajg sie te dwie proste.

1
19

1+2-

r| =1
3

tana = '

us

Zatem kat pod jakimi si¢ przecinaja wynosi a@ = 7.

Zadanie 7. ,
W ktoérym punkcie elipsy o réwnaniu % + % = 1 nalezy poprowadzi¢ styczna, aby pole trojkata
ograniczone tg styczna i dodatnimi poétosiami uktadu wspotrzednych bylo najmniejsze?

Rozwigzanie: ,
Wykazemy najpierw, ze prosta styczna do elipsy o rownaniu z—i + % = 1 w punkcie (p, ¢) nalezacym

do elipsy przecina osie wspotrzednych w punktach (‘%, 0) i <0, %).

Ograniczmy sie do pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzednych (elipsa jest srodkowo-symetryczna
wzgledem punktu (0,0)), wowczas mozemy rozpatrywaé elipse jako funkcje.

2 2P 0 19 z? 72

Pierwiastek jest rézniczkowalny w swojej dziedzinie. Policzmy wiec pochodng funkeji f(z) =
by/1— 2—; Mamy
d 2 b
fla)=—pf1-2 = -2
dx a? ava? — x?
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Zatem rownanie prostej stycznej do wykresu funkcji f(z) w punkcie (p,q) nalezacym do elipsy
(mozemy zatozy¢, ze p,q # 0, bo w przeciwnym wypadku styczna bytaby réwnolegta do osi OX

lub OY) jest rowne
[ p? bp
=0 1—¥+(w—p)-<—ﬁ —]72>

Prosta ta przecina o§ OX w punkcie x takim, ze

b b 2
0=—-va®>—p*’+(x—p)- N N
a ay/a? — p? P

Natomiast 0§ OY w punkcie y takim ze

2 b b
y=b/1-Z 4 0-p) [ ——2 =—
a ar/a? — p a2 — p?

Mamy f(p) = ¢, zatem

Czyli mamy
ab ab ab b?
y = = = = —
2 _ 2 a a
Vat—p \/az—b—j-(b2—q2) 232 q
Wykazalismy wiec, ze styczna do elipsy o réwnaniu i—; + Z—z = 1 w punkcie (p,q) nalezacym

do elipsy, przecina osie wspotrzednych w punktach <‘;72, 0) i (O, %) Zatem dla naszej elipsy o

réwnaniu “’f—2 - % = 1, styczna w punkcie (p, q) przecina osie wspotrzednych w punktach <%, 0) i

6
(0, 2—;) przy czym p € (0,4) oraz g € (0,5).

Pole trojkata wyznaczone przez osie uktadu wspotrzednych i tg styczna jest wiec rowne

Wiemy jednak, ze ¢ = by/1 — Z—z, czyli dla naszej elipsy q = g\/16 — p?, zatem mamy

—_

116 25 160
2 p 2/16—p* py/16—p?

1

T

Chcemy zminimalizowaé¢ funkcje P(p), zatem jako, ze funkcja - jest malejaca, to wystarczy, ze

zmaksymalizujemy funkcje F(p) = py/16 — p2 = 1/16p2 — pt. Jednak funkcja /z jest rosnaca,
zatem wystarczy, ze zmaksymalizujemy funkcje G(z) = 162? — z*, gdzue = € (0,4). Pochodna tej
funkcji to

G'(r) = 32z — 42

Zbadajmy przebieg zmiennosci tej funkcji

32z — 42® = 4x(8 — 2%) = 2(2V2 — 2)(2V2 + 1)
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Narysujmy to symbolicznie w uktadzie wspohrzednych i ograniczmy do przedziatu (0,4).

Funkcja G(z) roénie w przedziale (0,2+/2) i maleje w przedziale (2/2,4), zatem ma maksimum
lokalne w punkcie x = 2V/2.

Pierwsza wspolrzedna szukanego punktu bedzie wiec p = 2v/2, natomiast druga bedzie ¢ =
54/1 — 1—86 = %ﬁ Stczna bedzie miata rownanie

B 20V/2 — 5z

y 1
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Cwiczenia 6

Zastosowania pochodnych

Definicja: (ekstremum lokalne) Niech f : [ — R, gdzie I jest przedzialem w R. Mo6wimy,
ze funkcja f ma w punkcie zy € I maksimum lokalne (odpowiednio minimum lokalne), jesli
istnieje taka liczba § > 0, ze dla wszystkich = € I, takich ze |z — x| < §, zachodzi nieréwnosé
f(@0) = f(z) (odpowiednio f(zo) < f(z)).

Jezeli dla wszystkich x € I takich, ze 0 < |[x—xo| < d f(zo) > f(z) (odpowiednio f(zo) < f(z)),
to méowimy wtedy, ze f ma w punkcie 2y maksimum (lub minimum) wlasciwe.

Lemat: (Fermata) Jezeli [ jest odcinkiem otwartym, xg € [ oraz f : I — R jest rézniczkowalna
w punkcie 29 1 f ma w xy ekstremum lokalne, to f'(zy) = 0.

Zadanie 1.
Znajdz wszystkie punkty zerowania sie pochodnej funkeji f(z) = arcsin 1?; 5. Wskaz ekstrema
lokalne tej funkcji.
Rozwigzanie:
Liczymy pochodna funkcji z zadania

d _ 2z 1 2(1 + 2?%) — 422 1 2 — 222

%arcsm(leﬂ) = - (T = ——— 1. —

1_<2x> V(4 a?)? — 4
142
1 2(1 — 2?) 2 1— 22

-2 (I+a22) 1+a% [1-a2
{14312 dlaz e (—1,1)

—%z dlaz e (—o0,—1) U (1+ o)

Zatem pochodna sie nigdzie nie zeruje. Ekstrema lokalne funkcji mogg by¢ tam, gdzie funkcja nie
jest réozniczkowalna, czyli w 1 lub —1.

3
B |

— 1

Zadanie 2.
Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania e® = puz? w zaleznosci od parametru p.
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Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze jesli u jest mniejsze od zera, to nie mamy zadnych rozwigza¢. Zatem musimy zbadac
liczbe rozwiazan dla g > 0. Mamy

e =pur* s — = —

er 7!
Zbadajmy funkcje f(z) = Z—j Zbadajmy jej granice w nieskornczonosci

lim f(z)=0 xl_lgloof(:v) = 400

T—+00
Zatem na mocy wlasnos$ci Darboux mozemy wywnioskowaé, ze funkcja ta ma co najmniej jedno
rozwiazanie dla p > 0.

Aby zbadaé¢ zachowanie funkcji, liczymy pochodna

2re” — x2e”

f'(x) =

Chcemy zbada¢ kiedy ta pochodna jest dodatnia, czyli kiedy funkcja jest Scisle rosnaca.

eQa:

fl(x) >0 2ze” —2%" >0 v(2—2) >0 2(z —2) >0 2 € (0,2)

Mozemy naszkicowaé wiec jej wykres.

YA

(0,0) 1 T

Stad tatwo odczytaé liczbe rozwigzan réownania e* = pz? w zaleznosci od pu.

Zadanie 3.

Zbadaj liczbe rozwiazan réwnania ae® =1+ — 2

5 W zaleznosci od parametru a.

Rozwiazanie:

2
1+z—%- . . ..
———=. Policzmy granice funkcji

lim f(x)=0 li)r_n flx) = —o0

T—r—+00

Rozpatrzmy funkcje f(x) =

Policzmy pochodna tej funkcji
by (=4
f (x) - 261
Sprawdzmy dla jakich xz-6w funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, by zbadaé¢ kiedy funkcja jest
rosnaca a kiedy malejaca

f(z)>0& (zr—4)z>0& 2 € (—00,0)U (4, +00)
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Narysujmy wykres funkcji.

[~

.. s 1. . P . . 2 . L .
Stad juz tatwo odczytac liczbg rozwiazan réwniania ae” = 1+ — % w zaleznosci od parametru a.

Zadanie 4.
Zmajdz kresy zbioru A = {¥/n | n € N}.

Rozwigzanie:
1
Rozwazmy funkcje f(x) = ¢/x = x= na zbiorze [1,+00). Policzmy granice w kraricach przedziatu
f) =1 limar=1
Tr—r00

Policzmy pochodng

f,(l‘) = dix;: = ieilnx = e%h‘x (w) — e%lnx (1 — 1n$)
X

dx 2

Chcemy zobaczyé¢ kiedy ta funkcja rosnie, a kiedy maleje. Sprawdzmy wiec dla jakich xz-6w po-
chodna jest dodatnia

f(z)>0e1l-Inz>0he<lexe(le)

Mozemy teraz naszkicowaé wykres tej funkcji

R
—.I‘:—
____l_F_K’_—___r ______________________
[
+ —— -
1 2 e3 v
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Infimum tej funkcji jest rowne 1, natomiast supremum tej funkcji to wartos¢ w ekstremum lokalnym
f(e). Musimy zbadac kresy zbioru {{/n | n € N}, czyli interesuja nas wartosci tej funkcji na zbiorze
dyskretnym. Supremum znajduje sic wicc w dwojce lub w trojece. Mamy f(2) = V2 < f(3) = V/3,
zatem inf A = 1 oraz sup A = /3.

Zadanie 5.
Znajdz kresy zbioru A = {e™"(n? — 2n — 3) | n € N}.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy funkcje f : [1,4+00) — R okreslong wzorem f(z) = e *(z? — 2z — 3). Policzmy granice
w koncach przedziatow

Policzmy pochodna funkcji

) = d:r;2—2x—3:%(xQ—Qa:—B)~e””—ex~(a:2—2x—3):_3:2+4x+1

T dx dx (e*)? er

Zbadajmy dla jakich x-6w pochodna jest dodatnia, czyli funkcja jest rosnaca
fla)>06 —?+40+1>0s (x—(2+\/5)> (:c—(2—\/5)) <0 ze[l,2+ V5]

Mozemy teraz naszkicowaé¢ wykres funkcji.

yh

2++/5

Stad inf A = f(1) = —2 oraz sup A = max(f(4), f(5)) = max (%, &) = 5.
Zadanie 6.
Wykaz nieréwnosci

a) tanz >z dlaz € (0,3)
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b) Sinx>$—’%3dla$>0

Rozwigzanie:
a) Rozwazmy funkcje f(x) = tanz — x. Mamy f(0) = 0, zatem wystarczy, ze pokazemy, ze
funkcja f(x) jest $cisle rosnaca na (0, 00). Policzmy jej pochodna
fl(z) =1+tan’zr — 1 = tan’x

Pochodna jest dodatnia dla = € (0,00), zatem funkcja f(z) jest rosnaca.

b) Rozwazmy f(z) = sinz — x + %. Ta funkcja w zerze przyjmuje warto$¢ zero. Wystarczy
pokazaé, ze jej pochodna jest dodatnia dla z > 0. Mamy

['(x) = 1L
T) = cosxT — —i-?

Chcemy udowodnié¢ nieréwnosé f’(x) > 0. Policzmy druga pochodna
f"(z) =—sinz+2>0

Stad f’ jest funkcja rosnaca, ktora przyjmuje wartosé¢ 0 w zerze, wiec jest dodatnia na (0, 1).

Zadanie 7.
Wykaz, ze jesli f : (a,b) — R jest rozniczkowalna na (a,b), f’ jest funkcja nieujemna oraz {z €
(a,b) | f'(x) = 0} jest przeliczalny, to f jest funkcja $cisle rosnaca.

Zadanie 8.
Wykaz, ze f : R — R okreslona wzorem f(z) = z+cosz jest funkcja odwracalng. Okresl dziedzine
funkcji odwrotnej. Wyznacz zbior punktow rézniczkowalnosei f~1. Oblicz f/~(7 — 1).

Zadanie 9.
Wyprowadz wzor pochodnej funkeji

a) f(x)=arccosz

b) f(z)=arctanz

Zadanie 10.

Wykaz, ze arcsinx + arccosx = 7.

Zadanie 11.
Zmajdz wszystkie ekstrema lokalne funkcji f(z) = In(cos® ).

Zadanie 12.
Zmajdz kresy funkcji na podanych zbiorach. Rozstrzygnij, czy funkcja przyjmuje kresy na podanym
zbiorze.

a) f(r) =% naR

et e~

b) f(z) === na (1, +00)

r—1

c) flx)= 1“7"’3 na [1,€?]
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Cwiczenia 7

Twierdzenia o wartosci $redniej

Twierdzenie: (Rolle’a o wartosci sredniej) Jezeli funkcja f jest ciagla na [a, b] i rozniczkowalna
na (a,b) oraz f(a) = f(b), to istnieje & € (a,b) takie, ze f'(£) = 0.

b

Jezeli f(a) = f(b), to miedzy a i b jest co najmniej jeden punkt & w ktorym styczna do wykresu
jest pozioma.

Twierdzenie: (Lagrange’a o wartosci sredniej) Niech f bedzie ciagta na [a, b] i r6zniczkowalna
na (a,b). Istnieje wowczas £ € (a, b) takie, ze

f(b) = f(a)

e e S (5

Istnieje punkt & miedzy a i b, w ktérym styczna jest rownolegta do siecznej poprowadzonej przez
(a, f(a)) i (b, f(b)). Wspolczynnik kierunkowy tej siecznej to w
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Twierdzenie: (Cauchy’ego o wartosci sredniej) Niech funkcje f i g beda ciagle na [a,b] i
rozniczkowalne na (a,b) i dodatkowo niech Vye(ap) 9'(2) # 0. Wowezas istnieje £ € (a,b) takie,

* f(0) = fla) _ f(©)
g(0) —g(a)  g'(&)

Zadanie 1.
Funkcja f jest rézniczkowalna na (a,b). Czy jest prawda, ze dla kazdego € € (a,b) istnieja z1, xo
takiezea <x; <e <z <bi

f(z1) = f(z2)

/ —
fle) = H =
Rozwigzanie:
Nie wynika. Rozwazmy funkcje f(z) = x3 jest to funkcja &cisle rosnaca, wige dla x; < 0 < 9
mamy LE=IE2) £ g jednak f/(0) = 0.

T1—T2

Zadanie 2.
Wykaz, ze rownanie '3 4+ 723 — 5 = 0 ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy funkcje f(x) = 2! + 72% — 5. Policzmy jej pochodng f'(z) = 1322 + 2122

Twierdzenie: (wlasno$¢ Darboux) Funkcja f : R — R ma wlasnos¢ Darboux, jesli obraz
kazdego przedziatu jest znowu przedzialem. W szczegdlnosci jezeli a < b, f(a) - f(b) < 0, to
obraz funkcji f obejmuje caly przedzial [f(a), f(b)], wiec istnieje taka warto$¢ ¢ nalezaca do
przedziatu (a,b), ze f(c) = 0.

Policzmy granice funkcji f(z) w nieskonczonosci

lim 28+ 72% =5 = +00
T—+00

lim 28 +722 -5 = -0
T—r—00

Zatem istnieje takie a € R, ze f(a) > 0 oraz istnieje takie b € R, ze f(b) < 0 oraz b < a, zatem
z whasnosci Darboux, istnieje takie ¢ € R, ze f(c) = 0. Wykazalismy wiec, ze funkcja f(x) ma co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

Aby pokazaé, ze istnieje tylko jeden pierwiastek, pokazemy, ze funkcja jest monotoniczna. Niech
r1 < Ty, WOWCZaS

flan) = flaz) =2 =2’ +af —a) <2’ —2y° + 25 — 2 =0

zatem f(x1) < f(x2). Czyli funkcja jest Scisle rosnaca. Przecina wiec 0§ OX co najwyzej jeden
raz.

Zadanie 3.
Wykaz, ze rownanie 3% + 4 = 5 ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty.
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Rozwigzanie:

Rozpatrzmy funkcje f(z) = (%)x + (%)x — 1. Chcemy znalez¢ taki z, ze f(x) = 0. Latwo zauwazy¢,
ze f(2) = 0. Wykazalismy wiec, ze funkcja f(z) ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
Aby pokazaé, ze istnieje tylko jeden pierwiastek, pokazemy, ze funkcja jest monotoniczna. Niech
r1 < Ty, WOWCZaS

== G -+ () ()~ &)+ ()"~ () =

Zatem f(xq1) > f(x2), czyli funkcja jest Scisle malejaca. Przecina wiec 0§ OX co najwyzej raz.

Zadanie 4.
Funkcja f € C([a,b]), gdzie a > 0. Zaldézmy ponadto, ze f jest rézniczkowalna na (a,b) oraz

spelnia warunek
fla) _ f(0)

a b
Wykaz, ze istnieje takie xg € (a,b), ze xof'(xo) = f(z0).

Rozwigzanie:

f € C(la,b]) oznacza, ze [ : (a,b) — R jest ciagla na [a,b]. Wezmy funkcje g(x) = @ Funkcja
g(x) jest ciagla na [a, b], poniewaz funkcja f(z) jest ciagta iz > 0. Funkcja g(z) jest rézniczkowalna
na (a,b), poniewaz jest ilorazem funkcji rozniczkowalnych. Spelniony jest tez warunek g(a) = g(b),

poniewaz 1% = @. Pochodna funkcji g(z) to

1-f(z) —x- f'(x)

2

g'(z) =
Z twierdzenia Rolle’a istnieje wiec takie zg € (a,b), ze ¢'(z9) = 0. czyli

fwo) =20 J1@0) _ o pag) = 20 - /(o)

Lo

Zadanie 5.

Wykaz, ze funkcja f(x) = arcsin 142:; 5> nie jest rozniczkowalna w xg = 1.

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) = arcsin 1_2; > okreslona jest na prostej rzeczywistej. Jednak dla xy = 1 mamy

f(1) = arcsin m = arcsin 1

Funkcja arcus sinus nie jest rézniczkowalna w zy = 1, zatem nie mozemy zastosowaé¢ wzoru na
pochodna zlozenia. Dla mamy x ¢ {—1, 1} liczymy pochodna funkcji

d , 2z 1 2(1 + z?%) — 4a? 1 2 — 272
d—arcsm(1+ 2) = R TReE = — =TT
v ! 1—(2_90) . V(1 +2%)? — 4z *
142
1 2(1 — 2?) 2 1—a?

0222 (1+a?) 1+a2 [1—a2
A dlaze(-1,1)
—22 dlaz e (—oo,—1)U(1+00)
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Chcemy zbadaé rézniczkowalnosé funkeji w 11w —1.

Ogolnie jesli g nie jest réznoczkowalna w f(xg) to nie wynika stad, ze g o f jest nier6zniczkowalna
w f(zo), poniewaz dla g(z) = |z| i f(z) = 2* mamy g¢(f(z)) = |2?| = 2%, zatem g nie jest

rozniczkowalna w zerze, natomiast g o f jest.

Aby pokazaé, ze funkcja nie jest rozniczkowalna w 1 1 w —1, musimy policzy¢ pochodne jedno-
stronne i zobaczy¢, ze sa rozne. Nie bedziemy jednak liczy¢

:EILI{I‘* f/<l'> 7& xligl_ f/(l')

poniewaz nie mozemy korzysta¢ w tych punktach ze wzoru na pochodna ztozenia, bo arcsin nie
jest w tych punktach rézniczkowalny. Musimy policzy¢

i JOED) =) ) Q)

h—0t h h—0— h

Zastosujemy twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej dla funkcji f(¢) = arcsin li—tﬁ na przedziale

(1,z). Funkcja ta jest ciagta i rozniczkowalna na przedziale (1, z), zatem istnieje taki £(z) € (1, z)

ze

2x 21

arcsin — arcsin

1422 1412 _ pr
— = 1§
czyli
. 2z : 21
arcsin 5 — arcsin ——=% -2
l- 14z 1+1 — 1 / _ 1 I _1
Jimn, ] S FE@) = B e

Analogicznie dla pochodnej lewostronnej mamy £(z) € (1, x), zatem mamy

< 2% s 21
arcsin 5 — arcsin 5 2
lim Itz Y im = lim —————— —1
xil— r—1 :ci>1+ f (5(17)) acl>1+ 1+ (5(1’))2

Zatem jako, ze pochodna prawostonnej rézna jest od pochonej lewostronnej, to funkcja nie jest
rozniczkowalna w xg = 1.

|/

— -

Twierdzenie: Jezeli f: (a —¢,a+¢) — R jest ciagla oraz rézniczkowalna na (a — €, a) oraz
(a,a+ €) i ponadto lim+ f'(x) 1 lim f'(x) istnieja i sa skoriczone to f jest rézniczkowalna w a
T—a r—a—
wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) = lim f'(z)

z—a™t T—a~
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Zadanie 6.
Zatozmy, ze 0 < x < y. Wykaz nieréwnosci

x—ygln<g> Sy—x

Rozwigzanie:

Sprowadzmy réwnosci do rownowaznej postaci
1 < Iny —Inzx
Y y—x
Stosujac twierdzenie Lagrange’a dla funkcji f(¢) = Int na przedziale (z,y) mamy

1
<=
x

Iny—Inz 1

y—x §
1

dla pewnego £ € (z,y). Jako, ze 0 < z < y, to i <3z

1 .
< o, czyli

Zadanie 7.
Stosujac twierdzenie o wartosci §redniej wykaz, ze funkcje sin x oraz arctan z sa lipschitzowskie ze
stalg 1.

Rozwigzanie:
Zastosujmy twierdzenie Lagrange’a dla funkcji f(z) = sinz na przedziale (x,y). Dostajemy (po
obtozeniu réwnosci modutem)

sinx — sin

M =cos(§) <1

r—y

Zatem

|sinz —siny| <1-|z—y|
czyli funkcja sin x jest lipszycowska ze stala 1.

Zastosujmy twierdzenie Lagrange’a dla funkcji f(z) = arctanx na przedziale (x,y). Dostajemy
(po oblozeniu réwnosci modutem)

| arctan x — arctan y| 1
. <1
r—y 148~

Zatem
|arctan x — arctany| < 1|z — y|

czyli funkcja arctan x jest lipszycowska ze stata 1.

Twierdzenie: Zalozmy, ze ¢ < d, zas funkcja f : [¢, d] — R jest ciagla na [c, d] i r6zniczkowalna
w kazdym punkcie x € (¢, d). Nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. Funkcja f spelnia warunek Lipschitza ze stata M

2. Dla kazdego x € (¢, d) zachodzi nieréwnosé |f'(z)| < M
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Zadanie 8.
Zbadaj jednostajng cigglos¢ funkcji
flx) = (&~ Dysin ( o
x) = —1)sin (| ——
e S -
a) na przedziale (0,2020)

b) na przedziale (0, c0)

Rozwiazanie:
Policzmy granice w kraricach przedziatu (0, co)

1
lim(e® — 1)sin | ——— ) =0
im (e )Sln(Sx—l)

x—0

poniewaz hrr(l)(e — 1) = 0 oraz sin jest ograniczony.
xr—r

lim(ez—l)sin<—):lim6 =L — lim () R 5 R 0-120

T—00 Ht —1 r—00 HT — ]_ 511_1 rz—oo | —H7% 511_1 1-0

Skoro funkcja ma skoniczone granice zaro6wno w lewym jak i prawym koricu przedziatu (0, 0),
to jest na nim jednostajnie ciaglta. Jest rowniez jednostajnie ciagta na przedziale (0,2020), bo
(0,2020) C (0, 00).

Zadanie 9.
Czy funkcja f(z) = cose” jest jednostajnie ciagla na
a) przedziale (0, +00)
(=00, 0)

b) przedziale

Rozwigzanie:

a) Rozwazmy ciagi x, = In(2n7) oraz y, = In (2n7 + ), wowczas

2nm n%oo

T 21 =0
Yonrrz

xn_ynzl

oraz .
f(zn) — f(yn) = cos(2nm) — cos <2n7r + 5) =1-0=

Zatem funkcja nie jest jednostajnie ciagta.

b) Tak, bo ma skoriczone granicze w koncach przedziatu.

Zadanie 10.
Skonstruuj przyktad funkcji f ciaglej na [0, +00), takiej, ze lim f(z) = 0, ale funkcja nie lipschit-
T—00

zowsko ciagla na zadnym przedziale postaci [a, 00), gdzie a > 0.
Badanie przebiegu zmiennosci funckji f
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1. Wyznaczanie dziedziny Dy

2. Sprawdzanie parzystosci/nieparzystosci/okresowosci
3. Punkty przeciecia z osiami (gdy wykonalne)

4. Asymptoty - pionowe, poziome, ukosne

5. f" i przedzialy monotonicznosci

6. f” i punkty przegiecia

7. tabelka
8. wykres
Nasysujmy wykres funkcji f(x) = arcsin 1_%; 5> dla przyktadu
LrzeDje 5 e(-L1)sreR
2. f(—z) = arcsin (112;) = — arcsin (%), zatem funkcja jest nieparzysta

3. flz) =0 2, =0z =0

1+22

. . 2x o . . 2x _ .
4. zggloo arcsin (1345 ) = 0 oraz lim _arcsin (%) = 0, zatem mamy asymptoty poziome
=25  ze(-1,1)
5. f'(z) = ¢ ’

, zatem funkcja jest rosngca gdy x € (—1,1) i
25 @€ (00, ~1) U (1, +00) . aa gy o € (=1.1)

malejaca, gdy = € (—oo, —1) U (1, +00)

_4—x22 YRS <_17 1)
6. f'(x) =14 ) , zatem ["(z) > 0 & x € (=1,0) U (1,+00)

czyli funkcja jest wypukta gdy = € (—1,0) oraz = € (1,+00) i wklesta gdy = € (—o0, —1)
oraz x € (0,1)

Zadanie 11.
Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = mT;: Naszkicuj jej wykres.

Rozwiazanie:
Dziedzina funkcji f(x) = lnTi jest przedzial (0, 400). Policzmy granice na koncach przedziatu.

. Inz
im — = —o0
r—0t \/E
|
lim nr 0

Policzmy pochodna funkcji

o1
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Wyznaczmy teraz dla jakiego x pochodna jest dodatnia, czyli funkcja f(z) rosnie.

iQ—lnx

dr 223

Funkcja f(z) rosnie wiec na przedziale (0, e?) i maleje na przedziale (e?,+00). W punkcie z = e
osiaga maksimum réwne

>0 2—hnz>0ahr<2se < e?

flz)>0<

2

Ine? 2
2y _ me 2
f(@ ) - \/g e
Wyznaczmy miejsca zerowe funkeji
1
f(x)zO(:)ﬂ=O(:>1nx:0<:)x:1

NI
Zadajmy wypuktoéé¢ funkcji. Mamy

_lnx _2—lnx _31nx—8

f(x)—ﬁ:f/(x)—2—\/§:>f”(x) N

Druga pochodna jest ujemna dla takich 2-6w, ze Inz < I (wtedy tez funkcja jest wklesta) i
dodatnia dla takich z-6w, ze Inz > % (wtedy funkcja jest wypukta). Mamy Inx = g &= e,

— Inz

Mozemy wiec naszkicowaé¢ wykres funkeji f(x) = Ve

.
—
-
ke
\\.‘___,.r/

+— —8 .

ty

Zadanie 12.

Wykaz, ze jesli lim f'(z) =a > 0, to lim f(z) = +o00. Podaj przyklad swiadczacy o tym, ze jesli
T—00 T—00

lim f'(z) =0, to f(x) moze nie mie¢ granicy w nieskornczonosci.

Tr—00

Rozwiazanie:

Skoro xlggo f'(x) = a > 0, to istnieje takie c, ze dla x > c zachodzi f'(x) > §. Wezmy przedzial

[c, ], gdzie x > ¢, wowczas z twierdzenia Lagrange’a o wartosci Sredniej, istnieje £ € (¢, x) takie

e N GEATICE

T —c 2

S =)+
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Zatem dla x — +o00 mamy lim f(z) = +o0.

T—00

Wezmy funkcje g(z) = sin(lnz), wowczas ¢'(z) = w Mamy wiec lim ¢'(z) = 0, jednak
T—>00

funkcja g(x) nie ma granicy w nieskoriczonosci.

Zadanie 13.
Wykaz, ze jesli f : R — R jest rozniczkowalna i |f'(x)] < a < 1, to f(x) ma punkt staly. Podaj
przyktad swiadczacy o tym, ze warunek |f’(z)| < 1 nie gwarantuje punktu statego.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy funkcje

g(x) = f(z) —x

Skoro f(x) jest ciagla, to ciagta tez jest g(z) i skoro f(z) jest rézniczkowalna, to g(z) tez, zatem
mamy
Jgx)=f(r)-1<a—-1<0

Pochodna funkcji g(z) jest mniejsza od ujemnej statej a — 1. Oczywiscie g(x) jest malejaca.

Skorzystamy teraz z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej. Niech ¢ € R. Biorac przedziat
[c, z], gdzie x > ¢ dostajemy

w<a—l¢>g(l’) <(@—-1)(x—c) +g(c)
Zatem lim g(z) = —oo. Biorac przedzial [z, ¢], gdzie < ¢ dostajemy
T—r00
w<a—l¢>g@) >g(e)—(a—1)-(z—c¢)

Zatem lim g(x) = +o00. Funkcja g(x) przetnie wiec o§ OX, czyli istnieje taki punkt, ze

T—r—00

gle) =0& fr) —r =06 f(z) =2

Rozpatrzmy funkcje

(z—4)+1

€Tr) =
0 dla z € [2, +00)

Jest ona oczywiscie rozniczkowalna na przedziale (—oo,2) oraz (2,400). Policzmy granice lewo-
stronng

(z—4)24+(z—4)+1
f(z) = lim —&=*! B N e S
B T2~ T — 2 z—=2- T — 3

Granica prawostronna réwniez jest rowna zero f (z) = 0, zatem funkcja f(x) jest rézniczkowalna
w calej swojej dziedzinie.

Sprawdzmy czy rzeczywiscie zachodzi nieréwnosé | f'(z)| < 1 dla przedziatu (—oo, 2) (dla przedziatu
(2, +00) nieréwnosé jest oczywista). Mamy

d da?>—3r+1 2°—6r+8
/ = — = — g
) = dxf(x) de -3 (x —3)?
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Chcemy pokazad, ze
% —6x +8

—-1< W <1
—(2* —6r+9) <2’ —6r+8< a2’ —6r+9
0<2z®—122417 vV 0<1
Obie te nieréwnosci sa prawdziwe dla x € (—o0,2), zatem |f'(z) < 1] dla z € R.

Pokazemy jeszcze, ze f(x) < x dla kazdego = € R, aby udowodni¢, ze wykres funkcji f(z) nie
przecina wykresu funkcji g(z) = z. (znowu rozparzymy przedzial (—oo, 2), poniewaz dla przedziatu
(2, +00) nieréwnosé jest oczywista). Mamy

r? —3r+1 r? —3r+1 2 —3r+1—x(x — 3)
— < — - <0& <0<
r—3 r—3 T —3
& <0 (r—3)<0<ex<3

r—3
Zatem f(x) < x jest prawdziwa dla kazdego = € R.

Funkcja f(z) spelia wiec warunek |f'(z)| < 1 jednak funkcja f(z) nie ma punktu statego.
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Marysia Nazarczuk

Cwiczenia 8

Reguta de 'Hospitala i jej zastosowania

(reguta de I'Hospitala) Zalozmy, ze funkcje f i g sa rozniczkowalne na (a,b),

Twierdzenie:
przy czym dla dla kazdego = € (a,b) g(z) # 01 ¢'(x) # 0. Zalézmy tez, Ze istnieje granica

= G € RU {£o00} oraz ze speliony jest jeden z dwoch warunkow:

lim L@
x—at g/(w)
a) lim f(z)= lim g(z) =0
z—at z—at
b) lim |g(z)] = +o0
rz—at
Woéwczas istnieje granica lim [@) jest ona rowna G.
z—at 9()
Zadanie 1.
Oblicz granice
Z*)O+ nsimnr
: 1—cos 22
b) mligh 2 sin 2
: Inx
c¢) lim =X
) o1+ V1-z?
. T _ 92—z
d) lim 2—=5
es1- (1-2)
Rozwigzanie:
a)
d 1 d
0 U = o &
3 Inz 0 9 d:rlnx . x _1; tanxﬁ dacta’nx_
lim - = lim — - = lim —*—— = lim = i =
z—0+ Insinz  z—0+ L1lnsinxe z—0t — -CcOST =0+ T ey
dx sin dx
1
) v . 1
= lim <% = [lim 5 =1
z—0t r—01T COS* T
b)
. 1l—cosa® ¢ sinz? - 2x , sin 2 0
lim 2 in 2 2 2 2 :hm'z 2 2 =
z—0+t TSInx z—0+ 22 - sinx? + x? - cosx? - 2x z—0+ SIN X% 4+ < COS T
cos &2

cosx? - 2x .
lim 2 2 2 . a2
z—0+ COS T2 + cosx T2 -sinx

lim 2 2 2 2
z—0+ 20 - cosx? + 2xcosx? —sinz? - 2z - x
1 1

T1+1-0 2
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Zadanie 2.
Wykaz, ze funkcja

e 22 dlax#0
0 dlaz =0

jest nieskoniczenie wiele razy rézniczkowalna w zerze i jej pochodne dowolnego rzednu sg réwne 0.

Asymptoty
Prosta y = Ax + B jest asymptota ukosng funkcji f , wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) — Az —B =0

T—00

Wynika stad, ze lim M = 0, skad lim @ = A. Jednak z tego, ze lim &) — A nie

T—00 T—00 r—00 T
wynika, ze funkcja ma asymptote ukosng.

Zadanie 3.
Prosta o réwnaniu y = Ax + B, gdzie nazywamy asymptota ukosng funkcji f w +oo, wtedy i tylko

wtedy gdy
lim f(x) — Az — B =0

T—00

Zbadaj czy funkcja f(z) = x*(arctan — 5) ma asymptote ukosng w +00 oraz czy ma asymptote

ukosng w —o0.

Zadanie 4.
Niech f : R — R bedzie taka, ze lim @ = 1, czy wynika stad, ze f ma asymptote uko$na w

Tr—r00
+00?

Rozwigzanie:
Nie! Przykladem takiej funkcji jest f(z) = x + /x, poniewaz lim % = 1, natomiast funkcja ta

T—00
nie ma asymptoty.

Zadanie 5.
7y 7 istnienia obu granic lim z) i lim £%) wynika ich réwnose?
Czy 7 ist b lim f’ lim £ wy
T—00 Tr—r00 €
Zadanie 6.

Podaj przyktad funkcji rézniczkowalnej, ktora ma asymptote uko$ng, ale dla ktorej nie istnieje
granica lim f'(x).
T—00

Rozwiagzanie:
Jest to na przyklad funkcja f(z) = 2 + .

T
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Cwiczenia 9

Zastosowania rachunku rézniczkowego, wypuktosé, nieréwnosci

Zadanie 1.
Zmajdz przedziatly wypuktosci i wskaz punkty przegiecia funkcji

a) 6arctan x

b) bz

xT

¢) In(1+ z?)

Zadanie 2.
Niech ¢ bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale I, za$ f niech bedzie dwukrotnie
rozniczkowalna na g(7).

a) Wykaz, ze jesli f jest wypukta i rosnaca, a g wypukla to f o g jest wypukta.

b) Co wystarczy zalozy¢ o funkcjach wklestych f, g by mie¢ pewnosé, ze ich ztozenie jest funkcja
wklesta?

Zadanie 3.
Wykaz, ze jesli funkcja f jest Scisle wypukta i rozniczkowalna na I, to zachodzi (doktadnie) jedna
z ponizszych mozliwosci

e f jest Scisle monotoniczna i nie ma punktéow zerowania sie pochodnej.

e f'(x) =0 w doktadnie jednym punkcie, ktory jest minimum lokalnym funkcji f.

Zadanie 4.
Funkcje f: (a,b] = R1ig: [b,c) — R sa rozniczkowalne i wypukle, a funkcja

o) = f(z) dlaz € (a,b]
he) {g(:z;) dla z € (b, ¢)

jest rozniczkowalna w b. Wykaz, ze h jest wypukta na (a,c). Podaj przyklad $wiadczacy o tym,
ze zatozenia o réozniczkowalnosci h w punkcie b nie mozna pominaé.

Rozwigzanie:
Skoro f,g i h sg rézniczkowalne i f i g wypukte, to pochodne f i g sa rosnace i réwne w punkcie
b (z rozniczkowalnosci h), wiec pochodna h jest rosnaca, czyli h wypuktla.

Przyktadami funkcji, ktore pokazuja, ze zalozenia o rézniczkowalnosci h w punkcie b nie mozna
pominac jest f(z) = (z+1)?ig(x) = (x —1)*dlab=0

Zadanie 5.
Niech «, B,y oznaczaja katy pewnego trojkata ostrokatnego. Wykaz, ze
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a) tan?a + tan® 3 + tan®~y > 1
b) tan%-tang-tan% < #g

Rozwigzanie:

a) Skoro «, 3,7 oznaczaja katy pewnego trojkata ostrokatnego, to a, 3,7 < 7. Ponadto mamy

o
tan« > tan 2 tan 8 > tang, tan~y > tan%

zatem mamy

B 27

«
tan® o + tan® 8 + tan?y > tan? 5 + tan? 5 + tan 3

czyli wystarczy, ze udowodnimy nieréwnosé
o g g
tan® — + tan? = + tan? = > 1
2 2 2~

Funkcja f(x) = tan® z jest wypukla dla x € (O, %) Z nieréwnosci Jensena z waga % mamy

B 2 28 2
- <%+§+%) <tan 5 +tan® 5 + tan® 3
3 - 3

Jako, ze «, (8,7 oznaczaja katy pewnego trojkata ostrokatnego, totez a4+ g + v = 7, zatem

2<a+ﬁ+v) <\/§>2 1
fan? (L2 ([ M2) 2
6 3 3

tan2 ¢ + tan2 2 + tan2 2 «
2 32 2<:>tan2§+tan2§+tan2%21

czyli mamy

1
- <
3 =

czyli rowniez
tan® o + tan® B + tan®y > 1

3
b) Mamy ﬁg = (\%) . Przeksztaté¢my wiec réwnowaznie nieré6wnosé

Qo 1\?
tanE-tang-tan% < <%) @tan%-tang-tan% §tan%-tan%-tan%

Po przytozeniu logarytmu naturalnego stronami mamy

In tang-tané-tanz <In (tanz-tanz~tanz)
2 2 2 6 6 6

In <tan %) + In (tan g) +In (tan%) < 3In (tan %)

Rozpatrzmy funkcje f(z) = In(tanz) na przedziale (0,%). Chcemy pokaza¢, ze funkcja na
tym przedziale jest wklesta.
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Twierdzenie: Funkcja f(z) jest wklesta w przedziale (a,b), gdy dla kazdego = € (a,b) druga
pochodna jest ujemna f”(x) < 0. Funkcja f(z) jest wypukla w przedziale (a,b), gdy dla kazdego
x € (a,b) druga pochodna jest dodatnia f”(x) > 0.

f(z) =Intanz = f'(x) = 1 1 = (z) = 1 1

tanx cos?zx cos?x  sin’zx

Jako, ze cosinus na przedziale (0, %) jest wiekszy niz sinus, totez druga pochodna jest ujemna.
Zatem funkcja f(z) = Intanx na przedziale (0, %) jest wklesta.

Z nieréwnosci Jensena dla f(x) = Intanz i wagi rownej % mamy

b ln) rin(mn) i)y, (02040 Ly

Po przemnozeniu stronam przez 3 otrzymujemy teze.

Zadanie 6.
Wykaz, ze dla x,y, 2 > 0 zachodzi nieréwnosé

rlnz+2ylny+3zlnz+ (xr+2y+32)In6 > (v + 2y + 32) In(z + 2y + 32)

Zadanie 7.
Wykaz nieréwnosci

a) e < (1+2)0) dla x> —1

b) nz <In (L) +0,1z dlaz >0, = # 10
¢) sintanz >z dla z € (0, %)

d) V/3-V3+V3+V3<23

e) %+1<1n(1+%)<\/m%+m dlax >0

Rozwigzanie:

a)

Twierdzenie: Dla z € R prawdziwa jest nieréwnosé In(1+z) < z oraz dla x > —1 prawdziwa
jest nier6wnosé = < In(1 + z) < x, przy czym réwnosé zachodzi dla = = 0.

1+x)

Logarytmujac nieréwnosé e” < (1 + x)( stronami mamy

r<(1l+z)ln(l+z) < 1x <In(1+ x)

+x

co oczywiscie jest prawdziwe.

29



Cwiczania z analizy matematycznej 1.2 Marysia Nazarczuk

b) Przeksztalémy nieréwnosé

10 60,1171 60,19r71
Inz < In (?) + In (") <:>0<ln( o3 ) sl 01z s P17 S 0,12

)

Twierdzenie: Dla x € R prawdziwa jest nieréwnos$é 1+ x < e*

Mamy
> 1 40,1z —1) =0, 1

¢) Podstawmy y = tanxz, wowczas musimy udowodnié¢, ze siny > arctany dla y € (0,1).
Rozpatrzmy funkcje f(x) = sinz — arctan x na przedziale (0,1). Mamy

/ — —
f(x) = cos e

Rozpatrzmy funkcje g(z) = cosz — 1+ %2 na przedziale (0,1). Wowczas
g (x) =x —sinx

Mamy ¢'(z) > 0 dla = > 0, zatem g(x) jest rosnaca i jako, ze

2

lim cosx —1+— =0
z—0t 2

totez g(x) > 0= f'(x) > 0, poniewaz 1 — % > m21+1 dla z € (0,1). Zatem f(z) jest rosnaca
i jako, ze

lim sinz — arctanz = 0
z—0t

to mamy f(z) > 0 dla x € (0,1), skad sinz > arctan z.

d) Przeksztalémy nier6wnosé

: : V3—V3+V3+ V3
V3= B i3+ a<aie VEZVEEVSLVS
Pokazemy, ze funkcja f(z) = /= jest wklesta
1 / I 2 " 2 s
f(.r):x3=>f(x):§:v 3:>f(a:):—§a: 3 <0

. L L. 3 . -1
Z nieréwnosci Jensena dla f(z) = /x i wagi 5 mamy

V3-¥3+V3+3  3-¥3 3+93 .6
2 = ;T =\3=V3

e) Mamy

1 2 2z
In{1+4— In(1
n( +x)>2x+1<:>n( +:z:)>x+2
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Rozpatrzmy funkcje f(x) =In(1 +x) — 23-_$z dla z > 0, wowczas

() = 1 4 (@+2P A+ x?
VT T 22T @+ D@+2? @t l)(x+2)72

Mamy f'(z) > 0 dla = > 0, czyli funkcja jest rosnaca. Zatem

F@) = (1l +2) — —2— > £(0) =0

2+«
dla x > 0, skad
2x
In(1 >
n(l+ ) P
Mamy
1(1+1>< L om(i4a) < e m(l4a)?< z
n — —_— n x n x
x vVaz+uao Vo +1 r+1

Rozpatrzmy funkcje f(x) = In(1 + )% — ﬁ—zx dla z > 0. Wowcezas

£ )_21n(1—|—w) Cx(z+2) 2@+ 1)In(l+2) —a(r+2)
YT T (x+1)2 (x+1)2

Rozpatrzmy funkcje g(z) = 2(z + 1) In(1 4+ =) — 2(x + 2) na przedziale (0, +00). Wowcezas
g (x)=2In(x +1) — 2x

Mamy ¢'(z) < 0, bo In(1 + z) < z, zatem g(x) jest malejaca i jako, ze lim g(x) = 0, totez

z—0t

dla 2 > 0 mamy f'(x) < 0, zatem funkcja f(z) jest malejaca. Skad mamy

2 1.2
<0 n(l+2)*<

f(a:)zln(1+x)2—1+x T+
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Cwiczenia 10
Wzor Taylora

Definicja: Powiemy, ze funkcja f(x) = o(g(x)), gdzie f, g sa okreslona w otoczeniu x, jesli
Veso 35 Vo |z — 30| <0 = |f(z)] < lg(a)

lub réwnowaznie, gdy

. f(=)
lim —~= =0
=0 g(x)

Mowimy wowcezas, ze f jest nizszego rzedu niz g.

Definicja: Przypu$émy, ze funkcje f i g sa okreslone na zbiorze D i maja granice w xg € D.
Powiemy, ze f(z) = O(g(x)) przy x — xy, jesli istnieja stale C' 1 § takie, ze

Vo [ — x| <6 = |f(2)] <C-g(x)]

lub réwnowaznie

o 1)

m-—-==a>0
=oa0 g(z)

Mowimy wowcezas, ze f jest co najwyzej rzedu g.

Mamy f(z) = o(x?), czy zachodzi f(z) = o(x®)? Nie, poniewaz mamy % 200, zatem % =
z—0
1%

Mamy f(z) = o(z®), czy zachodzi f(z) = o(z?)? Tak, bo mamy L& "3 0, zatem {2 =

15
% s x2>0 0

Mamy f(z) = o(z°) oraz g(x) = o(x?), co wiemy o f(z) + g(x)? Mamy f(x)+ g(z) = o(x?).

Mamy f(x) = o(z?), co wiemy o f2(x)? Mamy f2(z) = (o(2?))? = o((23)?) = o(z9).

Zadanie 1.
Wykaz, ze dla x — 0

a) Inz =o0(L) dla dowolnego € > 0
b) xsinﬁzO(:L‘%)
¢) \Vr+vr+Vrx Yz

Rozwigzanie:
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a) Aby pokazaé, ze jest to prawdziwe, wystarczy pokazac, ze lin% nz — 0 dla dowolnego ¢ > 0.
r—0 z€

Mamy

1

T

.

Inz
lim —— = lim Xlnr = lim = —limz ' 2 = ——lim2° =

z—=0 — z—0 z—0 —53;'*5*1 g z—0 g z—0
T

+

3
2

b) Dla maltych z-6w zachodzi sinz < z, zatem mamy sin/x < /x < zsiny/z < x-\/r =2
zatem xsin/z = O (x%>

c¢) Policzmy granice

zatem \/x + /& + /T

Q
%

Zadanie 2.
Jakiego rzedu wzgledem x przy x — 0 jest wyrazenie

V1—2x—+/1-3z

Rozwigzanie:
Szukamy n € N takiego, ze

1—2x—+/1—-3
lim\/ -V x:a>0
z—0 xm

Mowimy, ze licznik dgzy do zera tak samo szybko jak 2. Wyrazenie /1 — 2z — v/1 — 3z przemno-
Zymy przez

(V1=2z+V/1=3z) ((vV1—-22)"+ (V1 —22)*(v/1 = 3z)* + (V1 - 32)*)
(VI—=2z+ y1=3z)  ((vV1—22)"+ (V1 —22)%(/1 = 32)% + (V1 - 3x2)%)

a nastepnie skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia 2% — 4® = (x — y)(z + y)(z* + 2%9* + y*).
Mamy

(1 —2z)* — (1 — 3x)?
(VT =22+ V1T —32) - (VT =22)" + (VI = 20)2(¥1 = 32)% + (/1 — 32)*)

V1—=2r—v/1 -3z =

Mianownik przy x — 0 dazy 6, zatem

—8z2 + 322

V1—2r—+v1—-3xr~ ;

Dzielac to wyrazenie przez z? dostajemy w granicy %, zatem /1 — 2z — /1 — 3x jest rzedu 22
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Definicja: (Pochodne wyzszych rzedow) Niech n € N i niech P bedzie przedzialem otwartym
w R, g € P. Jesli w kazdym punkcie przedzialu P funkcja f : P — R ma pochodne do rzedu
(n — 1) wlacznie, to méwimy ze f ma n-ta pochodng w o wtedy i tylko wtedy, gdy £~V jest
rozniczkowalna w punkcie xy. Przyjmujemy

F(zg) = lim L@ =S Do)

T—T0 T — X

Definicja: (Wielomian Taylora i reszta) Zat6zmy, ze funkcja f ma w punkcie xy pochodng
n-tego rzedu, n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie zy nazywamy wielomian

S (o) J™ (o)

f(xo) + f'(xo)(z — x0) + o (x—x0)2+...+T(x—:Uo)”
n-ta reszta nazywamy roznice
@) (4 or
o) = 1) = (o) + Fan)a = au) + T @ = a4 4 Lo )
Reszta r,,(z) ma te wlasnosé, ze lim —=&_ — .

T—T0 (z—xo)"

Wielomiany Maclaurina funkcji elementatnych
e ef=1+z+ T+ T+ 4
o cosle—%%—fl—?—gé—?_kﬂg_?__“
° sinx:x—é—?+€—?_%+§_?_

$5

_ _1‘3 _(E7 $9_
e arctanx =« 3+5 7—|—9

Rozwiniecie w szereg Taylora wokét punktu xyp =1

o ln(l—l—x):x—§+g—3—§+%5—...

. (1+x)“—1+aac+<;)x2+<g)x3+<2)x4+...

Zadanie 3.
Wyznacz wielomian Taylora w zerze (Maclaurina) do wyrazu 2" wtacznie. Oblicz f(™(0).

a) rcosr —sinx dlan=7

, 2
b) L dlan = 4

142 100
C) (1+=)

1—22)50(1422)30 dlan=2
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d) In(cosz) dlan =6

e) tanz dlan=4

Rozwigzanie:

a)

3 5 7

, 2?2t b . 2 .
xcosx—smx:x(l—g%—z—ajto(x ))—<x—§+a—ﬁ+o(x )):

1 1 1 1 11
3 - 5 7 7
v ( 2+3!)+x (4! 5!)“6 ( 6!+7!)+0(x)
1 1 11 1 1
3 5 7
* (_§+§)+x (I_ﬁ)ﬂg (_E+ﬁ)

(@)
(—; + l) _ 7!(0) & fO0) =17 (—é + %)

22

d) Mamy cosz — 1~ %

Mamy

(cosz —1)*  (cosz — 1) +o((cosz — 1))

In(cosx) = In(1 + (cosx — 1)) = (cosx — 1) — 5 + 3
22 ozt 2 6 1 22 2t 5 21 /22 3 s 6
:3_E+a+ (%)—5(?—54-0(3})) —|—§<§+o(x)> +0(SL’):
2 gt 6 :
=3 T o)

Zatem szosty wielomian Taylora w zerze to —% — ”1”—; — %. Skad f©(0) = 6! - <—%>.

e) Policzmy kolejne pochodne wyrazenia tan
tan’(z) = 1 +tan’x f/(0) =1
tan”(r) = 2tanz(1 + tan’z) f”(0) =0
tan”(r) = 2(1 + tan®z) + 6tan® 2(1 + tan®z) f"(0) = 2

Zatem 1
tanx =z + 5:173 + o(z?)
Skad czwarty wielomian Taylora w zerze to = + %a::s. Skad f4(0) =0

Zadanie 4.
Wyznacz n-ty wielomian Taylora funkcji f we wskazanym punkcie

a) fx)=2>—-3224+5zx—1dlazg=1,n=>5
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b) f(z) =xcos(z? —z)dlazg=0,n=5
¢) f(r) =In(1+sin*z) dlaxzg=0n=38

Rozwigzanie:

a) Policzmy pierwsza pochodna funkcji

d
f’(:c):d—x3—3x2+5x—1:3x2—6$+4
X

Policzmy druga pochodna funkcji

d? d
fA(z) = - —° — 32 —1—51‘—1—%?% — 6z +4=06x—06

Policzmy trzecig pochodna funkcji

3 d
f®(x) —@x — 32° +5x—1—d—6x—6—6
Policzmy czwarta pochodna funkcji
d* d
4 _ _
f()(w)—ﬁx —32° +5r—1= dx6_0

Policzmy piata pochodng funkcji

&° d
fOr) = ——2* - 32> + 50 —1=—0=0

dx® dx

Zatem H-ty wielomian Tylora funkeji f w punkcie zg =1 to

=202 + 5 — 1= (v —1)* +2(x —1)+2

b) Funkcje cosinus mozemy rozwinaé¢ w szereg Maclaurina

e e
cosle—g—i-z—@-l-g—
Mamy
_ 2 _ 4
rcos(z? —1) = (1 (2 — o) + (@ o ?) +O((z* — x)6)> =
_ x(l zt —235 + a2 +x8—4x7—|—6ic|6—43:5+x4 +O(x6)) _
24 — 122* + 242% — 1222 + 2% — 427 + 625 — 42° + 2* 6
=z +0(z°) ) =
24
1 1 11 1
= ﬂx - 6968—1—4—1907— gx(j— ﬂx5+x4—§x3+x+0(x7) =
11 1
= —ﬂx5+x4—§x3+x+0(:& )
Zatem 5-ty wielomian Taylora funkcji f w punkcie zy = 0 to
Woooa L,
24x ' — 5 ta
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¢) Funkcje In mozemy rozwinaé¢ w szereg Taylora wokot punktu p = 1

R R A

m(lta)—g— 422 42
n(l+z)==x 2+3 4—|—5

Skorzystamy z tego, ze lim 22 = 1, aby rozwina¢ In(1 +sin® z) w szereg potegowy zmiennej
z—

0 x
sin? . Mamy

sinfz sin®x sin®x sin'’x sin'?x sin'fax sin'x

In(1+sin® x) = sin® — 5+ T4 + T 6 + T3 +0((sin* 7)?)

Rozwiniemy teraz w szereg Maclaurina funkcje sinus

2 2> 2 2

sinx:x—g—i-g—ﬁ—i-a—...

Wyrazenie sin” z dla n > 10 beda rzedu co najmniej O(z'?), zatem mozemy je pominac.

Mamy
-4 . 6 8
sin“x  sin®z  sin®x
In(1 + sin® x) = sin z — + - + O(2')
2 3 4
Skorzystamy ze wzoru
1 — cos2zx
cos2x =1 —2sin*z < sin’x = —

Zatem

_ _ (2x)? (2x)4 . (2x)8 (22)8 B 2 L " .
sin? 7 — 1 (1 o T 5 T ) B o @t | (ot o
2 2

Rozpiszmy kazdy z sinuséw

(22) _ (2u)* | (22)°  (22)° 10
— + — + O(z'?) 1 2 1
B | al ol 8l _ 2 L4 6 _ 8 1 O(210
sin” x 5 2" = 3w —1—4533 TE +O(z™)

1 2 1 2 2 4 1
sinz = (sin®z)? = (x2 - §x4 + 4—5906 - Elﬁ + O(xlo)) =2t - §x6 + gxs + O(2')

sin®z = (sin® z)(sin* ) = 2% — 2® + O(2'%)

2 4 1 ?
sin®z = (sin*z)? = (x4 — b4 2B 4 O(:r;lo)) =2 + O(2'°)

3 5
Mamy wigc
1 2 1 42,6 4 108 L )(y10
111(1 + sin2 :Ij‘) = <x2 —_ 51’4 + 4_51.6 _ ﬁﬂ?g) . z 3L ;[E (‘T ) +
af —a®  af 5, 32 173
__ O 10 — 2 _ - 4 e 6 2 8 O 10

Zatem 6smy wielomian Taylora funkcji f w punkcie o = 0 to
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Zadanie 5.
Jakiego rzedu wzgledem = — 0 jest wyrazenie tan x — sin x?

Zadanie 6.
Zbadaj zbieznos¢ szeregu

5 e (1)

3=

n=1
Zadanie 7.
Oblicz 2019 i 2020 pochodna w zerze funkcji f(x) = ﬁ
Zadanie 8.

Oblicz 2020 pochodng funkcji arctan z.
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Cwiczenia 11

Zastosowanie wielomianéw Taylora

Zadanie 1.
Oblicz granice funkcji

a) lim x sin 2 — 2 in(l+tan x)
z—0 z

. In(cos x)—%x sinz
b) glﬁli% z2In(1+z2)
Rozwigzanie:

a) Szukamy takiego n € N, ze

rsinz? — 22 1In(1 + tan z)
im =a>0
z—0 xrn

Jesli a € R istnieje, to mowimy, ze licznik dazy do 0 tak samo szybko jak x™.

Rozwiniemy w szereg Maclaurina funkcje sinus

o AR T LA
smx—x—y—kﬁ—ﬁ—i-a—...
Zatem
o, , b gl0 gt g8 . A | S LR
S N T R TR ST T TH

Mozemy wiec napisac

gdzie r(x) jest taka funkcja, ze

Funkcje In mozemy rozwinaé¢ w szereg Taylora wokot punktu

2 2 a2t 2

m(l4z)—g— 42 2 42
n(l+z)=x 2+3 4—|—5

Mozemy wiec napisac

In(l+z)=x— %—i—s(x)
gdzie s(x) jest taka funkcja, ze
lim @ =0
x—0 372

Rozwiniemy teraz w szereg Maclaurina funkcje tangens

3 22 1727 6227
tanr=0r— — + — — — ...
3 15 315 2835
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Mozemy napisac
tanx = x + t(x)

gdzie t(x) jest taka funkcja, ze

iy 7 =0
Stad wnioskujemy, ze
2?In(1 + tanx) = 2* In(1 + (v + t(x))) = 2° (:I: +t(x) — w + s(x + t(a:))) =
T P CJ . OB N P

2 2 2
Dalej mamy

zsinz? — 2°In(1 + tan x) :x3+r(x)—:v3—:v2t(:c)+7+ 5 T3 —2?s(z+t(x)) =
4 3t 2t2
= % +r(x) — 2*t(z) + ’ 2<x) 42 Q(x) — 2%s(x + t(z))
Mamy
ot 1
lim — = -
z—0 24 2
lim @ =0
z—0 X
. 2?t(x) . t(x)
2 T e =0
o 2t(x) . t(x) . t(x)
M ot Mo Mo T
. 2t (x)
alzlg(l) o0t 0
2 2
lim & s(x + t(x)) — lim s(x + t(x)) o sz +t(z)) (z+1()) C0.1-0
z—0 174 z—0 $2 z—0 (,1' -+ t(x))Q .1'2
Zatem
. xsina? —2?In(1 + tanz) 1
lim =—
z—0 xm 2

b) Szukamy takiego n € N, ze

In(cosz) — Jwsinz

lim =a>0
x—0 xn
Funkcje cosinus mozemy rozwina¢ w szereg Maclaurina
22 ozt 2% a8

COSI:1_§+I_§+§_"‘
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Mozemy wiec napisac
2

cosr =1— o7 + r(z)
gdzie r(z) jest taka funkcja, ze
lim M =0
x—0 ,2132

Funkcje In mozemy rozwina¢ w szereg Taylora wokot punktu

2?2 3 2t 2P

m(l+a)—p— 42 28
n(l+z)==x 2+3 4—1-5

Mozemy wiec napisaé
2

ln(1+x):a:—%+s(a:)

gdzie s(z) jest taka funkcja, ze

Stad wnioskujemy, ze

In(cosx) = In <1 — 3—7 + r(x)) =1In (1 + (—%2 + r(:z;))) = —%2+r(w) +s (—%2 + 7"(91:))

Mamy

Zatem

Wiemy, ze lim *2£ = 1, zatem
z—0 ¥ .
rsinz 1
im ==
=0 272 2

Mamy wiec

. In(cosz) — Jzsinz 1 1
lim = - =_
z—0 2 2 2

Licznik dazy do 0 tak samo szybko jak 22 Dalej, szukamy takiego n € N, ze

z?In(1 + 2?)

lim =b>0
x—0 xn
Wiemy, ze lim 20+ — 1 zatem
z—0 z
2 In(1 2
lim 2+
x—0 J,‘4
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Mianownik dazy do 0 tak samo szybko jak x*. Zatem mamy
. In(cosz) — qxsinz 22
lim = lim ——
x—0 2 111(1 + .132) =0 x?

= —Q

Zadanie 2.
Oblicz granice

sin x

a) xhjon_ Vv 1—cosx

b) lim & — cot’z
z—0 ¥

C) 11111;124- 25111:L;52tanw
z—0

erln(\/ 1+22 7x>

3

d) lim

x—0

sin(sin z)—tan(tan )
23

e) lim
T—r00

f) lim 1 (1 — cotx)

z—0 ’

Zadanie 3.
Oblicz

a) e zdokladnoscig do 107°

b) /5 z doktadnoscig do 1074

Zadanie 4.
. ce 23
Oszacuj btad przyblizenia sinz ~ z — % dla [z] < %

Zadanie 5.
Wykorzystujac wzoér Taylora wykaz nieréwnosci

2?2 3 a2t 2?2 28

T T T (1 o
x 2+3 4<n(—|—a:)<x 2—|—3

dla z € (0, +00).

Rozwigzanie:
Ze wzoru Taylora wynika, ze dla x > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢

[ [ A

o zo_ T 5 v v
In(l4+z)==x 5 +3! m +o(z’) > 5 +3! m

.772 .I‘3 2 3

— 4 I T
In(l+z)==z TR o(zh) <z P+

Poniewaz dla f(x) = In(1 + ) mamy
@) = ()" =) +2)™"
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Cwiczenia 12

Zbiezno$é jednostajna

Definicja: Ciag f, : A — R jest zbiezny punktowo do funkcji f : A — R na zbiorze A wtedy
i tylko wtedy, gdy

v:ceA ve>0 EInOEN anno |fn(x) - f(ilf)| <E€

Rownowaznie, gdy
Veea lim f(x) = f(z)

Definicja: Ciag f, : A — R jest zbiezny jednostajnie do funkcji f : A — R na zbiorze A
wtedy i tylko wtedy, gdy

ve>0 3noEN vzeA anno |fn(x> - f(ZL‘)| <E€

Roéwnowaznie, gdy
Veso EInoEN vnzno sup |fn(x) - f(x)| <€

z€EA
lub
lim sup|fu(z) — f(2)| =0

n—oo TE€A

Oznaczenie: Dla funkeji f : A — R wprowadzamy oznaczenie || f||« = sup | f(x)]
€A

Przyklad: Zeby bada¢ zbieznosé jednostajng danego ciggu funkcyjnego f, musze mie¢ kandydata
na granice. Jak go wyznaczy¢?

ful@) = fx) =7

gal@) = (1+2)" g@) =2

Kandydatem na granice jednostajna ciaggu jest granica punktowa, to znaczy f(x) = lim f,(x).
n— o0

SR

Zatozmy, ze dla kazdego n € N funkcja f,, : [a, b] — R jest ciagta, oraz ze ciag f, zbiega jednostajnie
do pewnej funkcji f. Co mozemy powiedzie¢ o f7

Twierdzenie: Granicg jednostajna ciagu funkcji ciagtych jest funkcja ciagta.

Przyklad: Do czego zbiega punktowo na (0,1) ciag f.(z) = +? Ten ciag zbiega punktowo do

nx
funkcji tozsamosciowo réwnej zero.

dONIOh
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a to nie zbiega do zera.

Zadanie 1.
Zbadaj zbieznos¢ jednostajna i punktowa ciggéw funkcyjnych na podanych przedziatach.

a) fu(z) = {/|sinz| na [-Z, %]
b) fulz) = 2% — V22 na [0, 1]

c) fn(x):n< x—l—#ﬁ—ﬁ) na (0, +00)

d) fu(z)= @ na [—1,1]

e) fu(z) = xarctannz na (0, +0o0)

Rozwigzanie:

a) Zacznijmy od zbadania zbieznosci punktowej. Dla ustalonego z € [—g, g]
1 dlax # 0

lim f,(z) = lim /]s _

B, Jnle) = (g, Visinal {0 dla =0

Zatem ciag funkcyjny jest zbiezny punktowo do funkeji

[1dlaz£0
f(x)_{Odlaxzo

Jednak f(x) nie jest funkcja ciagta, wiec ciag funkcyjny f,, nie moze by¢ jednostajnie zbiezny,
poniewaz granica jednostajna ciggu funkcji ciagltych moze by¢ tylko funkcja ciagta.

b) Zacznijmy od zbieznosci punktowej. Dla ustalonego x € [0,1]. Rozwazmy ciag argumentow
Ty = %, woOwczas mamy

Zatem |f,(x,)| = a, gdzie a = 1’3‘/5, dla wszystkich n € N. Zatem biorac € < a nie mamy
spetnionego warunku jednostajnej zbieznosci, skad wnioskujemy, ze f,, nie jest jednostajnie
zbiezny do f na przedziale [0, 1].

¢) Zbadajmy zbieznos¢ punktowa. Mamy

1 1 1 n—00
nl{yjz+——=-Vz|=—"- =70
Zbadajmy teraz zbieznos¢ jednostajna. Mamy

n 1 Vil = 1 1
n T4+ —— —Vx im sup
n\/ﬁ n—00 10 \/_ $—|— ‘l‘\/_

lim sup
n—oo >0
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= Jim /i e

Zatem f, nie jest jednostajnie zbiezny na przedziale (0,400). Mozna tez rozwazyé¢ ciag
Ty = #, by réwniez otrzymaé

lim sup
n—00 >0

:+OO

n( x—l—%—ﬁ)

e) Zbadajmy zbieznos¢ punktowsa

n—oo T
T arctannr — Ex

Zbadajmy zbieznos¢ jednostajna

lim sup |x arctan nx — x—\

W tym celu policzmy pochodng wyrazenia

m
gn(x) = warctan nx — v

Mamy

na

/
(x arctan nx — xz> = —
2 n?z? 4+ 1

T
+ arctan(nz) — 5

Policzmy druga pochodng tego wyrazenia

nx L tan(na) o\’ 2n
——— 4 arctan(nz) — = | = ——-——
n?x? 41 2 (n22% 4 1)2

Druga pochodna jest dodatnia, zatem pierwsza pochodna caty czas ro$nie. Ponadto

lim ———— + arccot(nz) — — = —= < 0
im ———— + arccot(nx) — = = ——
a—0n2zx?2 4+ 1 2 2

oraz

li "4 a ccot(nx) T>o0
im ———— +ar nr) — —
z—oo n2x? + 1 2~

zatem funkcja g,(z) najpierw maleje, a nastepnie rosnie. Najwieksza wartos¢ osiaga wiec w
ktoryms ze swoich krancow przedzialow. Mamy

. T
lim z arctannx —z— =0
x—0 2

oraz z reguly de’Hospitala mamy

T —nz? 1
lim zarctannz — z— — lim —— = ——
T—00 2 a—oo 1 + n2x? n
Zatem
lim sup |z arctan nx — :U—\ =0

n—o0 x>0

Czyli f, jest jednostajnie zbiezny do funkcji z7.

7
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Zadanie 2.
Zbadaj zbieznosé jednostajna i punktowa podanych ciaggéw funkcyjnych na [0, 1]:

b) fol2) = e

) folt) = e

d) fu(z) = 2n2ze """

Zadanie 3.
Sprawdz, czy podane ponizej ciagi funkcyjne sa zbiezne na podanym zbiorze

a) fn(x) = arctan(nz) na R
b) z™(1 —z) na [0, 1]]
¢) ful®) = 11z na [0,1]

d) f.(z) = arctan ( ) na R

2x
e) fu(z) =nln (1 + %) na R

f) folz) =n(z—=1)
g) fou(x) = {/x na [0,1] i na (0,1)
h) f.(r) =+/n+ 1sin” xcosz na [0, 7]

Zadanie 4.

Niech f : R — R bedzie funkcja ciagta, zas ciag a,, niech bedzie ciagiem liczbowym (rzeczywistym)
zbieznym do zera. Dla n € N i niech x € R zdefiniujmy g,(x) = f(z + a,,). Rozstrzygnij czy ciag
Jn jest zbiezny niemal jednostajnie na R. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagta, zas ciag a,, niech
bedzie ciagiem liczbowym (rzeczywistym) zbieznym do zera. Dla n € N i niech x € R zdefiniujmy
gn(z) = f(x + a,). Rozstrzygnij czy ciag g, jest zbiezny niemal jednostajnie na R.

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze |a,| < 1 dla kazdego n € N (mozna ewentualnie wyrzuci¢ poczatkowe wyrazy).
Ustalmy przedziat [— M, M].

Twierdzenie: (Cantora) Kazda funkcja ciagla f : [a,0] — R jest jednostajnie ciaglta na
przedziale domknietym [a, b].

Zatem funkcja f jest jednostajnie ciagta na przedziale [-M —1, M +1]. Ustalmy & > 0 i dobieramy
0 > 0, dzieki jednostajnej ciaglosci, tak zeby mieé¢

lz—yl<d=|f(x) - fly)l <e
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dla z,y € [-M — 1, M + 1]. Teraz dzi¢ki zbieznosci a,, — 0 dla n > ny mamy a,, < 0 i wowczas

lgn(2) = f(2)| = |f(z 4+ an) — f(2)] <€

bo réznica argumentéow jest mniejsza niz J. Oszacowanie jest jednostajne dla wszystkich = €
[—M, M|, zatem mamy pewnos¢, ze zaro6wno x, jak i © + a + n naleza do [-M — 1, M + 1]. Zatem
gn jest zbiezny niemal jednostajnie na R.

Teza zadania nie jest jednak prawdziwa, gdy pytamy o zbieznosé¢ jednostajng na R. Niech f(z) = x?

oraz a, = L, wowczas

f<x+%)—f(x):%x+%

czyli dla x = n mamy

Zadanie 5. |
Niech f bedzie dowolna funkcja okreslona na [a, b] i niech f,(z) = W dla = € [a,b]. Wykaz, ze
fn = f na[a,b].

Wazna wlasno$é zbiezno$ci jednostajnej:

Zatozmy, ze f, zbiega jednostajnie do f na R. Zalézmy dodatkowo, ze dla kazdego n istnieje
(skoriczona lub nie) granica lim f,(x). Wowczas:
T—00

lim f(z) = lim lim f,(x)

T—00 Nn—00 T—>00

Zatozmy, ze f, zbiega jednostajnie do f na (a,b). Zalozmy dodatkowo, ze dla kazdego n istnieje
(skoriczona lub nie) granica lirrll) fn(x). Wowcezas:
T—r

lim f(z) = lim lim f,(z)
x—b n—o0 r—b

Zadanie 6.
Udowodnij, ze granica jednostajna ciagu funkcji jednostajnie cigglych jest funkcja jednostajnie
ciagta.

Rozwigzanie:
Niech f, : A — R bedzie ciagiem funkcji jednostajnie ciggltych, jednostajnie zbieznym do f.
Chcemy pokazaé, ze

Veso 3550 Vayea |2 —y| <0 = |f(2) — fly)| <e

Ustalmy dowolnie € > 0. Z jednostajnej zbieznosci wnioskujemy, ze

g
E'no anno v:JcGA ’fn(x) - f(‘r)l < §
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Z jednostajnej ciagtosci funkcji f,,, mamy

e
J550 Ve yea |z —y| <0 = |fuo(®) = fro(y)] < 3

Mamy _
Vaea |fuo(2) = f(2)] < 3
zatem
|f(!)3) - f(y)| = |f(:L') - fn()(x) + fno(x) - fno(y> + fno(y) - f(y)| S
< |f(@) = fuo(@)] + [ fro (@) = Fao )] + | fao (y) = f(W)] < g + % + % —c
Zadanie 7.

Zatozmy, ze f : [a,b] — R jest funkcja ciagta. Wykaz, ze ciag f,|[a, b] — R jest zbiezny jednostajnie

do f wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu x,, o wyrazach w |[a, b], takiego, ze z,, — x zachodzi

rownosé¢ lim f,(x,) = f(z). Wykaz, ze jesli pominiemy zalozenia ciggtosci f , to implikacja w
n—oo

lewo pozostaje prawdziwa, podczas gdy implikacja w prawo prawdziwg by¢ przestaje.
Zadanie 8.
Czy granica jednostajng ciggu funkcji ograniczonych moze by¢ funkcja nieograniczona?

Rozwiazanie:

Niech (f,)nen bedzie ciagiem funkeji ograniczonym na pewnym zbiorze A. Niech (f,)nen bedzie
jednostajnie zbiezny na A do funkcji f. Ustalmy € > 0, Wowczas istnieje takie ,€ N ze dla
kazdego x € A mamy

[f(@)] < [fim(2) = F(@)] + [fm(@)| <&+ | fm(2)]

Pierwsza nier6wnos¢ wynika z nieréwnosci trojkata, natomiast druga z faktu |f,(z) — f(x)| < e.
Zatem funkcja f musi by¢ ograniczona na A, poniewaz f,, jest ograniczona.
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Cwiczenia 13

Zbiezno$é jednostajna szeregébw

Definicja: Szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie wtedy i tylko wtedy, gdy ciag jego sum
czesciowych jest zbiezny jednostajnie.

Zadanie 1.
Zbadaj zbieznos¢ punktowsa i jednostajna szeregéw na podanych zbiorach:

(o]
< o “ 8 7‘1
a) 2:1 arctan sz na R
n=

b) > In (14 5 )
n=2

[e.o]

¢) > 2"sin 5= na (1,400), (0, +00)
n=1

3 % na [0, 2w — ¢] dla pewnego 6 oraz (0, 2m)

=1

3

r?(1 —2*)" 1 dla |z| < 1

&
\‘Mg

3
I
—

Twierdzenie: (Kryterium Weierstrassa) Niech f,, : X — Rdlan =1,2,.... Jesli |f.(z)| < a,

dla n € N, a szereg liczbowy > a, jest zbiezny, to wowczas szeregi funkcyjne > f,(z) oraz

n=1 n=1

> | fu(x)| sa zbiezne jednostajnie na X.
n=1

Zadanie 2.
Zbadaj zbieznosé punktows i jednostajng szeregéw funkcyjnych na podanych przedziatach
a) > sinxcos”z na [0, 7]
n=1
b) n;lnz—lﬂsinn%ﬂ na R\ Z

) > a2 na (0, +00)
n=1

m .
d) n;ztan \/%‘?n‘én na R

. r—n+1 dlaz € (n—1,n]
e) > an(x)na R, gdzie a,(x) =< —x+n+1 dlaze(nn+1)
=t 0 dlazeR\(n—1,n+1)
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Rozwigzanie:

b) Zbadajmy zbieznos¢ punktowa szeregu. Mamy

Z

=1

[ee])

szl

—|n*+x

1

n2—|—x n2+x

jest zbiezny, zatem na mocy kryterium pordéwnawczego,

o
Dla ustalonego z szereg . ’rﬂlﬂ}
n=1

o
szereg > |n++m sin HQIH{ jest zbiezny punktowo. Zbadajmy zbiezno$¢ jednostajnag szeregu.

Ciag n%ﬂ sin n21+x nie jest jednostajnie zbiezny do zera na mocy warunku Cauchy’ego jedno-
stajnej zbieznosci, poniewaz dla z,, = —n? + % ¢ 7, mamy
1 1

i = 2sin2
n2+:vsmn2+x sin2 # 0

Zatem szereg nie jest zbiezny jednostajnie.
¢) Zbadajmy zbieznos¢ punktowa szeregu. Mamy
= 1

o0 T oo
< E—
Zl+n4x2 2%4_”4 —n:1n4x

n=1 n=1

Zatem szereg ten jest zbiezny punktowo. Zbadajmy zbieznosé jednostajng szeregu. Mamy

T " 1—n'%?
L+ntz2) (14 nia?)?
Pochodna jest dodatnia dla x € (O ) oraz ujemna dla x € ( oo), zatem wyrazenie {1

osigga maksimum dla x = ﬁ. Mamy wiec

o0 oo 1

nz:l+n4x2 2n?

n=1

Jako, ze szereg Zl 5.5 Jest zbiezny, totez na mocy kryterium Weierstrassa, szereg Z e
n= n=1
jest zbiezny jednostajnie na przedziale (0, +00).

d) Zbadajmy zbiezno$¢ punktowsa i jednostajna szeregu. Mamy

[e.9] oo

Sln x 1

oo
=> nln — jest zbiezny, zatem na mocy kryterium poréwnawczego i
=2

0
1 1
Swereg 3. |05 - b
n=2
1
fln n

tann . Zatem na

korzystajac z tego, ze hr%

sin x

mocy kryterium Weierstrassa, zbiezny jest jednostajnie i punktowo szereg 22 75 tan TrinTn
n=

na R.
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o0
e) Dla ustalonego = szereg Y a,(z) ma wyrazy prawie stale rowne zero. Zatem szereg ten jest
n=1
zbiezny punktowo. Zbadajmy zbieznos¢ jednostajng szeregu. Narysujmy pierwsze poczat-

kowe wyrazy ciagu oraz szeregu.

a(x)

5

as(x)

_
=
. >

ax(x) + ay(xr)

i
+ j
-

Zatem aq +. ..+ a, to taki trapez o podstawie dtugosci n+ 1. Zatem Z a,(x) to taki trapez

bez konca, czyli na przedziale [1, +00) jest to funkcja stale rowna 1. Wowczas dlax >n+1
funkcja | f(z) — fn(x)| rowniez jest stale rowna 1. Zatem szereg nie jest zbiezny jednostajnie.

Zadanie 2. .
Zbadaj na jakim zbiorze zbiezny jest szereg > |x|V™. Zbadaj ciaglo$¢ jego sumy na tym zbiorze.

Zadanie 3.
Szereg > fn(x) jest zbiezny jednostajnie na R. Czy wynika stad zbieznos¢ jednostajna szeregu

> wfn(x)?

Zadanie 4. . .
Udowodnij, ze jesli szereg Z | fu(2)| jest zbiezny jednostajnie, to szereg > f,(x) tez jest zbiezny

n= n=1

jednostajnie. Czy prawdmwa jest implikacja przeciwna?

Zadanie 5. . . N
Wykaz, ze jesli > f2(x) jest zbiezy na zbiorze A oraz sup Y. f2(r) < oo i szereg liczbowy > a?
n=1 r€A n=1 n=1

o0
jest zbiezny, to szereg > a,f. () jest zbiezny jednostajnie.

n=1
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Cwiczenia 14

Wtasnosci analityczne sum szeregow

Zadanie 1.
Niech

[e.9]

”+1L arc zmi

Wykaz, ze f jest poprawdnie okreslona dla kazdego x € R oraz ze f € C'(R).

n=1

Zadanie 2.
Okreslmy
- 1
f(x) —;%—QH_IW
Wyznacz maksymalng dziedzine funkeji, zbior jej punktow ciaglosci, zbior jej punktow rézniczko-
walnosci oraz oblicz f/(0).

Zadanie 3. -
Wykaz, ze funkcja f(x) = > zﬁlﬁ jest okreslona i ciagta na R. Zbadaj jej rozniczkowalnosé.
n=1
Zadanie 4.
Niech -
=Yy (1+2)
=30 (14

dla z € [0, +00). Wykaz, ze f jest rézniczkowalna na (0, +00) oraz prawostronnie rézniczkowalna

w 0. Wyznacz fjr(O),f’(l)7xll_>I£10 f(x).

Zadanie 5. .
Udowodnij, ze funkcja dzeta Riemena okreslona wzorem £(z) = - - jest funkejg klasy C*°(1, 00).
n=1

Zadanie 6. .

Wykaz, ze funkcja f(x) = S |sinz|V® jest ciagla na (0,1). Czy jest na tym przedziale rézniczko-
n=1

walna?

Zadanie 7.

Wykaz, ze jesli f : R — R jest klasy C*, a ciag a, dazy do 0idlan € Niz € R zdefiniujemy
gn(z) = f(x + a,), to ciag funkcji g, zbiega na R niemal jednostajnie do f.
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Cwiczenia 15

Zbiezno$é jednostajna i niemal jednostajna szeregow

Zadanie 1.
Wykaz zbieznosé jednostajna na R szeregu

> -1 n+1
Z % arctan(nz)
nx

n=1

Zadanie 2.
Wyznacz zbiér zbieznosci szeregu

[e.9] . 2
Z xsm(r; x)
n
n=1

i zbadaj czy szereg jest zbiezny jednostajnie na tym zbiorze.

Zadanie 3.
Podaj przyktad szeregu funkcyjnego o wyrazach dodatnich, dla ktérych nie istnieje majoranta

(to znaczy szereg Y fn(x) o wyrazach dodatnich ma by¢ zbiezny na pewnym zbiorze A, ale
n=1

o0
jednoczesnie ma nie istnieé¢ ciag a, taki, ze > a, < oo oraz dla kazdego = € A i dla dostatecznie
n=1

duzych n zachodzi | f,(x)| < ay).

Zadanie 4.
Oblicz

o0

: (=1)"
1 n
xigl— Z n !
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Cwiczenia 16

Wtasnosci analityczne sum szeregow

Twierdzenie: (O rézniczkowaniu ciggéw funkeyjnych) Niech f, : [a,b] - R dlan =1,2,...
beda rozniczkowalne i niech ciag ich pochodnych (f/) bedzie jednostajnie zbiezny na [a,b] do
funkcji g : [a,b] — R. Zalézmy tez, ze dla pewnego zg € [a, b] (fn(z0))nen jest zbiezny, wowczas

1. ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny na [a, b] do pewnej ciaglej funkeji f : [a,b] — R

2. funkcja f jest rozniczkowalna na [a,b] 1 f' =g

Jezeli wiec mamy ciag funkcji (f,,) rézniczkowalnych na [a, b, to zeby stwierdzi¢ ze
v966[(1,1)]( lim fn(x)), = lim frlL('r)
n—oo n—oo
to musimy wiedzie¢, ze
1. ciag f} jest jednostajnie zbiezny na [a, 0]

2. ciag (fn(z)) jest zbiezny dla jakiego$ x € [a, b]

Twierdzenie: Niech dlan € N funkcje by, : [a, b] — R beda rézniczkowalne. Jezeli szereg > b,
n=1

jest jednostajnie zbiezny na [a, b] i dla pewnego = € [a, b] zbiezny jest szereg liczbowy > b, (x),
n=1

to szereg > b, jest zbiezny jednostajnie na [a,b] a jego suma jest funkcja rozniczkowalna. Co

n=1
wiecej
oo 4 o
(>n) 3w
n=1 n=1
Zadanie 1.
Niech

flz) = i(—l)’”rl In (1 + %)

n=1
Wykaz, ze funkcja f jest dobrze okreslona na [0, +00) oraz rozniczkowalna na (0, +00). Czy istnieje
pochodna prawostronna w zerze?

Rozwigzanie:

Twierdzenie: (Kryterium Leibniza) Jesli ciag liczb rzeczywistych b, maleje do zera, to szereg

naprzemienny . (—1)""1b, jest zbiezny.
n=1
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Funkcja jest dobrze okreslona ze wzgledu na kryterium Leibniza, poniewaz In (1 + %) jest male-
jace. Udowodnimy, ze f jest rozniczkowalna na przedziale [0, +00). Sprawdzmy zbieznos$é szeregu
pochodnych.

S (1)) = St - e

n=1 n=1 n=1

Ten szereg jest dobrze okreslony na [0, +00) na podstawie kryterium Leibniza. Sprawdzmy zbiez-
no$¢ jednostajng szeregu. W tym celu sprawdzmy zbiezno$é¢ szeregu drugich pochodnych.

n=1

czyli mamy

2.

n=1

V"

n—l—x

Z

=1

Szereg drugich pochodnych jest zbiezny jednostajne, czyli szereg pierwszych pochodnych jest
zbiezny. Zatem f jest rozniczkowalna na [0, +00). Istnieje wiec pochodna prawostronna w ze-
rze.

Zadanie 2.
Wykaz, ze funkcja (-Riemana zadana przez szereg

-3
n=1 n®
jest funkcja klasy C'*°(1, 00).
Zadanie 3.

Wyznacz zbior X C R, na ktorym podany szereg jest zbiezny. Sprawdz, czy suma szeregu jest
funkcja ciagta na X

o
a) >, me "
n=1

s 2n n
+x
b) 143naxm
n=

= x"
) 2 T
n=1
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Cwiczenia 17
Szeregi potegowe

Zadanie 1.
Wyznacz zbiér na ktérym zbiezny jest szereg

e n
s

g — x€R
n

n=1

Rozwigzanie:

Z kryterium Cauchy’ego dla |z| < 1 szereg ten jest bezwzglednie zbiezny. Dla |x| > 1 jest rozbiez-
nym poniewaz nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci. Dla x = 1 szereg jest rozbiezny,
bo jest to szereg harmoniczny. Dla z = —1 szereg jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza.

Zadanie 2.
Jaki zbior na plaszczyznie zespolonej opisuje nieréwnosé

|z — 20| <a dla x>0

Rozwigzanie:
Koto otwarte o srodku w 2y i promieniu a.

Zadanie 3.
Wyznacz zbiér na ktérym zbiezny jest szereg

X _n
z

g — zeC
n

n=1

Rozwiazanie:

Na mocy kryterium Cauchy’ego dla |z| < 1 szereg jest zbiezny bezwzglednie. Dla |z| > 1 szereg
jest rozbiezny, poniewaz nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci. Dla z = 1 szereg jest
rozbiezny, bo jest to szereg harmoniczny. Dla z = —1 szereg jest zbiezny na mocy kryterium
Leibniza.

Czy sa jeszcze jakie$s punkty na okregu jednostkowym, dla ktorych szereg jest zbiezny?  Tak,
wszystkie poza z = 1.

Definicja: Granica gorna ciagu (a,), nazywamy kres gorny zbioru granic wszystkich jego
podciagéw zbieznych lub réwnowaznie

limsupa, = lim sup{a, | n > ny}
n—00 no—00
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Twierdzenie: Zachodzi nieré6wnosé

lim sup a,, + lim sup b,, > lim sup(a,, + b,,)

n—oo n—oo n—oo

Twierdzenie: (Wzoér Cauchy’ego - Hadamarda) Niech (a,), bedzie dowolnym ciagiem liczb

zespolonych i niech
1
= lim sup v/|a,|

n—oo

Wtedy szereg potegowy »_ a,2" jest, dla kazdego p < R zbiezny bezwzglednie i jednostajnie w
n=1
kole D = {x € C | |z|] < p} oraz rozbiezny w punktach zbioru {z € C | |z| > R}.

Wersja dla rzeczywistych szeregéw potegowych

Niech (ay,), bedzie dowolnym ciagiem liczb zespolonych i niech

1
= lim sup /| a,|

n—0o0

Wtedy szereg potegowy Z a,x™ jest, dla kazdego p < R zbiezny bezwzglednie i jednostajnie w

przedziale (—p, p) oraz rozblezny w punktach zbioru {z € C | |z| > R}.

Zadanie 4.
Znajdz promieni zbieznosci szeregu potegowego. Okresl jego przedziat zbieznosci

) Z n2x
b) 32+ (-1))w — 1

c) 32!
n=1

o

d) (1 — )"
n=1

Rozwigzanie:
17 nf2n _ 1 . s 11
a) 5= hm_)sup 23 = 2, zatem R = 3, skad przedzial zbieznosci to [—5, 5}
n o0

b) = limsup X/(2+ (—=1)")» = hm /3 = \/§ zatem R = % skad przedziat zbieznosci to

n—0o0
(1—7§,1+7§)

c) % = limsup V2" =1, zatem R = 1, skad przedzial zbieznosci to (—1,1).

n—oo

?UI’—‘
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Zadanie 5.
Niech R oznacza promien zbieznosci szeregu potegowego. Udowodnij, ze

a) zespolony szereg potegowy jest zbiezny niemal jednostajnie wewnatrz swojego kota zbieznosci

b) rzeczywisty szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie na (—R, R) wtedy i tylko wtedy, gdy
jest zbiezny na krancach przedzial zbieznosci. Zaktadamy tu, ze R < oo

c) rzeczywisty szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie na kazdym zbiorze zwartym w swoim
przedziale zbieznosci

Zadanie 6.
Dla x nalezacych do zbioru zbieznosci podanych szeregéw, znajdz sume szeregu

[e.e]
a) >, na"
n=1

Rozwigzanie:
a) Przedzial zbieznosci tego szeregu to (—1,1). Mamy

o0 oo

an Z n+1)x”—m"]zz Ly Za:

n=1 n=1

o

Obliczmy wiec > (z"1). Szereg potegowy mozna rézniczkowac¢ wyraz po wyrazie wewnatrz
n=1

przedzialy zbieznosci, zatem

S (Sem) - () - iz 2

n=1
Skad
> Qw—xQ T 2t — 2 —z+x T
f(x) Z Zx 2 1—1x (1_x>2 (1_95)2
n=1
b) Przedzial zbieznosci tego szeregu to (—1,1). Niech
1
) = 1

Wiemy, ze f(z) = > 2", skad mamy
n=0

;nx" = fl(x) = (S
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wiec

;naz” =uxf'(z) = (e

Roézniczkujac wyraz po wyrazie mamy

n2gnl /x/:(l—f) r20—-2) 2’ —2+1-2"+2r _ l+u
Z f'(@)) o o oy

x)

c¢) Przedzial zbieznosci to x € (—1,1). Mamy

f@) = (Z —<‘§)”x"> =Y = =Y =

n=1 n=1 n=1

Zatem f(z) = —1In(1 + x) + C, ale skoro f(0) =0, to C =0, skad f(z) = —In(1 + z)

Twierdzenie: (Jednoznacznosé rozwiniecia w szereg potegowy) Jesli f(z) = Z apz™ i f(x) =

> byz™, to dla kazdego n € N zachodzi a,, = b,,.
n=0

Twierdzenie: Jesli f(x) = > a,z™, to a, = 7™ (0)
n=0

Isnieja funkcje klasy C'*°, ktore nie sa analityczne, na przyktad

er dlax # 0
Jx) = {O dlaz=0

bo wowczas £ (0) = 0.

Zadanie 7.
Znajdz rozwiniecia podanych funkcji w szereg Taylora w podanym punkcie

a) f(x):2+2dlax0—0
c) f(x):@dlaxozo
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d) f(z)=arcsinz dla zg =0
e) f(x)

%dlamoz()

1 1
2422 2 1—(—%)

Promien zbieznosci wynosi R = V2.

Rozwiazanie:

a)

f(x)

b)
1 _ A, B _A4-2)+Ba-1)
(r—D@d~-2z) (z-1) @-2)  (z-1)H4—2)
Chcemy wyznaczy¢ A i B.
A4d—z)+Bz—1)=1<x(B-A)+4A-B=1<
1 1
Zatem
1 ! 1
(x—1(4—-2) 3(1—-2) 34—
Wyznaczmy @. Mamy
1 1 1 1 «
- — . — . _3”
34—2) 3 1—(z-3) 3;@ )
Wyznaczmy 3(1*—_1@ Mamy
-1 1 1 1 1 1 °°( 1)”
- = == :—.Z — ) (z—=3)"
3(1 —x) 3 —2—(x—3) 6 1_(_(902—3) 6 =\ 2
Zatem mamy
1 =1 1 (-1 .
@-1)(4—9;)_;3*6 on (= 3)
d)
1 1 I 1 & n+2—1>1 1 &
= —=—" —r" = — (n+1)—2z"
(x —4)2 (1_@2 16 16 ;( 2—1 ) 4n 16 ; 4n
Mozna tez inaczej
1 1\ 1Y /1 1\ 1 & e
(x—4)2:_<x—4):(4—x>:<Z'1—§>:[an:0<1>]

Dla |z| < 4 mozemy rozniczkowaé szereg wyraz po wyrazie

1 1

(z — 4)? Z'Z;”' (%)n_li

n=
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)

(arcsinz)’ = L (1-— x2)’% = i 3 (=) = i (2n— LN 1>”a:2"
V1— 22 e\ n — 27!
Skad
. . . (Qn — 1)” 2n+1
arcsin r = ; Dol + 1)3;

Zadanie 8. . 3
Niech f(x) = > n%z" dla tych z, dla ktorych szereg > n?z™ jest zbiezny. Oblicz lim f(x) lub

n=1 n=1 z——1
wykaz, ze ona nie istnieje.
Rozwiazanie:
Wiemy, ze > n?z" = ”(Cl(l_;fg, zatem jako, ze funkcja f(x) jest ciagla i ograniczona, totez mamy

n=1
: iy 204

IEI—%“' f(fL') N xEr—nl"" (1-2)® — 0
Zadanie 9.

Rozwin w szereg potegowy funkcje

1— 2
f(z) = zarctan (2_{_;)

Rozwigzanie:
Podstawmy t = 22 i rozwinmy w szereg potegowy funkcje g(x) = arctan (;—i) Mamy

3
212422 +5

g'(x) =

sin ((n + 1) (7 — arctan(3))) 2"

2\ n
\/g) sin ((n + 1) arctan(3)) «
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Zatem

(A1)

)nH sin ((n + 1) arctan(3))

. o <_
e t — n+1
g(x) = arc an<2>+z T x

Skad otrzymujemy

[\

<_\/g> " sin ((n + 1) arctan(3))

1 [e%9)
2 2n+3
f - - t Z E
(J]) xg(m ) arctan (2)17_’_” . n 1 xT
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Cwiczenia 18

Twierdzenie Arzeli-Ascolliego

Zadanie 1.
Funkcje f : I — R nazywamy holderowsko ciagla na I z wyktadnikiem o € (0,1) wtedy i tylko
wtedy, gdy

Jes0 Vayer [f(z) = f(y)| < el —y[*
a) Wykaz, ze jesli f jest holderowsko ciaglta na I, to jest jednostajnie ciagta na I

b) Zalézmy, ze I jest przedziatem ograniczonym a 0 < a3 < as < 1. Wykaz, ze jesli f : I — R
jest holderowsko ciggta z wyktadnikiem aw, to jest tez holderowsko ciagta z wykltadnikiem
7.

¢) Czy rodzina funkcji holderowsko ciagtych na odcinku [0, 1] z wykladnikiem « jest rodzina
rownociagla (jednakowo jednostajnie ciagla)?

Zadanie 2.
Dla ustalonych ¢ > 0, o € (0, 1) okreslamy rodzine

F={f:[a,0] = R | fla) =0, Yo yepup |f(2) = fly)l < c- o —y[*}

Zbadaj, czy rodzina F jest domknicta ze wzgledu na zbieznosé jednostajna. Czy jest ona zwarta?

Zadanie 3.

Niech F oznacza rodzine funkcji okreslonych ma [a, b], lipschitozwsko ciaglych ze stata 5 i przyj-
mujacych (dla pewnego argumentu) wartos¢ 5. Czy z kazdego ciagu o wyrazach z F mozna wybrac
podciag jednostajnie zbiezny na [a, b]?

Zadanie 4.
Wykaz, ze jesli (fn)n jest ciagiem funkeji ciagtych f, : [a,b] — R i (f,), jest jednostajnie zbniezny
na [a, b], to rodzina {f,, | n € N} jest rownociagta.

Zadanie 5.

Czy rodzina W, wielomianéw stopnia co najwyzej n, okreslonych na [0, 1] jest domknieta ze
wzgledu na zbieznos¢ jednostajna? Czy z kazdego punktowo zbieznego ciggu o wyrazach w W,
mozna wybra¢ podciag jednostajnie zbiezny?
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Cwiczenia 19

Calki nieoznaczone

Calki z wybranych funkcji elementarnych:

+Cdlaa -1

CE”‘+1
a+1

o [a%dx =
o [Ldz=In|z|+C

o [c"dx=e"+C

o [sinzdr = —cosz+C

o [coszdr =sinz+C

° f@dx:tanx—l—c

° f\/11_7da::arcsin:v+0

o [ 1+1x2d:r; = arctanz 4+ C

Twierdzenie: (Liniowos¢ catki) Jesli f,g: P — R sa ciagte, zas$ a,b € R, to

/(af(x) + bg(z))dx = a/f(x)da: + b/g(a:)da:

Twierdzenie: (Wzor na catkowanie przez czesci) Jesli f, g : P — R sa rozniczkowalne, to

/ f(@) - g'(@)dz = f(z)g(z) — / @) g@)de

Przyktlady:

1. Obliczmy [Inadz. Niech ¢'(z) =1, f(z) = Inz, g(z) = z oraz f'(z) = 1, wowczas

1
/lnxdx:xlnx—/—a:da::xlnx—/lda::xlnx—x+C’
T

2. Obliczmy I = [sin’zdz oraz J = [cos?zdz. Biorac f(z) = sinz i g(z) = —cosz,
otrzymujemy

/sin2 xdx = /f(x) g (v)dr = f(x)g(x) — /f'(x) - g(x)dx = —sinx cosx + /0052 dx
Mamy wiec [ —J = —sinx cosx = —% sin 2x. Natomiast

]+J:/(Sin2ZL‘+COSQZE)dZE:/1dl’=$+0
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Po dodaniu réwnan stronami otrzymujemy 2/ = x — % sin 2z 4+ C. Zatem

09 -
/Sinzxdfc:g—sm x+C /coquzda::g—i—sm x—|—C

4 4

Twierdzenie: (Wzor na catkowanie przez podstawianie) Niech f, ¢’ beda ciagle i niech F'
bedzie funkcja pierwotna f. Wtedy

[ Ho@) @)z = Fig(a)) + €
lub jesli y = g(x), czyli dy = ¢'(z)dz, to mamy

/ flo(e) g (z)dz = / f(w)dy = Fy) + C = F(g(z)) + C
\:,y./H,_/

:dy

Przyktady:

1. Niech f(y) = i, g(x) = cosx oraz F(y) = In|y|. Otrzymujemy

/tanxd:p _ / ST —/f(g(:x))g’(x)dx — _F(g(2)) + C = —In|cosz| + C

COS T

2. Wykorzystujac te sama metode co w poprzednim przyktadzie tatwo pokazaé, ze

f'(@)
de=In|f(x)|+ C
| e = mlso)
3. Obliczmy catke [ ze " dx. Podstawmy y = 2%, dy = 2xdx. Wowczas

2 1 1 1 _ -
-z d — — Y —_ —— -y —_ —— -z
/a:e T 2/6 dy 5€ +C 7€ +C

Zadanie 1.
Oblicz calki nieoznaczone

2 [ gy

b) Lsdx

T+=2
d) [ =adr

25sin?(3x)

Rozwiazanie:
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a)

21y 6 3011922 1 !
/(x—)d:c _ /‘” i dx:/:c5—3x3+3x——da::
T

x T
Lo 34, 32
5% 4% + 5% Inz +C
b)
x o t=1422] 1 (1 1 1 2
c)
xXr t = 9 — :L'Q 1 1 1 5
[ ote = |02 o, —‘a/ﬁdt—‘am——ﬂ——”—x
d)
1 t=3x 1 1 1 1
———dr = =— | ——dt =— C=- C
/ 2 sin*(3z) v dt =3dz | 6 / sin®t tant © tan(3x) *
Zadanie 2.
Niech F' bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale I i niech F'(z) = f(x). Wyznacz
a) f%dw

b) [ f(@)f (x)dx

c) f(cosz)-sinzdx

Rozwigzanie:

[ 1w rwan = 5 2@ pwie =5 [ (70) d = 3@ 0
c)
. t=coszw
/f(cosx) sinzdr = d — —sinade | = /f(t)dt =F(t)+C = F(cosz)+C
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Zadanie 3.

Wyznacz podane catki nieoznaczone, korzystajac z catkowania przez czesci i przez podstawienie:

a) [ emede
b) [ I—Ee%d:ﬂ
) [eVedx
) [ cos® zda
[ sin™ x cos wdx

) [ In|arctangz| ;..

1422

) [zsinzdx
) [e*sinxdx
i) [Inzde
[ arcsin zdx
i lf”"_%dx
) [(Inz)*dx

m) [ cos®zdx

z+1

n) [ prem w4

Rozwigzanie:

a)
1
|EEr=t

t=¢e"

eit
/ (er)2 +1 ~ | dt = e"da

1
:/t2+ dt = arctant + C = arctane® + C

—/etdt:

e+ C=—er+C

t= -
- \/]._ tetdt g 1t — tet _ 1. etdt _
dt = s f—
= g] ot c m+1
sin”™ x cos xdxr = t=smz | Mt — 4O = sSin LC
dt = cos xdx m+ 1 ml
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f)

In | arctan z| t = arctanx

= arctanx n|arctan x| — | arctanz| + C
g)
_ r_
rsinxdr = g=z ,g —.dm = —cosx+ [ cosxzdr =sinx —xcosx + C
f=—coszx | f =sinxdx

k)

x? 1+ 2?2 1 1

/1+x2dx—/1+x2—1+x2da:—/1dx—1+x2da:—:c—arctanx+0

m)

t=sinx
3 — 2 = — gin? =
/cos xdry = /cos x coszdr = /(1 sin” x) cos zdx dt = cos rdr

= /(1 —t3)dt =

3 103

sin® x
= t——+C=sinx —

C
3 +

1
= _—In|x* + 20+ 17|+ C

| 1 2r + 2 t=x24+2x+17

2o+ 17 x2+2+4+17 dt = (2z + 2)dx

Zadanie 4.
Oblicz podane catko funkcji wymiernych

a) f :172+%:c+5d:l:

b) [ H=dx

241

¢) [ emde

d) [ —Eda

z2+z—2

e) [ ﬁ dx

) [ —msde

($2+4)3
h) [ode

444

. 234222 45x+1
1> f 242245 dx
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Definicja (Ulamki proste pierwszego rodzaju) Kazda funkcje wymierna

A

(z —a)t

gdzie a, A € Ri k € N nazywamy utamkiem prostym pierwszego rodzaju.

Definicja: (Utamki proste drugiego rodzaju) Kazda funkcje wymierna

Cx+D
(22 + cx + d)*

gdzie ¢,d,C,D € R, ¢ — 4d < 0 i k € N nazywamy ulamkiem prostym drugiego rodzaju.

Zadanie 5.
Zmajdz rozktad na utamki proste wyrazen

1
a) @13 (@—1) (22 12)

1422
b) (z+1)(z—1)(x2+2)3
Rozwigzanie:
a)
1 Az + By A, As Ay As
3 2 — 2 + + + 7 T 3
(x 4+ 1)3(x — 1) (22 + 2) (x2+2) (x—=1) (x+1) (z+1) (x+1)
skad

(Arr + By)(z — 1)(z 4+ 1)* + Ay (2® + 2)(z + 1) + A3(2® + 2)(z — 1)(z + 1)*+
FA 2 +2)(z - Dz + 1)+ A5(2* +2)(z - 1) =1
Po rozwigzaniu mamy

1 _2x+1+1_25_7_1
(z+ 13 —1)(22+2) 27(22+2) 24(x—1) 216(x+1) 36(x+1)2 6(z+1)3

1—|—3§2 . Al + A2 +A3$—|—Bl A4$—|—Bg A5QZ’+B3
(z+D(x—-1)(@2+2)3 2+1 z-1 2+ 2 (x242)2  (2242)3

Po rozwigzaniu mamy

1+2° 2 2 .t 1 . 1
(z+1)(z—1)(22+2)3 27(z2+2) 9(@2+2)2  3(2+2)3 27(xz+1) 27(x—1)
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Cwiczenia 20
Calka nieoznaczona oraz calka Newtona
Podstawienia trygonometryczne

Do obliczania catek z funkcji niewymiernych uzywa sie podstawienia funkcji trygonometrycznych,
a takze tak zwanych funkcji hiperbolicznych

Definicja:
e +e*

coshz = cos(ix) = >

T __ o

2

e
sinhx = —isin(iz) =

Wilasnosci:
e cosh’z —sinh®z =1
e (coshw)" = sinhw
e (sinhw)" = coshw

Przyktad:
Obliczmy catke

/ V1 — 22dx

Zastosujemy podstawienie x = sint. Wowcezas dx = costdt oraz /1 — x2 = costdt, zatem
/\/1 — x2%dx = /cost - costdt = /(3082 tdt

Skorzystamy z tozsamosci cos 2t = 2cos*t — 1

/Mda:: /COSthdt:/1+C082tdt:z+ sin 2¢ LO— arcsin n sin(2 arcsin z) L C

2 2 2.2 2 4

Wystarczy, ze obliczymy sin(2 arcsin z). Podstawmy y = arcsin z, wowczas

sin(2arcsinz) = sin 2y = 2sinycosy = 2sinyy/1 — sin®y = 22v1 — 22

zatem

/\/1 — x2dx = (arcsinx +zv1 — x2) +C

1
2
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Uniwersalne podstawienie trygonometryczne:
Catke z funkcji wymiernej dwoéch zmiennych cosx i sinz mozna zawsze sprowadzi¢ do calki z
funkcji wymiernej jednej zmiennej ¢, podstawiajac t = tan 5. Wowczas

a ponadto

cos® 2 —sm2§ 1—1¢2
CoOST = o — = 5
cos” 5 +sin” 5 14+t
) 2 cos 5 sin 5 2t
sinx = 7z —— 5
cos® 5 + sin” § 1+

1 1+ ¢2 2
dt = (1 + tan? E) dr = + dr & de = ——dt
2 2 2 +

Zadanie 1.
Oblicz calki

a) [ blnTd”/c

b) [sin” x cos® xdx

c¢) [sin®xcost zdx

) f sin Ico<2 dx
f Cos‘) ’1‘

sin z—cos l

o,

e

)
f) Soomcors

g) [ *dﬂf

h) sinz cos x

1+sin? dl“

: 1
1) 1—sin? z dx

Zadanie 2.

Oblicz calki funkeji niewymiernych

b) f%
fimdx

d) f ¥ f:é ’ (:I;—ll)zd'r
IRVE=TELE

f) [V1—4dz?dx
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z+3
f\/zjbr%w
f _ 3x4+2
\/m
i) [V6r— z?dx
) [V3 =2z — z2dx

k) [ Gt

z+1
) | Al
m) [Va?+ kdx

2L‘2
D) f \/ﬁdl’

Zadanie 3.
Oblicz podane calki

a) f%arctan xdx

Rozwiazanie:
a)

t= arctan( )

z? ) 1
/marctan$ de = g — 2+1 :/ttan (t) dt:/t(m—l) dt =

= t——— dt — = cos ()
/ cos?(t) /t dt df =dt g =tan(t)

- 2 | wu=cos(t) |
= ttan(t) —/tan( ) A= =1 gy = sin(tydt | =
= tta (t)_/_1 d —tz—tta () + In( >_t2_
_ n - U 5 — n nlu 5 =
t2
= ttan(t) +Infcos(t)) — 5 =
arctan?(x)

= zarctan(z) + In(cos(arctan(x))) — — =

— ‘ cos(arctan(z)) = \/éﬁ ‘:

1 tan’
)_arcan(:v)+c
2 +1 2

= zxarctan(z) + In (
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/ 1 dr = | &= 2tan(t) / 1 2 gt —
x4+ 2? dr = cos2 dt 2 tan(t)\/ 4tan2(t) +4 COSZ@)

- ‘ Vitan®(t) +4 = / 2 tan(t 2 -2 cos(t) =
1 1 1 s 1 cos( )esc?(t) + CSCQ(t)
2/ sin(t) dt = 2 / (t) dt 2 / cos(t) esc(t) + csc(t)

cot(t) + csc(t) du = — csc2(t) — cot(t) esc(t)dt |

/-
? cot(t) esc(t) + csc?(t) gt — u = cot(t) + esc(t

1 1 1 1
~ 5 74 du = 5 In(u) = —§1n(cot(t) + csc(t)) =
: , o (a
= lln (ﬂ) :‘ t = arctan(3) ‘: 11n sinfarctan (2)) —
2 cos(t) +1 2 cos(arctan (£)) + 1
| sin(arctan(z)) = Z=| 1 z
cos(arctan(x)) = z;—&-l T2 In 24V + 4 +C

Definicja: Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta. Calka oznaczona funkeji f na przedziale
la, b] nazywamy liczbe
/ f()dz = F() = F(a

gdzie F jest funkcjg pierwotna funkcji f

Oznaczenie:

Fl,=F@®)~F(a)  fglo=f(b)g(db) - f(a)g(a)

Twierdzenie: (Wzor na catkowanie przez czesci) Jesli f, g : [a,b] — R sa klasy C*, to

b b
/f(fﬁ)-g’(w)def(b)g(b)—f(a)g(a)—/ f'(z) - g(z)dz

Twierdzenie: (Wzor na catkowanie przez podstawienie) Niech g : [a,b] — [g(a), g(b)] bedzie
funkcja klasy C! i niech f bedzie ciagla na przedziale [g(a), g(b)]. Wowczas

b g(b)
/ f(g(x))g (z)dx = /( | f(t)dt = F(g(b)) — F(g(a))

gdzie F' oznacza dowolng funkcje pierwotna f.
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Twierdzenie: (Addytywnos¢ calki jako funkcji przedziatu) Zatozmy, ze f jest ciagla na
przedziale I C R i niech a,b,c € I, woéwczas

[ rwac=- [ s
/abf(a:)d:v+ /bcf(x)dx = /acf(x)dx

Zadanie 4.
Wyznacz calki oznaczone

2) Ji e

b) [ 0"1‘ tan

c) [ 01 arctan zdx

R m—

0 5—3cosz

"1 arctanz
e) 0 1+a2

f) f_ll sin z3dx

1
) fo oadr

Zadanie 5.
Wykaz, ze jesli f jest ciagla i nieparzysta, to dla kazdego a takiego, ze (—a,a) C Dy zachodzi

/a f(z)dz =0

Rozwigzanie:

if(x)d:v = /Zf(x)dx—F/ d:c_/ fla dm—/ flx :255
= [swir- [ —sena=[ s d:v—/f

Zadanie 6.
Oblicz pochodne podanych funkcji

a) F(z) =[] t(1+*)%dt
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b) F(x)= meQ tsintdt

) F(z)= [ (1—t)dt

Rozwigzanie:
a) Niech G(z) to funkcja pierwotna funkcji g(z) = z(1 + 2%)°, wowczas mamy

d

—F() = % /lxt(l +2ydt = L) - ) = 21 + 22)°

dx
b) Niech G(x) to funkcja pierwotna funkcji g(z) = x sinz, wowczas mamy
d d [ d )

a _ ¢ - _ ¢ 2y o 2Y 9 (2 i ) L9 9B
dxF(x) i/, tsintdt dx(G(:v) G(0)) = g(z°) - 22 = (z"sinzx”) - 2z = 2z” sinx

¢) Niech G(x) to funkcja pierwotna funkcji g(z) = x sinz, wowczas mamy

d

I () = %(G(Sinx) — G(—sinz)) = g(sinzx) - cosx — g(—sinz) - (—cosz) =

= 2¢g(sinz)-cosxz =2-sinz -sin(sinz) - cosx

Twierdzenie: Jesli f jest ograniczona na (a,b) i ciagta, to

lim / " Ftdt = 0

z—at

Twierdzenie: Niech f(z) < g(z) ma (a,b), wowczas

/abf(a:)dx < /abg(a:)dx

Twierdzenie: (Nier6wnosc¢ trojkata)

/ab f(z)dx

< [ Vs

Zadanie 7.

. 1 1 1
Oblicz f—l Tter x2—+1dl’
Rozwigzanie:

Rozdzielamy catke na dwie catki
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/1 1 1 4 /0 1 1 J +/1 1 1 J
. x: . :L- . x
i 1l+er 2241 1l +er 2241 o 1+er 2241

Zmieniamy granice catkowania pierwszego sktadnika

/0 1 L +/1 1 L /1 1 L +/1 1 L
g 1l+er 2241 o 14+er 22+1 o 1+e® 2241 o 1+er 22+1

Domnazamy lewy sktadnik w catce przez 1 = Z—x

T

/1 1 1 J +/1 1 1 J /1 e” 1 J +/1 1 1 J
. €T . €Tr = . €T . X
o 1+e ™ 2241 o 14+er 22+1 o 14+er 2241 o 14+er 22+1

Laczymy catke w jedna caltke

boer 1 | 1 ! 1+e” |
. dx + . dr = dr = dx
o 1+er 22+1 o 1+er 22+1 o (I+er)(1+ 22) 0o 241

Obliczamy cateczke

1 1
1 1 1 T
/_1 T+er 22+ 1d:17 - /0 z2 + 1d:)3 = arctan(1) — arctan(0) = 1
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Cwiczenia 21

Calka oznaczona

Twierdzenie: Niech f : [a,b] — R bedzie ciagta. Wowczas

(b—a) 1nff</f Ydz < (b —a)sup f

[a,b] [a,b]

Ponadto dla pewnego punktu £ € (a,b) zachodzi

:bialiﬂmm:

Zadanie 1.
Oblicz granice

a) lim fs%tdt

z—0

x 42
b) lim L g

z—0t

Rozwiazanie:

a) Wiemy, ze lin% [y sint?dt = 0, zatem z reguly de’Hospitala mamy
z—>

X .
. Jy sint*dt
lim —=4—— =limsinz“ =0
x—0 x x—0

b) Mamy liH(l) fox e dt = 0, zatem z reguly de’Hospitala mamy
z—

Tt
e
lim fO dt = lime ™™ =1

z—0 €T x—0

Zadanie 2.

Oblicz granice hm I

1
. Jsine mavn &

Rozwigzanie:
Zbadajmy monotonicznosé funkcji f(z) = m w tym celu policzymy pochodna

, 7J/x +6
P =y a

Funkcja f(x) jest zatem malejaca na przedziale (0,+00). Wiemy ze jesli funkcja f(x) jest catko-
walna na [a, b] oraz

m< f(z) <M
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to wowczas )
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a)

Oszasujmy wiec nasza cateczke

x —sinx /x 1 < x —sinx
(1 + V1) = Jana t3(1 + \/_) ~ sin® z(1 + Vsinx)
Z Taylora (jak sie rozwinie w szereg wokol zera) wyrazenie po lewej i po prawej zbiega do &, zatem
z twierdzenia o trzech ciggach

. r 1 1
1m P EEE—— —
0% Jging t3 (1 + \/—) 6

/Oaf(x)dx = /Oaf(a—:v)da:

Twierdzenie: Zachodzi

Zadanie 3.
Niech f bedzie funkcja ciagta na [0, 1]. Wykaz, ze

fo (sinz)dr = fo (cosz)dz

) Jy af(sinz)de =% [ f(sinz)d

Rozwigzanie:

a)

2 —_ 0
/0 f(sinz)der = ?chy :2—d§ :—/W f(sin (g—y))dy: i f(cosy)dy
b)
™ o 0 .
[Casmnae = 4757 - [ st )iy = [ - sy
= 7 [ f(siny)dy — / yf(siny)dy
0 0
Skad _
/Oxf sinx)d /fsmx x

Zadanie 4.

Niech f :[0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Wykaz, ze

= lim x / f dt
z—0T
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Rozwigzanie:
Dla 6 € [z,1] mamy

1
limx/f dt = lim /f dt + lim /&dt
z—0t z—0t z—0t 5 t2

Na przedzialet € [0,1] mamy f(t) jest ciggte oraz L jest ciagte i klasy C'' zatem %t) jest calkowalna,
czyli fa L ) dt = const, skad lim $f5 1O gt = 0.

z—07F =
Podzielmy wigc przedzial [z,1] na przedzialy [z,d] oraz [0, 1], wowczas dla € > 0 istnieje taka
6 €[0,1], ze f(0) =5 < f(t) < f(0) + 5, poniewaz f jest ciagta na [0, 1].

Zatem na przedziale [z, d] mamy
F(0) =5 < £(t) < F(0) +

fO) -5 _f@) ﬂ®+
2 t

2
/:%dt< ’ dt /f

AN
AN
™

Dalej mamy

HO -5 . fO-5 f0)-3
. t2 x 4]
"fO)+5 SO +5 S0 +3
- t2 B x 4]
Skad
FO -5 fO-5_ [0, _fO+5 f0)+5
x 4] P x o
_ £ _ £ 4 £ £
IC@L2_f@;z><l/i@dw:(ﬂl+2_ﬂ%+ﬂ
OB /*f i< )+ 5 - ol 0T
Zatem wystarczy tak dopraé¢ ¢, ze —x——2 10 ) 1073 5 ¢ oray —x% 5, poniewaz wowczas mamy

0)—5<x/6%dt<f(0)+8

Wobec dowolnosci e otrzymujemy, ze f(0) = lim x f
z—0

Zadanie 5.
Oblicz granice

a)

n—00 {[5 + 1

) 5 n+1 T
lim n dx
n

117



Cwiczania z analizy matematycznej 1.2 Marysia Nazarczuk

b)

2n
lim n? / Y e
n—o0o n [EE’ —+ 1

Rozwiazanie:

a) Dla x € [n,n + 1] zachodzi nieréwnosé

n <_Z <n+1
(n+1P+1 " 2°4+1 " n®+1

Zatem

n+1
nd+1

n+1
3. 1) — " < 3/ i < n3. 1) —n)-
n’-((n+1) —n) (n+1)5+1_n : x5+1da:_n (n+1)—n)

Zarowno ciag po lewej jak i ciag po prawej daza przy n — oo do zera, zatem na mocy
twierdzenia o trzech ciggach

n+1 T
lim n? / dr =0
n—00 n .%'5 + 1

b) Dla z € [n,2n] zachodzi nier6wnos¢

1 < 1 < 1 z =z 1
(x+1)* ~at+1 " 2t 24172 2t

2n 1 2n T 2n 1
n3/ ——dx < n3/ dr < n3/ —dx
n (I’ + 1)4 n ‘T5 + 1 n ZL’4
Ponadto

3/2" L 5 1 on 1 P L) oo 7
n —ar=n" | —————= =- - — - = —
n (x4 1)4 3(z+1)3) " 3 (n+1)3 8 24

3/2" L 5 1\ o, (1 L N L 7 7
n —adr =n" - R _ _ —_. — = —
n ot 3z3) ™ 3 \n® (2n)3 3 8 24

Zatem z twierdzenia o trzech ciggach

2n
. z T
A n /n P %

Zatem mamy

oraz

Twierdzenie: Niech f, : [a,b] — R bedzie ciagle i catkowalne w sensie Riemana i niech bedzie
jednostajnie zbiezne do funkcji f. Wowczas

ti [ e = [t g0)

118




Marysia Nazarczuk Cwiczania z analizy matematycznej 1.2

Zadanie 6.
Poda¢ przyktad takiego ciggu funkcji fn :[0,1] — R zbieznego punktowo do funkcji ciagtej, ze

lim fn Ydx # / hm fulz

n—o0

Rozwigzanie:
Niech
nw dla z € [O, %]
fo@)=<2—nz dlaze (i 2]
0 dla z € (%, 1]

Woweczas f, — 0 na [0, 1], Dla kazdego n zachodzi fol fn(x)dx = 1 oraz mamy fol lim f,(x)dz =
n—oo
fol O0dz = 0, zatem

n—o0 n—o0

1 1
lim fn( Jdr =1%#0= / lim f,(x)dx
0

Zadanie 7.
Obliczy¢
sin" x
lim dz
n—o0 Jo 4/ 1 +x
Rozwigzanie:
Zbadajmy zbieznos¢ jednostajna f}% na [O, g] mamy
0 na [0,%)
fn(x) — 1 T
s dla x = 3

Zatem jako, ze f, jest ciagle i granica punktowa f, jest nieciagta, to f, nie zbiega jednostajnie

do f na przedziale [O, %) Jednak f,(z) = \j% jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale

[0, 5 — } dla kazdego € € (O ) Rozbijmy catke
/72r sin™ x 27 gin"x 2 sin"x
—dx =
VvVi+zx 0 \/1—|—x \/1+x
Mamy
Y S g 3¢ ( Y sin” & ) 0
im T = im T =
n—o00 Jq 1/]_+fL’ 0 n—0o00 /1
zatem
2 sin"x sin” x 3 sin"x 3 sin"x
lim sup / dxr| = limsu / dx + dx| = |limsu / dx
n—o0 0o vV 1 +x n—>oop %—‘c_‘ 1 +x n—>oop T _g 1 +x

Ponadto mamy

VB

dr < e

1
g—g \/1+£L’
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zatem
| /2 sin” x dr <
1m sup T < e
n—00 Z—¢ V 1+
skad

) > gin"z
lim sup dr < e
0

n—0o0

Wiec z dowolnosci wyboru € > 0 mamy

7 sin"x 2 gin"x
lim su / dz| =0= lim dr =0
n—)oop 0 1+ n—oo g 1+

Zadanie 8.
Oblicz granice
l—cosz
In(2 + tan®t) dt
lim f%/ﬁ ( )

x—0 $2

Rozwigzanie:

Funkcja w calce jest ciagta w okolicy zera, zatem jako ze catkujemy na przedziale o dtugosci dazacej
do zera, to cata catka dazy do zera. Licznik i mianownik daza do zera, zatem z teguty de’Hospitala
mamy

f\%ﬁm In(2 + tan®t) dt In(2 + tan?(1 — cos z)) - sina — In(2 + tan* Va") - v _

lim = lim

z—0 1’2 z—0 21‘
B In2 0= In2
2 2

Zadanie 9.

Wykazac, ze jesli f jest funkcja nieujemna i ciagla na [a, b] oraz fab f(z)dz =0, to f jest tozsamo-
Sciowo rowna 0.

Rozwiazanie:

Niech F' to funkcja pierwotna f. Skoro f;f(x)dx =0, to F(b) — F(a) =0 < F(b) = F(a), Skoro
f jest funkcja nieujemng i jest to pochodna funkcji F', to znaczy, ze F' jest niemalejaca. Zatem
jest stale réwna zero.

Zadanie 10.
Funkcja f jest okreslona dla z > 01 x # 0 wzorem

ZEQ 1
= — dt
@ = [
a) Wykaz, ze f jest rosnaca i wypukta na kazdym z przedziatow (0,1) i (1, 00).

b) Oblicz lirq f(x).
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¢) Okreslmy funkcje f jako ciagle przedtuzenie f na (0,00) t.j.

. f(z) dla x € (0,1) U (1, 00)
flw) = { il_}H% f(x) dlaz=1

Wykaz, ze f jest rozniczkowalna.
d) Zbadaj wypuklosé funkeji f na (0, 00)

Rozwigzanie:
a) Policzmy pochodna

2

d [ 1 2 1 —1
(@) /—dt o - .t

:ﬁ Int :lna:2 Inz Inz

Dla z € (0,1) licznik i mianownik sa ujemne, zatem pochodna jest dodatnia. Dla z € (1, 00)
licznik i mianownik sa dodatnie, zatem pochodna jest dodatnia. Zatem funkcja jest rosnaca.

x—1 '_lnx—1+%
Inz ) (Inz)?

Mianownik jest zawsze dodatni. Mamy ponadto Inz > xl,;l, zatem dla z € (0,1) U (1, 00)

1 -1 1
1n:v—|———1>$ +-=1=0
x x

Policzmy druga pochodna

x
Zatem druga pochodna jest dodatnia, czyli funkcja jest wypukta.

b)
22 In 22
) 1 u=Int t=e" ) “
Him . Edt T du=1dt || dt = du-e" = lim Ina Edu_
21nm1+u+ﬁ+ﬁ+
= lim 2 3 du=1In2
rx—1 u

Inx

c¢) Funkcja f bedzie rézniczkowalna jesli jej pochodna prawostronna i lewostronna sa sobie rowne.
Funkcja jest rézniczkowalna na (0,1) U (1, 00), zatem wystarczy zbadaé¢ rézniczkowalnosé w
jedynce.

f'(1) = lim J@) = /(1) = lim f(@) =In2 Z Yim f/(z) = lim

z—1 r—1 x—1 rx—1 x—1 z—1 Inx

l‘—lﬂ

—_

Zatem funkcja jest rozniczkowalna na (0, 00).

d) Zbadajmy wypuklosé funkcj f. Funkcja jest wypukla na (0,1) U (1,00) poniewaz jej druga
pochodna jest dodatnia na tym przedziale. Pochodna f’ jest ciagta na (0,00). Zbadajmy
wiec druga pochodna funkcji f w punkcie x = 1.

~ nz—1+1 4 z—1 T z—1 g 1 1
1) = i " — 1 z 2 . =i =
() xl—rﬁf (z) o1 (Inz)? 2ol 22 2lnz  aol2zing 2lnzx+1) 2

Zatem funkcja f jest wypukla na (0, 00).
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Cwiczenia 22

Sumy Riemana, catkowalno$é w sensie Riemana

: [a,b] — R bedzie ciagla i

Twierdzenie: (Przyblizanie calki sumami catkowymi) Niech f
niech € > 0. Istnieje taka o > 0, ze jesli

Aa=Tg<T1<x3<...<T,=020b
x; — x;—1 < § dla wszystkich ¢ = 1,2,... ,noraz t; € [z;_1,2;] dlai=1,2,...,n to wowczas

/f dx—Zf i — Ti_1)

<é€

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta. Wowczas

Jin TS (w422 = [ e

Twierdzenie:

li

Zadanie 1.
Oblicz granice

W) Jimn S i

b)  lim (nLH n+2

c) limmn) = £

d> nh_{EOﬂ- Z 4— s1n2 2’“71”2
Rozwiazanie:
a) Niech

I 1

Niech wiec f(x) = 175z na przedziale [0, 1], wowczas

I~ ,(k
=22 ()
k=1

Skad
. 1 1y
lim a, = /0 f(z)de = /0 2 dxr = arctan(1) — arctan(0)

n—o0

123




Cwiczania z analizy matematycznej 1.2 Marysia Nazarczuk

b) Niech

=L 1
;k T4k

Niech wiec f(x) = 1= na przedziale [0, 2], wowczas

k=1 k=1
skad
2 2
lim b, = lim — g f f(z)dx = dr =In3—Inl=1In3
n—00 m—o0 M, 0 0 14+«
d) Mamy
2 2
sin 5~ L COS 575 ’” ~ sin 2% o cos 21 ) - cos 2%
— n 2n _ 2n
hm7r§: 2k7r = lm — E: 2’ & 2§: ~ 2
COSx ™ A
Niech wigc f(z) = %5 na przedmale [0, 2], wowczas
k7r z
sin 7,5 cos 535 5o5 COS 22 2 CoST
lim 7 E 2 k7r = —Qd.’ll'
n—00 mZ 0 4 —sin“x

Policzmy funkcje pierwotng f (x) Mamy

cosx 1 1 1 e
——dx = = | ——dt = - dt = 2
/4—sin2xx /4—t2 4/1_% du = 3dt

= 11/ ! du:%(ln(u—l—l)—ln(l—u))%—C’:

t=sinz
dt = cos xdx

2 2/ 1—u?
1 1 sinz + 2
= —(In(t+2)—In(2—t¢ C=-In—F—— C
4(n(—|— )~ In( )+ 4<n2—sinx)+
Skad
km z
sin 2n2 COS53 2 cosx 1 In3
JE&”Z —/ st =g (m3-nl) ==
Definicja: Podzialem P przedzialy [a,b] nazywamy kazdy skoriczony ciag punktow
(20, T1, ..., x,) taki, ze
a=29< 21 <29...<z,=0b
Piszemy Az; = x; — x;1 dla i = 1,2,,...,n. Zbior wszystkich podzialéw odcinka [a, b]
oznaczamy P. Srednica podzialu to max Ax;. Punktowanie dla podzialu P, to ciag

i€{1,...,n}
E(P) = (&,&,...,&,) taki, ze € € [z;_1, ;] dla kazdego i = 1,2,...n. Dla funkcji f : [a,b] - R
podziatu P i punktowania (P) suma catkowa nazywamy

S(P, f,&( Zf ¢) A
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Definicja: Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona, a P = (x¢, 21, ..., z,) € P bedzie
ustalonym podziatem [a ,b]. Sumy

n n

G(Pf)=), sw f(@) Az, DR f)=) if f(x) Az

i—1 ZE[ri—1,2i] i—1 z€lzi—1,2i]

nazywamy odpowiednio gorng i dolng suma Riemanna funkcji f dla podziatu P.

Definicja: Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona. Liczby

inf G(P,f)  sup D(P, f)

PeP PeP

nazywamy odpowiednio gorna i dolng catka Riemana funkcji f na odcinku [a, b].

Jesli M = sup|f], to dla dowolnego podziatu P € P zachodzi

~M(b—a) < D(P,f) < G(P,f) < M(b— a)

Twierdzenie: Jesli P, jest zageszczeniem P a funkcja f jest ograniczona na [a, b], to

Zadanie 3.
Oblicz granice

lim — Z V1602 — (45 — 2)2

n—-+oo n

Rozwigzanie:

4] — 2
E 2 _ 2 — E —
nLIJPoo 4n2 \/167% (47— 2) nEIEOO 4n? \/
J_

2]—1
= lim - 1—
n;TMJZ\/

Jest to suma catkowalna dla funkcji f(z) = v/1 — 2. Dlugosé przedziatu to 1, gdyz mamy n czesci
o dtugosci + =

e Przedzial: [0, 1]
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o Podzial {%}k:O 1

,,,,, n

e Punktowanie w srodkach

1
/ V1—2%2de =
0

=
<\
—_
D

S
[\

|
&

|
[\
e

I

3

o r=sint | 2 9 IR E B
N dx:(:ostdt_/o Costdt_2/0 (cos2t + 1) dt =
1
2

1 (" 2 1
= — cosx dx + lde == -0+
2 Jo 0 2

Definicja: Jesli f : [a,b] — R jest ograniczona i

inf G(P. f) = el D(P, f)

to mowimy, ze f jest calkowalna w sensie Riemanna. Kladziemy wowczas

b
| #@)iz = it GP.1) = swp D(P.1)

P inP

Twierdzenie: Funkcja ograniczona f jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a, b]
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje podzial P € P taki, ze G(P, f)—D(P, f) < e.

Twierdzenie: Funkcja f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemana wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ¢ > 0 zachodzi

/ flo)de = 3 f(t) @i — wi)| < 2

Twierdzenie: Kazda funkcja f € C([a,b]) jest calkowalna w sensie Riemanna. Jej catka
Riemanna i catka Newtona sa réwne.

Zadanie 4.
Sprawdz, ze funkcja fol f(x)dz gdzie

1 dlax= % neN
0 w przeciwnym przypadku

jest catkowalna w sensie Riemana na [0, 1]. Wyznacz fol f(z)dx.
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Rozwigzanie:
Niech P to bedzie dowolny podziat

n n

D(P,f)=>Y_ inf f(@)(x;i—zi1)=) 0-(z;—zi1)=0

o7 w1l i=1

Chcemy pokazaé, ze inf G(P, f) = 0 dla pewnego P. Wezmy wiec podzial

P 1+1 1 1 1 +1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
" on2n—1 m2 n—1 n2 773 n23 n2 2 n2 2 n¥ n?’

Woéwcezas dla punktowania z lewej mamy przedziaty

0 1 n 1 1 1 1 n 1 1 1 1+ 1 ! 1 ]
'n n2|’ n—1 n2n-1 nZ|" 7|2 n?2 n?]’ n?’
zatem sup f = 1. Dla punktowania z prawej mamy przedzialy
1 n 1 1 1 1 n 1 1 1 1+ 1 I 1
n n¥n—-1 n?|" |n—-1 nn-2 n2| "~ |2 n? n?

zatem sup f = 0. Mamy wiec

1 1 2 1 1 2n 3
G(PMf):ﬁ+ﬁ+ﬁ(n_1)+ﬁzﬁ+ﬁzﬁ
skad
0 <inf G(P, f) < nf G(Py, f) = mf{§} —0
n
Zatem

inf G(P, f) =sup D(P, f) =0

czyli funkcja f(z) jest calkowalna w sensie Riemanna. Zachodzi wiec fol f(z)dz = 0.

Zadanie 5.
Wykaz, ze funkcja Dirichleta

fla) = {0 dla x € Q

1w przeciwnym przypadku
nie jest catkowalna w sensie Riemana na [0, 1].

Zadanie 6.
Wykaz, ze funkcja Riemana

0 dlazeR\Qlubz=0
dla x = g, p,q €N, NWD(p,q) =1

jest catkowalna w sensie Riemana na [0, 1].
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Cwiczenia 23

Calka niewlasciwa

Definicja: Jesli f : [a,00) — R jest calkowalna (w sensie Riemanna) na kazdym odcinku [a, b]
oraz istnieje granica blim f; f(x)dx, to
—00

| e dwd—efhm/ e

Jedli ta granica jest skonczona, to catke nazywamy zbiezna.

Jesli f : [a,b] — R jest calkowalna (w sensie Riemanna) na kazdy odcinku [a,c] dla a < ¢ < b,
oraz istnieje granica ling [ f(z)dz, to
c—r

[ sty iy [ o

Jesli ta granica jest skoriczona, to catke nazywamy zbieznag.

Przyktlady:

1. Niech f(x) = e ® dla z € [0,400). Dla dowolnej liczby y > 0 jest

b
/ e dr = —e b =1—¢e"
0

Mamy 1 — e ® — 1 dla b — 400, zatem

/ e fdr =1
0

2. Niech f(z) = -5 dla z > 1 oraz a € R. Woweczas

Inz|t =Inb dla o =1
[ e [ Lap - flmah = o
=" dlaa#l
Jesli a = 1, to granica catek fl x)dx przy b — oo jest nieskoriczona, gdyz Inb — oo dla

b — oo. Calka niewlasciwa f1 1d;1: jest zatem rozbiezna. Jesli s # 1, to granica calek

fl x)dx przy b — oo jest skonczona wtedy u tylko wtedy, gdy funkcja potegowa b~ ma
granice skoniczong przy b — oo, a wiec gdy wyktadnik 1 — a < 0. Woéwczas dla takich

mamy
<1 bt—o —1 1
/ —dzr = lim =
1 xe b—oo 1 —« a—1
Dla wszystkich pozostatych o € R catka f1 x)dx jest rozbiezna.
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3. Niech f(z) = x++1 dla x > 0. Dla kazdego b > 0 mamy

b b
1
/0 f(x)dx = /0 o 1dx = arctan x|} = arctan b

Zatem

* 1
/ dr = lim arctanb = T
0 2

2 +1 b—o0

Jako, ze f(x) jest parzysta, to

0
1
/ dr = lim (—arctanb) = g

2
oo 7t 1 b——o0

R d ’ ! dr + - d
T = T T =
i F1 e T2+ 1 0o x2+1 "

Definicja:  Jesli funkcja f : (a,b] — R jest ciagta lub ograniczona i calkowalna w sensie
Riemanna na kazdym przedziale [a+ ¢, b], gdzie 0 < ¢ < b— a, to méwimy, ze catka niewltasciwa

Zatem

fab f(x)dx jest zbiezna, gdy istnieje skoriczona granica

b b
li dr := d
im - f(x)dx /a f(x)dx

e—0t

Jesli ta granica nie istnieje lub jest nieskoriczona, to méwimy, ze caltka jest rozbiezna.

Przyktad:

1. Niech f(z) = fol L dz, wowczas

1 1 1 1
1 1 1 =1In= dla s =—1
/ —dx = lim —dx = Iiﬂsl nlE Lt °
0 x° e—0t J. a® = a5 dla s # —1
Gdy s = —1, to ln% — 400 dla e — 07. Dla s # —1 zbieznos¢ rozpatrywanej calki jest

1+s

réownowazna istnieniu skoriczonej granicy €'** przy e — 0%, czyli s > —1.

Twierdzenie: Jesli f : (a,b) — R jest catkowalna w sensie Riemanna na kazdym przedziale
domknietym zawartym w (a, b), to caltke fab f(z)dz nazywamy zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiezne sy calki [© f(z)dx i fcb f(z)dz dla pewnego (rownowaznie kazdego) ¢ € (a, b).

Zadanie 1.
Oblicz catke lub wykaz, ze jest rozbiezna:

-1 .
a) J, =dx
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+00 glnax
b) fO (1—&—112)3dr

fU Iln z la
d) [i7sinzdz

e) f;oo L sin 2dx

Zadanie 2.
Oblicz catke lub wykaz, ze jest rozbiezna

/+°° zlnzx
——dx
0 (1 +x2>3

Rozwigzanie:
Znajdzmy najpierw funkcje pierwotng caltki f ‘”ln’” 5 dx.

/ﬂ dr = f:llna: dg = (9”2%)3 du :_ln—x_i_l/ 1 dr
(1+a2)? df = 2 dz || 9= e 422 +1)2 4 ) x(2®2+1)2
Policzmy calke f —— +1)2 dx
1 t==x 1 1 1 1 1 1
s dr = R T e = — ) dt=
/33(962+1)2 ’ dt =2z dx 2/ (t+1)2 2/( t+1 (t+1)2+t>

1 11 1
~ lheena b s e 1
g+ )45 g tgt=—gh@ + D+ o5+

Zatem

rlnz Inx 1 9 1 1

Dalej mamy

n( i )- ( 21”2) :é(o+1n(1)+0):0

22 + 1 22 + 1)
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. rlnx p 1 x? 2Inz
im [ ——=dr = lim — n — =
z=0 | (14 22)3 e=0 8 \ 22 +1 2?2 +1 (22 4+ 1)2
1 1 x?
= —+—--limln 5 =
8 8 =20 \ (a2 4 1) 2T?
1 1 1
= —+—-limln 5 =
8 & a0 (IQ 4 1) . @22 —2
1 1 1 1 1 1
- 4+ 2. ln——  —Z 4 .In(l)==
sts oprn 1T sts =3
Zatem
/+oo xlnx p 0 1
€Tr = _— —_- = — -
o (1+2a?%)3 8
Zadanie 3.
Zbadaj zbieznos¢ podanych catek
1 tanz
a) Jo “ptde
b) foJr rrzde
c) JOC Vae tdx
400 1
d) f(ﬂ zIn(Inx) dx
e) Jy In(1+ cosz)dx
. +o0 1
f) 2 l’lill’
Zadanie 4.
Zbadaj dla jakich a zbiezna jest calka fol r%da.
Rozwigzanie:
Mamy
1 1 a+1 a+1 1 —
/ 2%zr = lim wdr = lim ~ '— lim L« = atl dla o> —1
0 a—0* J, a0t o+ 1% asota+1 a+1 +oo dlaa< -1
Dla o = —1 mamy
1q 1
/ —dz = lim —dr = lim Inz|} = +oc0
0o I a—0t [, @ a—0t

Zatem catka jest zbiezna dla o > —1.
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Twierdzenie: Niech f : [a,00) — [a, — 00), gdzie a > 0 bedzie funkcja nierosnaca. Nastepu-
jace warunki sa rownowazne:

e Calka niewlasciwa [ f(x)dx jest zbiezna

J
o Szereg S = Y. oof(n) jest zbiezny
n=|a+1

Twierdzenie: (Kryterium poréwnawcze dla calek niewtasciwych) Jesli f, ¢ sa nieujemne i
ciagle na przedziale [a, 00) i istnieja a1 > a i C' > 0 takie, ze C'- f(x) > g(x) dla wszystkich x >
a1, to ze zbieznoscei catki [ f(x)dx wynika zbieznosé calki [ g(x)dz, natomiast z rozbieznosci
calki [ g(x)dz wynika rozbieznosé catki [ f(z)dz.

Zatem jesli

(z)

lim —= =g
z—00 g(1)

gdzie 0 # |g| < oo, to calki [ f(z)dz i [ g(x)dz sa jednoczesnie zbiezne, lub jednoczesnie
rozbiezne.

Zadanie 5.
Zbadaj dla jakich « zbiezna jest calka fol(— Inz)*dz

1 1 1
/ (—Inz)*dx —/ (—lna:)"‘dx—i—/ (—Inz)%dx
0 0 1

1
Zbadajmy zbieznosé¢ kazdej z calek osobno. Calka foi(— In x)*dx jest na pewno zbiezna dla @ < 0,
poniewaz liII(l)(—hl z)* = 0, czyli funkcja (—Inz)™ jest ograniczona na (0,1), zatem calka jest
T

1 1
3 3 1
/ (—=lnz)%dx = / lde = =
0 0 2

zatem calka jest zbiezna. Dla o > 0 wezmy funkcje Iiﬁ dla f > 0, wowczas

Rozwiazanie:
Mamy

zbiezna. Dla @ = 0 mamy

—1 @ Int)®
i 00, DT,
r—0t :L‘_ﬂ t——+4o00 tﬁ

Zatem dla dostatecznie matych x-6w mamy

o 1
(—lnx)* < o

dla dowolnego «. Zatem ze zbieznosci catki fol ~zdx wynika zbieznos¢ catki fol(— Inz)*dz. Biorac
p = %, catka fol x%dm jest zbiezna, zatem zbiezna jest rowniez caltka fol(— In z)*dz dla dowolnego
a > 0.
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Zbadajmy teraz zbieznosé¢ catki [ N (—Inx)* dz

1
o jt=x—1
[(—lnx) dr = & — du

2

_ /0 (—In(l + ) dt

NI

Dla malych ¢ mamy (—In(1 +1¢))* ~ (—t)~.

O e 1
J o= gy

Zatem z kryterium poréwnawczego badana calka jest zbiezna dla o > —1.

N|=

Zatem ostatecznie, catka fol(— Inz)*dx jest zbiezna dla a > —1.

Zadanie 6.
Dla jakich «, 8 zbiezna jest caltka fol ﬁdm

—Inz)p

Zadanie 7.
Zbadaj zbiezno$é catek

a) [0Sz gy

1+x2

by [ ey

- S
¢) [ ®Edxr w zaleznosci od parametru a
x

.00 .
d) JO 1+:L‘22'1112:1;dx

o0 3 . b .
e In® 222 Jr w zaleznodci od parametru o
1 x

Zadanie 8.
Zbadaj zbieznos¢ i zbieznos¢ bezwzgledna

a) o e da

sin(z+ 1L
b) 772 gy

1 l-?’l,

¢) [y a*cos(e”)dx

Zadanie 9.
Zbadaj zbieznosé¢ calki

T gin g2
——dx
x x2 — 2
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Cwiczenia 24

Calka niewlasciwa

Twierdzenie: (O wartosci $redniej dla catki) Zalozmy, ze f,h € C([a,b]) i h > 0. Wowczas
istnieje taki punkt & € [a, b], ze

76 [ e = [ s

Zatozmy, ze f,g € C([a,b]), a ponadto g jest funkcja monotoniczna. Wowcezas istnieje taki

punkt & € [a,b], ze
b ¢ b
z)g(x)dr = g(a z)dx b z)dx
| 1@z = gt@) [ 1) +ﬂ)lf()

Zadanie 1.
Zalozmy, ze f jest funkcja monotoniczna na (0,1) i catka niewtasciwa fol f(x)dx istnieje. Wykaz,

- I Qe R [

lim
n—o0

Zadanie 2.
Oblicz

Vn!
n

a) lim

n—oo

. Fs 2r i (D)
b) nlgigo sin g-sin 57 - ... - sin 5
n’ 1Y sin( £
) lim tazﬁzoliz“ﬁinf
n—o0 .| n3

Zadanie 3.
Wykaz, ze jesli catka niewlasciwa z funkcji nieujemnej jest ograniczona to jest zbiezna. Podaj
przyktad funkcji zmieniajacej znak, ktoérej catka jest ograniczona, ale nie jest zbiezna.

Zadanie 4.
Zbadaj zbiezno$é catek

a) 1 sinzIn(1+/x)

0 l—coszx dx

f2 sin z In( 1+f)d
0

l—cosx

1 (1-=z)Incos ¥
) 0 z2\/x
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d) floo |sinm\d$

xT

Zadanie 5.

Wykaz nastepujacy warunek Cauchy’ego zbieznosci catek: Niech f bedzie funkcja catkowalng
w sensie Riemanna na kazdym ograniczonym podprzedziale przedziatu [a,00). Na to aby calka
niewlasciwa faoo f(z)dz byta zbiezna potrzeba i wystarcza, by dla dowolnego € > 0 istniato ag > a
takie, ze dla dowolnych ay,as > ag

/a Y fo)de < ¢

Zadanie 6.
Zbadaj zbieznos¢ i zbieznos¢ bezwzgledna

a) o i de

in(z+1
b) 00 sm(z—}—z)dx

1 xm

¢) J3 a*cosedx

Zadanie 7.
Oblicz calki

b) fol Inz-In(1 —x)dx
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Cwiczenia 25

Powtoérzenie wiadomosci

Zadanie 1.
Niech f: R — R bedzie ciagta i lim f(x) = co. Wykazaé, ze istnieje zq > 0, takie ze dla kazdego
T—r00

x > xo zachodzi f(x) > f(zo).

Rozwigzanie:

Zalozmy przeciwnie, ze takie xq nie istnieje, czyli dla kazdego z istnieje takie y > z, ze f(x) > f(y).
Znajdziemy wiec taki rosnacy ciag (v,), ze ciag f((y,)) jest malejacy. Granica malejacego ciagu
nie moze by¢ +o0o. Zatem funkcja nie moze by¢ rozbiezna do nieskonczonosci.

Zadanie 2.
Niech f spelia warunek Lipschitza na R. Wykazaé, ze g(z) = f(z)sinz spelnia warunek Lip-
schitza na R wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ograniczona.

Rozwigzanie:
Skoro f spelnia warunek Lipschitza, to istnieje takie Lq, ze dla kazdych =,y € R zachodzi

|f(x) = f(y)| < Ly - |z —y

< Zalozmy, ze f jest ograniczona. Istnieje wiec M takie, ze dla kazdego x € R zachodzi f(z) < M.
Chcemy pokazac, ze g jest lipszycowska. Mamy

l9(x) —g(y)| = [f(x) sinz — f(y)siny| = [sinz(f(z) — f(y)) + f(y)(sinz —siny)| <

< [sina(f(x) — F)] + | f(y)(sinz —siny)] < |f() — F@)|+ [M] - |(sinz — siny)|

Wiadomo, ze funkcja sin jest lipszycowsko ciagla, zatem |sinz — siny| < Lo - | — y|. Mamy wiec
9(x) —g(W)| < Ly~ lv —y[+ [M]- Ly - |x —y| = (L1 + [M] - Lo) - |x — |
Biorac L = (L; + |M| - Ly) otrzymujemy
l9(z) =g < L- |z —y

zatem g jest lipszycowsko ciagla.

Zadanie 3.
Wykazac, ze dla dowolnych 0 < «, 3,7 < § zachodzi nier6wnos¢

3 2
3atana + 25 tan 8 + ytany > (3a + 26 + ) tan (M>

6

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ztanz. Zbadajmy jej wypuklosé

f'(x) = tanz + 2(1 + tan® )

f'(x)=1+tan’x + 1+ tan’z +2-2-tanx - (1 4+ tan’z) = 2(1 + tan® 2)(1 + wtanz)
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Dla = € (0, g) wyrazenie 2(1 + tan?x)(1 + xtanx) przyjmuje wartosci dodatnie, zatem funkcja

f(z) jest wypukla.

=Lliay=2toraz v =, 1y =B,

Z nieréwnosci Jensena dla f(z) = xtanx z wagami a; = %, a 3 5

T3 = 7y mamy

a B9 a B 7 a S vy_«a B g
Sl r ) (Sl D) tan (o4 + L) <=t iy Lt
f<2+3+6> (2+3+6) an(2—|—3+6 _2ana+3anﬁ+6an7

[\

Po pomnozeniu przez 6 otrzymujemy nier6wnos¢ z tezy.

Zadanie 4.
Wyznaczy¢ kres dolny i kres gorny funkcji

f(@:x(l_ xf—l)

na przedziale (0, +00).

Rozwiazanie:
Dla z > 0 f(z) > 0, ponadto
lim f(zx)=0

r—0t

zatem kres dolny funkcji to 0.
Wyznaczmy przedzialy monotonicznosci funkceji

f@JZ(l—Vq%;)+x'(ﬁv§§a+1y):1_VC§:_2 &ﬁ&ﬁ

Funkcja jest rosnaca, gdy f'(x) > 0, zatem aby zbada¢ monotonicznosé funkeji, trzeba pokazac, ze

x NS 1 r+1 1 1 r+1
\/ <lel4+——+o< o1 < &
$+1+2 (x+1)3 +2@+1y— x +x+1+4@+n2— x

1 1
= <
4(x+1)2 ~ z(z+1)

co oczywidcie jest prawdziwe. Policzmy granice w nieskonczonosci

1— /=% o 2 /= (a+1)2 1 1 2 1
lim f(o) = lim — Yol & ppy Veme? o, el @ 2
r—400 r—400 r—=400 — = z—+o00 2 €T (I + 1)2 2

zatem kres gorny tej funkcji to %

8 =

Zadanie 5.
Zmalez¢ wszystkie pary liczb rzeczywistych a i b, dla ktérych funkcja

f(z) = l—cosz dla z € (—m,0)

rsinx

{ax—l—bcosx dlaxz >0

jest rozniczkowalna na przedziale (—m, +00).
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Rozwigzanie:
Zbadajmy ciggltos¢ funkcji w zerze.

lim f(z) = f(0) = b

z—0T
0 1 0
. 7 .. sinx 2. Cos T 1
lim f(z) = lim ———— = lim . = —
z—0— z—0~ T COSX + sInx z—0~ COSZT + COST — I SInx 2

Zatem funkcja jest ciggta dla b = 1. Ponadto funkcja jest rézniczkowalna na (0, +00) oraz (—oo, 0).
Policzmy granice jednostronne lim+ f(x) 1 lim f'(x). Mamy
z—0 z—0—

lim f/(z) = lim a —bsinz =a

z—0t z—0t
1 .

_ , . f(z)— f(0) . fl@) =35 . 2(1 —cosz) —xsinz
lim f'(z) = lim —————= = lim ——= = lim 5 =
z—0~ z—0~ T z—0~ T z—0~ 2x*sinx

. 2—2cosx —xsin . x . 2—2cosx —zsinz
= lim 3 - lim — = lim 3 =
z—0~ 2x z—0- SINT  z—0— 2x
. sinz—xcosx § .. xsinx . sinz
= lim — = lim = lim =0
z—0~ 6x z—0- 12x z—0~- 12

Zatem f jest rozniczkowalna w zerze wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f'(x) = lim f'(z)

z—0t

czyli gdy a = 0. Zatem funkcja jest rozniczkowalna na (—m, +00) dlaa =01b = 3.

Zadanie 6.
Niech f : R — R bedzie jednostajnie ciaglta na R i rézniczkowalna. Wykazaé, ze jesli pochodna
funkcji f, funkcja ' : R — R jest nie ograniczona, to nie jest ona jednostajnie ciggta na R.

Rozwigzanie:

Rozwazmy taki ciag (z,), ze f'(zpi1) > f(z,) +1dlan = 1,2,... oraz f'(x;) > 1. Taki ciag
istnieje, poniewaz f’ jest nieograniczona. Woéwczas mamy f'(x,) > n. Zalézmy wiec przeciwnie,
ze [ jest nieograniczona i f’ jest jednostajnie ciagta na R. Wowczas istnieje § > 0 taka ze |[x —y| <
d = |f'(z) — f'(y)| < e dla kazdego ¢ > 0. Zatem jesli |z,41 —y| < 9, to |f'(xns1) — f(v)] < e.
Niech f'(zn+1) > f'(y), wowczas

f@n) = Fy) <o F) > o) —e> flaa) +1—e>n+1—c

biorac € = 1 mamy
f'ly) >n
5 B

Rozwazmy ciag (y,) taki, ze y, € (xn + 50, T + 5), wowczas lim (z, — y,) = 0. Z twierdzenia
n—o0

Lagrange’a o wartosci sredniej mamy

o _ 9

Fn) = f(@n) > f(cn)(Yn — 20) > f'cn) - m - 2

Bo dla pewnej liczby ¢, € (x,,y,) mamy f'(¢,) > n. Przeczy to jednak jednostajnej ciagtosci
funkcji f na R. Zatem [’ nie jest jednostajnie ciggta i nieograniczona.
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Zadanie 7.

.. . - arcsin(tan x)—arctan(sin x)
Znalez¢ granice lim . :
»—0 tan(arcsinz)—sin(arctanz)

lub wykazaé, ze granica nie istnieje.

Rozwigzanie:
Rozwinmy w szereg Maclaurina funkcje

3
sinx =z — 5 + o(z?)
23
arcsinx = = + 5 + o(z)

23
tanx =z + 3 + o(z?)
23
arctanx = x — 3 + o(z*)

Zatem

arcsin(tan x) — arctan(sin x)

~— [ —

z—0 tan(arcsin x) — sin(arctan x)

(z 42 4 ofat) + LX) ) ( _ g ofaty - L) o<x4>)

= lim _

=0 x ox4 RS T 3
(m+%+o(m4)+<+ T +ox4> ( —% 0(:104)—%4—0@4))

4 x 4 x>
(az—l— —|—0(x)+g)—<:c——+0:c —3) 7+ o(z?)
= lim 3 5 li =

0 (4 Z +o(zt) +Z) — (2 — L +o(zt) — Z) x1—>0x3—i—0( 1)

Zadanie 8.
Czy istnieje funkcja f : R — [0,+00) taka, ze w kazdym punkcie z € Q funkcja f ma Sciste
minimum?

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy funkcje

1 dla x #Q
FO=9121 qaa—
-5 daz=7, pgeZplqgq>0

innymu stowy F(z) =1 — f(x), gdzie f to funkcja Riemana. Wowczas w kazdym punkcie z € Q
funkcja f ma Sciste minimum.

Zadanie 9.
Funkcja f: R — R jest wypukla oraz hril f(z) < 0o. Czy funkcja f moze by¢ rosnaca?
T—r =00

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze f jest rosngca i ograniczona. Ma wiec granice. Zatem jej iloraz réznicowy dazy do
zera. Skoro f jest rosnaca, to jej pochodna jest dodatnia. Zatem iloraz réznicowy dazy do zera po
liczbach dodatnich, czyli maleje. Funkcja f jest zatem wklesta.
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Twierdzenie: (Diniego) Niech D C R bedzie zbiorem zwartym oraz f,, f : D — R beda
funkcjami ciagtymi i n € N. Jesli

1. ciag f, jest monotoniczny

2. ciag f, jest punktowo zbiezny do f

to jest jednostajnie zbiezny do f.

Zadanie 10.
Niech ciag f, : R — R bedzie zadany wzorem f,(x) = sin(sin(... (sin(x))...)). Zbadaé¢ zbieznosé
n razy

jednostajna i niemal jednostajna tego ciagu na proste;j.

Rozwigzanie:

Niech f,(z) = sin"(x) oznacza n-krotne ztozenie funkcji sin. sin” jest ciagly i okresowy o okresie 27,
zatem rozwazmy funkcje f, : [0,27] — [0,1]. Na przedziale [0, 27| zachodzi nier6wnosé¢ sinz < z,
zatem dla ustalonego x ciag sin™ jest $cisle malejacy. Jako, ze jest réwniez ograniczony, to jest
zbiezny. Niech g = ILm sin”(x), wowczas g = sin(g) = g = 0. Zatem f, — 0. Przedzial [0, 27]
jest zbiorem zwartyITrll, ?mkcja fn jest monotoniczna oraz jest punktowo zbiezna do zera, zatem z
twierdzenia Diniego cigg f, jest jednostajnie zbiezny do zera.

Zadanie 11.
Zbada¢ zbieznos¢ jednostajna na prostej ciagu f,(z) = z(1 + z*)™".

Rozwigzanie:
Ciag funkcyjny f,(z) jest funkcja nieparzysta, zatem wystarczy zbadaé¢ zbieznosé jednostajng na
przedziale [0, 400). Zbadajmy zbieznosé¢ punktowa

lim z(1+2%) ™" =0

n—o0

Zbadajmy zbieznosé¢ jednostajna. W tym celu policzymy pochodng, by znalez¢ maksimum funkcji

fo(z)
filx)=1+2*)" —2-20(1+ 22" = (1 +2%) " (14 2*(1 —2n))

zatem
fllx) =0 1+2°(1-22) =00 =

n

1
van —1

W tym punkcie funkcja osiaga maksimum. Dalej mamy

li 1(1+1)—"0—%0

im —— =0-e 2=
n—oo /21 — 1 2n —1

Zatem ciag jest jednostajnie zbiezny do zera.

Zadanie 12.

Zbadaé zbieznos¢ jednostajna na prostej ciagu f,(z) = In (1 + ﬁ)

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze funkcja jest parzysta, zatem wystarczy zbadaé zbieznosé jednostajng na przedziale
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[0,400). Zbadajmy zbieznosé¢ punktowa

1
. . 3 _

Zatem jako, ze ciag jest zbiezny punktowo do funkcji nieciaglej, to nie jest zbiezna jednostajnie.

Zadanie 13.
Czy funkcja f(z) = In(2 4 sinz) jest jednostajnie ciagla na R?

Rozwigzanie:
Funkcja jest ciagta, okresowa i ograniczona, zatem jest lipszycowsko ciagta. Stad wynika, ze jest
jednostajnie ciggta.

Zadanie 14.
Zbada¢ jednostajna ciaglos¢ funkeji exp(1 + %) na zbiorach: [0, 00), R, [0,1] oraz (—oo, 0].

Rozwigzanie:

Dla z > 1 mamy e'** > ¢*. Funkcja e” nie jest ciagta jednostajnie, zatem e rowniez nie jest
ciagle jednostajnie. Funkcja nie jest wiec ciagla na zbiorze [0,+00) oraz R. Zbadajmy ciaglosé
jednostajna na [0, 1]

1423

. 3 . 3
lim e' ™" = ¢2 lim el ™ = ¢
r—1 z—0

Zatem jako, ze funkcja ma skonczone granice, to jest ciagla jednostajnie na [0,1]. Zbadajmy
ciaglosé jednostajna na (—oo, 0]

lim e'**’ =0
Tr——00

Zatem rowniez na przedziale (—oo, 0] funkcja jest ciagla jednostajnie.

Twierdzenie: Niech dla kazdegon € N f, : A >R g, : A = RiVeeafn(z) > 0. Zalozmy,
tez, ze dla kazdego x € A ciag (f(x))nen jest nierosnacy. Jezeli

(Abel) Szereg > g, jest jednostajnie zbiezny i funkcja f,, jest ograniczona

n=1
lub
(Dirichlet) Sumy czesciowe szeregu » . g, sa wspolnie ograniczone, a ciag ( f,,) jednostajnie dazy
n=1
do zera

to szereg > fngn jest jednostajnie zbiezy.

n=1
Zadanie 15.
Wykazaé¢ niemal jednostajng zbieznos$é szeregu ’;ﬁ“jf cos(mnz) na (0,1).
n=1
Rozwigzanie:
2
Pokazemy, ze funkcja f : (0,00) — R f(x) = ’;1;—+f jest ograniczona. Oczywiscie f(z) > 0.
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Ponadto
lim f(x) =0
oraz ,
. ) x? In“x
wlggof(x):mh—{gon—i—l T =1-0=0

Zatem f(z) jest ograniczona, poniewaz jest ciagla. Wezmy dowolny przedzial I = [a,b] C (0,1).
Mamy

. 1
u sin % cos W
g cos(kx) = —
sin Z
k=1 2
zatem dla kazdego = € I zachodzi
: 1
- sin 272 cos ("+2)”
E cos(kmx) = —
sin Z*
k=1 2
. . . nin?n - .
zatem szereg jest ograniczony. Sumy szeregu ) cos(nmx) sa ograniczone, ponadto 77+ jest jed-

nostajnie zbiezne do 0. Zatem z twierdzenia Dirichleta szere ”12n2" cos(mnx) jest zbiezny
J g (71
n=
jednostajnie. Zatem szere ”12n2” cos(mnx) jest niemal jednostajnie zbiezny na (0, 1).
j j g Y e j j j
n=1

Zadanie 16.
Niech f, : [0,1] — R beda dane wzorem

fulx) = 2% + n®z exp(—nz?)

Zbadaé zbieznos¢ punktowa i jednostajna ciagu (fn)nen na [0, 1] w zaleznosci od « > 0.

Rozwigzanie:

Zbadajmy zbieznos¢ punktowa
. o an® 2
lim 2"+ — ==
n—o00 enz

Aby zbadaé¢ zbieznosé jednostajna wystarczy pokazac, ze g,(x) = :ﬁ; zbiega jednostajnie do 0.

Zbadajmy wiec zbieznos¢ jednostajna g, w zaleznosci od parametru «. Liczymy pochodna

2 2
n®e" — rn*2nze™ n%(1 — 2x°n)

/ _ —
gn (.T) - €2nx2 - 6”12

Zatem

g () =0c1-22°n=0< |z _ L
" V2n
Liczymy granice w krancach przedziatu i w ekstremum

n—oo

9n(0) = 0" 0

n® nooo
n(l) = — 0
g(1) = —
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oraz
a 1 0 dlaa < 3
1 N o oo 2
gn( ): =T too dlaa >4
V2n e2 1 da o — L
V2e aa=3

Zatem ciag jest zbiezny jednostajnie do 0 dla o < %

Twierdzenie: Niech dlan € N funkcje b, : [a,b] — R beda rézniczkowalne. Jezeli szereg > b/,

n=1

jest jednostajnie zbiezny na [a, b] i dla pewnego x € [a, b] zbiezny jest szereg liczbowy > b, (),

n=1

to szereg > b, jest zbiezny jednostajnie na [a,b] a jego suma jest funkcja rozniczkowalng. Co

n=1
wiecej
oo b o
(Sn) -3n
n=1 n=1
Zadanie 17.
Wykazaé, ze funkcja okreslona jako suma szeregu
o0 6
x
f(.lf) - % xG i n6

jest dobrze okreslona i ma ciaglta pochodna na zbiorze [0, 00).

Rozwigzanie:
Chcemy zbadaéd, czy dla x € [0, 00), szereg > xﬁi—ﬁn@ jest zbiezny
n=0

6
chi_nG - nSx® n—oo g
w0 (1)
zatem na mocy kryterium poréwnawczego, szereg ten jest zbiezny. Zatem funkcja jest dobrze
okreglona. Zbadajmy, czy funkcja jest rozniczkowalna na przedziale [0,b] dla b > 0. W tym celu

zbadajmy zbiezno$¢ jednostajna szeregu pochodnych

z6+ns) (26 4 nb)2

n=0 n=0
Mamy
o o0
Z 6nSx® =, 6n%p° 60°
6 6 12 6
n=0 [L’ —|—7’L n=0 n n=0 n

Zatem jako ze szereg liczbowy Z # jest zbiezny, to na mocy kryterium Weierstrassa, zbiezny jest
n=0

6n8z°

niemal jednostajnie na przedziale [0, +00) szereg > aommE- Latem funkeja f (x) jest rozniczko-
n=0

walna na [0,400). Teraz skorzystamy z tego, ze granica niemal jednostajnie zbieznego szeregu
funkcji ciaglych jest funkcja ciagta. Zatem pochodna f(z) jest ciagta na [0, 00).
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Zadanie 18.
Niech funkcja f bedzie okreslona szeregiem potegowym:

e’} bn
f(fE) = Z o 1{L‘TL+1’ gdZie bn — sin % + cos %
n=0

a) Wyznaczy¢ wszystkie punkty zbieznosci tego szeregu,
b) Wyznaczy¢ funkcje f wzorem jawnym przez funkcje elementarne

c) Znalez¢ funkcje F', taka ze F'(z) = f(x)
d) Znajac funkcje F' obliczy¢ sume szeregu »_ oF
n=0

bn
1)(n+2)

Rozwiazanie:

a) Punkty zbieznosci tego szeregu wyznaczymy ze wzoru Cauchy’ego-Hadamarda

li \"/ bn li 1/ L 1
11m su — = 11In su —_— =

Zatem szereg jest zbiezny dla x € (—1,1). Dla x = 1 szereg wyglada nastepujaco

=\ b, = 1 1
~ N (=)
2= 2 <2n+1+2n+2)

Jako, ze (ﬁ + 2n1+2) jest zbiezny do zera, to z kryterium Leibniza, szereg jest zbiezny.

Analogicznie mamy dla x = —1. Zatem punkty zbieznosci szeregu to [—1, 1].

b) Na przedziale (—1,1) funkcja f jest rozniczkowalna. Zatem pochodng funkeji obliczymy
rozniczkujac wyraz po wyrazie

- 1+=z
1422

NE

(sin % + cos %) " = Z(—l)”(l +x) - 2™

n=0

Flx) =) baa" =
n=0

Il
o

n

Catkujac funkcje f’ mamy

1 1
f(x) = / 1 :;dfb = arctanx + 5 In(1 + x2) +C
Jako, ze f(0) =0, totez C' = 0, skad
1 2
f(z) = arctanz + 3 In(1+ z?)

145



Cwiczania z analizy matematycznej 1.2 Marysia Nazarczuk

¢) Znajdzmy funkcje pierwotna dla f(x)

= arctanx
/arctan xzdr = /

! 1
f_1.2+1

1
= grarctanx — cxdx =

g=2x 1+ 22

1
= rarctanx — 3 In(1+ 2% +C

! 2z

1 fIn(1 + 2?) =22 | =z / 2r o«
/2n( + ) g=z g—1 2n( +2%) " 5T

— gln(l + 2%) — x + arctanx 4 C

Zatem na przyktad F(z) = (1 + z)arctanz 4+ 22 In(1 + 2%) — 2
d) Jako, ze

o) bn .
f(z) :Zn+1x +1
n=0

oraz F'(x) = f(x), totez calkujac wyraz po wyrazie w szeregu mamy

> b i b
F — n n+1d — n n+2
(z) ;/n—le v Z(n+1)(n+2)m

n=0

Zatem

Z(n+1)(n+2):F(l)ZQ'Z-I—O—l:E_l

n=0

Zadanie 19.
Niech f:R — R bedzie funkcja ciagta, nieparzysta i okresowa o okresie 4. Zbadaé, czy szereg
S~ L)+
Vn? 4+ cosx

n=2
jest jednostajnie zbiezny na R.

Rozwiazanie:
Przyjrzyjmy sie kolejnym wyrazom licznika

f2—-2), f2+4x), fA—2), fA+2z), f(6—2x), f(6+x), ...
Jako, ze f jest nieparzyste, czyli f(z) = —f(—x), to mamy
f@-2)=—flz-2)=—flx-2+4)=—f(z +2)

fd—2)=—=flz—4)=—flr—4+4+4)= f(x +4)
f(6—2)=f(6—2—4)=f(2—1)
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Niech wige f(2 —x) = a oraz f(4 — x) = b, wowczas kolejne wyrazy mianownika to
a, —a, b, —b, a, —a, b, —b, ...

Aby pokazaé, ze szereg jest jednostajnie zbiezny na R, skorzystamy z kryterium Dirichleta. Sumy

1 .
e — zbiega

jednostajni(; do zera. Ciag ten zbiega punktowo do zera. Zbadajmy wiec zbieznos¢ jednostajna.
W tym celu policzymy pochodna by znalezé ekstrema

czesciowe Y f (2| %] + (—1)"™z) sa ograniczone, zatem wystarczy pokazac, ze
n=2

d 1 sin x

dr\/n? + cosz 2(n? + cosx)2

Dlan > 1 mamy f'(x) =0 < sinz = 0 < x = kn. Dla x = 2k7 funkcja osiagga minima, poniewaz
cosz = 1. Dla z = 7m+ 2k~ funkcja osigga maxima, poniewaz cosz = —1. Zatem dla tych punktow,
w ktorych funkcja osiaga maxima, mamy

1
lim ———= =0

n—oo /M2 — 1
1

zatem funkcja T jest jednostajnie zbiezna do 0, czyli szereg

= f2l] + (1))
Z_; Vvn? + cosx

n

jest jednostajnie zbiezny na R.

Zadanie 20. | . .
Niech f(z) = €. Obliczy¢ hII(l) f(sinz)—sin f(z)) (Smm);f‘nf ()

T—
Rozwiazanie:

Chcemy policzy¢ granice

.2 2

esin®x_q . e 1
i 1—sin? z s < 1—22 )
1m

z—0 334

Skorzystamy z wielomianéw Taylora

sinz =2 — — + o(z?)

sinz = 2 — %—1—0(3&4)
r? 23 2t
e =14x+ "=+ + = +o(z?)

2 3! 4l
2
4
. y 4 <x2 -+ 0(1:4))
I I (952 - % + 0(334)) + =
lA 4 4
= 1+ (x2—§+o(x4)> + = +o(z*) =1+ 2>+ = + o(z?)
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i2 2 ZA 4
St —1l=ux +€—|—o(x)
24
1—sin2x:1—x2+§+0(x4)
sin? x 2 zt 4 4
-1 r*+ = tolx 7
€ —— = 64 ( ) :J}2+i+0<l’4)
1 —sin“z 1—:1:‘2—1—%—1—0(1'4) 6

Dalej mamy
4

e’”2:1+x2+%+0(9§4)

e —1l=a"+—+o(z")

2
2 2, zt 4 4
e —1 2+ % +o(a?) , 3z A
1—22 1 — a2 - +7+0(as)
2
= _ ] 3 4 4
sin (61 — ) = sin (332 + % + 0(9(;4)) =%+ - + o(z?)
Zatem
2 2
1—sin2:v_sm<1—x2> = —|—7+0(:1: )—x —T—i—o(x )=—=x
Skad mamy
sin“ x . 612*
. elfsin;m1 — s ( 1—1‘21) —%1’4 1
alelgtl) x4 )
Zadanie 21.
. . . . l e o
Obliczy¢ granice glgli% = (—(1+:c) T 1).
Rozwiazanie:
Gdy liczymy granice, to otrzymujemy symbol nieoznaczony 8. Ponadto x jak i (1+1 I sq roéznicz-
kowalne, zatem mozemy skorzystaé¢ z reguty de’Hospitala
1 /
im = —— 1) =lim | —"— —1) -1
z—0 21 (1+x>5 x—0 (1+&3)5
Policzmy wiec pochodna wyrazenia (1; T
L S JEPEE (T DL (R S RYF e I S m(1+2) - 75
de (1 +2)z dz dx x (x+1)= x2

Zatem

!
1 In(l+2z)— 2
m-—— 1) =tim | —"— 1) -1=1lim—> . ( 2) Ltz
z—0 (]_ + x); z—0 (1 + ZL‘)E z—0 (l‘ + ]_); x
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. . . In(4r) - . .
I dazy do e przy x — 0, natomiast wyrazenie % znowu jest symbolem nie-

In(14z)— 7=
In(i+2)— 15 przy x — 0, a nastepnie skorzystajmy

2
z arytmetycznych wlasnosci granicy, by obliczy¢ szukang granice

Wyrazenie —
(z+1

oznaczonym 8. Policzmy wiec granice wyrazenia

$2
In(l+2) — 1% (x -5+ O(IQ)) —(z—a"+o(z?) 1324 o(s?)
x? - x? - x?
zatem . - )
limln<1+$>_m 5T +0(m):1
z—0 x? x? 2
skad
In(l+2z)— == 11 1
lim I ( ) 1+e = lim--—-—=—
z—0 (x + 1); 2 z—=0e 2 2
Zadanie 22. i ( )
COSTIn(2+tan? t)dt
Obliczy¢ granice 1im Vo —
z—0
Rozwiazanie:
Dla g € <:1:§, 1 — cos :c) mamy
_ fl 2% In (2 + tan?t) dt ‘ f 2 In(2 + tan t)dt + [} In(2 + tan?t)dt
lim 5 = lim
x—0 €x x—0 :L'Q
7
z3 l—cosx
— In(2 + tan?)dt In(2 + tan®t)dt
= lim f5 ( 5 ) lim f(s ( 5 )
z—0 €T z—0 X

Skoro dla x — 0 mamy 25 — 0 oraz 1 — cosx — 0, to rowniez 6 — 0. Zatem dolne i gorne
granice catkowania w obu catkach daza do zera, wobec czego cale catki dazg do zera. Mamy wiec

doczynienia z granicg niewtasciwa postaci %, zatem mozemy zastosowaé regute de’Hospitala

l—coszx

I Jyor I(2+tan’t) dt . In(2 + tan*(1 — cosz)) - sinz — In(2 + tan? Va7) - V2t
20 72 = 2% oy =
In2 In2
= —240=-=2
2 2
Zadanie 23.

Obliczy¢ grach hm ? \/ 16n2 — (45 — 2)2.

Rozwiazanie:

: L dn & 45 —2\?
lim —Z\/lfin? (47 —-2)? = lim — 1- =

n——+oo 4n?2 n—-+00 4n2 4n

23—1
= lim - 1—
HE&OMZ\/
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Jest to suma catkowalna dla funkcji f(z) = v/1 — x2. Dlugos¢ przedziatu to 1, gdyz mamy n czesci
o dtugosci 711

e Przedzial [0, 1]

e Podziat P = {L} == cayliz; —x; =2

,,,,,,

e Punktowanie w srodkach, czyli {(P) = {&,...,&,}, gdzie § = Z=1 = 21

1
lim —Z\/16n2 (45 —2)? = /\/1—x2d:v:
0

n—-+o0o TL

jus

B r=sint | 2 2 - 2 B
= dw:costdt_/o cos”t dt = (cos2t+1) dt =

1 [m B
= —/ Cosxdx+/21dx:
2 Jo 0

-0+

N —

NN

T
4

N | —

Zadanie 24.
Uzasadnié¢, ze dla dowolnej funkcji ciagtej f : [0, 1] — R prawda jest, ze

| artsinarie =5 [ sisinayd

Rozwiazanie:

=T _
=3 €T

Zy da Z—/Tr (W—y)f(sin(ﬂ—y))dyz/Oﬂ(ﬂ—y)f(siny)dy

/7r xf(sinz)dr = R
o -
= 7 [ f(siny)dy — /0 yf(siny)dy

0
/ xf(sinx)d / f(sinx)d.
0

Zadanie 25.

Dana jest funkcja ciagta f : R — R. Udowodni¢, ze

Skad

a) fog <sinx flzgﬂ f(t)dt) dx =2 fog zeosxf(z? + 1)dx

) fog (Sill.f 1lnac—i-l f( )dt) dr = foz Cojf 11’1(.1} + 1))d$‘ — f()l f<x>dl’

Rozwiazanie:
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a) Niech F(z) to funkcja pierwotna f(z), czyli F(z) = [} f(t)dt, bo wowczas F'(z) = f(z).

Skorzystamy z calkowania przez czesci dla f(z) = 1I2+1 f(t)dt oraz ¢'(x) = sinx

[ (e [ oY (17 0] (cc3) - (f 0) -
.

Wl

(= cosa) - </1+ f(t)dt) da

Zarowno pierwszy skladnik jak i drugi sktadnik sie zeruja. Ponadto mamy

</Ix 1 f(t)dt> — (F(a*+1) = F(1)) = (F(&* + 1)) = 2z - f(a® + 1)

zatem
3 2 +1 3
/ (sinx/ f(t)dt) dex = / cosz - 2z f(z® + 1)dx
0 1 0
b) Skorzystamy z calkowania przez czesci dla f(z) = flln(xﬂ) f(t)dt oraz ¢'(x) = sinx. Mamy
1
"= f(1 1)) -
g =fnz+1) ——
zatem
5 In(z+1) In(z+1) = 5 COS T
/ sin:r;/ f(t)dt ) de = —cosx/ f)dt |; +/ - f(ln(z +1))dx =
0 1 1 0o r+1
- /Of(t)dt+/g O rin(z + 1))dx
N o r+1
Zadanie 26.

Niech f : [0,2] — R bedzie funkcja ciagla na [0, 2] i r6zniczkowalna na (0, 1) oraz na (1, 2). Ponadto
zatozmy, ze
lim f(z) = lim f'(zx)=9g€R
z—1+

r—1—

Udowodni¢, ze f(x) jest rézniczkowalna w o = 1 oraz f/(1) = g. Czy f jest klasy C((0,2))?

Rozwigzanie:
Aby udowodnié, ze funkcja jest rozniczkowalna w 1, pokazemy, ze

o JUER = F) R = (1)

h—0t h h—0~ h

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej dla funkeji f(t) na przedziale (1, x) wiemy, ze funkcja
jest ciagla i rozniczkowalna, zatem istnieje takie £(z) € (1,z), ze

flz) =)

z—1

= ['((x))
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r—1

+
czyli jako, ze {(x) "= 1T, to mamy

lim flz) = f1) = lim f’

z—1+ rz—1 z—1+

€(x) =g

oraz analogicznie dla f(t) na przedziale (x,1) istnieje &(x) € (x, 1), ze

TOZTE) _ ey
skad
Jim H = i e =

Zatem rzeczywiscie

SR =S L fR) = (1)
h—0t h h—0— h

czyli funkcja jest rézniczkowalna w x = 1 oraz f'(1) = g.

Skoro lim+ f'(x) = lim f'(x), to znaczy, ze f’ jest ciagta w 1.
z—1 r—a~

Twierdzenie: Jezeli f: (a —¢,a+¢€) — R jest ciagla oraz rézniczkowalna na (a — €, a) oraz
(a,a+ €) i ponadto lim+ f'(x) i lim f'(x) istnieja i sa skoriczone to f jest rézniczkowalna w a
T—a r—a~
wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z) = lim f'(z)

r—a™t T—a~

Twierdzenie: (Twierdzenie Weierstrassa o przyjmowaniu kresow) W zbiorze f([a, b]) wartosci
funkeji ciagtej f na przedziale [a, b] istnieje element najmniejszy f(c) oraz element najwiekszy

f(d).

Zadanie 27.
Niech f : R — R bedzie funkcja ciagta taka, ze lim f(z) = lim f(z) = M. Uzasadni¢, ze f

przyjmuje maximum lub minimum w jakims punkcie zy € R.

Rozwigzanie:

Przypadek, gdy f jest stata jest przypadkiem trywialnym. Zalézmy wiec, ze f nie jest stata.

Istnieje wiec zp € R, ze f(xg) > M lub f(z¢) < M.

Rozpatrzmy przypadek, gdy f(x¢) > M. Skoro lim f(z) = M, to istnieje takie ny € R, ny > xq, ze
T—r00

dla kazdego = > n; zachodzi |f(x) — M| < €, dla kazdego e; > 0. W szczegolnosei f(zg) > f(x),

zatem maximum nie bedzie znajdowaé sie na przedziale [ny,+00). Skoro lim f(z) = M, to

T——00

istnieje takie ny € R, ny < xg, ze dla kazdego x < ng zachodzi |f(x) — M| < ey dla kazdego

gg > 0. W szezegolnosei f(xg) > f(x), zatem maximum nie bedzie przyjmowane na przedziale

(—o0,n2]. Wobec czego na przedziale [ng, n] istnieje element najwiekszy i element najmniejszy,

na podstawie twierdzenia Weierstrassa o przyjmowaniu kresow. Niech 27 € [ng,n1] to punkt w

ktorym funkcja osigga najwieksza wartosé na przedziale [ng, nq|, wowezas f(z1) > f(zo) > f(x)
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dla z € (—oo,n2] U [ng,+00). Mamy réwniez f(z1) > f(z) dla © € [ng,n4], zatem f(z1) jest
maximum funkcji f na R.

Analogicznie dowodzimy, gdy f(xg) < M.

Zadanie 28.
(o]
, . .. L, . |
Wyznaczy¢ przedzial zbieznosci szeregu et
n=1
Rozwigzanie:

Niech a,, = 2. Wiemy, ze jezeli lim |“‘ +|1‘ = g, to réwniez hm Y/|an| = g. Mamy
n—oo

n . "l . Jo
hm |a +1| = hm ( n ) = — = llm \ |an|
n—00 e

o0
| . o . . .
Zatem szereg > L-x™ jest zbiezny na (—e,e) na mocy twierdzenia Cauchy’ego-Hadamarda. Po-
n
n=1
zostaje zbadaé jeszcze zbieznos¢ szeregu dla x = e oraz dla x = —e. Zbadajmy zbiezno$é¢ szeregu

w x = e. Niech b, bedzie n-tym wyrazem szeregu. Wowczas

bn+1: n n-eZ n (n+1 n:l
b, n+1 n+1 n

zatem na mocy kryterium D’Alemberta, szereg ten jest rozbiezny. Zbadajmy zbieznos¢ w x = —e.
Mamy woéwczas

)

nl
™
n=1

Dla dostatecznie duzych n, m@g nlen jest rosnacy, zatem nie jest spelniony warunek konieczny

zbieznosci szeregu, czyli w © = —e szereg jest rozbiezny. Zatem przedzial zbieznosci szeregu to
(—e,e).
Zadanie 29.
( 1)+l S 1
Udowodnié, ze Z = =
n=1 n=1
Rozwigzanie:

Przypomnijmy, ze
(1 + 2) l‘2+$3 x4+
r)=2x——4+———+...
2 3 4
Mamy wiec
— (—1)n*! 1 1 1
Z =l—-4-—~+...=In(1+1)=1n2
— 3 4
oraz

e _12 _13
L_ 1 + ! + ! +...:—<—1—( ) +(32) —...>:—ln(1—%):1n2

n-2» 1.21 2.22 3.23

zatem
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Zadanie 30.
Zbadaé¢ zbieznos¢ calek

Inz dr

1
a) fo Viz2?
dx

b) [0 ——
2 Ja(z—1)(z—2)
Nz w zerze i jedynce

Rozwigzanie:
a) Zbadajmy zbieznos$é¢ funkcji podcatkowe; T
Inz 2 1 ) V1—2?
= lim —=% =lim———=0
Cp— r—1 ,1'2

i;n%\/l_ma r—1 —
. Inz B
230 VIi—az® OO

Zatem musimy zbadaé zbiezno$¢ catki w zerze. Skorzystamy z kryterium pordéwnawczego
1
=1

Inz
Vi—a? .
= = lim —— =
z—=0 /] — 1'2
Inz_ 71 jest zbiezna.

lim
z—0 Inx
V1—z2

. . 1 . . o 1
zatem jako, ze calka fo In x jest zbiezna, to réwniez caltka fo
w dwdjce i nieskonczonosci

S S
v z(z—1)(z—2)

b) Zbadajmy zbieznos¢ funkcji podcatkowej

) 1

im =

z=o0 \fa(z —1)(z — 2)

li ! +
im = 400

e=2t \Jx(r — 1) (2 — 2)

Podzielmy wiec catke na dwie catki
> 1 > 1 > 1
dx :/ dx +/ dz
/2 Va(r —1)(z —2) 2 Va(r—1)(z —2) 5 Va(r—1)(z—2)
—L ___drw
z(x—1)(x—2)

i zbadajmy zbieznos¢ kazdej caltki osobno. Zbadajmy zbieznosé catki f;o

8
ST

nieskoriczono$ci, korzystajac z kryterium poréwnawczego

lim =1
T—0 ——e—ee
z(x—1)(x—2)
zatem skoro catka [~ “rdz jest zbiezna, to rowniez catka [~ ————duz jest zbiezna.
5 .5 ! 5 z(z—1)(z—2)
L wowczas

(:r72)%

. Wezmy funkcje

S S
v z(z—1)(z—2)

Zbadajmy teraz zbieznosé calki f;
1
. z(z—1)(z—2) .
:L"ILI;EF 1 5 =0
(z—2)3
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Zatem dla z-6w dostatecznie bliskich dwojce, mamy

1 1
< 3
Vaz—1)(z—-2) (z-2)3
Zatem ze zbiezno$ci calki f25 ﬁdm wynika zbieznosé catki f;’ mdx. Zatem
x—2)3 z(zx—1)(x—

zbiezna jest calka

dx

/2 \/x(x—ll)(m— 2)

Wobec czego zbiezna jest rowniez catka

dx

/20O V(z —11)(x —2)

Zadanie 31.
Zbadaé¢ zbieznosé calki niewlasciwe; fol

o

%d:ﬁ w zaleznosci od parametrow a, 3 € R.

Rozwiazanie:
Podzielmy catke na dwie calki i zbadajmy zbieznos$é¢ kazdej catki osobno

1 _ « % _ « 1 - o
/ (—xlnx) dx:/ (—zlnx) dm+/ (—zlnx) ”
0o P+ (1+x)? o 8+ (14 x)? 1ol + (1 +2)?
Zbadajmy zbieznosé caltki
1 o a
/ (—zlnx) s
12?4 (14 )

Funkcja podcatkowa jest stalego znaku i jest asymptotyczna w 1 z funkcja (—Inz)
jest z kolei asymptotyczna z (1 — z)®. Mamy
0
= — / tdt
1
2

! =1—-z
ﬁ(l—x) dm:dt:—dx

calka ta jest zbiezna dla oo > —1.

[0}

. Ta funkcja

Zbadajmy zbieznosé¢ caltki

1

3 (—zlnz)®

/ (—zlnx) I
o 2+ (1+x)?
Dla 8 > 0 funkcja podcatkowa jest stalego znaku i jest asymptotyczna z (—xInz)* = |z lnx|*.
Dla a > 0 catka jest zbiezna, poniewaz funkcja podcatkowa jest ograniczona w zerze. Rozwazmy
wiec a < 0. Wowezas [Inz| > 1 dla z € (0,1), zatem z|Inz| > z. Na przedziale (0,1) mamy
wiec
lzlnz|* = (z]Inx])* < 2

1
Zatem catka jest zbiezna wtedy, gdy zbiezna jest calka f0§ x%, czyli gdy oo > —1.

Dla 3 < 0 funkcja podcatkowa jest stalego znaku i jest asymptotyczna z (—Inz)® - 2977 =
(z|Inxz|)*-z7#. Dla a > 0 calka jest zbiezna, poniewaz jej funkcja podcatkowa jest ograniczona w
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zerze. Dla o < 0 mamy (z|Inx|)® - 277 < 227P, czyli calka jest zbiezna, gdy a — 8 > -1 & a >
p — 1. Czyli w szczegdlnosci dla a > —1 (bo 5 < 0).

Ostatecznie otrzymujemy, ze catka jest zbiezna dla @ > —1 i 8 dowolnego.

Twierdzenie: (Nierownosé¢ Czybyszewa) Niech p(x) bedzie funkcja nieujemna, a f(z) i g(x)
obie beda albo nierosnace, albo obie niemalejace. Wtedy zachodzi

/ ') (@) / pag(a)ts < / plo)da- / T e

Zadanie 32.
Niech f :[0,1] — R bedzie funkcja niemalejaca. Wykazaé, ze prawdziwa jest nier6wno§é

1 1
3 d 2 d
/Of<x>ﬁxz /Of(x) v
Rozwigzanie:

Z nierownosci Czybyszewa dla p(z) = 1, g(z) = /x oraz f(z) = f(x) na przedziale [0, 1] mamy

/f da:/\/_d:c</dx/f Wrdr

Ponadto fol Vade = 2 oraz fol dr = 1, zatem

/0 fla)da- 2 < /0 ' fla)ade 3 /0 ' fa)ade > 2 /O fla)da
Zadanie 33.

Niech f : [0,00) — R bedzie pewna funkcja ciagla, a p pewna liczba dodatnia. Zakladajac, ze
ponizsza catka jest zbiezna, wykazaé, ze

o |
/ f(x”—i—x_p)ﬂdxzo
0 x

Rozwigzanie:
Podstawiamy x = e», gdzie u jest zmienng. Wtedy u = plnx, dx = ]%e?du = %a:du, czyli df = %du.
Przy tym dla z — 07 mamy u — —o0, a przy x — +00 mamy u — +o0o. Wiec

/ f (24 27P) D g = —2/ fle"+e " )udu =| 2coshu = " + e | = —2/ f(2coshu)udu
0 'y —0o0 p —00
Funkcja f(2coshu) - u jest nieparzysta, zatem catka wynosi 0. Skad

e |
/ flaP +z7P) ﬂdw =0
0
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