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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy II.1

Cwiczenia 1
Normy w R", iloczyn skalarny

Definicja: Norma w przestrzeni X (typowo X = R") nazywamy funkcje || - || : X — R o
nastepujacych wlasnosciach:

1. dla kazdego x € X zachodzi ||x|| > 0, przy czym ||x|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0
(dodatnia okreslonos¢)

2. dla kazdego x € X i A € R zachodzi ||A - x|| = |\| - ||x|| (dodatnia jednorodnos¢)

3. dla kazdego x,y € X zachodzi ||x +y|| < ||x|| + ||y]| (nieréwnos¢ trojkata)

Definicja: Dla x = |x1,...,2,| € R" i p € [1,4+00], p-norma x nazywamy

1
n P
1|l = (Z Ixil”) gdy p < +oo  oraz ||x||e = max|z;|
i=1

Dla p = 2 méwimy zazwyczaj o normie euklidesowe;j.

Twierdzenie: (Nier6wnos¢ Holdera) Dla p,q > 1 takich, ze ]lp + é =1

1

) ( |yz'|q>
i=1

B =

5 o g0l < (ZH)

i=1 i=1

Zadanie 1.

Wykaz, ze norma euklidesowa || - ||2 spelnia aksjomaty normy.

Rozwiagzanie:

Chcemy pokazaé, ze funkcja F(xq,...,2,) = /2% + ... + 22 spelnia aksjomaty normy.

1. Mamy /2?4 ...+ 22 >0przy czym /23 +... +22 =0z =... =2, =0
2. Mamy /(A 212+ ...+ (A-2,)2 = [\ - V22 + ... + 22

3. Mamy

\/(m1+y1)2+...+(xn+yn)2§\/x§+...+x3+\/y%+...+y§@

) 2
& <\/(x1+y1)2+...—|—(xn+yn)2> < <\/x%—|—...—|—m%+\/y%—l—...%—y%) &

2:1:1x2+...—1—2:17nyn§2\/x%+...+x%-\/y%+...+y§l

Ostatnia nier6wnosé wynika z nieréwnosci Holdera.
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Zadanie 2.

Wykaz, ze || - |11 | - ||oc 52 normami.

Rozwigzanie:

Musimy wykazaé, ze funkcja F(x1,...,x,) = |z1] + ... + |2,| spelnia aksjomaty normy
1. Mamy |z1|+ ...+ |z,| >0, przy czym |z1|+ ...+ |z, =02 =... =2, =0

2. Mamy |A -z 4+ ...+ Az = A - (Jzo| + oo+ |2n])

3. Mamy |z1+y1|+. .-+ |xn+yn| < |z |y +. - Flon]+yn| = |21+ - A |2a] Fa ]+ 4 |yl

Zatem || - ||; jest norma.
Musimy wykazaé, ze funkcja F(z1,...,x,) = max{|z1|,...,|z,|} spelnia aksjomaty normy
1. Mamy max {|x1],...,|z,|} > 0, bo modut jest dodatni, przy czym max {|z1|,...,|x,|} =0
wtedy i tylko wtedy, gdy |z1| = ... = |z,| = 0.
2. Mamy max {|\x1|,..., | \x,|} = || - max {|z1], ..., |za|}

3. Mamy max |z; + g < max (joi| + [y:]) < max |o:] + max |y
Zatem || - ||« jest norma.

Zadanie 3.
Sprawdz, czy nastepujaca funkcja jest norma w R”

a) f(z,y) = /162 +y?

b) f(x,y) = /1622 + 42 + |z + y|
c) fx,y) = /5[ +yP + ly|
d) fla,y) = 1P + [y
Rozwiazanie:

a) Sprawdzmy, czy f(x,y) = /1622 + y? spelnia aksjomaty normy

1. Oczywiscie f(x,y) = /1622 +y? > 0, przy czym f(z,y) = /1622 + y?> = 0 wtedy i

tylko wtedy, gdy = = 0 oraz y = 0.
2. Mamy

FO@, Ay) = V16(A2)? + (Ay)? = [A[v/162% + ¢ = || f(z, y)

3. Musimy udowodni¢ nieréwnosé

\/16(3:1 +19)2 4 (y1 +1y2)? < \/16:15% + 92+ \/1635§ + 12 &

16(zy + 22)* + (g1 + y2)? < 1627 + yi + 1623 + y3 + 2\/161:% +yi - \/16953 + 5 &

32015 + 2y < 24/ (1623 +2)(1623 + 1) &
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10242252 + 1282120112 + 4y7y2 < 10242223 + 6422y2 + 64a3y? + 4ylys <

21129y1Y2 < (T192)° + (2231)? & 0 < (21y2 — Ton)?

co jest prawdziwe.

Zatem funkcja jest norma.
b) Sprawdzmy, czy f(x,y) = /1622 + 3% + |x + y| spelia aksjomaty normy

1. Oczywiscie f(z,y) = /1622 +y%> + |z + y| > 0, przy czym f(z,y) = /1622 +y2 =0
wtedy i tylko wtedy, gdy /1622 4+ y2 = 0 oraz |z + y| = 0, czyli x = 0 oraz y = 0.

2. Mamy

O, ) = VIBOW? + Q) + [ + Ayl = | (V1627 + 9 + o+ yl) = [ALf (2 )

3. Musimy udowodni¢ nieré6wnosé

V16(z1 +22)% + (Y1 + 32)2 + (21 4 22) + (41 +4o) <

<\ /1627 + yi + |z1 + 22| + /1623 + y3 + |y1 + y2|

W tym celu pokazemy, ze zachodza dwie nieréwnosci

\/16(3:1 +a9)2 4 (y1 +1y2)? < \/16:10% + 93+ \/1693% + 15 &

16(z1 + 22)* + (11 + y2)* < 1627 + yi + 1623 + 5 + 2\/16x% +yi- \/161'3 +y? e

321119 + 2y11ys < 2\/(16m% +y2) (1623 + y3) &
1024x725 + 1287179111 + 4ytys < 10242575 + 6423y + 64a5y; + dyiys <

20121y < (lUlyz) + (952y1) <0< (11y2 — 1'23/1)

co oczywiscie jest prawdziwe, oraz
(71 +22) + (Y1 + 42) < |21+ 22| + |y1 + yo|
co jest po prostu zwykla nieréwnoscia trojkata.
Zatem funkcja jest norma.
¢) Sprawdzmy, czy f(z,y) {’/W + |y| spemia aksjomaty normy

1. Oczywiscie f(z,y) = /5]z[> + |y[>+[y| = 0, przy czym f(z,y) = /5[x° + [y*+[y| = 0

wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 oraz y = 0.
2. Mamy

FO, Ay) = V/BINF + WP + Mgl = 1A (V51F + TP + Iyl) = 1AIf(2,9)
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3. Musimy udowodni¢ nieréwnosé

5|21+ @2l + yn + vl + |yn + vol < VBl 5 + [yil® + |yi| + V/5[22l® + |yt + [vel

W tym celu pokazemy, ze zachodza dwie nieréwnosci

I/Blzr 4w+ y1 + 3olP < B3P+ |y P + V5|2 + |l &
(VB 2), wn+ ) || < [[(VBrwm ||+ ]| (V5|

co jest prawdziwe, oraz
1+ ya| < |1l + |32

co jest po prostu zwyklag nieréwnoscia trojkata.

Zatem funkcja jest normg.

d) Nie jest to norma, poniewaz nie jest spetniony warunek dodatniej jednorodnosci w aksjoma-

tycznej definicji normy. Mamy

FO, Ay) = VAP + Myl # AV ]2+ [yl* = A - f

Definicja: Kula jednostkowa w normie || - || : R™ — R nazywamy zbior

Bi={z €R" | |ja]| <1}

Zadanie 4.
Naszkicuj kule jednostkowe w R? w normie || - ||, dla p =1, 2,2, cc.

Rozwigzanie:
Musimy naszkicowaé kule w R? spelniajace odpowiednio warunki

RN AN
o]+ [y < 1 ( i “f"-“') =

Ay Ay

'f.-':

".’-'1
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e 2
NEESTRS [zl <1 A Jyl <1

Ay by
: 1
I
- £
_ -
l ! —1 1
—1
-1
Zadanie 5.
Niech || - || bedzie dowolna norma w R". Wykaz, ze kula jednostkowa B = {a € R" | ||| < 1}
jest zbiorem wypuklym. Wywnioskuj stad, ze || - H% nie jest normg.
Rozwigzanie:

Wezmy x 1y lezace wewnatrz kuli B, czyli ||x|| < 1 oraz ||y|| < 1. Chcemy aby punkt Ax+ (1—\y)
lezat wewnatrz kuli B, czyli aby prawdziwa byta nierownosé |[Ax + (1 — \) y|| < 1. Mamy

[[Ax + (1= Nyl < MlIx][ + [T = Mlyll <A+ [T = A =1

Zatem kula B jest zbiorem wypuklym, bo kazda kombinacja wypukta punktéw z kuli nadal sie w

niej znajduje. Funkcja || - H% nie jest normg, poniewaz kula nie jest zbiorem wypuklym.
o=
Zadanie 6.
Znajdz norme na R?, o ile istnieje, w ktorej kula jednostkowa jest prostokatem [—1,1] x [—3,3].
Rozwigzanie:
Niech norma zadana bedzie wzorem ||(21,22)|| = max {|z1], §|x2|}, wowczas kula jednostkowa w

danej normie jest prostokatem [—1, 1] x [—3, 3].

Zadanie 7.
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Znajdz, o ile istnieje, norme na R? w ktoérej kula jednostkowa jest trojkatem réwnobocznym o
srodku w (0,0), ktorego jednym z wierzchotkow jest (1,0).

Rozwigzanie:
Nie istnieje taka norma, poniewaz gdyby istniala taka norma, to nie bytaby jednorodna (punkt
(0,1) nalezy do kuli, natomiast punkt (0, —1) nie nalezy do kuli).

Zadanie 8.

(charakteryzacja kul w dowolnej normie) Niech B C R" bedzie dowolnym zbiorem zwartym
(domknietym i ograniczonym), wypuktym, ktérego 0 jest punktem wewnetrznym (to znaczy 0 lezy
w B wraz z pewnym swoim otoczeniem) i symetrycznym wzgledem 0 (to znaczy x € B < —x € B).
Wykaz, ze B jest kula jednostkowa dla pewnej normy.

Rozwigzanie:
Zadajmy ,norme” takim wzorem, aby na krawedzi zbioru data warto$é 1, natomiast w pozostatych
punktach by skalowalta sie z mnozeniem przez skalar. Niech

1
||x||:inf{aeR+ ‘ —-XEB}
a

Pokazemy, ze tak zadana funkcja jest norma.

1. Zauwazmy, ze || — x|| = ||x|| > 0, poniewaz zbiér B jest symetryczny wzgledem zera. Zatem
funkcja jest dodatnio okreslona.

2. Mamy

1 1 1
)\{aGR ‘ —-xeB}:{/\aeR ‘ —-xeB}:{aeR ‘ —-(Ax)eB}
a a a

zatem A - ||x|| = ||\ - x||. Zatem zachodzi dodatnia jednorodnosé.
3. Niech x,y € R", wowczas ﬁ, HyTH € B. Kombinacja wypukta tych dwoch punktéow réwniez
nalezy do tego zbioru, poniewaz B jest zbiorem wypuklym. Zatem m € B, bo
xty Il x Il
I+ 1yl I+l Tl (] + iyl

Stad mamy ||x|| +|y||€ {a € Ry | L -x+y e B}, czyli

) 1
Il + Iyl 2 nt {a € e | SxtyeBf =[xty
Czyli funkcja spelnia nieréwnosé trojkata.
Zatem || - || jest norma. Jako, ze rowniez zachodzi rownosé

B={x||x[[<1}

to zbiér B jest kula jednostkows dla normy || - ||.
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Cwiczenia 2

Normy w R" iloczyn skalarny

Zadanie 1.
Niech || - || bedzie norma w R"™, zas L : R" — R" izomorfizmem liniowym. Wykaz, ze funkcja
F(x) = ||Lx]|| rowniez jest norma w R™.

Rozwiazanie:
Musimy sprawdzi¢ czy funkcja spetnia aksjomaty normy

1. Oczywiscie F'(x) > 0, poniewaz norma || - || jest nieujemna. Skoro L to izomorfizm, to kazdy
wektor zerowy przechodzi na wektor zerowy, czyli F'(x) =0 < x = 0.

2. Funkcja jest liniowa, poniewaz izomorfizm jest liniowy.

3. Z liniowosci L mamy ||L(x +y)|| = ||Lx + Ly]||, czyli z nier6wnosci trojkata mamy

IL(x +y)I| = [|Lx + Ly|| < [|Lx|| + || Ly]|
Zatem funkcja F' jest normag w R".

Zadanie 2.
Czy ponizsze funkcje zadaja normy w R? i R3?

a) f(z,y) = /a3 + 5y?

b) fla,y) = /5l +2[y[s
c) fz,y,2) = || +2|z]

d) flz,y) = exp(a® +y?)

e) flx,y,2) = /2 +y' + |2

Rozwigzanie:
a) Nie, bo dla a = (—1,0) mamy f(a) = —1, czyli nie jest spelniona dodatnia okreslonos¢.

b) Wektorowi (x,y) przyporzadkowujemy wektor (v/5z,v/5y), zatem f jest norma, bo || - ||5 jest
norma.

¢) Nie, bo dla ¢ = (0,1,0) mamy f(c) = 0, czyli nie jest spelniona dodatnia okreslonos¢.
d) Nie, bo dla d = (0,0) mamy f(d) = € = 1, czyli nie jest spelniona dodatnia okreslonos¢.

e) Dodatnia okreslonosé i jednorodnosé¢ sa oczywiste. Sprawdzmy nieréwnosé trojkata

V0zr+ x| + [y + wolt + |21 + 22| < ]zt + [n]* + Vw2t + g2l + |21] + |22

przy czym nieréwnosci pochodza od nieréwnosci trojkata dla normy || - ||4 oraz || - |];.
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Zadanie 3.

Wykaz, ze dla x € R™ zachodzi nieréwnosé ||x||, < ||x||,, gdy p > ¢.

Rozwigzanie:

Skoro ’5’ > 1. Niech F' to ’g—norma. Wowezas dla x = (zf,...,2%) mamy z nierownosci trojkata
dla normy

F((z9,...,27)) = F((z%,0,...,0)+...+(0,...,0,29)) < F((2%,0,...,0)) +...+ F((0,...,0,2%))

czyli po rozpisaniu mamy

(Z)sZ(( %)’ e (Zw)

Skad mamy teze.

1

SIS
3 =

n n n
<Y e (zw) < (zw)
=1 =1 =1

Zadanie 4.

Udowodnij, ze lim ||x][, = ||X]|oo-
p—0o0

Rozwigzanie:

Mamy nieréwnosci

1 n N 1

p P
max |z;| < <max |xi|p> <||x[|, = (E |$i|p) < (n max |:Bi|p> = {/n - max |z
1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

=1

Zatem z twierdzenia o trzech ciagach mamy lim ||x||, = ||X||c-
p—0o0

Definicja: Iloczynem skalarnym w R” nazywamy funkcje dwuargumentowa (, ) : R"xR"™ — R
o nastepujacych wtasnosciach

1. jest dwuliniowa, czyli (x +y,z) = (x,z) + (y,z) oraz (Ax,y) = A(x,y) dla kazdego A
2. jest symetryczna, czyli (x,y) = (y,x) dla dowolnych x,y € R”

3. jest dodatnio okreslona, czyli (x,x) > 0 o ile x # 0

Norme pochodzaca od iloczynu skalarnego ( , ) definiujemy jako ||x|| := 1/ (x, x).

n
Norma euklidesowa w R", a wiec ||(z1,...,2n)|]2 = 4/ > @7 pochodzi od standardowego iloczynu
i=1
skalarnego w R”. Z wtasnosci iloczynu skalarnego wynika, ze kazda inna norma pochodzaca od
pewnego iloczynu skalarnego jest postaci ||x|| = vVxAxT, gdzie A = AT jest macierza symetryczna

dodatnio okreslona. 7 wtasnosci takich macierzy wnioskujemy, ze w pewnej bazie ortonormalnej
norma taka ma postaé ||(xy,...,z,)|| = Z N2, gdzie \; > 0 to (rzeczywiste i dodatnie) wta-

snoséci wlasne macierzy iloczynu skalarnego A Stad kula jednostkowa o takiej normie to pewna
elipsoida.
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Definicja: Metryka w R™ nazywamy funkcje d : R” x R” — R o nastepujacych wtasnosciach
L. dx,y)=0&x=y
2. d(x,y) =d(y,x) (symetria)
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) (nieréwnosé trojkata)

Metryka jest zawsze nieujemna, poniewaz

0=d(x,x) <dx,y) +d(y,x) = 2d(x,y)

Metryka, norma i iloczyn skalarny sg ze soba scisle powigzane

|x —y| =dx.y)

norma - metryka
— N7
Ci
—_ !
Ixll = \/\x\\\ //
iloczyn
skalarny
Zadanie 5.
Udowodnij, ze jesli norma || - || pochodzi od iloczynu skalarnego, to spetnione sa réwnosci

a) |x+yll* +[[x = yl|* = 2[|x[|* + 2[|y]]*

b) (x,y) = (x+ylP?—I[x—yl)

Rozwiazanie:

a) Mamy
Ix+ ¥l +x—ylI* = (x+y,x+y) + (x -y, x—y) =

= (X, %)+ (x,¥) + (y,X) + (y,¥) + (x,x) — (x,y) — (y, %) + (y,y) = 2/|x|]* + 2||y|”

b) Mamy
Ix+ylP =[x -y’ =x+y,x+y) - (x-y,x-y) =

= (x,x) + (x,y) + (¥, %) +(y,¥) — (x,x) + {(x,y) + (¥, %) — (y,y) =
=2(x,y) +2(y,x) = 4x,y)

skad po podzieleniu stronami przez 4 otrzymujemy teze.
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Zadanie 6.
Udowodnij, ze jesli norma || - || speknia, dla dowolnych x,y € R™ tozsamosé

[l + 117 + [l = ylI* = 2[[xI* + 2/ly]*

to pochodzi od pewnego iloczynu skalarnego.

Rozwiagzanie:
Niech F(x,y) zadane bedzie wzorem F(x,y) = 1 (||x + y||* — |[x — y||?). Sprawdzmy, czy F(x,y)
jest iloczynem skalarnym

1. (Dwuliniowo$¢) Musimy udowodni¢, ze F(x +y,z) = F(x,z) + F(y,z). Mamy
Ix+y+zl*+x—y+zl|* = 2l[x+z|*+[[y||* & |x+y+all* = 2|x+z]*+2|ly|] - |[x—y+z|
oraz
[ty +2]* +ly —x+2|[* = 2|ly+2]P+[XI]” & [xty+2l]* = 2lly+z][*+2|x[|*~[ly—x+2]"
zatem

1 1
[ +y + 2l =[x + 2" + [ly + 2l]* + [[X]" + lIyII* = 5lx =y + 2|l = 5lly —x + 2"
Analogicznie
1 1
[ +y =2l =[x —z[[* +[ly = 2" + x| + [ly[]* = 5lx =y —2[]* = Slly =x — 2|

Mamy wiec

F(x+y,z) = S (Ix+y+ezl’—|x+y—z|f) =

1
(2l i+ 2P + I+ 12 = 5 llx =+ 2l
1
Sy = l®) = (b~ lly — [+ -
1 1
~glx =y =2l = 3lly - x—alP)) -

= (il = =2l + Iy + 2l — lly — 2™+

b =y —alP ~|ly —x+2l?) +

b (lly —x— 2l — x—y +2)) =
= Ll — =zl +ly + 2l lly — =) =
= L (x+all? =l —alP?) + (ly + 2l ~ lly — ) =
- F(x.2) + Fly.2)
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Dalej musimy udowodnié, ze F(A x,y) = AF(x,y) dla dowolnego A € R. Dla A € Z réwnosé
jest oczywista i wynika z prostej indukcji. Dla A € Q mamy \ = %, czyli

1 1 1
F(Ex,y> =p-F(—X,y) :p'g'F(—X,Y) ZB-F(q-—X,Y> =7 F(x,y)
q q q q q q q

F' jest funkcja ciagla, bo F jest zdefiniowane za pomoca normy, a kazda norma w R" jest
ciagla. Zatem rownos¢ F(A x,y) = AF(x,y) zachodzi dla kazdego A € R. Czyli funkcja
jest liniowa ze wzgledu na pierwsza wspolrzedna. Analogicznie pokazujemy, ze jest liniowa
ze wzgledu na druga wspotrzedna.

2. (Symetrycznosé) Sprawdzmy czy funkcja jest symetryczna. Mamy

(I +yl* == 1lly = x|*) =

1 =

F(x,y) = = (x+yl>—Ix-yl?) =

| =] =

= 3 (Ilx+y|”> = ly = x|*) = F(y.x)

Zatem funkcja jest symetryczna.

3. (Dodatnio okreslonosé¢) Sprawdzmy, czy funkcja jest dodatnio okreslona. Mamy

1
F(x,x) = 7 ([x+x[]* =[x =x|]") = [Ix|I* = 0

Zatem funkcja jest dodatnio okreslona.
Funkcja F' jest wiec iloczynem skalarnym. Dodatkowo funkcja ta generuje norme || - |-

Wnhniosek: Jesli norma nie spetnia tozsamo$ci réwnolegtoboku, to nie pochodzi od iloczynu ska-
larnego.

Zadanie 7.
Rozstrzygnij, dla jakich p € [1, +00] norma || - ||, pochodzi od iloczynu skalarnego.

Rozwiazanie:
Pokazemy, ze dla x = (1,1) i y = (—1,1) nie zachodzi tozsamos¢ rownolegltoboku dla normy

1l p# 2. Mamy |[x+y]l, = (7427 =2, |[x=yll, = (@ +07)r =2, ||x]|, = (1" +17)7 = ¥/2
1
oraz ||y||, = (17 + 17)» = {/2, zatem dla p # 2 mamy

[1x + ¥l + [1x = yII” = 8 # 44 = 2/|x||” + 2l|y |l

Zatem p-norma nie pochodzi od iloczynu skalarnego dla p # 2. Dla p = 2 pochodzi.

Zadanie 8.
Udowodnij, ze kula jednostkowa w dowolnej normie na R” jest zbiorem wypuklym, otwartym,
ograniczonym oraz symetrycznym wzgledem zera.

Zadanie 9.
Udowodnij nieréwnosé¢ trojkata dla p-norm (nieréwnosé Minkowskiego). Niech x,y € R", p > 1,
wowezas ||x +yllp < [[x||, + [[yllp-

13
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Rozwigzanie:
Uzyjemy nieréwnosci Holdera. Z nieréwnosci trojkata mamy

R e I e T R i N e S A N R 7 L

7 nieréwnosci Holdera mamy

p—1

1
> il + P D vl s+l < (Z|:Bi|p>p'(2‘xi+yz’|p> © o+

+ (Z Iyil”); - (Z |z + yil”) v

czyli

p—1

Z|$i+yi|p§ <Z|$z‘+yz‘|p> P (<Z|xz|l’>;+ (Z|?J@|P>;>

Skad

=

(S ) < (Sher) + (X )’

14
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Cwiczenia 3

Normy w R”, iloczyn skalarny

Zadanie 1.

(punkty na brzegu kuli to punkty o normie réwniej jeden) Rozwazmy pewna norme ||- || w
R™ i jej kule jednostkowa B C R™. Dla ustalonego x € R™\ {0} rozwazmy promien R = {t-x |t >
0}. Pokaz, ze wowczas istnieje doktadnie jeden wektor xo € R taki, ze xo € 0B. Ponadto ||xo|| = 1
ijesli x = a - xg, to ||x]| = a.

Rozwiazanie:

Skoro R i B to zbiory wypukte, to R N B to odcinek taczacy punkt 0 z pewnym punktem xg.
Norma rosnie liniowo na R oraz ||y|| < 1dlay e RN Billy||>1dlay € R\ B. Stad ||xo|]| =1

i jest to jedyny punkt na potprostej R. Jesli x = a - xo, to [|x|| = ||a - xo|| = a - ||x0| = a.
Zadanie 2.
Kula jednostkowa pewnej normy || - || w R? opisana jest nastepujaco

B=[-11]x[-11JU{(z,y) | (¢ = 1)* +y* <1} U{(z.y) | (& +1)* +y* < 1}

Wyznacz normy wektorow (1,0), (0,5) i (9,3). Wykaz, ze rozwazana norma nie pochodzi od
iloczynu skalarnego.

Rozwigzanie:
Jesli wektor v lezy na brzegu B, to ||v|| = 1. Zatem jesli przedstawimy wektor x w postaci x = a-v,
gdzie v € OB, to ||x|| = a.




Cwiczenia z analizy II.1 Marysia Nazarczuk

Aby wyznaczy¢ punkt v taki, ze (9,3) = a- v dla pewnego a € R musimy rozwiagza¢ uktad rownan

(r —1)2+ 122 =1 roéwnanie polokregu

{y = %x réwnanie prostej wyznaczonej przez wektor (9, 3)
5

Rozwiazaniem bedzie x = 0 lub x = % (pierwszy przypadek odrzucamy), skad

oon=s [0 w (23)eo

Pokazemy teraz, ze norma nie pochodzi od iloczynu skalarnego. Niech x = (1,0) i y = (0,1).
Wtedy (x £y) = (1,%+1) € 9B oraz

1
-+ yI2+ =yl = 1210 £ 2 (14 5) =2 (Il + i)
Nie jest wiec speliona tozsamosé réwnolegtoboku, wiec norma nie moze pochodzié¢ od iloczynu
skalarnego.

Zadanie 3.

Niech || - || bedzie norma w R? w ktorej kula jednostkowa jest wielokatem o wierzchotkach
(1,2),(0,3),(-1,2),(—1,-2),(0,-3) oraz (1,—2). Oblicz normy wektorow (2,0),(0,1),(4,1) i
(1,4). Rozstrzygnij, czy rozwazana norma pochodzi od iloczynu skalarnego.

Rozwiazanie:
Narysujmy kule B

|

Y

Przedstawmy kazdy wektor w postaci X = a - Xq, gdzie xq € 0B. Mamy

-(0,3), (4,1) =4- (1&) oraz (1,4) = g (g) %)

16
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Przy czym oczywiscie (1,0), (0,3), (1,1), (2,12) € 0B. Zatem

12, 0[] = 2-J[(1,0)I] = 2, [I(0, D)[| = 5 - [I(0,3)[| = 3

r|<4,1>||:4-H( )H—“m“” H(3 12)“

Dlawektor x = (1,1) € 9B oraz y = (—1,2) € 9B mamy x+y = (0,3) € B oraz x —y =
(2,-1) ( —%) gdzie (1,—%) € 0B. Woéwczas mamy

Wl =

X +yll* + [x—ylF =17+ 2" #£2- 1% + 2 17 = 2|x|* + 2[|y|]”
Zatem norma nie pochodzi od iloczynu skalarnego.

Zadanie 4.
Niech A € M,(R) bedzie rzeczywista n-wymiarowa macierza symetryczna (czyli A = AT) i niech

(x, y) = leﬂi oznacza standardowy iloczyn skalarny. Wykaz, ze

a) Wektory wlasne odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym macierzy A sa ortogonalne w
iloczynie (-, -)

b) A ma tylko rzeczywiste wartosci wtasne

¢) A ma n parami ortogonalnych wektorow wlasnych o rzeczywistych wartosciach wtasnych

Whiosek: Kula jednostkowa w normie pochodzacej od iloczynu skalarnego to elipsoida o osiach
(kierunkach gtéwnych) wzajemnie ortogonalnych.

Zadanie 4.
. . 1 2
loczyn skalarny w R? zadany jest macierza [2 5]. Przez || - || oznaczmy norme pochodzaca od
tego iloczynu, a przez || - ||» standardowa norme euklidesowa. Oblicz
1| e Xl
sup oraz
xer2\ {0} | ]2 xeR?\{0} ||X[[2
Rozwigzanie:

Sposéb I: Norma ||x|| dla x = (21, x2) dana bedzie wzorem

Ixl| = /a2 + 4212 + 5a3

Chcemy wiec znalez¢ supremum i infimum funkcji

2 4 5 2
F(x17$2)—\/x1+ it LT

2 2
T+ 75

17
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Dla x; = 0 mamy F(xy,z9) = V5. Dla 25 = 0 mamy F(xq1,29) = 1. Zalézmy wiec, ze x1 # 0 oraz
x9 # 0. Wowczas

x? T
1?2 + 4179 + 523 é+4x_;+5
By, 22) = e E N
1'1 + 152 x_% _|_ 1
Niech a = i—;, wowczas
a’?+4a+5
fla) =\ —5—=—
a*+1
Supremum tej funkcji jest réwne a = —1 ++/2, natomiast infimum jest réwne a = —1 — /2. Mamy

wiec

sup M = max{\/g,F ((—1 + \/5)3@,:@)} = max{\/g, 3+ 2\/5} —1/3+2V2

x€R2\{0} 3¢ |2 B

oraz
M = max{l,F ((—1 — \/§)x2,x2>} = max{l, \/3— 2\/5} =1/3-2V2
xeR2\{0} ||x]|2
Sposdb II: Niech norma pochodzaca od iloczynu skalarnego to || - ||4. Niech F(v) = ‘|||:',‘|||;‘.

Jesli F(v) = a, to rowniez F(5-v) = a. Przyjmijmy wiec, ze dlugo$¢ promienia v w normie
|| - |la to 1, czyli rozwazmy kule jednostkowa w normie || - ||4 o promieniu 1. Szukamy na tej
kuli takiego punktu v, ze norma euklidesowa tego punktu jest najwieksza lub najmniejsza (tak
naprawde chcemy znalezé¢ najwieksza lub najmniejsza warto$é odwrotnosci).

[ }

Geometrycznie zadanie sprowadza sie do znalezienia promienia r okregu wpisanego i promienia R

okregu opisanego na elipsie (elipsa to kula jednostkowa w normie || - || 4). Wowczas
1 1
inf = = < F(v) <~ =sup

18
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Sposob III: Niech A to macierz symetryczna dodatnio okreslona. Istnieje wowczas baza ortonor-

malna {v;, v} bedaca baza wtasnag A. Wtedy ||v||4 = Aa®+ pub?, gdzie v = av, +buvy i B 2] ~ A.
Woéwcezas

[V]]2 = (av; + bvg, avy + bvy) = a*(vy, v1) + 2ab(vy, vy) + b*(ve, v2) = a® + b
Woéwcezas

V]| a [ Aa? + pb?
V]2 a? + b?

wartosci graniczne tego wyrazenia nalezg to i A, skad supremum i infimum to g lub A. Wystarczy
wiec policzy¢ warto$ci wlasne dla macierzy A.

19
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Cwiczenia 4

Granice i ciaglo$é funkcji wielu zmiennych

Definicja: Powiemy, ze ciag punktow x; € R™ zbiega do g € R™, gdy ||xx — g|| — 0. Nie
jest wazne jaka norme w R" rozpatrujemy. Wynika to z twierdzenia o rownowaznosci norm w
przestrzeniach euklidesowych.

Definicja: Rozwazmy odwzorowanie F': A — R™ okreslone na zbiorze A C R" powiemy, ze
F jest ciagle w punkcie xy € A, gdy zachodzi jeden z réwnowaznych warunkéw

1. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 takie, ze nier6wnos¢ ||x — xg|| < J pociaga za soba
nierownosé ||F(x) — F(xo)|| < e (wersja Cauchy’ego)

2. Dla kazdego ciagu x; € A jesli x, — xq, to F(x) — F(xq) (wersja Heine'go)

Wilasno$ci odwzorowan ciggltych: Odwzorowania ciggle pomiedzy przestrzeniami euklide-
sowymi maja analogiczne wtasnosci jak funkcje ciggle jednej zmiennej rzeczywistej o ile dana
operacja ma sens w konkretnej sytuacji mozna je dodawaé¢, mnozy¢, dzieli¢ (oby nie przez zero),
mnozy¢ przez skalary i sktada¢ pozostajac w klasie odwzorowan ciaglych.

Ponadto prawdziwe pozostaja Twierdzenie Weierstrassa: funkcja ciggta na zbiorze zwartym
osiaga swoje kresy, oraz Twierdzenie Heine’go-Cantora: funkcja ciaglta na zbiorze zwartym
jest jednostajnie ciagta.

Zadanie 1.
Udowodnij, ze funkcje D, M : R?* — R okreslone jako D(z,y) = x+y oraz M(z,y) = x-y sa ciagle.

Rozwigzanie:
Niech (z,,yn) — (a1, a9), czyli x, — ay oraz y,, — aq, skad

lim D(z,,y,) = lim (z, +y,) = lim x, + lim y, = a; + as = D(ay,as)
n—00 n—00 n—00

n—oQ
oraz
lim M(z,,y,) = lim (z, - y,) = lim z, - lim y, = a; - as = M(ay,as)
n—oo n—oo n—oo n—oo
Zadanie 2.

Zbadaj istnienie granicy funkcji

.1’2 2
a) EH w (2,) = (0,0)

b) 2L w (z,y) = (0,0)

Z4+y4

¢) T w (z,y) = (0,0)

I4+y2

d) =3 W (z,y) = (0,0)

22+y2

21
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e) y* na zbiorze A = {(z,y) :y > 0w (z,y) = (0,0)

z3y? _
f) sz w (z,y9) = (0,0)
Rozwigzanie:
2 2
+y o T y . oL . .
a) Mamy L = - —%— - —4— . Pierwszy z czynnikéw w skladnikach dazy do zera
) Y TeT+y eyl T Y T Yz czy azy )
natomiast drugi jest ograniczony przez 1, zatem  lim \xxﬁlm =0+0=0
(z,y)—(0,0)
. 1 . x2y? n% 1 1 1
b) Weimy z, = y, = -, wowczas rre e el S Dla z, = - oraz y, = 5. mamy
z2y2 414 4 t . P t o .
= = = zatem granica nie istnieje
m4+y4 %_,'_ 17° g ]

16n4

¢) Mamy z;:z =T +y4 +y xijQ. Pierwszy z czynnikéw w sktadnikach dazy do zera, natomiast

d jest ograniczo ez 1, zate li DAL 04+ 0=0
rugi j graniczony przez 1, z m( )111%0) T

1
1 - 2

; — - 1 7/ — n 1 — 2 - 1
d) Wezmy z, = y, = ,, wowczas P T IhL T 7 Dla z, = # oraz y, = - mamy
2
Ty nZ 2
= £, zatem granica nie istnieje.
1 1 1 l 1 . . . .
e) Wezmy x, = - oraz y, = -, wowczas y* = (a—n) » = <. Biorgc rézne a otrzymujemy rozne
granice, zatem granica wyrazenia y* nie istnieje.
f) Mamy
3,2 3,2 3,2 6 2 4
zy 2Py _ 2Pyl ooyt s @)= (00)
O§4 20— 4 2 = 1 2_’|'4 2_‘| 0
Y+ Y*+x Y+ y*+x

Zatem granica wyrazenia 417’22 w (z,y) = (0,0) jest 0.

Zadanie 3.
Funkcja f : R? — R zdefiniowana jest nastepujaco

1 dlay=2%2iz>0
fz,y) =
0 dla pozostatych (x,y)

Sprawdz, ze f nie jest ciagla w (0,0), mimo ze istnieja granice iterowane h[% lir% flz,y) =
z—0y—
lim hm f(z,y). Sprawdz, ze f w obcieciu do dowolnej prostej przechodzacej przez punkt (0,0)

y—0z
ma gramcq.

Rozwiazanie:
Dla x, = £, y, = = mamy f(2,,y,) — 1, ale f(0,0) = 0. Dalej lim lim flzy) = limO = 0 oraz

lim lim f(z,y) = hm 0 = 0. Wzdhuz kazdej prostej, czyli dla y = ax mamy f(z, ax) = O — 0.

y—0 z—0

22
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Zadanie 4.
Rozwazmy funkcje

B x—{—ysm(l) dla x # 0
f@y) = {0 dlaz =0

Oblicz granice hm hm flx,y), hn% hm f(z,y) oraz . l)urr%O 0 f(z,y).
Rozwigzanie:
Mamy

lim lim f(z,y) = hII[l)l‘ =0

z—0 y—0

lim llm f(z,y) = nie istnieje, poniewaz nie istnieje granica lim sin —
y—0zxz— z—0 xT

( I)HI%O ) f(x,y) = 0 poniewaz sin — Jest ograniczony przez 1 co do modutu
T,y)—

Zadanie 5.

Zbadaj istnienie granic llII(l) hm f(z,y) oraz hm hm f(z,y), gdzie
z—0 y—

z—y+z2+y?
a) flz,y) = =L+

b) flz,y) = Zaty

Rozwiazanie:

a) Mamy hm hmf(:r y) = hml + 2 =1 oraz lim hmf(:v y) = hmy— 1=-1

y—0 z—

b) Mamy hH(l) lim f(x,y) = hm sm = a ta granica nie istnieje. Mamy hH(l) lim f(.r y) = hH(l) 1=1
z—0y—0

Zadanie 6.
Funkcja F : R? — R ma granice w (z,y) = (0,0). Wykaz, ze jesli granice lim lim F(z,y) oraz

z—0 y—0

lim lim F'(z,y) istnieja, to

y—0 z—0

lim lim F(z,y) = lim lim F(z,y) = lim F(z,y)

x—0 y—0 y—02—0 (z,y)—(0,0)

23
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Cwiczenia 4

Granice i ciagtos¢ funkeji wielu zmiennych

Zadanie 1.
Zbadaj istnienie granic w (z,y) = (0,0) dla funkcji

2343
a) =z

b) m3+y4

x2 +y1

¢) z?In(z?* + 2y?)
d) zIn(z?® + 2y?)
) (4 )

f) In(cos z—y?)

z24-2y2
) Ty
8) Tty
Rozwigzanie:

¢) Mamy 22 In(2? +2y?) = (2? +2y?) In(22 + 2¢?) - x2+2y Wyrazenie (22 + 2y?) In(z? + 2y?) dazy

. 2 . .
do zera, natomiast #%2 jest ograniczone przez 1, zatem granica wyrazenia x> ln(x2 + 2y2)

jest 0.
f) Mamy
In(cosz —y?)  In(cosz —y?) cosz—y*—1
x? + 2y? ~ cosz—y?—1 2422
_ In(cosz —y?) x? 1 cosx—1
- cosz—y2—1 \a2+2y2 \2 x2
y2 N 1 LUQ B
2 +2y% 2 2?4 22 N
_ In(cosz —y?) x? 1 L CosT — 1 1
 cosz—y2—1 \22+2y2 \2 x? 2
Wyrazenie % dazy do 1, wyrazenie C‘)Sx# dazy do —%, zatem jako ze —o— +2y2 jest
ograniczone przez 1, to m (3 4+ «=2=1) dazy do zera. Stad granica wyrazenia %
jest —%.
Zadanie 2.

Zbadaj ciaglosé funkcji
$2
ﬁ gdy (xvy) # (070)
0 gdy (z,y) = (0,0)

Zbadaj ciaglosé funkeji wzdtuz kazdej prostej przechodzacej przez punkt (0,0).

25
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Rozwigzanie:
. 1 _ 1 2
Wezmy x,, = - oraz y, = -5, wowczas

Py a1
- =570
1'4 + y2 oy —+ oy 2
Zbadajmy teraz cigglosc funkcji wzdtuz prostej przechodzacej przez punkt (0,0). Dla prostej x = 0
mamy f(x,y) = f(0,y) = -3 = 0. Dla y = ax mamy
2 .
2%y __%ar 4% a0,

et +y? wt4a?2? 2?24 a?
Zatem funkcja jest ciaglta wzdtuz prostych przechodzacych przez (0,0).
Zadanie 3.

Oblicz granice , : »
—cos(x + vy

lim

(z,y)—(0,0) x4+ y?

Rozwiazanie:
Mamy

1 — cos(z + y)? _ 1—cos(z+ y)? (z+y)!

r? 4 y? (x+y)! r? + y?
1 —cos(z+y)? _ ot + 423y + 6222 + day® + o
(z+y)! 7?4y

Wyrazenie 1((:01—”7’ dazy do 3, natomiast wyrazenie x4+4x3y+f§izz+4xy3+y4 dazy do zera (bo jest

. 2 . . .
to suma wyrazen a - gdzie a dazy do zera, a bzl’? jest ograniczone przez 1). Zatem granica
1—cos(z+y)?

x2 +y2

b2
b2+62 Y
wyrazenia jest 0.
Zadanie 4.
Zbadaj istnienie granicy

, In(z+e¥)—z—y
lim

(2,4)—(0,0) Va2 +y?

Rozwigzanie:
Przeksztalémy wyrazenie

z+eY z+e¥ z+eY
ln(x + ey) — LY In ety In ety ety 1

/22 1 2 /22 4 42 o ffjf;’ 1 2 +y2
= x Ll B
”;ifﬁ -1 eTty /a2 + 2 eT\/a? + 12

_ ey 1 e (i_6$—1>
T HE ol e rrg \@ a
Mamy o
(Lyl)ig%QO) ij?iyl =1 o (x,yl)igzw) e !
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ponadto 1 = jest ograniczone przez 1, zatem jako ze
a2ty
1 r—1 1 r—1
im = ¢ =0 bo lim — =1 oraz lim & =1
(z,y)—(0,0) €¥ x (z,y)—(0,0) €¥ (zy)=(00) X
to mamy

] V) — g —
lim nx+e’)—x—y

(z,y)—(0,0) a2+ y?

=0

Definicja: (Wspotrzedne biegunowe) Kazdy punkt (z,y) € R?\ {0} mozemy jednoznacznie
opisa¢ podajac jego odlegtosé od poczatku uktadu wspolrzednych r oraz kat « jaki wektor [z, y]

tworzy z osiag OX
T =rcosa
Yy =rsina

gdzie r € R, oraz a € [0,27). Pare (r,«) nazywamy wspoélrzednymi biegunowymi punktu
(x,y). Zauwazmy, ze (z,y) — (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy r — 0 niezaleznie od kata «.

Ay

(z,y)
A

=

a} Y

A |

Zadanie 5.
Zbadaj istnienie granic

a lim (22 4 12)e"Y
) (w,y)—>(070)( v)

b li 1—cos(z+y)>2
@u)ml00) TV

Rozwiazanie:

a) Po zlogarytmowaniu mamy

T =Tcosa
Yy =rsina

ln(x2 + y2)$292 — |x2y2 111(:102 + y2)| = —

= r'(cosasine)® [In(r?)| < r*|In(r?)| =0

Skad  lim (22 4+ ¢2)*Y = 1.
2 (w7y)—>(070)( y)
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b) Mamy

1 — cos(x + y)?
xr2 +y2

1 —cos(rcosa + rsina)’

2

T =TCoSq
y=rsina

r

1 — cos(r*(1 + 2sinacos )

— 5 —
1 — cos(r?(1 + 2sina cos a))

- (14 2si
r2(1 4 2sin v cos ) (1+2sinacosa)

2sin v cos « jest ograniczone co do modutu przez 3, natomiast

, 1 — cos(r?(1 + 2sina cos )
lim - =0
(z,y)—(0,0) r2(1 + 2sin acos )

zatem granica szukanego wyrazenia bedzie 0.
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Cwiczenia 5

Granice i ciaglo$é funkcji wielu zmiennych

Definicja: Poziomice funkcji f : R" — R to zbiér punktow {x € R" | f(x) = c¢dla c € R}
lub inaczej f~1(c).

Zadanie 1.
Funkcje F' : R x Ry — R definiujemy wzorem F(x,y) = y*. Naszkicuj wykres poziomicowy F i
zbadaj istnienie granic dla a € R

lim F(x,
(z,y)—(a,0) (.9)

Rozwiazanie:

Dla ¢ = 0 mamy y* = 0, co nie jest prawdziwe dla kazdego =,y € R, zatem nie istnieja takie
punkty. Dlac=1mamyy* =12 =01luby = 1. Dlac:2mamyy”:2<:>y:2% dla z # 0.
Zatem mamy funkcje jednej zmiennej y(z) = 2. Mamy 3/(z) < 0 oraz y"(x) > 0 dla = > —10%2.

Dalej mamy xli)rinooﬁ = 1 oraz zhj{)i 2% = 400 oraz xlirél_ 2 = 0. Podobnie postepujemy dla

dowolnego ¢ > 1, z tym ze dla ¢ > 2 mamy ¢z > 2, czyli krzywe beda nad niebieska krzywa,
1 1
natomiast dla ¢ < 2 mamy c= < 2=, zatem krzywe beda pod niebieska krzywa. Dla ¢ < 1 mamy

1
% > 1, zatem ¢z = (%) *, wiec wykres bedzie odbiciem funkcji wzgledem osi OY'.

Y

Wywnioskujmy teraz istnienie lub brak ( l)ur% : f(x,y) dla a # 0, bo wiemy, ze dla a = 0 granica
z,y)—(a,0
nie istnieje (wida¢ to tez tadnie na rysunku - zbiegajac po dowolnej poziomicy do zera widzimy

rozne wartosci). Niech a > 0, wowczas granica beda poziomicami coraz mniejszych wartosci, zatem

lim  f(z,y) =0

(z,y)—(a,0)

Dla a < 0 granica to poziomice coraz wiekszych wartosci, zatem

lim ,Y) = 400
(x7y)—>(a70)f( v)
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Zadanie 2.
Znajdz funkcje f : R — R dla ktorej funkcja F : R? — R okreslona wzorem

—Sin(xsx__y;)eﬁy dla xz #y
g(x) dlaz =y
jest funkcja ciagta.

Rozwiazanie:
Funkcja ta jest na pewno ciagta poza punktami postaci (a,a). Zbadajmy wiec granice w punkcie

(a,a)

lim f(z,y)= lim sin((z — y)(¢* + zy + 3°)

'€I+y'$2+$+2:62a'3a2
(z,y)—(a,a) (z,y)—(a,a) (ZL’ — y)(lle + 2y + y2) ( Y Y )

Zatem aby f(x,y) byta ciagta, to g(z) = ** - 322

Zadanie 3. _
Zbadaj istnienie granicy funkeji f(x,y) = %@ w punktach prostej z +y —1 = 0.
Rozwigzanie:

Jesli licznik sie nie zeruje, to granica na pewno nie istnieje. Interesuja nas wiec takie punkty, w
ktorych zeruje sie licznik, a wiec y = 0 lub sin(nmz) = 0, czyli * € Z. Laczac to z warunkiem
r +y — 1 =0, otrzymujemy punkty postaci (k,1 — k), gdzie k € Z. Podstawmy x = k + z oraz
y=1—k+t wowczas (z,y) — (k,k — 1) < (2,t) — (0,0). Zatem granica wynosi

(1 =k +t)(—1)*sin(zm)

lim F(z,t)= lim = lim (1—k+t)-(=1)" 7
(2,t)—(0,0) (2,)—(0,0) 2+t (2,£)—(0,0) T z41

sin(zm)  z

Granica tego wyrazenia nie istnieje (dla k # 1), poniewaz nie istnieje granica  lim Dla

_z_

(z)—=(00) *FY°

k = 1 tatwo znalez¢ kontrprzyktad. Dla z, =1 — % oraz Yy, = 0 granica wynosi 0, natomiast dla
1

_ 1 _ 1
T, =1— 2 oraz y, = - + -5 mamy

(+a)sin(m=7) _ T onos
i s s —(n+1)smﬁ -

Zatem rowniez w (1,0) granica nie istnieje.

Zadanie 4.
Zmnalez¢ wszystkie punkty cigglosci funkcji

_ Jayexp (;—é’) dla x #0
f(x’w_{o dla z =0

Rozwigzanie:
Zbadajmy ciaglosé funkcji w punktach (0,a) dla dowolnego a. Dla a < 0 mamy

]_ n—o0 1
f <—,a> — Leman® 200 oraz f (O,a — —) =0
n n n
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Zatem dla a < 0 funkcja nie jest ciggta. Dla a > 0 mamy ( 1)111%0 )f($ ,y) = 0, co jest w miare
z,y)—(0,a

oczywiste. Zatem dla a > 0 funkcja jest ciagta. Dla a = 0 mamy

f (——,——) = — " "I o

n n n?

Zatem funkcja jest ciagla wszedzie poza punktami postaci (0,a), gdzie a < 0.

Zadanie 5.
Znalez¢ wszystkie punkty cigglosci funkcji

T
’ 1 gdyy:x?’

Rozwigzanie:

Funkcja jest ciggta na zbiorze R? \ {(z,y) | * = y}. Zbadajmy wicc ciagtos¢ dla y = a?,
czyli w punktach (zg,23). W tym celu policzmy granice funkcji w punkcie (zg, z3). Wezmy ciag
(zo + 1,28+ 2) = (20, 27), wowczas

1, 1 o+t —a} -1 zo — 1}
ZL‘—l——,JZ +— == n n =
Pt bt ) = G e " a T

Jesli xg # x3 < 1 ¢ {0,1,—1}, to mamy
. 1o, 1
lim f 2o+ —,25+— ) = £o0
n—00 n n
zatem funkcja nie jest ciagta w puntach (zg,z3) dla o ¢ {0,1,—1}. Rozwazmy teraz x, €

{0,1, —1}, wowczas
1 1
f<x0+—,x3+—) =0
n n

skad funkcja nie jest réwniez ciagta w puntach (xg, z3) dla zg € {0,1, —1}. Zatem funkcja nie jest
ciggla w zadnym punkcie (zg, z3).

Twierdzenie: Niech F': R"” — R™ zadane bedzie wzorem F' = (f1,..., fm), gdzie f : R — R.
F jest ciagte (rézniczkowalne) w punkcie a € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy kazda ze sktadowych
fi jest ciagla (rozniczkowalna) w a.

Zadanie 6.
Zbadaj cigglosé funkeji f : R3 — R? opisanej wzorem

z 220222
f(xyz):{<1+%’x2+lylw> gdy (z,y,2) #0
(07 0) gdy (3;7% Z) =0
Rozwigzanie: »
Mamy (@, Zl)lir%o 0,0) 45 = 0 oraz - Zl)lm(0 00) 7oz = 0, zatem
li —0
(Ly,z)lg%o,o,o) 2.y, 2)
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czyli funkcja f jest ciagla.

Definicja: (Wtlasnosé Darboux) Rozwazmy zbior spojny A C R™ i funkcje ciagla F': A — R.
Jesli dla pewnego ¢ € R istnieja punkty x,y € A takie, ze FI(x) < ¢ < F(y), to istnieje z € A
taki, ze F(z) = c.

Zadanie 7.
Niech f bedzie funkcja ciagta o wartosciach rzeczywistych okreslona na zbiorze

A={veR || =1} U {v€R* [ |lv—(2,0)[ < 1}

taka, ze f(—1,0) = —1, f(3,0) = 17. Wykaz, ze istnieje punkt a € A taki, ze f(a) = 1. Czy
istnieje funkcja f o podanych wtasnosciach taka, ze taki punkt a jest tylko jeden?

Rozwiazanie:
Zbior A jest spojny, zatem istnieje a € A takie, ze f(a) = 1. To wynika z twierdzenia Dar-
boux. Jesli f(1,0) = 1, to wowczas taki punkt moze by¢ tylko jeden (na przyklad gdy f jest
monotoniczna).

Zadanie 8.
Rozwazmy funkcje ciggla f : R?* — R. Zalézmy, Ze istniejg punkty v, w € R? takie, ze

f(w)>0> f(w)
Wykaz, ze f ma wtasnos¢ nieskoniczenie wiele miejsc zerowych.

Rozwigzanie:

Istnieje nieskonczenie wiele zbioréw spojnych do ktorych = i w naleza. Funkcja na kazdym takim
zbiorze jest ciagta, zatem w kazdym zbiorze istnieje pewien punkt, w ktéorym funkcja sie zeruje.
Wynika to z wlasno$ci Darboux. Stad f ma nieskoniczenie wiele miejsc zerowych.

Zadanie 9.
Podaj przyklad funkcji g : R? — R, ktéra ma dokladnie dwa punkty nieciagtosci, ale w obcieciu
do kazdej prostej w R? jest ciggla.

Rozwiazanie:
Niech

0 dla (z,y) = (0,0)
f(x7 y) = af;yz dl
x2+y4 a (x7 y) # (07 O)
wowcezas wiemy, ze f jest nieciagla w zerze oraz jest ciaglta wzdluz kazdej prostej przechodzacej
przez punkt (0,0). Funkcja ta jest réwniez ciggta wzdhuz kazdej innej prostej nieprzechodzace;
przez punkt (0,0). Przesunmy te funkcje o wektor U = [7,9], wowezas f = f(x — 7,y + 9) jest
nieciagta w punkcie (7,9). Stad funkcja
0 dla (z,y) = (0,0) lub (z,y) = (7,9
g(x,w:{ (x.y) = (0,0) lub (z,) = (7,9)

f(,y) + f(o,y)  dla(2,y) # (0,0) i (z,y) # (7,9)

jest nieciagta w punktach (0,0) i (7,9), natomiast jest ciaglta wzdtuz kazdej proste;.
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Zadanie 10.

Niech f : R? — R bedzie funkcja spetniajaca

lim f(z,y) = lim_f(z,y)

z—0 z—0
y—0 y—0

Wykaz, ze funkcja f jest ciagla w zerze.

Rozwiagzanie:
Niech
lim f(r,y) 2 lim f(z,y)
z— 0t r— 0"
y—0 y—0

= lim (0,y) = /(0,0) < +oc.

(2)

lim £(0,4) € £(0,0) < +c0.
y—0

Zatozmy, ze f(0,0) = 0, wowcezas z (1) istnieje 6; takie, ze dla kazdego ||(z,y)|| < 4 i > 0 mamy
|f(z,y)— f(0,0)| = |f(x,y)| <e. Z (2) istnieje J takie, ze dla kazdego ||(z,y)|| < J2 12 < 0 mamy
|f(z,y)| < e. Z (3) istnieje 03 takie, ze dla kazdego |[(0,y)|| < d3 mamy |f(z,y)| < €. Zatem biorac
do = min{dy, 02, I3} mamy dla kazdego (z,y) takiego, ze ||(z,y)|| < do, nierownosé | f(x,y)| < €, co

dowodzi ciagtosci funkcji f w zerze.
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Cwiczenia 6

Pochodna funkcji wielu zmiennych

Definicja: Pochodng kierunkows funkcji f : R® — R w punkcie a w kierunku wektora v
definiujemy jako
fla+h-v)— fla) d

0, f(a) = lim : =l fla+t-v)

Czesto piszemy po prostu f/. W szczegdlnym przypadku, gdy rézniczkujemy w kierunku wek-
tora bazowego e;, méwimy o i-tej pochodnej czastkowe;j

gj_i(a) = 0y, f(a) = lim fla+h-e)—fla)

h—0 h

Wprost z definicji wynika, ze pochodna czastkows 2 Tor L liczymy tak jak zwykla pochodna, czyli
rozniczkujemy dana funkcje po zmiennej x;, traktujadc wszystkie pozostale zmienne jako para-
metry.

Zadanie 1.
Oblicz pochodne czastkowe funkeji f(z,y) = zcosy, g(z,y) = a¥, h(x,y) = arctan i oraz k(x,y) =

lzy].

Rozwiazanie:
Policzmy pochodne czastkowe funkeji f(x,y) = x cosy. Mamy

g( ) = cos
ax ny - y

g(m ) = xsin
ay Jy - y

Policzmy pochodne czastkowe funkcji g(z,y) = 2¥. Mamy ¥ = ¢Y*% | zatem
) =y

9g
dy
Policzmy pochodne czastkowe funkcji h(z,y) = arctan g Mamy

(x,y) =Inz-2¥

8h<w B 1 1 oy
ox y) Y <£> a2 42
)
..
ay 7y - 2 -

) 2 T 2 2
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Policzmy pochodne czastkowe funkcji k(z,y) = |zry.

ok T
ok Yy

_x7 = ||+ —
5, ) =l

Gdy x = 0 lub y = 0, to mamy problem, poniewaz wzorek sie psuje. Policzmy z definicji pochodne

czastkowe w (0, 0)

2L (0.0) = 0+ 2.0) = fral e istnicie
g—JyC(O,a) = a%f(oanry) = 8%0 =0
%(a,O) = (%f(a—l—x,()) = % =0

%(a’o) _ a%f(a,o by) = a%|ya| nie istnieje

of 0 B

9 0,0y = 2 _
7,00 =5./0.0+y) =0

Zadanie 2.
Wyznacz (jesli istnieja) pochodne czastkowe funkcji

Fog.z) = 4 OPCmme) dla(2y,2) #(0,0,0)
Y, 0 dla (z,y,2) = (0,0,0)

Rozwigzanie:
W punktach R?\ (0,0, 0) pochodne czastkowe na pewno istnieja i wynosza

: 1 7
f(l‘,y, Z) = exXp (—m) . (12 y2 22) 2 2
f(x zZ)=e — 1 2 2 2\—2

oy (2., 2) xp W 2 (Yt 2) T 2

~ Z) = e — 1 2 2 2\—2

9 ] (I, Y, ) XP m . (CC + y Py ) .9

Musimy teraz policzy¢ pochodne czastkowe w zerze z definicji. Z symetrii wystarczy, ze policzymy
d
5. W zerze

0 f(h7070)_f(07070)

_ 1
2 £(0.0.0) = lim i &0
f(77

oz h—0 h h—0 h 0
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Zadanie 3.
Rozwazmy funkcje

Fle.y) 1 dlay=2%2>0
x,y) =
Y 0 dla pozostalych (x,y)

Sprawdz, ze funkcja F' ma pochodne czastkowe w (0, 0) (podobnie jak wszystkie pochodne kierun-
kowe), lecz mimo to nie jest ciagta w (0,0).

Rozwigzanie:

Wiemy, ze funkcja ta nie jest ciagla w zerze. Policzmy wiec jej pochodne czastkowe. Jak patrzymy
na f wzdluz osi OX, to widzimy, ze funkcja jest stala, zatem %f(:v,O) = 0 dla kazdego =z € R.
Podobnie jak patrzymy na f wzdtuz osi OY, to widzimy, ze funkcja jest stata, zatem a% f(0,y)=0
dla kazdego y € R. Ogolnie wzdtuz dowolnego wektora v mamy

d,£(0.0) = im LU0 0+ R 2) = £(0,0)

h—0 h =0

Zadanie 4.
Oblicz pochodne czastkowe funkcji

flz,y,2) = e"siny + €’ sin(2z) + e sin(3z)

Zadanie 5.
Oblicz pochodne czastkowe funkcji f(z,y, z) = ).

Zadanie 6.

Niech f : R™ — R bedzie funkcja dla ktorej w kazdym punkcie istnieje pochodna kierunkowa f;
wzgledem pewnego niezerowego wektora w. Czy istnieje pochodna kierunkowa wzgledem wektora
v =2w?

Rozwigzanie:

Mamy
)~ f@) L faheow) — f@) 2 )~ f()
h—0 h h—0 h h—0 2-h

Biorac ' = 2h mamy

o fE—h) = f@) = W) = f(r)
h—0 h R/ =0 h

Zatem ta pochodna istnieje i jest rowna dwukrotnosci pochodnej f,.

Zadanie 7.
Wyznacz pochodna kierunkowa wzgledem wektora w = [2, 1] w punkcie (a, ) # (0,0) dla

fla,y) = (ot +yh)7
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Rozwigzanie:
Mamy
£~ lim ((a+2h)* + (b+ h)Y)7 — (a* +b)3
R NG h

Woweczas z reguly de I'Hospitala dla L(h) = ((a 4 2h)* + (b+ h)*)7 — (a* 4 b*)7 mamy

dL Li(a+20)  + (b+ 1Y) 7T - (4(a +2h)3 -2+ 4(b+ h)?)
i = lim -4 = lim 2 =
w h—0 %h h—0 1

8(a+2h)*+4(b+h)*  2a°+10°

h=0 4((a + 2h)  + (b+R)H)T  (a* +bY)7

Zadanie 8.
Niech f:R? — R bedzie zadana wzorem

v dla (z
P ,y) #(0,0)
flay) =4
0 dla (z,y) = (0,0)
Wyznacz pochodna kierunkowa w zerze wzgledem dowolnego wektora w.

Rozwigzanie:
Wiemy, ze f nie jest ciagta w zerze. Niech w = |«, 5], wowczas

. f(ha,hp) 1 h3a? 3
/ —_— —_—_— — ————————e. T
Jul0,0) = lim == Y TP Ty
Zatem pochodna kierunkowa istnieje w zerze wzgledem dowolnego wektora w.

Zadanie 9.
Oblicz pochodna kierunkowa funkcji f(x,y) = /2% + y> w punkcie (3,1) w kierunku wektora
[—1,2].

Rozwigzanie:

012 f(3,1) = lim B +R=12) - f31) . VB0 +(1+20)° - V8

h—0 h h—0 h

~ fim % (B= B+ (12035 - (BB = h)2- (=1) + 3(1 +2h)2-2) —

h—0
—3(3—h)2+6(1+2n)2 —3-32+4+6-12 7
= Jm 7 = 2 = T
h=03((3 —h)3 + (1+2R)3)5 3. (314 13)5 V/282

Zadanie 10.
Niech f : R? — R bedzie funkcja, ktorej obie pochodne czastkowe istnieja i sg ograniczone na R2.
Wykaz, ze f jest funkcja Lipschitzowska na R2.

Rozwigzanie:
Wiemy, ze istnieja pochodne czastkowe funkcji f istnieja i sa ograniczone, czyli 5% f, a% f istnieja
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i s3 ograniczone, zatem istnieje M > 0 takie, ze dla kazdego (z,y) € R? zachodzi ‘%f(:v, y)! <M
oraz ‘a%f(x,y)’ < M. Chcemy pokazaé, ze funkcja f jest Lipschitzowska, czyli dla p,q € R?
zachodzi

f(p) — fl@)| < L-|lp—d|

Niech wiec p,q € R? Dla kazdego (z,y) € R? istnienie 2 f(z,y) jest réwnowazne temu, ze
funkcja jest rozniczkowalna (jako funkcja jednej zmiennej) wzdluz dowolnej prostej rownoleglej
do osi OX. Dla kazdego (z,y) € R? istnienie a% f(z,y) jest rownowazne temu, ze funkcja jest
rozniczkowalna (jako funkcja jednej zmiennej) wzdtuz dowolnej prostej rownoleglej do osi OY'.
Zatem funkcja x — f(x,qs), gdzie y = go to prosta rownolegta do osi OX przechodzaca przez punkt
q, jest rozniczkowalna i ma ograniczona pochodna czyli jest Lipschitzowska. Roéwniez funkcja
y — f(p1,y), gdzie © = p; to prosta réwnolegta do osi OY przechodzaca przez punkt p, jest
rozniczkowalna i ma ograniczong pochodna czyli jest Lipschitzowska. Niech r to punkt przeciecia
prostych z = py i y = ¢o, wOwczas z nieréwnodci trojkata mamy

[f(p) = fl@)l = |f(p) = f(x) + f(x) = fl@] < [f(p) = f(O)[ + [f(r) = f(q)] <

<M-[lp—rl[+M-[r—q|l = M([p—x|[+]|r—ql)=M-[lp-qlL <Co-M-[[p—dl

przy czym w ostatnich nieréwnosciach korzystamy z réwnowaznosci norm. Stad f jest Lipschit-
zowska ze stata Cy - M.
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Cwiczenia 7

Pochodna funkcji wielu zmiennych

Widzimy, ze istnienie pochodnych czastkowych to kiepska definicja rézniczkowalnosci, poniewaz
funkcja moze mie¢ wszystkie pochodne czastkowe i kierunkowe, ale nie musi by¢ ciaggla.

Definicja: Rozwazmy odwzorowanie F' = (fi, fa, ..., fm) : R" — R™. Rozniczka odwzorowa-
nia F' w punkcie a to odwzorowanie liniowe dF'(a) : R™ — R™ przyblizajace do wyrazow rzedu
2 odwzorowanie F' w otoczeniu punktu a, to znaczy

. ||F(a+h) — F(a) — dF(a) - [h]|

lim

=0
h—0 ||h|

Przeksztatcenie dF jest na przyktad macierza rozmiaréw m X n, za$ [h] macierza rozmiaru n x 1.

Wlasno$ci:
e (rézniczkowalnosé funkcji wspolrzednosciowych) z definicji wynika, ze odwzorowa-
nie F' = (f1,..., fm) jest rozniczkowalne wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z funkcji f, dla
a =1,...,m jest rozniczkowalna. Analogicznie sytuacja ma miejsce w przypadku ciagtosci
odwzorowania wielu zmiennych.

e (zwiazek z pochodnymi czastkowymi I) jesli rozniczka funkcji f : R” — R w punkcie
a istnieje, to istnieja tez jej wszystkie pochodne czgstkowe i kierunkowe w tym punkcie.

Ponadto
of

(91:1-

e (zwiazek z pochodnymi czastkowymi IT) dla odwzorowania F' = (fi,..., f) : R = R™
rozniczkowalnego w a, odwzorowanie liniowe dF'(a) jest zadane przez macierz pochodnych

(a) = df(a)le;] oraz 0,f(a) = df(a)[v]

czastkowych
1 1 1 h’
(@) g o gh@) | [(VAG) )
dF(@)[h,... hy) = | oo = :
8n(a) Sn(a) ... Y=(a) h (Vfm(a),h)

e (zwiazek z pochodna jednej zmiennej) pochodna ¢'(a) funkcji jednej zmiennej g : R — R
w punkcie a wyznacza nastepujaca rozniczke (odwzorowanie liniowe z R do R) dg(a) : h +—
g'(a)h.

Whnioski: Niech f : R® — R bedzie funkcja. Kandydatem na pochodng badanej funkcji jest
przeksztalcenie liniowe
of of
d hies + ...+ hpe,l =hi—(@) + ...+ h,
f (a)[h1ey en) o (a) Bz,
Jesli juz mamy kandydata, to musimy sprawdzi¢, czy to faktycznie jest pochodna. Zasadniczo sg
dwa sposoby

(a) = (V/,h)
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1. Zbadaé¢ czy zachodzi rownosé

k3

flath) — fa) 3 2 (a)h,
lim =1 -0

h—0 Vh2+ .+ h2

2. Jesli w otoczeniu danego punktu a funkcja f ma okreslone wszystkie swoje pochodne czast-
kowe i jesli dodatkowo wszystkie te pochodne sg ciagte w punkcie a, to f jest rézniczkowalna
w a (to nie jest warunek konieczny).

Definicja: Odwzorowanie F' = (fi,..., fx) : U C R® — R* ktorego wszystkie pochodne
czastkowe Ofa (gdziea=1,...,kii=1,...,n) istnieja i sa ciagte w U nazywamy odwzorowa-

ox;
niem klasy C!' w U.

Zadanie 1.
Zbadaé rozniczkowalnosé w punkcie (0,0) funkeji

_Jay sinxz—lﬁ dla (z,y) # (0,0)
fzy) = {0 i dla (z,y) = (0,0)

Zbadac¢ roznoczkowalno$é powyzszej funkeji w pozostatych punktach dziedziny. Czy jej pochodne
czastkowe sg ciggte w (0,0)?

Rozwiazanie:
Policzmy najpierw pochodne czastkowe % i g—i w punkcie (0,0). Policzymy je z definicji
g(o,o) i 0O SO0y 00
ox h—0 h h—0
of . f(O,h)—f(0,00 . 0-0
3,00 = lim h = fy = =0

Zatem kandydatem na pochodng jest przeksztatcenie zerowe df (h, s) = 0. Sprawdzmy, czy to jest
pochodna z definicji

f(h,s) = f(0,0) —df(h,s)  bhs o 1 (h9)300)
h? 4 s2

S

A zatem funkcja jest rozniczkowalna w zerze i jej pochodna w tym punkcie to przeksztalcenie
zerowe. Sprawdzmy jeszcze ciagltosé pochodnych czastkowych w zerze. Mamy dla (x,y) # (0,0)

of o 1 1 1\’
a—x(x,y) = ysin (—x2 - y2> + Yy cos <—x2 +y2> (=1) - <_x2 +_y2) . x

of . 1 1 1’
8—y(m,y) = zsin (332—+92> + xy cos (m) (=1)- <x2—+yQ) -2y

Pierwszy sktadnik dazy do zera, natomiast drugi nie ma granicy przy (z,y) — (0,0). Zatem nie
mamy w tym przypadku cigglo$ci pochodnych czastkowych, mimo iz funkcja jest rézniczkowalna.
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Zadanie 2.
Zbadaé rozniczkowalnosé funkeji f(x,y) = /23 + y3 w calej dziedzinie.
Rozwigzanie:
Mamy
,_ T Y
Ty T (@)
Sa to funkcje ciggle poza prosta y = —x, zatem na mocy twierdzenia o warunkach wystarczajacych
rozniczkowalnosci, wnioskujemy ze wszedzie poza prostg y = —x funkcja f jest rézniczkowalna.
Zbadajmy rozniczkowalnosé na prostej y = —z. Zacznijmy od policzenia pochodnych czastkowych

w danym punkcie (a, —a). Mamy

_ — f(a, - SathyP —a —0
0F oy — g He=0) - (0) — fla—a) _ Y@ F R =0 _
8:13 h—0 h h—0 h

o Vh3+2ah?+3a2h . a a? 1 dlaa =0
*;llli% h 7}32% 1+3E+3ﬁ7 +oo dlaa#0

Analogicznie mamy

af 1 dlaa =10
>-(a,—a) =
+oo dlaa#0

Dla a # 0 funkcja nie ma skoniczonej pochodnej czastkowej, zatem nie jest rézniczkowalna. W (0, 0)
pochodne czastkowe istnieja i sa rowne 1. Zatem kandydatem na pochodng jest przeksztalcenie
df (s,t) = (Vf(0,0),[s,t]) = ([1,1],]s,t]) = s+ t. Sprawdzmy z definicji czy to jest faktycznie
pochodna, a wiec czy granicg ponizszego wyrazenia jest zero

f(0+s,0+5s)— f(0,0) —df(s,t) lim Vs +12—0—(s+1)

lim =

(5,8)—=(0,0) V2 + 12 (5,6)—(0,0) VsS4 13

Zauwazmy, ze dla s = t mamy % # 0, a wiec df nie jest pochodna i f nie jest rozniczkowalne

W Zerze.

Zadanie 3.
Zbadaj rézniczkowalnosé funkceji

~—

(T diamg) £ (0.0
flzy) = {0 dla (z,y) = (0,0)

Rozwiazanie:
Funkcja ta jest rézniczkowalna na R? \ (0,0). Policzmy wiec pochodne czastkowe w zerze.

0 o f(0) = f(0,0) . eTam—0
A L
9 o JOR) = F0,0) e =0
A L
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Zatem kandydatem na rozniczke w (0,0) bedzie df(s,t) = 0. Sprawdzmy zatem czy funkcja jest
rozniczkowalna w zerze

. f(x+h)— f(x)—df(h) ) |f(a,8)—0—0] ' eI
lim = lim = lim ——=0
h—=0 || (,3)—(0,0) \a? + (B2 (@,8)=(0,0) /a2 + 32

Funkcja jest rézniczkowalna w zerze, wiec jest rozniczkowalna na R2.

Zadanie 4.
Zbadaj rozniczkowalnosé funkeji w punkeie (0,0, 0)

flz,y,2) = {’/$3 + 23 + 323

Rozwiazanie:
Policzmy pochodne czastkowe w (0,0, 0)

=1

) .V

0 V2R3,

0 . V/3h3

Zatem kandydat na rozniczke to df (o, 8,7) = (1, /2, v/3). Dalej dla h = (o, 3,7) mamy

1

£+ b) — f(o) —df()| _ /a5 25455~ 0~ (o + V38 + VB)
Dla (o, 8,7) = (%, %, %) mamy granice
Yo 1- 33
V3

Wskazaliémy wiec podciag zbiezny do zera na ktéorym granica jest rézna od zera. Zatem funkcja
nie jest rozniczkowalna w zerze.

£0

Zadanie 5.
Zbadaé rézniczkowalnosé w catej dziedzinie funkcji

VTl lax £ yicy > —1

flay) =9, " Ao o —

5 ay = 0

Rozwiazanie:

Dziedzina funkcji jest zbior {(z,y) € R? | zy > —1}. Policzmy pochodne czastkowe poza prosta

y = 0.
, 1

b
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P AR NoER
NP TN TS

Sa to funkcje ciggle dla y # 0. Dla y = 0 pochodne czastkowe policzymy z definicji

_ fla+h,0)— fla,0)  Hh-2
/ _ — — _
el 0) = iy h R
V1+ah—1 a
. f(CL?h)_f(avO) . h )
/! _ — - 4 —
R
. 2(1—1—%’”‘—“? +0(h2)> 2—ah_ 02
— Wl e TR

Zbadajmy ciaglos¢ pochodnej czastkowej po xz-ach

lim fi(x,y)= lim ! _ !
(2,9)—(a,0) 7" Y (zy)—(a0) 2¢/zy +1 2

Zatem pochodna czastkowa f! jest ciagla. Zbadajmy ciaglos¢ pochodnej czastkowej po y-ach

—zy+2yry+1-—-2 —:Ey+2\/:1cy—|—1—2'x2_

= f:::(aao)

hm ! I‘, = hm — ].lm
(z,y)—(a,0) fy( y) (z,y)—(a,0) 2%y /xy + 1 (z,y)—(a,0) 222y2\/zy + 1
ot 2ir1-2 o —t+2-(1+E - 4ot)) -2
= lim .a? = lim _ o2 =
t—0 22/t + 1 t—0 2t2(1 + % + 0(t2))
a? ,
= Y = fy(a, 0)

Zatem pochodne czastkowe sg ciagte w calej dziedzinie, skad funkcja f jest rézniczkowalna.

Zadanie 6.
Wyznacz punkty rézniczkowalnosci funkcji

ooy, ) = ryzexp(rz)  dla(z,y) # (0,0)
J\ I () dla (a’jy) = (()70)
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Cwiczenia 8

Pochodna funkcji wielu zmiennych

Zadanie 1.
Zbada¢ rozniczkowalnosé w dziedzinie {(z,y) € R? | zy > —1} funkcji

In(1+oy) dlay #0izy>—1
f(flf,y)Z{ v

x dlay =0
Rozwigzanie:
Dla y # 0 mamy
0f (L. 1 1
—_— 'Z‘ —_ — . . pr—
oz Y y 1+4+ay YTI1F Ty
ﬁ(as y):_ln(l—l—xy)+ 1 ‘x:xy—(l—i—xy)ln(l—i—ajy)
gy’ Y y(1+ay) y*(1+zy)

Sa to funkcje ciggle poza prostg y = 0, zatem poza ta prosta funkcja jest rézniczkowalna. Na
prostej y = 0 pochodne czastkowe liczymy z definicji

of
a—x(a,0>:1

Of oy _ v fla,0+h) = f(a,0) B —a o In(l+ah)—ah ,

gy @0 = m n L At e Sy 3

Mamy ciaglosé¢ pochodnej czastkowej f., poniewaz

1
lim "(z,y) = lim =1= f(a,0
($7y)_>(a70) fm( y) (:D,y)—}(a,o) 1 + xry f ( )

Zbadajmy teraz ciaglo$¢ pochodnej czastkowej po y

— (1 In(1 — (1 In(1
lim f;(%y) = lm Y ( ;l—xy) n(l +zy) - lm Y ( 2—1—2:1:1/) n(l +zy) cx? =
(z,y)—(a,0) (z,y)—(a,0) Yy (1 +37y) (z,y)—(a,0) 7y (1 +9cy)
2
a
— —? — f;(CL? 0)

przy czym korzystaliSmy tu z granicy

t—(+t)n(1+1) t—1Q+t)t—5+0(t?)) —1+o0(?) g 1

I R 2(1 1 1) D

Obie pochodne sa ciagle w catej dziedzinie, zatem f jest rézniczkowalna w catej dziedzinie.

Zadanie 2.
Niech f(x,y) = y* bedzie zdefiniowana na zbiorze A = {(z,y) | y > 0}. Czy w punkcie (3,2)
istnieje pochodna wzgledem wektora [4, —1]7
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Rozwigzanie:
Funkcja y* jest rozniczkowalna w punkcie (3, 2), zatem istnieje kazda pochodna kierunkowa. Mamy

Vf=logy-y" ay" ]

wowczas
o2 = V6.2 | 4| = fooe2 12)- | 4| = 32102 - 12
Zadanie 3.
Zbadaj rozniczkowalnosé funkceji
flay) = —2Y
1t ey

Rozwigzanie:
Sprawdzamy rozniczkowalnosé w punktach takich, ze x = y, poniewaz w pozostalych punktach
funkcja jest rozniczkowalna. Policzmy pochodna czastkowa, g—?’; w (a,a)

alath) _ 2

}Li_%f(a,a%—hi)l—f(a,a) :}Lﬂ%_a:ﬁé%:a—ﬁ
lim fle,a—h) = fla.a) = lim —a(la;hh) — = lim —ah—a'h @*h = —a—ad’
h—0 h h—0 h h—0 h(1+ h)
Zatem pochodna czastkowa % nie istnieje w punktach takich, ze x = y innych niz (0,0), czyli

nie jest rozniczkowalna w punktach (a,a) # (0,0). Zbadajmy wiec rozniczkowalnosé w (0,0).
Kandydat na rézniczke to df (o, 8) = 0. Niech h = (a, 8) — (0,0)

[F(0) = F(0) —df ()] _ ez~ 0= 0 _ Jag| _

||| RV 2

16l

Skoro |G| — 0, to réwniez

o L) = F(0) = df ()|
h—0 ||h|

Zatem funkcja jest rézniczkowalna w zerze.

=0

Zadanie 4.
Zbadaj rézniczokwalnosé funkcji

B i(emy—l) dlay #0

Rozwigzanie:
Funkcja f jest rozniczkowalna poza prosta y = 0. Sprawdzmy wiec rézniczkowalnosé na tej prostej,
czyli w punktach (a,0)

if(a,O) — lim f(I,O) — f(a70)

=1
ox T—a r—a
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) ~ #(a,0 Wy —1
9 fa,0) = tig 1@V @O M may 1
oy y—0 Yy y—0 y?
1.2, 2 2,,2
. aTalor 1 §ay+0(ay)_12
= | e T2 1 4 ay + Lay)? + o(a®?) = lim " = 5¢

Pochodne czastkowe istnieja wszedzie w punktach (a, 0) i kandydat na rozniczke to [1, 3a?]. Sprawdzmy
to z definicji dla h = («, )

so0+n-ron-n -5
NEE G

= [ e+9 T ) 4 (a4 0)B + La+ 0)262 + of(a + a)26?) | =

(elet®f — 1) —a— a — a°B

Whioski: 7Z powyzszych rozwazann wynika, ze standardowa procedura badania rézniczkowalnosci
danej funkcji f : R™ — R jest nastepujaca:

1. Liczymy gradient V f = 88_51 e 887’;] . Jedli sie da, to robimy rachunkowo, jesli nie liczymy

z definicji

2. W punktach, w ktérych ktoéras pochodna czastkowa nie istnieje nie ma rozniczkowalnosci.
W pozostalych punktach odwzorowanie liniowe h — (V f, h) jest kandydatem na rézniczke

3. Aby sprawdzi¢ czy faktycznie jest to rézniczka mamy dwie drogi postepowania:

(a) z definicji: mozemy policzy¢ czy granica

fa+h) — f(a)— > 2 (a)h,

lim =1 =0
h—0 hi+...+h2
istnieje
b) mozemy sprawdzi¢, czy pochodne czastkowe 2L s okreslone w otoczeniu danego punktu
y y & 9z, S g

i ciagle w tym punkcie. Jesli odpowiedz jest twierdzaca, to funkcja jest rézniczkowalna.
Jesli pochodne czastkowe nie sg ciagle, badz nie istnieja w otoczeniu danego punktu, to
musimy roézniczkowalnosé¢ bada¢ dalej

Do tej pory patrzyliSmy na funkcje f : R — R, wiec teraz rozszerzamy nasze funkcje i patrzymy
na funkcje F : R® — R*. Niech F' = (f1,..., fi) dla f; : R® — R.

Twierdzenie: F = (fi,..., fx) jest rozniczkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i
funkcja f; jest rozniczkowalna.
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Definicja: Dla odwzorowania F' = (f1,..., fin) : R* — R™ rézniczkowalnego w a, odwzoro-
wanie liniowe dF'(a) jest zadane przez macierz pochodnych czastkowych

L@ %@ . @] [ [vi@.w
dF(@)[h,...,h] = | o | = :
%fT’f(a) %’%(a) . ng':(a) hn (Vfn(a),h)

Macierz tej postaci nazywamy macierza Jacobi’ego.

Zadanie 5.
Oblicz rézniczke odwzorowania walcowego F : Ry x (0,27) x R — R?

f(r,0,2) = (rcosf,rsind, z)

Rozwiazanie:

Niech fi(r,0,z) =rcos@, fo(r,0,2) =rsind i f3(r,0,z) = z. Wowczas
V= [0039 —rsind O}
V= [sin@ rcosf 0}
Vfs=1[0 0 1]

Zauwazmy, ze wszystkie pochodne czastkowe sg ciagle (jako funkcje r, 0, z), zatem fi, fo, f4 sa roz-
niczkowalne i stad F jest rézniczkowalne

cosf@ —rsinf 0
M(dp.z), f) = |sinf  rcosf 0
0 0 1

jest to macierz Jacobiego odwzorowania f. Pochodna to przeksztalcenie liniowe zadane przez te
macierz.

Zadanie 6.
Oblicz rézniczke odwzorowania sferycznego f: Ry x (0,27) x (0,7) — R?

f(r,@,8) = (rcosfcosp,rcosb,sinp, rsinf)

Rozwigzanie:
Niech fi((r,¢,0) = rcosfcosy, for,@,0) =rcosf,sing oraz f3(r,p,0) = rsinf), wowczas

cosfcosyp —rcosfsing —rsinfcosd
M(d 0y, f) = |cosOsing rcosfcosyp —rsinfsing
sin 0 0 cos 6

Jest to macierz naszej pochodnej (macierz Jacobi’ego).
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Cwiczenia 9

Pochodna funkcji wielu zmiennych

Ro6zniczkowanie zlozenia funkcji

Twierdzenie: Rozwazmy odwzorowania rézniczkowalne F' : R® — RF i G : RF — R®.
Wowezas rozniczka ztozenia G(F) : R™ — R® to zlozenie rézniczek

dG(F)(p) = dG(F(p)) o dF(p)

Wzér ten jest uogélnieniem wzoru g(f(z)) = ¢'(f(x))f' (x). W notacji macierzowej, jesli F' =
(fla“-;fk) ;R —)Rk, to

] h
) g2 .. () h; (Vfi(p), h)
dF(p)[h1,. .., hn] = : : : = ;
o) gz . F=e)] |, (V fm(p),h)
Wobec tego macierz pochodnej ztozenia F' z G = (g1, ...,gs) : R¥ — R® jest réwna iloczynowi
macierzy
2(F(P) §2(F(P) - 32(F()] [2m) L®) - L)
d(G(F(p))) = : : . : 5 SRR
G=(F(p) S=(F(p) ... 5=(F()]| |5&(m) &) ... 5&(p)
W powyzszych wzorach wspotrzedne w R™ oznaczylismy przez (x4, . .., x,) zas, dla rozroznienia,
wspoltrzedne w R* oznaczylismy przez (yi, ..., ys)-
Zadanie 1.

Zdefiniujmy funkcje F : R? — R jako zlozenie f : (R;)* — R3 oraz g : R®* — R danych wzorami

flay) =@ -y oty 2yay)  gley2) =@’ +y" +27)
czyli F(z,y) = g(f(z,y)). Oblicz %-.

Rozwigzanie:
Mamy

o 2x 2y 2z
M(d(Ly,z), g) = [I2+y2+22 224y2+22 22ty 22

oraz

o~
<o L

Policzmy teraz pochodna ztozenia

M(d(a;,y)7 g(f)) = M(df(r,y)) g) : M<d(x,y)a f)

o1
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Mamy f(z,y) = (v —y,x + vy, 2\/7y), wWicc

x— x 2
M(df(ay): 9) = M(d@—ya+y2y79) 9) = [(Hyy)? i
Skad mamy
1 -1
_[omy ety 2/ _
Ml F) = [ i 258) | L L=
VEVE
o T—y T+y 2y _z—y z+y 2x | 2z+2y 202y | _ T2 2
=@ T e T ew? Ten? e T <x+y>2] = [<<x+y>2 <:c+y>2] = o )

Policzmy teraz zlozenie funkcji F(z,y) = g(f(z,y)) = g(z — y,x + y,2/7y) = In(2(z + y)?).
Woéwcezas mamy
M(d(%y)vF):[ ; : }

zt+y  zty

czyli twierdzenie o pochodnej ztozenia rzeczywiscie dziala.

Zadanie 2.
Oblicz rézniczke odwzorowania F' : R® — R? w punkcie (0,0, 0) danego wzorem

F(z,y,2) = G(e¥ + cosz, 57, e" 1V sin 2)

jesli rozniczka G : R?* — R? w punkcie (2,1,0) zadana jest macierza

11 -1
dG(2,1,0) = {0 : 0}
Rozwigzanie:
Niech
H(z,y,2) = (& + cos, ™, ™V sin 2)
Mamy

dF(l’,y, Z) = dG(H(l‘,y,Z)) ’ dH(xaya Z)
Mamy H(0,0,0) = (2,1,0), zatem

dG(H(z,y,2)) = dG(2,1,0) = [é ; _01]

Dalej mamy

—sinx ey 0
dH (z,y,2) = 0 0 €S cos 2
e“tYsinz e*Ysinz e*Ycosz
skad )
01 0
dH(0,0,0)= |0 0 1
00 1
Zatem mamy i
01 0
1 1 -1 010
dF(x,y,z):{ } 001 :{ ]
0 2 0 _0 01 00 2
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Regula taricuchowa

Niech f : R® — R i g : R¥ — R oraz niech wspohrzedne w R" to (z1,...,x,) natomiast wspol-
rzedne w R to (y1,...,yx). Cheemy obliczyé na przyktad wyrazenie 887}; = %(g o f). Mamy
Vii(z)
dg(P)w) = dg(F@)-dfr) =[5 - | | o | =[E & ]
Zatem szukana pochodna to (bierzemy druga kolumne z df (x))
oh g of 9y Of2 99 O fi
oxs Oy o 83:2(x 8y2( o Oxs (7)+..+ 8yk(f(x) (9a32< )
bo liczymy
0
a_g(fl(x17' A 7xn)7f2(x17 tt 7xn>7' * '7fk‘(x17' A 7xn))
T2
Zadanie 3.

Niech f : R™ — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Oblicz pochodna funkcji jednej zmiennej
F(t) = (f(t, 2,83, ..., t")%

Rozwiazanie:
Niech g(t) = (t,...,t") i h(s) = s?. Wowczas F(t) = h(f(g(t))). Mamy wiec

F/(t) = h'(f(g(t)) o2+ f(g(t)) o f'(g(t)) o g'(t) =

1
2t
=2-f(t,..., t") o fi(t,...,t")o | . | =
nt”_l
1
2t
f( )O oz Oxp (froonst™)
Tltn_l

_ n 8_f n n n—1
=2f(t,...,t )o<ax1(t,...,t >+"'+axn<t""’t> nt )

Zadanie 4.
Funkcja rozniczkowalna f : U — R okreslona na zbiorze U = {(z,y) € R* | z > 0,y > 0} jest

zadana wzorem f(x,y) = g <"’“§> dla pewnej funkcji rézniczowalnej g : R, — R. Wykaz, ze dla
dowolnego punktu (z,y) € R, x R, funkcja f spelnia tozsamosé
of of
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Rozwigzanie:
Mamy
O =20 () (). 2
oz Y T o y —9 y y
oraz ” ) ) ) )
x T x
L (w,y) = = <—> =9 (—) : <——2>
Ay Iy \y y y
Skad

l‘ .

0 2 2 2
i(x,y)Jr?y-%(fv,y):O:w-g’ (%) -25+2y-g’ (%) : (—x—) =0

S
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Cwiczenia 10

Stozki styczne i geometryczne wlasnosci gradientu

Definicja: Rozwazmy dowolny podzbior M C R™ oraz ustalmy punkt p € M. Stozkiem
stycznym (przestrzenia styczna) do M w punkcie p nazywamy zbior

- Tn — P A%
ToM = {V € R" | Iz, eM\{p}, znop o =rll — ||V||}U{O}

Stozek styczny opisuje infinitezymalne kierunki, w ktérych mozna wyjs¢ z punktu p poruszajac
si¢ wewnatrz zbioru M. Zauwazmy, ze wprost z definicji wynika, ze jesli v € T, M, to réwniez
A-v e T,M dla dowolnego A € R (zbiory o takiej wlasnosci nazywamy stozkami).

Czasami wygodnie jest rozpatrywac stozek styczny T, M jako zaczepiony w punkcie p, a wigc
zbiér p + T, M. Bedziemy mowili wowezas o afinicznym stozku stycznym.

Zadanie 1.
Wyznacz stozek styczny do zbioru K = {(z,y) € R? | 22 = y?} w punktach (1,1) i (0,0).

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze (z,y) € K wtedy i tylko wtedy, gdy = = +y. Rozwazmy dowolny ciag (z,,y,) € K
zbiezny do (1,1). Dla dostatecznie duzych n musi zachodzi¢ z,, = y,. Wobec tego jednostkowe
wektory z T{; 1)K skonstruujemy jako mozliwe granice ciggow

n_lvn_l 171 Tn 1a1
(@ < ) =sgn(z, — 1) - —[ ] ) j:—[ ]
VG 1P+ (o I V2 V2
Stad wnioskujemy, ze stozek styczny T(; 1)K to prosta R-[1,1]. Rozwazmy dowolny ciag (2, yn) €
K zbiezny do (0,0). Wowczas mozliwe sa obie sytuacje x, = y, i ©,, = —y,. Wobec tego wektory
jednostkowe w T )/ skonstruujemy jako mozliwe granice ciggow
ny Ty, 1,+1] 4, 1,+1
(0, %50) L1 w11

Vet ey B T A

Whnioskujemy stad, ze stozek styczny T(g0)/ to suma dwoch prostych R - [1,1]UR - [-1,1].

Zadanie 2.
Wyznacz stozek styczny do zbioru M = {(z,y) € R? | y? < 23} w punkcie (0,0).

Rozwigzanie:
Rozwazmy ciag (z,,y,) € M zbiezny do (0,0). Chcemy wyznaczy¢ mozliwe granice ciagow

(xmyn) (:cn,yi—;(o,()) [Cl b]
(2n)? + (yn)?

W ten sposob wyznaczymy wszystkie wektory jednostkowe w stozku stycznym Tig M. Z tego ze

(T, yn) € M wynika ze y2 < z2, czyli

3 3
—xn <Y < Th
T, >0
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3
Dla y, = £x5 mamy
3

(T, £22) _ (1, +£\/z,) 2420 1.0]
V@) + (i)

V14 x,
Elementami naszej przestrzeni stycznej jest wiec wektor [1,0] jego dodatnie wielokrotnosci i zero,
czyli w sumie cata potprosta

Svlw

{la,0] | a = 0}

Whioski: Ogolnie jak rozwigzujemy takie zadania
1. Znajdujemy kandydata K na rozwiazanie
2. Pokazujemy, ze T,M C K

3. Sprawdzamy, ze K C T,M, a wigc ze kazdy element K umiem zrealizowa¢ jako granice
odpowiedniego ciagu elementéw zbioru M

Twierdzenie: Rozwazmy funkcje f : R® — R rézniczkowalng w punkcie a € R"™ taka ze
Vf(a) # 0. Oznaczmy v = Vf(a). Wowczas dla dowolnego wektora w € R™ takiego, ze
||lw|| = ||v|| zachodzi nieréwnosé

Ovf(a) < Owf(a) < dvf(a)

Innymi stowy gradient V f(a) wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji w punkcie a a
minus gradient —V f(a) kierunek najszybszego spadku funkeji w puncie a.

Okazuje sie, ze (przy zalozeniu niezdegenerowania) gradient wyznacza stozek styczny do poziomicy
funkcji. Co wiecej w takiej sytuacji stozek styczny okazuje si¢ by¢ przestrzenia liniows.

Twierdzenie: (Gradient jest prostopadly do poziomicy) Rozwazmy funkcje f : R* — R
rozniczkowalna w punkcie p, ciagla w otoczeniu p i taka, ze Vf(p) # 0. Wowczas przestrzen
styczna do poziomicy f przechodzacej przez p, czyli do zbioru M, := {x € R" | f(x) = f(p)}
w punkcie p to przestrzen wektorow prostopadlych do gradientu V f(p)

TpMy :={v eR" [ {v,V[(p)) =0}

Jest to podprzestrzen liniowa w R™ ko-wymiaru 1.

Zadanie 3.
Napisa¢ rownanie afinicznej prostej stycznej w punkcie p = (2, —3) do krzywej opisanej rownaniem
flz,y) =" +ay+y*—19=0,

Rozwigzanie:
Zbior M = {(x,y) | 2* + 2y + y? — 19 = 0} jest poziomica funkcji f(z,y) = z* + zy + y? — 19.
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Policzmy przestrzen styczna do M w punkcie (2, —3). Policzmy V f(2, —3)

of . 3 af _
ax—?)x +y ay—a:—i—Qy

Skad
Vf(27 _3) = [297 _4]

Funkcja f jest rozniczkowalna i ciagla wszedzie V f(p) # 0, czyli zalozenia twierdzenia sa spet-
nione. Zatem przestrzen styczna do M w punkcie p to

{(z,9) | (129, —4], [z, y]) = 0}

Styczna ma wiec rownanie
29z —4y =0

ToM jest zaczepiona w zerze. Jesli chcemy mie¢ przestrzen styczng zaczepiong w p, to musimy te
przestrzen przesunaé¢ p + 1, M. Afiniczna prosta styczna do naszej krzywej ma zatem réwnanie

29z —4y =c

przy czym ¢ = 29 -2 — 4. (=3) = 70, bo punkt p musi naleze¢ do tej prostej. Skad ostatecznie
mamy
29x — 4y =170

Zadanie 4.
Wykaz, ze poziomice funkcji f(z,y) = 2y® i g(z,y) = 2> — 1y* sa wzajemnie ortogonalne.

Rozwigzanie:
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Gradienty rozwazanych funkcji wynosza odpowiednio V f = [y?,2zy] i Vg = [2z, —y]. Latwo wiec
sprawdzié, ze sa one wzajemnie ortogonalne

([v?, 22y], [22, —y]) = 22 - y* + 22y(—y) = 0

W punktach w ktoérych te gradienty sie nie zeruja (a wiec y # 0 dla f i (z,y) # (0,0) dla
g) poziomice funkcji f i g sa prostopadle do odpowiednich gradientow. Poniewaz gradienty sa
wzajemnie prostopadte i sa prostopadte do poziomic, to poziomice sg wzajemnie prostopadte.

Zadanie 5.

Niech A = {(z,y,2) | 2> + y + z = 1}. Wyznacz wszystkie punkty (z,y,2) € A w ktérych wektor
[1,1,1] jest styczny do A. Czy istnieje prosta przechodzaca przez (0,0,0) i prostopadta do A w
jakims jego punkcie?

Rozwigzanie:

Zbior A jest poziomica funkcji f(z,y,2) = 2 + y + 2, ktorej gradient wynosi Vf = [2z,1,1] # 0,
wiec spelnione sa zalozenia twierdzenia o przestrzeni stycznej do poziomicy. Przestrzen styczna
do A w punkcie (z,y, z) to przestrzen prostopadla do gradientu, zatem wektory styczne do A to
wektory prostopadle do wektora [2x,1,1]. Jesli wektor [1, 1, 1] ma by¢ styczny do A, to musi by¢
spelnione réwnanie

(2¢,1,1],[LL, 1) =020 +1+1=0=z=—1

Punkt (z,y, 2z) ma leze¢ w zbiorze A, wigc y = —z, zatem punkty takie ze wektor [1,1, 1] jest w
nich styczny do A to punkty ze zbioru

{[-1,a,—a] | a € R}

Prosta taczaca punkt (0,0,0) z pewnym punktem (xg,yo,20) € A jest prostopadla do A, czyli
do Tizg40,20)A Wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwnolegla do gradientu f w tym punkcie. Pytanie
sprowadza sie zatem do rozstrzygniecia, czy dla jakiego$ (zo,vo,20) € A wektor [z, yo, 20| jest
rownoleglty do V f = [2x¢, 1, 1], czyli czy istnieje A takie ze

)‘[an Yo, ZO] - Q[Z'Oa ]-7 1]

11

Kandydatem bedzie A = 2, ale wowczas punkt (2o, 5, 3) musi naleze¢ do A. Mamy

1\* /1)’
(2x0)2+<§> +(§> =18y +1+1=2&11=0

Punkt (0,1,1) nalezy do A, zatem prosta spehiajaca warunki zadania istnieje i jest dokladnie
jedna.
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Cwiczenia 11

Badanie ekstremow funkcji

Niech A C R™ f : A — R bedzie rézniczkowalna. Szukamy kresow albo ekstremow (lokalnych)
funkcji f na zbiorze A. Jesli f ma ekstremum lokalne w (xg,79) € intA, to w szczegdlnosci
%(:co, Yo) = %(LEO, yo) = 0 (bo mamy ekstremum w obcieciu do prostej). Podejrzane punkty to te
w ktorych Vf = (0,0,0) oraz te w ktérych nie umiemy rozniczkowaé (brzeg, ,nieskoniczonose”).

Twierdzenie: (Zasada Fermata) Jesli funkcja rézniczkowalna F' : U C R™ — R okreslona na
zbiorze otwartym U ma ekstremum (lokalne) w punkcie p € U, to VF(p) = 0. Takie punkty
nazywamy punktami krytycznymi funkcji F'.

Whiosek: (Metoda policyjna znajdowania ekstreméw (lokalnych)) Rozwazmy funkcje F': A C
R? — R okreslona na pewnym zbiorze A C R™. Interesuja nasz (lokalne) ekstrema funkcji F
na A. Typujemy podejrzanych:

1. Punkty zerowania sie gradientu F' (punkty krytyczne)
2. Wszystkie punkty patologiczne: punkty nierézniczkowalnosci F', punkty brzegowe A itp

Oczywiscie to ze kto$ jest podejrzany nie znaczy, ze jest od razu winny. (Co wiecej, nawet bycie
jedynym podejrzanym tego nie oznacza. Na przyklad gdy A nie jest zwarty, to nawet gdy F
jest rézniczkowalna w kazdym punkcie int A, moze nie przyjmowaé¢ swoich kresow w A) Trzeba
zatem rozstrzygnaé, czy podejrzani sg faktycznie winni.

Zadanie 1.
Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = 2* + zy + 2y* na kuli K = {(z,y) | z* +y* < 1}.

Rozwigzanie:
Mamy
Vi=[_2r+y 4y+ x|

Pochodna sie zeruje gdy

2e+y =20
dy+2=0
M
amy 1 P
f(O:U):OS§($+y)2+5+7=x2+xy+2y2

Zatem w (0,0) mamy infimum. Supremum funkcji f musi znajdowaé sie na brzegu, bo wiemy z
twierdzenia Weierstrassa, ze oba kresy sa przyjmowane na naszym zbiorze (bo K jest zwarty i f
jest ciagla). Brzeg kuli opisany jest réwnaniem z? + y? = 1, zatem na brzegu mamy

2ai=g(a)

f(x,y) = f(cosa,sina) = 1 + cos asin v + sin
Liczymy pochodnag g

g (a) = cos® a — sin® a + 2 sin avcos v = cos 2ar + sin 2
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zatem ¢'(a) = 0 < cos2a + sin2a = 0, czyli tan2a = —1, skad 2a = =% + km. Daje nam to
a € £{3,7,111,15}. Skad otrzymujemy g (%7‘(‘) =g (18—17T) = %—i—‘/?i oraz g (gw) =g (%ﬂ') = %—‘/75

Whioskujemy stad, ze supremum (czyli maksimum) jest réwne % + \/75

Zadanie 2.
Znajdz kresy funkcji f(z,y) = (3z + 2y)e %" ~¥" na R2.

Rozwiazanie:
Policzmy gradient funkcji

g_i =3 4 (Br+2y) eV (=82) = e Y (34 3z 4+ 2y) - (—82))

0
a—f = 2.V Loy e (L) 432 eV L (—2y) = e TV (2 — 4y® — 6ay)
Y

Znajdzmy punkty zerowania sie¢ pochodnej

34 (3z+2y)-(=8z)=0 3r 42y == 8
+ 3z +2y) - (=82) @{‘Wr‘y Toe =8 < y= 3w
Yy

{2+(3x+2y)-(—2y):0 3r + 2y =

Mamy wige 3 + (3z + £x) - (—8z) = 0, czyli 9 — 7222 — 12827 = 0 & 2002° =9 & z = iﬁ.
Stad otrzymujemy

Dalej mamy

3 8 1 25
+  + =—+—. = =4
f( 10v/2 10\/5) Ve 10v2

Pozostaje rozstrzygnaé, czy podejrzani to na pewno supremum i infimum funkcji. Zauwazmy, ze

lim  f(z,y) =0

lI(z,y)||—o00

(co tatwo uzasadni¢ na przyktad uzywajac wspotrzednych biegunowych). Zatem dla ustalonego
takiego, ze ¢ > € > 0, istnieje R takie ze dla 2% + y* > R mamy |f(x,y)| < e. Kula K = B(0, R)
jest zwarta, zatem na mocy twierdzenia Weierstrassa f|x przyjmuje swoje kresy na K. f|x swoje
kresy moze przyja¢, albo w punktach zerowania sie gradientu, albo na brzegu. Ale na brzegu mamy
wartosci mniejsze od e co do modutu, zatem kres f|x jest przyjmowany w punktach zerowania sie
gradientu. Zatem f|x przyjmuje kresy w punktach

3 8
+ ,+
( 10v/2 10\/5)
Poniewaz poza kula f przyjmuje wartosci mniejsze niz € co do modulu, to sup f = sup f|x i
analogicznie z infimum.
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Cwiczenia 12

Badanie ekstremow funkcji

Zadanie 1.
Niech A = {(z,y,2) | 2* + y* — 2> + 4 = 0}. Znalez¢ w zbiorze A punkt ktérego odlegtosé¢ od
punktu (2,4,0) jest najmniejsza.

Rozwiazanie:
Odlegtosé punktu (z,vy, z) od punktu (2,4, 0) wynosi

A((2,4,0), (2,y,2)) = /(@ = 27 + (y =97 + 22 "2 /20?4 f — 2w —dy + 2 =

= V2@ =1+ (y—2?+7)
To wyrazenie osiaga warto$¢ najmniejsza dla x = 11 y = 2, wowczas z tego ze punkt (z,y, z) ma
naleze¢ do A wynika, ze z = £3.

Przy sposobie z rézniczkowaniem, mozna wpasé w putapki
1. wszystkie (x,y) € R? sg dopuszczalne

2. rozwiazujac rownanie V f = [0, 0] znajdziemy podejrzanych i musimy uzasadnié¢, ze faktycznie
sa to punkty dajace minimum.

Zadanie 2. ,
Wyznacz kresy funkcji f(z,y) = Z%e™* na zbiorze A = {(x,y) | 0 <y < z}.

Rozwiazanie:
Policzmy gradient funkcji f

—x zy(2—x+zy+a? z2(1—x
Vi(z,y) =e™ [ y( (xilz)/;r ) ((xﬂ)y)
Warunek f; = 0 prowadzi do zy = 1 lub z = 0. Jesli x = 0, to réwniez f; = 0. Jesli xy = 1,
% ﬁ # 0 - nie mamy wiec punktow
krytycznych. Mamy f(0,0) = 0 oraz f > 0, zatem w (0,0) mamy minimum funkcji f. Pochodna
f, méwi o zachowaniu si¢ f(z,y) przy ustalonym .

\ Y :/

tory+a(y—1)—2=z—x—1=—11 wowczas

fi<0

fy>0 ! v oy =1
| R A

Y
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Zauwazmy, ze f, jest dodatnia dla zy < 11 ujemna dla xy > 1. Wobec tego, dla ustalonego g
funkcja y — f(xo,y) rosnie o ile u < % i maleje gdy y > I—lo Stad kres gorny jest przyjmowany
na zbiorze

B:={(z,z) |0<x <1} U{(z,y) |2y =1ix > 1} (czerwona krzywa)
Analogicznie, kres dolny jest przyjmowany na zbiorze
{(z,0) | 2 >0} U{(z,x) | > 1} (niebieska krzywa)

Zatem znalezienie kresu gérnego sprowadza sie do znalezienia kresu na zbiorze B. Mamy

1 r—oo 1
f<a:,—)= T ey

T x+1 ;
oraz
fla,a) = e
a.a) = e
’ a+1

Mozemy policzy¢ pochodna tej funkcji i zauwazy¢, ze jest rosnaca dla a € [0, 1], zatem kres gorny
fla,a) to f(1,1) = 2% Stad supremum funkcji jest réwne %

Zadanie 3.
Pokaza¢, ze funkcja f(z,y) = (z — *)(3x — y?) po obcieciu do dowolnej prostej przechodzace;
przez (0,0) ma minimum lokalne w (0,0). Czy f ma minimum lokalne w (0,0)?

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

3 3

Poniewaz nieréwno$é jest prawdziwa dla dowolnego y, to f nie ma minimum lokalnego w zerze.
Dalej wzdluz dowolnej prostej przechodzacej przez (0,0) mamy

f(z,az) = (z — a®2*)(3x — a®2?) = 32° — 4a*2® + a’z* .= g(z)

/ (ng,y) = 1y‘l < f(0,0) =0

Stad ¢'(0) =01 ¢”(0) = 6, wiec w zerze mamy minimum lokalne. Nalezy jeszcze sprawdzi¢ prosta
r = 0, na ktorej mamy f(0,y) = y* - ta funkcja réwniez ma minimum w zerze.

[ §

3r =y’
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Funkcja f w obszarze oznaczonym + jest dodatnia, natomiast w obszarze oznaczonym — jest
ujemna. Kazda prosta przechodzaca przez (0,0), w okolicach zera, znajduje sie w obszarze +,
zatem w zerze ma minimum lokalne.

Zadanie 4.

Oblicz kresy funkcji f(z,y) = T;jﬁff;) na zbiorze B = {(z,y) e R? | 0 <z <y < 1}.
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Cwiczenia 13

Wzér Taylora i ekstrema lokalne

Rozwazmy odwzorowanie rézniczkowalne f : U — R™ okreslone na zbiorze otwartym U C R™.
Jego pochodna w ustalonym punkcie x € R" to odwzorowanie liniowe dyf : R" — R™, a wiec
dyf € L(R",R™), gdzie symbolem L(R™ R™) oznaczamy przestrzen odwzorowan liniowych mie-
dzy przestrzeniami R™ i R™. Mozemy zatem traktowaé¢ przyporzadkowanie U 3 x +— dyf jako
odwzorowanie o wartosciach w L(R" R™)

df - U — L(R",R™)
Poniewaz L(R™ R™) jest sama przestrzenia liniowa (izomorficzna z R™™), mozemy pytaé sie o

cigglodé i rézniczkowalnosé df. Pochodna d2 f := dx(df) (druga pochodna f w punkcie x) bedzie
odwzorowaniem liniowym

d2f :R" = LR",R™) awiec d-f € L(R", L(R",R™))
Dalej mozemy rozwazy¢ odwzorowanie
&f:U — L(R", L(R", R™)), xd>f

ktore mozna probowaé rézniczkowaé kolejny raz w podobny sposob otrzymujac wyrazenie ds f €

L(R™, L(R™, L(R", R™))) itd.

Jak widaé¢, sprawy zaczynaja sie mocno komplikowaé. Na szczeScie mozemy interpretowaé prze-
strzen L(R™, L(R™, R™)) jako przestrzen odwzorowan 2-liniowych z R" xR" do R™, Ly (R" xR", R™)
i w zwiazku z tym traktowaé¢ 2-pochodna w punkcie x jako odwzorowanie 2-liniowe

d2f:R" x R" — R™
Analogicznie kolejne pochodne f w x € U beda odwzorowaniami wieloliniowymi z R” do R™

Ef R"x...xR" > R™
—_——

s

W praktyce wyzsze pochodne funkcji f : R* — R tatwo wyrazié¢ przez kolejne pochodne czastkowe

Z (9.7:z

Z axz(‘?xj

7.]_

d2 f[h,h, h] = hihjh
Z Gzté?xj@xk () shshu

i,5,k=1

gdzie h = [hy, ..., h,] € R™ oznacza dowolny wektor.
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Definicja: Odwzorowanie f : U — R™ okre$lone na zbiorze otwartym U C R", ktore jest k-
krotnie rézniczkowalne w punktach U i dodatkowo jego k-ta pochodna d* f jest funkcjg ciagla,
nazywamy odwzorowaniem klasy X*. Przestrzen wszystkich takich odwzorowari oznaczamy

symbolem C*(U, R™).
W praktyce odwzorowanie f = (fi,...,fmn) : U — R® jest klasy C* gdy kazda z funkcji

wspolrzednosciowych f; dla j = 1,...,m ma okreslone wszystkie pochodne czastkowe do k-
tego rzedu, a wiec ax?s%(x), gdzie s < k i pochodne te sg ciagltymi funkcjami x € U.

Twierdzenie: (Schwarza) W przypadku funkcji f : R® — R klasy C? (to zalozenie mozna
ostabi¢) okazuje sie, ze wartosci drugich pochodnych czastkowych nie zaleza od kolejnosci w
jakiej wykonujemy rézniczkowanie, to znaczy

of O*f
al’iax]’ N 83:36:131

dla dowolnych i, 5 € {1,2,...,n}

Twierdzenie: (Wzoér Taylora) Rozwazmy funkcje f : U — R klasy C* okreslona na zbiorze
otwartym U C R". Woéwczas w otoczeniu punktu xg € U mozemy przyblizy¢ f nastepujacym
wzorem Taylora k-tego rzedu

f(xo+h) = f(x0) + dx, f[h] + & flhh] +. + = ~d fhh, ... b+ o(|[h|[*)

9] *o gl X0

W powyzszym wzorze dy f : R" X ... x R" — R oznacza s-ta pochodng f w zy rozumiang jako
—_———

S
odwzorowanie s-liniowe z R™ w R.

Z praktycznego punktu widzenia wygodnie jest zapisa¢ powyzszy wzor przy pomocy pochodnych
czastkowych

fxo+h) = X°+Zaxlxo i Z'Zﬁw Dy, 0 iafiy & £

11,22

ok f
Z B OO (I

117227

Pochodne czastkowe petnia w powyzszym wzorze role wspotczynnikéw wielomianowego przy-
blizenia funkcji h +— h(xq + h).

Na analizie I za pomoca wyzszych pochodnych umielismy bada¢ lokalne ekstrema funkcji. Podobnie
jest dla funkcji wielu zmiennych. Niech f : R™ — R bedzie klasy C? i niech V f(x) = [0,...,0].
Wowcezas

1. jesli dy, f[h,h] > 0 dla h > 0 to wtedy f ma w xg minimum lokalne

2. jesli f ma w Xo minimum lokalne, to d?f[h, h] > 0 dla dowolnego h € R"
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Badajac rozwiniecie Taylora drugiego rzedu otrzymamy proste kryterium badania ekstremoéow lo-
kalnych funkcji wielu zmiennych.

Twierdzenie: Rozwazmy funkcje f : U — R klasy C? okreslong na zbiorze otwartym U C R™.
Niech p € U bedzie jej punktem krytyczny (to znaczy Vf(p) = 0). Macierza Hese'go f
w punkcie p nazywamy macierz kwadratowa symetryczna (twierdzenie Schwarza) ztozona z
drugich pochodnych czastkowych f w p, to znaczy

8828f o) 826f
a2f 11. 1 931. Ty
Hf)p)=(575-M® ) = + .
aiizaxj i,j agf a2f
Oxndx1 =~  Oxndrn

Jesli macierz H(f)(p) jest
1. dodatnio okreslona, H(f)(p) > 0, to f ma w p minimum lokalne
2. ujemnie okreslona, H(f)(p) <0, to f ma w p maksimum lokalne
3. nieokreslona, to f nie ma w p ekstremum lokalnego

4. w przypadku pot dodatniej okreslonosci H(f)(p) > 0 (odpowiednio p6t ujemnej okreslo-
nosci H(f)(p) < 0) nie mozemy wykluczy¢ istnienia lokalnego minimum (odpowiednio
maksimum), ale musimy taki przypadek doktadniej zbadac.

Przypomnijmy, ze okreslonos¢ macierzy kwadratowej i symetrycznej A mozemy badaé przy uzyciu

kryterium Sylvestera badajac znak kolejnych minoréw gtéwnych Ay, ..., A,
Twierdzenie: (Kryterium Sylvestera) Niech A;,..., A, to minory gtéwne macierzy A, wow-
czas

1. jesli det Ay > 0, det Ay > 0, ..., det A, > 0 to A jest dodatnio okreslona
2. jesli (—1)det A; >0, (—=1)2det Ay >0, ..., (=1)"det A, > 0 to A jest ujemnie okreslona

3. jesli wyznacznik dowolnego minora gléwnego macierzy A jest nieujemny, to A jest pot
dodatnio okreslona

4. jesli wyznacznik dowolnego minora gtéwnego macierzy —A jest nieujemny, to A jest pot
ujemnie okreslona

5. jesli nie zachodzi zadne z powyzszych, to A jest nieokreslona

Zadanie 1.

Znalez¢ punkty zerowania sie gradientu funkcji f i wyjasni¢, w ktérych z nich ma ona lokalne
minima, maksima, a w ktérych nie ma lokalnego ekstremum.
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a) f(r,y) =2+ 3xy® +y*

b) f(z,y,2) =3zy =22 +yz — 223

c) flz,y,2) =2>+y*+ 22+ 22+ 4y — 62

d) f(z,y) = 2® + 3zy* — 1520 — 12y

e) flx,y,2) =23+ y*+ 22+ 122y + 22

f) flx,y,2) =2y*23(6 —z — 2y — 32)
Rozwigzanie:

a) Rozniczka funkeji f wynosi

Vf(z,y) =2z +3y°, 6xy+4y’]

zatem réwnanie na punkty krytyczne to

22+ 3y* =0
6y +4y> =0

Skad tatwo wyliczy¢, ze (x,y) = (0,0). Macierz drugiej pochodnej wynosi

HDw) = |5 o]

o H(DO.0 = o o]

Jest to macierz pot dodatnio okreslona, zatem nie mozemy wykluczy¢ istnienia minimum
lokalnego. Mamy

3.\ 5
flx,y) =2 + 32y +y' = (-’r+§y2) -

W okolicach zera funkcja bedzie przyjmowata zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne, zatem
nie mamy ekstremum lokalnego.

b) Roézniczka funkcji f wynosi

Vi(z,y,2) =[By+z—62* 3z+2 x+y
zatem réwnanie na punkty krytyczne to

3y +2—622=0
3r+2=0
r+y=0

Skad tatwo wyliczy¢, ze (z,y, z) = (0,0,0) lub (x,y, 2) = (—1,1,3). Macierz drugiej pochod-
nej wynosi
—12z

H(f)(z,y,2) = | 3
1

_ O W

1
1
0
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zatem
12

0 3 1 3 1
H(f)(0,0,0)=13 0 1 oraz  H(f)(-1,1,3)=13 0 1
1 10 1 10

W punkcie (0, 0,0) wyznaczniki kolejnych minoréw gtéwnych sa réwne odpowiednio 0, —9, 6,
natomiast w punkcie (—1,1,3) sa réowne 12, -9, —6. Zatem w kazdym z tych przypadkow
macierz jest nieokre$lona, wiec nie mamy ekstremum lokalnego w zadnym punkcie krytycz-
nym.

¢) Rozniczka funkcji f wynosi
Vi(,y,2)=2x+2, 2y+4, 2z+6]

zatem réwnanie na punkty krytyczne to

20+2=0
2u+4=0
204+6=0

Skad tatwo wyliczy¢, ze (x,y, z) = (—1,2,3). Macierz drugiej pochodnej wynosi

H(f)(z,y,2) =

S O N
o NN O
OO

zatem

H(f)(—

S O N
o NN O
N O O

Jest to macierz dodatnio okre$lona, zatem mamy tu minimum lokalne.

=}

d) Rozniczka funkcji f wynosi
Vf(z,y) = [32° 4+ 3y* — 15, 6ay — 12]
zatem réwnanie na punkty krytyczne to

322 +3y> —15=0
6y — 12 =10

Skad (z —y)? =1 oraz (z +y)* = 9. Otrzymujemy cztery rozwiazania (1,2), (—1,—2), (2,1)
oraz (—2,—1). Macierz drugiej pochodnej to

H(f ) = |7 Y]

Z kryterium Sylvestera otrzymujemy, ze w (—2, —1) mamy maksimum lokalne, w punktach
(1,2) i (—1,—2) nie mamy ekstremum lokalnego, natomiast w punkcie (2, 1) mamy lokalne
minimum.
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Zadanie 2.
Wykaz, ze funkcja f(z,y) = (1 + €¥)cosx — ye¥ ma nieskonczenie wiele maksimow lokalnych,
chociaz nie ma zadnego minimum lokalnego.

Rozwigzanie:
Roézniczka funkcji f wynosi

Vix,y)=[-(14¢€Y)sinx, e’(cosx —1—1y)]
zatem réwnanie na punkty krytyczne to
sinx =0
{cos r—1—y=0
czyli w szczegolnosci © = nm, co (zaleznie od parzystosci n) prowadzi do znalezienia wszystkich

punktow krytycznych (2km, 0) oraz ((2k + 1)m, —2). Macierz Hessego w tych punktach wynosi

H(f)(2km,0) = [_(1360)1 e0(0_3>1 oraz  H(f)((2k+1)7,0) = (1+060)1 620(—>

Pierwsza macierz jest ujemnie okreslona, zatem mamy lokalne maksimum, natomiast druga macierz
jest nieokreslona, zatem nie mamy lokalnego ekstremum.

Zadanie 3.
Wyznacz wielomian Taylora stopnia 2 funkcji f(z,y) = exp(xy?) — In(1 + zy) w punkcie (0, 0).
Rozwigzanie:
Mamy
0 0
_f — ex7;2y2 . Y _f — 6a:y22l,y_ x
ox 14+zy 0Oy 1+ xy
an 2 y2 an 2 2 5(32
. = e 4(2y)? + 2ze™ 4 ——
grow  C YT (14+2xy)?  0Oydy G (1+2y)?
0 f o0 f 2 2 1
— = Que™Y +2 oy .2 -
Jxdy  Oyox ve ve (xy + 1)2
skad mamy

£0,0) =1, £,(0,0) =0, f,(0,0) =0, f,(0,0) =0, f;,(0,0) = f;(0,0) = =1, f},(0,0) =0

Skad ostatecznie otrzymujemy

700+t =140+ 3 (002 Tl s S02Y o) =

—1- %(0+2hs+0) +o([[[h, s]I[?) = 1 = hs + o(|[[h, s]I|?)

Nie jest to wygodny sposob. Pytanie czy da sie szybciej?
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Zadanie 4.
Wyznacz wielomian Taylora stopnia 3 funkcji f(x,y) = exp(zy?) — In(1 + zy) w punkcie (0,0).
Rozwigzanie:
Mamy
exp(zy?) = 1+ 2y® + ri(zy?)  In(1+ay) = zy + ra(2?y?)
oraz , , ,
r1(zy )3 _ rl(xgj ) @y i @)=(00)
||(I'7y)H xry ,/x2_|_y2
2,2 2,2 2,2
ra(z?y )3 _ rz(ﬂ;r y ) 2y _ @200
||(.13,y)“ ey 1/332—|—y2
Zatem

exp(ey’) = 1+ ay’ +o(ll(z, »)I°) (1 +ay) =2y +ol|(z,y)II)

A poniewaz rozwiniecie w wielomian Taylora jest jednoznaczne, to ostatecznie mamy

f(z,y) = exp(zy?) —In(1 + zy) = 1+ zy* — zy + o(||(z, y)|°)
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Cwiczenia 14

Wzér Taylora i ekstrema lokalne

Zadanie 1.
Oblicz wielomian Taylora stopnia 3 w punkcie a funkcji

a) f(z,y,2)=e"+y+2z,a=/(0,0,0)
b) f(xvya Z) = TYz, a = (17_172)
C) f(x,y)z%—%,a:(l,l)

Rozwiazanie:
a) Mamy
2 3
VT —pyz =1+ x—i_iy'—i_z + (:c—l—g;'—l—z) + (:c—l—g'—i—z) +r(r+y+z)—ayz

Cdzie Hetytz) wHyHA=0

wro i) 0. Sprawdzmy, czy 7 jest rzedu o(||(x,y, 2)||*). Mamy

rle+y+z) rle+y+z) (e+y+2)?°

= . 0
|[(z,y,2)|3 (x+y+2)3 ,/51;2—|—y2—0—223
b) Mamy
0 z vy
Vi(x,y,2) =lyz, zz, xy] oraz H(f)(z,y,2)= |z 0 =z
y x 0
oraz
foze =0, fozy = Foge = Jypa = 00 frne = foee = fiza =0
[/ mo__ e et mo et e
fyyy_o’ fyyx_fywy—fwyy— ’ fyyz yzy — Jzyy =0
f:=0, flo=Fa.=fre =0, fl, =T =1fl=
fly. = flly = Fin = fit, = f, = f, =1
Skad

AL, =1,2) + (a,b,¢)) = =24 (=2) -a+2-b+ (=2) - o+

1 1

Tk (2-2-ab+2-(—1)-ac+2-1-bc)—l—§-6-abc+0((H(a,b,C)H3) =
= —2—2a+2b— c+ 2ab — ac + 2bc + abe + o((||(a, b, ¢)||*)

Inny sposéb, to odwotanie si¢ to definicji rozwiniecia Taylora

f(a+h) = f(a) + wielomian (h) + reszta (h)
Mamy
fA+a,—-14b2+¢c)=1+a)(—-14+b)(2+c¢c)=—2—2a+2b— c+ 2ab— ac + 2bc + abc

jest to rownos¢ Scista, a wiec w szczegdinoscei szukane rozwiniecie Taylora.
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¢) Mamy
1l oy _z 1 —2%  —5t3
Vilz,y) =|-+=, —— —— oraz H T,Y) = x LA
oraz
m Y o e emr 1 mo e ettt 1 nmwoo_ x
fxmx_6ﬁ7 fxmy_fxyx_fy:px__Qﬁa fzyy_fyxy_fyyz_2ﬁ7 fyyy__6¥
Skad

1
f((1,1)+(h,s)):0+2h—23+5(—2h2+2-0-hs+232)+

1
+a (6h® + 3 (=2)h%s + 3 - 2hs®> — 65°) + o(||(h, 8)||*) =
=2h—25s—h*+ s —h®— s> — h?s + hs® +o(|h]> + |s]*)

Innym sposobem mamy

LR IS ) (1 s 6P o %)) — (1) (LAt 2 — o)) —

LD+ 8) = 1 =

=2h—25—h*+ 5% —h? —s* — h%s + hs® + o(|h]* + |s]*)

Majac rozwiniecie Taylora mozemy wyznaczy¢ odpowiednie pochodne funkcji. Na przyktad wartosé
.-(0,0,0) jest to wspotezynnik przy wyrazie yz w rozwinieciu Taylora.

Zadanie 2.
Dana jest funkcja f : R? — R dwukrotnie rézniczkowalna taka, ze

. f(z,y) — tan(x) sin(y)

=0
(z,y)—(0,0) x? 4 y?

Oblicz f7:(0,0).

Rozwigzanie:
Z definicji matego o, dang réwnosé¢ mozemy zinterpretowaé jako

f(z,y) — tan(z) sin(y) = o(z® + y*) & f(z,y) = tan(z) sin(y) + o(z® + y*)

To oznacza, ze wielomian Taylora drugiego stopnia wyrazenia po prawej i lewej sg takie same. 7
drugiej strony mamy

tan(z) - sin(y) = (v + o(z*))(y + o(y*)) = vy + o(2® + y*) = 2y + o(|(z,y)[]*)
Wielomian Taylora drugiego stopnia z f(z,y) w (0,0) jest rowny
f(@,y) = f(0,0) + f,(0,0)x + f,(0,0)y + %(fé'x(Q 0)z? +2f7,(0,0)zy + f,,(0,0)y%) + o([[(z, y)[|*)
Stad mamy f,(0,0) = 1 oraz f(0,0) = £.(0,0) = f,(0,0) = £'.(0,0) = f,,(0,0) = 0.
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Zadanie 3.
Dla jakich a € R funkcja cos(z + y) 4+ a tan(zy) ma w punkcie (0, 0) lokalne maksimum, dla jakich
lokalne minimum, a dla jakich nie ma w (0, 0) ekstremum lokalnego.

Rozwigzanie:

Latwo sprawdzi¢, ze (0,0) jest punktem krytycznym niezaleznie od a. Chcemy zbada¢ charakter
tego punktu krytycznego. Wielomian Taylora stopnia 2 w okolicach zera to

(z +y)? z? oy

tary=1———>-+(a— Dy

f(z,y) == cos(x +y) + atan(zy) = 1 — 5 7~ g

Rozwinigcie nie ma wyrazow liniowych, zatem mamy punkt krytyczny (bo f;.(0,0) = £,(0,0) = 0).
Stad wynika, ze f;,(0,0) = f; (0,0) = —1 oraz f; (0,0) = a — 1. Macierz Hessego wyglada wiec
nastepujaco

-1 a_ﬂ':A

00 = |,

Mamy det A; = —1 < 0 oraz det Ay = 1 — (a — 1) = —a® + 2a = a(2 — a). Dla a € (0,2) mamy
det Ay > 0, zatem macierz A jest ujemnie okreslona i mamy maximum lokalne. Dla a € (—o0,0) U
(2,+00) mamy det Ay < 0 i wowczas macierz A jest nieokreslona czyli nie mamy ekstremum
lokalnego. Dla a = 0 lub a = 2 mamy det Ay = 0. Dla a = 0 mamy funkcje cos(xz + y) i w zerze
przyjmuje ona wartos¢ 1. Jest to najwicksza wartosé jaka osiaga cosinus, zatem mamy maksimum

(niesciste, bo na prostej y = —x réwniez mamy 1). Dla a = 2 mamy funkcje
z+y)?  (z+y)? 1
cos(x +y) + 2tan(zy) = 1 — ( 2y) + ( 4'3/) +2xy+2~§:U3y3+0(H(x,y)H4) =
(z—y)? (z+y)°
=1- + ==+ o(||(z, »)|I*)
2 4!
Wielomian ) )
T — T+
w@w%zl—( N Ch)

2 4]

nie ma lokalnego maksimum w (0, 0) poniewaz kltadac = y mamy 1 + (2;3)4 > 1=w(0,0). Samo
spojrzenie na wyrazy stopnia 2 sugeruje, ze warto zbada¢ funkcje dla y = z. Wtedy f(z,x) =
cos(2x)+2 tan(2?) i badajac te funkcje po jednej zmiennej, mozemy wykluczyé istnienie maksimum

w zerze (trzeba badaé¢ czwarta pochodna, bo pierwsze trzy znikaja).
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Cwiczenia 15

Twierdzenie o funkcji uwiktanej, rozmaitosci, ekstrema warunkowe

Niech f : R® - Ri M C R" to powierzchnia k-wymiarowa. Chcemy znalezé¢ metody badania
funkcji f|p. Chcemy wiedzieé¢ jak opisywaé powierzchnie k-wymiarowe w R"™. Na przyktad row-
nanie 22 + 4% + 2! = 1 to réwnanie sfery w R?. Réwnanie 22 +y + 2z = 0 to réwnanie plaszczyzny

w R3. Zatem
Ayt 422 =1
2c+y+2=0

to rownanie okregu powstatego z przeciecia plaszczyzny i sfery. Twierdzenie oo funkcji uwiktane;
méwi kiedy uktad fi(x,y) = fo(X,¥) = ... = fr(X,y) = 0 w przestrzeni R" x R¥ > (x,y) daje sie
rozwigza¢ wzgledem zmiennych y. Bedziemy moéwili, ze x to zmienne niezalezne, a y to zmienne
zalezne. Intuicyjnie k rownani w przestrzeni R" x R¥ powinno opisywaé zbiér n-wymiarowy. Bedzie
tak, o ile f; sa funkcjonalnie niezalezne i niezdegenerowane wzgledem zmiennych zaleznych y.

Twierdzenie: (O funkcji uwiktanej). Niech F' = (fy,..., fx) : R*xR* bedzie funkcjg klasy C*.
Rozwazmy punkt (xo,y,) € R" x R¥ taki, ze F(xo,y,) = 0. Zalozmy, ze rozniczka dy F(xo,y,)
(rozniczka F wzgledem zmiennych zaleznych y w punkcie (xg,y,)) jest nieosobliwa.

on on  oh on
ory " Ozp oyr T Oy
VF=| L s
O Ofk Ok Ok
R ory °° Ozp N oy1 " Oyg
dx F Ay F

Woéwezas istnieje pewne otoczenie U 3 (xg,y,) i odwzorowanie g : R® — R* klasy C, takie ze
y = g(x) rozwiazuje rownanie F'(x,y) =0 w U. To znaczy dla dowolnego (x,y) € U réwnanie
F(x,y) = 0 jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy y = g(x).

Przyklad: Niech 2% + y? = 1 réwnanie te da sie lokalnie (poza otoczeniem punktow (—1,0) i
(1,0), bo Vf = [2x,2y]) rozwiktaé¢ jako funkcje y(z) = V1 — 22

Uwaga: Zauwazmy, ze odwzorowanie g spelnia tozsamosé F'(x, g(x)) = 0 w otoczeniu punktu
(x0). Rozniczkujac ja wzgledem x mozna uzyskaé¢ wiedze o pierwszej rozniczce Dyg(X):

dx F'(x, 9(x)) + dy F'(x, g(x)) 0 dxg(x) = 0

W szczegolnosci jesli regularnoéé F jest wyzsza niz C' mozemy tez podnie$é regularnosé g.
Kolejne rézniczkowania pozwalaja obliczy¢ wyzsze pochodne g.

Zadanie 1.
Pokaza¢, ze w otoczeniu (1, 1) réwnanie

v+t — 20y =0

moze by¢ jednoznacznie rozwiazane ze wzgledu na y i ze otrzymana funkcja y = p(z) jest klasy
C' w otoczeniu 1. Oblicz ¢'(1).
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Rozwigzanie:

Niech F(z,y) = v + 2* — 2zy. Mamy rownanie F(z,y) = 0. Chcemy odzyska¢ y jako funkcje
r w otoczeniu punktu (zg,yo) = (1,1). Sprawdzmy czy w tym punkcie d,F(1,1) # 0, czyli czy
rozniczka jest nieosobliwa. Mamy

d,F =3y* —2x zatem d,F(1,1)=1#0

Stad, na mocy twierdzenie o funkcji uwiklanej, mozemy wyznaczy¢ w otoczeniu (1, 1) y jako funkcje
x, czyli y = p(x) klasy C*'. Sprawdzmy, co wiemy o pochodnej funkeji ¢. Mamy

o(2)° + 2% + 20p(x) = 0
rézniczkujac po = dostajemy
0=3p" ¢(z) + 22 — (2¢(2) + 22 - ¢'(2)) = ¢'(2)(2¢(2)* — 22) + 2z — 2p(2)

Skad
/ o 290(I> — 2x
#lw) = 3p(z)? — 2z

Wynika stad, ze dla = 11 ¢(1) = 1 mamy réwnanie na pochodna

2.1-92-1
My=2"-"2" _J
d) =5

Zawazmy, ze mozemy tez wyznaczy¢ wyzsze pochodne odwzorowania ¢. Wiemy, ze

w%w)==§¢%$2 2
p(x)? — 2z

Stad mozemy poprawi¢ regularno$é¢ funkcji ¢. Wiemy (na razie), ze ¢ jest klasy C', ale z drugie;
strony prawa strona wzoru powyzej jest tez funkcja klasy C! (w otoczeniu xy = 1), poniewaz jest to
ztozenie elementarnych funkcji klasy C'. A zatem lewa strona ¢’ (z) jest klasy C*, a wiec ¢(z) jest
klasy C?. Teraz wiemy, ze prawa strona jest klasy C?, zatem lewa jest klasy C? itd. Ostatecznie
o(x) jest klasy C'.

Zadanie 2.

Uzasadni¢, ze rownanie z Inw +w Iny = 0 wyznacza w otoczeniu punktu (zo, yo) = (1,1) zmienna
w jako funkcje pozostalych zmiennych w = w(x, y) i ze jest to funkcja klasy C'*°. Napisa¢ wielomian
Taylora stopnia 2 funkcji w(x,y) w otoczeniu punktu (1, 1).

Rozwiazanie:
Niech F(z,y,w) = xInw + wlny. Réownanie F(1,1,wy) = 0 ma tylko rozwiazanie wy = 1, zatem
w(l,1) = 1. Mamy
0_f =z +1Iny zatem 8—f
ow w w
Zatem mozemy skorzysta¢ z twierdzenia o funkcji uwiktanej. Na mocy tego twierdzenia, mozemy
wyznaczy¢ w jako funkcje x i y w otoczeniu (1,1). Oznaczmy w := w(z,y) Rézniczkujac = lnw +
wlny =0 po z i po y uzyskujemy

(1,1,1) =10

0=Inw+ zw;—l—w;lny:w; <£+1ny) +Inw
w w
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0:£w2+w’ylny+gzw; (E—i-lng/)—l—E
w Yy w Yy

Stad wnioskujemy, ze
,  —Inw . —w
BT my T (2 )
Zauwazmy, ze jesli w jest klasy C' w otoczeniu punktu (1, 1) to prawe strony rownosci tez sa klasy
C' w otoczeniu (1,1) jako zlozenia funkcji klasy C'. Stad w’ i w, sa klasy C' i wobec tego w
jest klasy C2. Przez indukcje otrzymujemy, ze w jest klasy C*°. Wyzsze pochodne uzyskujemy

analogicznie:
/

w// _ —W, + Inw (l_iw/>
T w (24 Iny) (%+lny)2 w o ow? "

" —w, N Inw ( x 1)
wy, = —7— —— W, — —
Yow(f+y)  (24my)t\ wr Yy
—w, w x x 1
w! = Y + {<—+lny>+y(——w’ ——)}
Yoy (S ny) 2 (2 4 ny)” L\ w? Yy
Skad otrzymujemy wy,(1,1) = 0, wy,(1,1) = 1 oraz wy,(1,1) = 2. Zatem w otoczeniu (1,1)
wielomian Taylora funkcji w(x,y) wynosi

1 1
wr+lLy+1)=1 —y+§($y+2y2)+0(ll(%y)ll2) =1 —y+§my+y2+0(ll(x,y)ll2)

Whiosek: Jesli F(x,y) w zalozeniu twierdzenia o funkcji uwiklanej jest klasy C*, to i zalez-
no$¢ uwiktana y = g(z) jest klasy C*.

Zadanie 3.

Uzasadnié¢, ze rownanie 2°

— 2z +y? = 0 w otoczeniu punktu (zg,%0,20) = (1,0,1) wyznacza
zmienna z jako funkcje pozostatych zmiennych z = g(z,y) klasy C*°. Napisa¢ wielomian Taylora
stopnia 2 funkcji g w otoczeniu punktu (1,0).

Rozwigzanie:

Niech F(z,y,2) = 25 — xz + y?, wowczas F(1,0,1) = 0 oraz
0 0
—f:5z4—ac zatem —f(1,0,1)=47é0
0z z

Spetnione sa zalozenia twierdzenia o funkcji uwiklanej, zatem istnieje z(z,y) € C! (nawet C>).
Mamy wiec

F(JZ,y,Z(ZL’,y)) = Z(:L‘7y)5 - JZZ(ZE,y) + y2

Oznaczmy z(z,y) = z, wowczas

af 4 / / ! < (1,0,1) 1
0=>"=5" 25— (2412) & =73 — = 7

of 4 / ! 2y 00
0:0—y2522y—$2y+2y And Zy:5z4_x =0
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Dalej mamy

2 (52t —x) —2-(202° -2, — 1) 01 2-4—1-(20- —1)
Z” _ T it 4 4
- (524 — x)? 16
, 2 (52t — 1) — 2 (202° - 2)) (101 o
oy = (524 — x)? N
v —2(524—x)+2y-(2023-z;) on —2-4 1
Py = (524_x)2 o 42 9

Skad wielomian Taylora stopnia 2 funkeji z(x,y) w otoczeniu (1,0) to

1
2(1+5,0+1) = 2(1,0) + 2,(1,0)s + 2,,(1,0)t + = (20,(1,0)s* 4 222, (1,0)st + 2, (1,0)t?) +

2

1 3 1
2y 14 = _ 22 1 2
+o(ll(s, OIF) = 14 75+ 0 — =5" — ost + o([|(s, 1))
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Cwiczenia 16

Twierdzenie o funkcji uwiktanej, rozmaitosci, ekstrema warunkowe

Rozmaitosci zanurzone

Twierdzenie o funkcji uwiktanej mowi, ze zbior opisany rownaniem F'(x,y), gdzie F' = (f1,..., fx) :
R"xR* — R* jest klasy C*¥, jest w otoczeniu punktu (X, y,) wykresem odwzorowania ¢ : R® — R¥
klasy C*, o ile I nie jest niezdegenerowane w kierunku zmiennych zaleznych, to znaczy pochodna
dyF(x0,y,) jest nieosobliwa.

Definicja: Zbior M C R™** ktory lokalnie (w otoczeniu kazdego punktu) wyglada jak wykres
odwzorowania ¢ : R* — R* klasy C* nazywamy rozmaitosciag n-wymiarows klasy C* zanurzons
w R™"*. (Nie interesuje nas, ktore ze wspotrzednych w R"** pelnig role zmiennych zaleznych,
a ktore niezaleznych)

Na mocy twierdzenia o funkcji uwiklanej, aby otoczenie punktu p, nalezacego do zbioru M =
{v € R | F(v) = 0} bylo rozmaitoscia, wystarczy znalezé pewien podzial wspotrzednych
R*"* = R" x R* > (x,y) w ktorym spelnione jest zalozenie twierdzenia o funkcji uwiklane;.
Do tego z kolei wystarcza, aby wiersze pelnej macierzy pochodnej dF' byty liniowo niezalezne w
kazdym punkcie M.

Twierdzenie: (O submersji) Niech F = (fy,..., fi) : R""* — RF bedzie odwzorowaniem
klasy C*. Jesli w kazdym punkcie p zbioru M = {v € R"** | F(v) = 0} (pelma) pochodna
dpF : R"* — R* jest przeksztalceniem liniowym maksymalnego rzedu (réwnowaznie: jesli w
punkcie p € M gradienty Vfi(p),...,Vfi(p) sa liniowo niezalezne) to M jest n-wymiarowa
rozmaitoscig zanurzona.

Ponadto przestrzen styczna do M w p to
ToM =kerd, F = {v € R"™ | d,F(v) = 0}

rownowaznie

ToM={veR"™ |v LVfip)dlai=1,... k}

Innymi stowy, jesli chcemy przedstawi¢ fragment zbioru M = {v € R" | F(v) = 0} jako
wykres pewnej funkcji klasy C* (i nie obchodzi nas wzgledem ktorych zmiennych odwracamy
rownanie F'(v) = 0), to wystarczy aby w macierzy dpF jaki§ minor k x k byl odwracalny, czyli
rownowaznie wystarczy aby rzad macierzy dpF' byl réowny k& (maksymalny mozliwy).

Zbior opisany pojedynczym réwnaniem M = {v € R" | f(v) = 0}, gdzie f : R" — R jest funkcja
klasy C*, taka ze V f(v) # 0 w kazdym punkcie v € M, jest rozmaitoscig (n — 1)-wymiarowa klasy
C* zanurzona w R™. Ponadto T,M = {v € R" | (v, Vf(p))}, to znaczy gradient jest prostopadly
do poziomicy.

Zadanie 1.
Niech M = {(z,y,2) € R3 | 23 +12+ 24 +2yz = 4}. Wykaz, ze M jest rozmaito$cia dwuwymiarowa
klasy C'. Wyznacz przestrzen styczng do M w punkcie (¥/3,0, —1).
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Rozwigzanie:
Niech F(z,y,2) = 2° + 3> + 2* + vyz — 4, wtedy

VFE =[322 +yz, 3y* +axz, 42°+ a9

Chcemy sprawdzié, czy ta pochodna jest rzedu 1, bo wowczas dziata twierdzenie o submersji. Jesli
wszystkie trzy pochodne sie zeruja i punkt nalezy do zbioru M, to spetiony jest uktad rownan

Byt oyz =4

3x2 +yz=0
3y +22=0
422 + a2y =0

po pomnozeniu drugiego rOwnania przez x, trzeciego przez y i czwartego przez z mamy

2yt ayz =4

323 +ayz =0
3y +ayz =0
42 +ayz =0

Po dodaniu trzech ostatnich réwnann mamy
0=32" +ayz +3y° +ayz + 42" +ayz =32 +° + 2 Fayz) + 2t =124 24

co jest niemozliwe, a wiec dla kazdego punktu z M zachodzi VF # [0,0,0]. Na mocy twierdzenia
o submersji M jest rozmaitoscia wymiaru 3 — 1 = 2. Przestrzen styczna do M w (3/3,0,—1) to
zbior
T(\S/g,O,—l)M = {V S R3 I <Va VF((%’O’ _1))> = 0} =
= {(xaya Z) S R?’ | <(-77,y72), [3\5/57 _\3/§a _4)> = 0} = {(xaya Z) S Rg | 3\5/533 - \3/§y —dr = 0}

Rownanie plaszczyzny stycznej to 3v/9z — /3y — 4z = 0, skad rownanie afinicznej plaszezyzny
stycznej to 3¢/9z — /3y — 4z = ¢, gdzie ¢ nalezy tak dopra¢, aby (v/3,0,—1) nalezal do tej
plaszczyzny ¢ =9+ 0+ 4 = 13.

Zadanie 2.
Wykaz, ze M = {(z,y,2) € R} | x +y + 2 =4, 2%+ y* + 22 = 6} jest rozmaitoscia 1-wymiarowa.
Wyznacz przestrzen styczna do M w punkcie (2,1, 1).

Rozwiazanie:
Niech F(z,y,2) = (x +y + 2, 2% + y* + 2?), wtedy

M ={(z,y,2) € R* | F(z,y,2) = (4,6)}
Sprawdzmy zalozenia twierdzenia o submersji

o[l )

20 2y 2z

Chcemy pokazaé, ze w kazdym punkcie zbioru M rzad tej macierzy jest rowny 2. Dla z =y = 2
wiersze macierzy sa liniowo zalezne. Sprawdzmy czy taki punkt moze naleze¢ do M. Jesli by
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nalezal, to wowczas 3z = 4 oraz 3z? = 6, co sprowadzi do sprzecznosci. A zatem w kazdym
punkcie p zbioru M rzad dpF' jest rowny 2, wigc M jest rozmaitoScig wymiaru 3 —2 = 1. W
(2,1,1) gradienty F' wynosza (1,1,1) oraz (4,2,2), zatem plaszczyzna styczna do M w (2,1,1)

bedzie opisana réwnaniami
r+y+2=0 xr=0
=
4z+2y+22=0 y=—z

Zadanie 3.

Udowodni¢, ze zbior S = {(z,y,2z) € R | 222? 4+ 2(z + 1)zy + y?¢* = 16} jest rozmaitoscia
2-wymiarowa. Znalez¢ ptaszczyzne styczna do S w punkcie (3,2,0).

Rozwigzanie:

Niech F(z,y,2) = 2%2? + 2(z + 1)zy + y*e* — 16, wowczas
VF = 2222 + 2y(1 + 2), 2e*y+2z(1+ z), 2y + e*y* + 22%2]

Dalej
2222 +2(z 4+ Doy +y%e* — 16 =0
{f(a:‘,y,z):O o 2022 +2y(1+2) =0
Vfi(x,y,z) =0 2¢*y +22(l4+2) =0
2oy + e*y? + 2222 = 0
Po pomnozeniu drugiego réwnania przez x i trzeciego przez y i po dodaniu mamy

0 = 22%2% + 22y(1 + 2) + 2e*y° + 22y(1 + 2) = 2(2°2* + 2(2 + 1)y + y*€*) = 32

Mamy sprzecznosé, zatem uktad nie ma rozwigzania. Stad S jest rozmaitoscia 2-wymiarows na
mocy twierdzenia o sybmersji. Dalej mamy

VF(3,2,0) = [4,10,16]
skad rownanie plaszczyzny stycznej do S w (3,2,0) to
([4,10,16], [z,y,2]) =0 < 4do+10y+16=0 < 2x+5y+82=0
Roéwnanie afiniczne plaszezyzny to

204+ 0y +82=2-34+5-24+0-16 =16

Zadanie 4.
Czy zbior S = {(z,y,0) | (x2+y?—2)? = 2% +y*} jest rozmaitoscia? Niech M oznacza podzbior R?
powstaly przez obrot S wokol osi OX. Opisa¢ zbiér M réwnaniem. Czy M\ {0} jest rozmaitoscia?

Rozwigzanie:
Zbior S jest poziomicy funkcji F(xz,y,2) = (22 + y* + x)? — 2* — y?, 2). Mamy

4a3 — 622 + day? — 2y? 32y —4day — 2y +3y> 0

VI = 0 0 1
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W punkcie (0,0,0) odwzorowanie F' nie spetnia zalozenia twierdzenia o submersji. Co wiecej jesli
F = (f1, f2), to Vf1 i V f; sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy V f1 # 0, co prowadzi
do jedynego rozwiazania (z,y,z) = (0,0,0). Zatem S \ {(0,0,0)} jest rozmaitoscia, bo spelnia
zatozenia twierdzenia o submersji.

Y

Wezmy punkt (xg, ) € S. Wiemy, ze spelnia on réwnanie
(x5 + 5 — 0)” — x5 — 45 =0

Punkty powstale przez obrot (xg, yo) wokot osi OX to punkty postaci (zg, yo cos 8,y sin @), a wiec
punkty (zo,y, z) spelniajace réwnanie y* + 2% = y2. Wiemy, ze yo spelnia réwnanie

R B I
stad (xo,y, z) musi spetnia¢ rownanie
(w5 + (" +2%) —w0)* — 25— (" +¢°) =0
Niech wiec F(x,y, 2) = (2%+(y*+2?)—x)*—2*—(y?+2?%), wowczas (oznaczmy t = (x?+(y*+22)—1x))
VF=[2t-(2z—1) =2z, 2t-2y—2y, 2t-2z—2z]

Pokazemy, ze poza punktem (0,0, 0) spelnione sa zalozenia twierdzenia o submersji. Mamy VF =
0, gdy spelniony jest uktad

2 + (P +2%)—x) - 2x —1) =22 =0
202 + (P +2%) —x) -2y —2y =0
200 4+ (y? 4+ 2%) —x) - 22 —22=0

Dodajemy do siebie stronami 2 F, +yF, + zF, = 0 i zamieniamy x? +y?+ 2% na (22 +y*+ 22 —x)2.
Mamy

(224 +2%) —2) 2@+ P+ %) — (P + P+ %) - (P + (P + ) —a)r=0&
e @+ P+ - )@+ +22) —a2) - P+ + ) =0s
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@+ +27 )20+ + %) —2) - (P + P+ —2) P =0s
@+ + 27 -0 (@ + P+ ) ) — (PP —a) =0
S @+ )@+ ) =0

Stad albo 22 +y? + 22 = 0, czyli z = y = z = 0, albo 22 + y? + 22 = 0, czyli (korzystajac z
réwnania opisujacego M) réwniez x? + y* + 22 = 0. Zatem gradient zeruje si¢ tylko wtedy, gdy
r=y=z=0. Stad M\ {(0,0,0)} jest rozmaitoscia, bo spelnione sa zalozenia twierdzenia o
submersji.
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Cwiczenia 17

Twierdzenie o funkcji uwiktanej, rozmaitosci, ekstrema warunkowe

Ekstrema warunkowe (metoda mnoznikéw Lagrange’a)

Twierdzenie: (O ekstremach warunkowych) Rozwazmy funkcje g : R"** — R i odwzorowanie
F=(f1,..., fx) : R"™ = R, oba klasy C'! i niecch M = {v € R"™* | F(v) = 0|}. Jesli funkcja
gla - M — R ma ekstremum lokalne w punkcie p € M, to zachodzi jedna z dwoch sytuacji:

1. Gradienty Vfi(p),..., V/fi(p) sa liniowo zalezne (to znaczy F' nie spelnia zalozen twier-
dzenia o submersji w p i w konsekwencji nie wiemy, czy M jest rozmaito$cia w otoczeniu

P)

2. Gradient Vg(p) jest kombinacja liniowa gradientow V f1(p), . .., V fi(p), to znaczy istnieja
state \; € R (zwane mnoznikami Lagrange’a) takie, ze

Vg(p) = MVi(p) + ...+ Mefr(p)

W obu przypadkach gradienty Vg(p), Vfi1(p), ..., Vfe(p) sa liniowo zalezne.

Uwaga: W przypadku gdy gradienty V fi(p),..., Vfe(p) sa liniowo niezalezne, przestrzen
styczna T, M jest prostopadla do kazdego z nich, a zatem warunek drugi w powyzszym
twierdzeniu oznacza, ze Vg(p) L Tp,M. Wynika stad, ze dla kazdego v € T, M pochodna
Ovg(p) = (v, Vg(p)) =0, a wiec w pierwszym rzedzie przyblizenia ¢g nie zmienia sie¢ wzdtuz M
w otoczeniu punktu p.

Zadanie 1.
Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkeji f(x,y, z) = x w zbiorze

A:{(l‘,y,z) eR’ ‘ x2+2y2~|—2z2:8, x—}—y:z}
Rozwiazanie:

Zbior A jest przecieciem plaszczyzny z elipsoida, zatem jest zwarty. 7 twierdzenia Weierstrassa
kresy sa wiec na nim przyjmowane. Niech f; = 2% + 2y? + 22° — 8 oraz f, = x = y — 2. Mamy

Vfi=[2z, 4y, 4z] Vfo=1[1, 1, —1]

Musimy zbadaéd, kiedy wektory V f, V f; oraz V f, sa liniowo zalezne. Wéwcezas beda to punkty
podejrzane o bycie ekstremum. Mamy

1 0 O 1 0 0
2¢ 4y 4z| ~ (0 1 -1
1 1 -1 T 2y 2z

Wektory sa liniowo zalezne jesli wyznacznik tej macierzy jest zerowy, czyli gdy 2z 4+ 2y = 0 skad
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z = —y. Szukany punkt musi leze¢ w zbiorze A, zatem musi by¢ spetniony uktad rownan
2=y z= -y
2?42y +222 =38 = qr=-2 = (x,y,2) € {(=2,1,-1), (2,-1,1)}
r+y==2 y? =1

Punkty (—2,1,—1) oraz (2,—1,1) sa kandydatami na ekstrema, ale skoro ekstrema sa osiagane
na A, to sa osiagane w tych punktach. Skoro f(z,y,2) = x, to minimum mamy w (—-2,1,—1) a
maksimum w (2, —1,1).

To samo zadanie mozna zrobi¢ klasyczny, sposobem. 7 twierdzenia o mnoznikach Lagrange’a
wiemy, ze jesli Vf1 1 V fy sa liniowo niezalezne, to w punktach ekstremalnych powinnismy mieé
Vg=a-Vfi+b-Vfydla pewnych a,b € R. Daje nam to uktad réwnan

(202 +b=1

day +b=10
daz—b=0
r+y—z2=0

(2 +2y° + 222 =8

Z drugiego i trzeciego rownania otrzymujemy 4a(y + z) = 0, zatem y = —z, poniewaz jesli a = 0,
to szybko dochodzimy do sprzecznosci (bo z pierwszego réwnania b = 1, a z drugiego réwnania
b = 0). Dodatkowo powinni$my sprawdzi¢ liniowa niezaleznosé¢ V fi i V fo. Te wektory sa liniowo
zalezne gdy z = 2y = —2z, czyli * = 2y oraz z = —y. Taki punkt nie nalezy do zbioru A, bo
z czwartego réwnania mamy 0 = z +y — 2z = 4y, a wiec i x = z = 0, a to nie spelnia réwnania
piatego.
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Cwiczenia 18

Twierdzenie o funkcji uwiktanej, rozmaitosci, ekstrema warunkowe

Zadanie 1.
Wyznacz kresy funkeji f(z,y, z) = xyz na zbiorze

M ={(z,y,2) € R® | 2* +¢y* + 2® = 14}
Rozwigzanie:
Niech f; = 2? + y* + 2% — 14, wowczas mamy
Vi=lyz, vz, xyl V=2 4y° 8
Jesli Vf 1 Vf; sa liniowo zalezne, to Vf = a -V f1, czyli

2r =yz - a 82?2 = xyz - 4a
43 =zz-a = 8yt = zyz - 2a
82" =uay-a 828 =ayz-a

Skad 2% = 42% i y* = 228 i mamy
4=a?+y"+ 28 =42 +254 28
Zatem z = ++/2, skad otrzymujemy rozwiazania

2= +/2 2=+ 2=+/2 z
y =4 y =4 y=—v4 y=—v4
i

r =12 x=—2 r =2 = —/2
z=—/2 2= —/2 2= —/2 2= —/2
y =4 y=v4 y=—vV4 y=—v4
=2 r=—-/2 r =2 r=—v/2

Maksimum bedzie przyjmowane w punktach, ktére spetniaja pierwszy, czwarty, szosty lub sioédmy
uktad réwnan, natomiast minimum bedzie przyjmowane w punktach, ktére spetniaja drugi, trzeci,
piaty lub 6smy uktad réwnarn.

Zadanie 2.
Niech f(z,y,2) = 2y — z. Znalez¢ maksimum i minimum funkcji f na zbiorach

a) A={(z,y,2) eR® | 2>+ > +2' =1}

b) B={(z,y,2) ER® | 2?2+ 4> +2' =1, v +y+2z =0}
c) C={(z,y,2) eR® |2 +y>+2' <1, x+y+2=0}
Rozwiazanie:

Kazdy ze zbioréw A, B,C' jest zbiorem zwartym, zatem jako ze f jest ciagle, to z twierdzenia
Weierstrassa kresy sa przyjmowane.
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a) Mamy Vf = [y, z, —1]. Niech g; = 2?+y*+ 2> — 1, wowczas Vg; =2 [z, y, z]. Punkty
podejrzane o ekstrema to te w ktorych Vg, oraz V f sa liniowo zalezne. Skoro Vf # 0, to
V f i Vg sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy Vg, = a-V f dla pewnego a € R. Daje
nam to uktad rownan

2r=a-y
2y=a-x
2z=—-1-a

>+’ +22=1(boxz,y,z € A)

Skad x =y =012z = %1 lub a® = 4 i wowczas dla a = 2 mamy z = —1, czyliz =y = 0,
natomiast dla @ = —2 mamy z = 1, czyli x = y = 0. Stad jedynymi rozwigzaniami sg
(x,y,2z) = (0,0,£1). W punkcie (0,0, 1) mamy minimum, natomiast w punkcie (0,0, —1)
mamy maksimum.

b) Doktadamy réwnanie go = x + y + z. Mamy Vg, = [1,1,1]. Stosujemy twierdzenie o
mnoznikach, czyli sprawdzamy kiedy V f, Vg, oraz Vg, sa liniowo zalezne

xr
O=det |1 1 1|&®0=2+v—9y"—y—az+yze0=@—y)(1+r+y—2)

Jesli x = y, to wowcezas jako ze jesteSmy w zbiorze B, to spelniony jest uktad réwnan

204+ 2=0
202+ 22 =1

skad otrzymujemy z = —2z i 622 = 1, a wiec z = j:%. Zatem ostatecznie (z,y,z) =
(j:\/%;, :I:\/Lg, :F\%)- W tych punktach mamy

f(jzl il q:2)—1i 2

V6 V6 v6/) 67 V3
Jeslix+y—2+1=0,towobecx+y+2z=0 mamy -2z = -1 & z = % Otrzymujemy
uktad réwnan

Tty = —%
2?4 y? =3
skad otrzymujemy (z,y, z) = <_H4:\/5, #g’ %) W tych punktach otrzymujemy

-1+v5 —-1Fv5 1) 3
/ 4 4 2] 4

Stad maksimum mamy w (\/Lg, \/Lé, —\/lg), a minimum w punktach (#57 #5, %)

c) Mozemy przedstawi¢ C' jako sume zbiorow B, = {(x,vy,2) € R® | 2 +y*+2! = a, v+y+2 =0}
dla a € [0,1]. Liczymy jak w b) kresy f na kazdym ze zbioréw B,, a nastepnie znajdujemy
maksimum i minimum po parametrze a.
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Zadanie 3.
W zbiorze C' = {(x,y,2) | * +y + 2z = 3, 2y + yz + zo = 0} znajdz punkty najbardziej oddalone
od osi OZ lub wykaz ze taki punkt nie istnieje.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze
P+ = (rty+2)? -2y tyzt+zx) =9

Zatem 2% + y* < 9. Jesli mialoby zajs¢ 2% + y*> = 9 (czyli bylaby to maksymalna odlegtosé¢ od osi
0Z), to wowczas z = 0 i mamy uklad rownai

2 2 _ _ _
rr+y =9 N =3 v xr=20
r+y=3 y=20 y=3

Jako, ze punkty (3,0,0) i (0,3,0) naleza do C, to sa to szukane punkty.
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Cwiczenia 19

Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy

Definicja: Odwzorowanie F' : U — V pomiedzy podzbiorami otwartymi U, V' C R" nazywamy
dyfeomorfizmem gdy

e I jest bijekcjg, a wicc istnieje odwzorowanie odwrotne F~1:V — U

e i 7! sq rézniczkowalne (poniewaz rézniczkowalno$é pocigga za sobg ciaglosé, F jest
jednoczesnie homeomorfizmem)

W przypadku, gdy F i F~! sa rozniczkowalne klasy C* méwimy o dyfeomorfizmach klasy C*.

Bezposrednio z definicji i z reguly tancuchowej wynika, ze pochodna odwzorowania F'~! w punkcie
y = F(x) to przeksztalcenie odwrotne do pochodnej odwzorowania F' w punkcie x. Istotnie mamy:

F(FYy))=y oraz F'F(x))=x dladowolnych xe€ U, yeV
Rozniczkujac oba te wyrazenia i korzystajac z reguly taricuchowej mamy:
dF—l(y)F o dyF_l =1id oraz dF(x)F_l odyF =1id

kladac y = F(x) dostajemy, ze przeksztalcenia liniowe dyF i dpx)F' ' sa wzajemnie odwrotne.
Wynika stad, ze pochodna dyfeomorfizmu jest odwracalnym przeksztalceniem liniowym.

Okazuje sie, ze dla odwzorowan klasy C!' odwracalnosé pochodnej wystarcza aby lokalnie odwroci¢
odwzorowanie.

Twierdzenie: (O funkcji odwrotnej) Jesli odwzorowanie F' : U — V klasy C' ma w jakims
punkcie p € U nieosobliwg pochodnag dpF', to I jest w pewnym otoczeniu 2 > p odwracalna
i F7! jest rozniczkowalna w punkcie F(p). Innymi slowy, F jest lokalnym dyfeomorfizmem
miedzy 2 a F(Q).

Jako wniosek mamy nastepujacy fakt

Fakt: Niech odwzorowanie F' : U — V klasy C* bedzie bijekcja pomiedzy zbiorami otwar-
tymi U,V C R". Jesli pochodna dpF' jest nieosobliwa w kazdym punkcie p € R" to I jest
dyfeomorfizmem klasy C*.

Fakt: (Grupowe wlasnosci dyfeomorfizmow) Dyfeomorfizmy maja wlasnosci grupowe:
o jesli F: U — V jest dyfeomorfizmem to F~1 : V — U tez jest dyfeomorfizmem

e jesli F: U - ViG:V — W to dyfeomorfizmy, to ztozenie G(F) : U — W to tez
dyfeomorfizm
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Zadanie 1.
Oblicz rézniczke odwzorowania biegunowego f : Ry x (—m, m) — R?

f(r,0) = (rcosf,rsind)
i sprawdz, ze jest ono dyfeomorfizmem na obraz.

Rozwiazanie:

Mamy
if = [cos § —rsin 9]

sinff rcos@

Mamy det df # 0 < r(cos? 0 +sin®6) # 0 < r # 0. Funkcja odwrotng do f bedzie

fHz,y) = (x/xz + 2, arctan%)
Dalej mamy
fRy x (=m,m)) =R*\ {(2,0) | 2 < 0}

Funkcja f jest bijekcja na swoj obraz, ponadto f jest rézniczkowalna klasy C*, zatem z twierdzenia
o funkcji odwrotnej f~! tez jest rézniczkowalne. W szczegdlnosci f jest dyfeomorfizmem.

Zadanie 2.
Sprawdz, czy przeksztalcenie f(z,y) = (2zy, z* — y?) jest dyfeomorfizmem R? \ {(0,0)} na obraz.

Rozwiazanie:
Pochodna f wynosi

_ % 2y
df = {295 —2y}

Wyznacznik tej macierzy wynosi —4(z% + y?) i w dziedzinie jest niezerowy. Zatem df to macierz
odwracalna, wiec f spelnia twierdzenia o funkcji odwrotnej i stad f to lokalny dyfeomorfizm.
Funkcja f nie jest réoznowartosciowa, poniewaz f(z,y) = f(—x,—y). Zatem f nie jest bijekcja na
swoj obraz i stad nie jest dyfeomorfizmem na obraz.

Zbadajmy roznowartosciowosé f. Zalozmy, ze f(z,y) = f(a,b), bo wowczas
22—yt —a? —
2xy = 2ab
Po podniesieniu do kwadratu mamy
ot — 22%% + y* = a* — 2a%* + b
42%y? = 4a*V?
skad, po dodaniu do pierwszego réwnania dwa razy drugiego, mamy
(2 +y°)° = (a®*+ V) = 2P+ =d"+b

Laczac to z wyjsciowym réwnaniem, otrzymujemy z? = a?, y* = b? oraz xy = ab, skad (r,y) =
+(a,b). Zatem jesli ograniczymy dziedzine do dowolnego podzbioru R?\ {(0,0)}, ktory nie zawiera
jednoczesnie (z,y) oraz (—x,—y), to f bedzie dyfeomorfizmem na swoj obraz.
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Cwiczenia 20

Twierdzenie o funkcji odwrotnej, dyfeomorfizmy

Zadanie 1.
Sprawdz, czy przeksztalcenie f(x,y) = (™™ + e*7¥, e — ¢ 7¥) jest dyfeomorfizmem R? na
obraz.

Rozwigzanie:
Zbadajmy roznowartosciowos¢ f. Mamy f(z,y) = f(a,b), gdy

er+y 4 ety — ea+b + 6a—b em-I—y — ety — 6a—i—b o 6a—b

Dodajac i odejmujac réwnosci stronami mamy

€x+y — ea-l—b

skad, jako ze exp(z) jest funkcja réznowartosciowa, mamy
r4+y=a+b r—y=a—>
wiec ostatecznie (z,y) = (a,b). Funkcja f jest wiec bijekcja na swoj obraz. Dalej, macierz
pochodnej f wynosi
=0
Wyznacznik tej macierzy jest rowny
(™Y 4 " V)2 4 (7T — e"7Y)? = 4" VeV = 4e* £ 0

zatem f jest dyfeomorfizmem.

Zadanie 2.
Skonstruuj dyfeomorfizm

a) odcinka (0,1) na R

b) plaszczyzny R? na otwarta kule jednostkowa B = {(z,y) | 2% + y? < 1}

¢) otwartego kwadratu K = {(z,y) | |z| < 1,|y| < 1} na R?

d) otwartego kwadratu K = {(z,y) | |z| < 1, |y| < 1} na otwarte koto B = {(z,y) | 2> +y* < 1}

e) plaszczyzny bez punktu R? \ {(0,0)} na plaszczyzne bez kota R\ {(z,y) | 2> +y* < 1}

)
f) wnetrza trojkata o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1) na kwadrat K = {(z,y) | |z| < 1, |y| < 1}

g) otwartego prostokata P = {(z,y) | |z| < 1, |y| < 3} na otwarte potkole B’ = {(z,y) | 2?2 +y? <
1, y >0}

h) zbioru A = {(z,y) | 0 < z < y} na polplaszczyzne R x R,

i) zbioru B = {(z,y) |z >0, 2> +y* < T}
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Rozwigzanie:

a) Dyfeomorfizm zadamy wzorem

f(@) = In (%—1)
i) o

i jest niezerowa na (0, 1), zatem jako ze f jest réznowartosciowe, to f jest dyfeomorfizmem
na mocy twierdzenia o funkcji odwrotnej.

Pochodna funkcji wynosi

¢) Kazdy z odcinkow rozciagamy w poziomie na R, a nastepnie kazdy odcinek w pionie réwniez
rozciggamy na R. Dyfeomorfizm zadany bedzie wzorem

S = i (3) on (50)

! 0
™ cos?(Zx
df — E . [ (()2 ) 1 ]
0052(%3;)

i jest niezerowa na (—1,1)?, zatem f jest dyfeomorfizmem.

Pochodna funkcji wynosi

d) Kwadrat $cisniemy wzdtuz osi OX otrzymujac koto. Dyfeomorfizm zadamy wzorem

f(x,y) = (fc 1 —yZ,y)

Pochodna tej funkcji wynosi

0 1

oo

i jest niezerowa dla y € (—1,1). Zatem z twierdzenia o funkcji odwrotnej f jest dyfeomorfi-
ZImem.

e) Najprosciej jest to zapisa¢ we wspolrzednych biegunowych
f(r,0) = (r+1,0)

lub w kartezjanskich

o) = \/m—i—lx Vil 241

Jest to oczywiscie dyfeomorfizm.

f) Najpierw rozciaggamy trojkat wzdtuz osi OX do kwadratu (0,1)?, a nastepnie odpowiednio
skalujemy kwadrat i przesuwamy tak, aby srodek miatl w punkcie (0,0). Dyfeomorfizm bedzie
ztozeniem wiec dwoch dyfeomorfizmow

) x
f:f2of1 gdZIe fl(‘ray): <§7y) oraz fQ(.fL’,y):<2$U—1,2QZ—1)
Oczywiscie fi 1 fy to dyfeomorfizmy.
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Zadanie 3.
Poda¢ przyktad odwzorowania bedacego dyfeomorfizmem zbioru

A={(z,y) eR* | 2,y <0, 2 +y > —1}

na zbior
B ={(u,v) € R* | u,v >0, u* +v*> > 1}

Rozwigzanie:

Dyfeomorfizm bedzie ztozeniem dwoch dyfeomorfizméw. Pierwszy bedzie przeksztatcata trojkat na
¢wiartke kota, a drugi bedzie inwersja wzgledem okregu jednostkowego, czyli bedzie przeksztalcat
¢wiartke kota na jej dopelnienie.

A ) [ B 4

f I

Mamy
V1—19?
filz,y) = (—x : ﬁa —y>
oraz

_ x Yy
f2<x7y)_ (x2+y27x2+y2>

Funkcja f; jest bijekcja, co wynika z konstrukeji. Macierz pochodnej wynosi

df, = 1=y \/1*312'(1*@’)
0 1

jest to macierz nieosobliwa w rozwazanej dziedzinie, zatem z twierdzenia o funkcji odwrotnej jest
to dyfeomorfizm. Druga funkcja we wspolrzednych biegunowych to

falr, ) = G e)

7 konstrukeji wida¢, ze jest to dyfeomorfizm.
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Cwiczenia 21

Elementy teorii miary

Ciala i o-ciata, miara i miara zewnetrzna

Definicja: Rozwazmy zbiér X. Cialem zbioréw nazywamy rodzine podzbioréw F C 2% o
nastepujacych wtasnosciach

1. 0eF
2. jesiAe FtoX\AeF
3. jesi A, Be Fto AUB e F

Z powyzszej definicji tatwo wynika, ze kazde ciato zbioréow jest zamkniete na branie skoriczonych
sum i skonczonych przecieé¢, a wiec jesli Ay, Ao, ..., A, € F to takze AyUA;U...UA, € F oraz
AiNAynN...NA, € F.

Definicja: o-cialem zbioréw nazywamy rodzine zbioréw F C 2% o nastepujacych wlasnosciach

1. F jest cialem zbiorow

2. jesli Ay, As, ..., A,,... € F toréwniez |J A; € F

=1

Podobnie jak poprzednio tatwo pokazaé, ze o-ciato zbioréw jest zamkniete na przeliczalne prze-
ciecia. Jesli X jest przestrzenia topologiczna mozemy zdefiniowaé¢ B(X), czyli o-cialo zbiorow
borelowskich w X, czyli najmniejsze o-ciato zawierajace wszystkie zbiory otwarte w X.

Zadanie 1.

Wyznacz o-ciato generowane przez rodzine ztozona z dwoch danych podzbioréw przestrzeni topo-
logicznej.

Rozwigzanie:

Oczywiscie §, X A, B, AUB, X\ A, X\B € F. Natychmiast otrzymujemy, ze X \ (AUB) € F.
Skoro X \ A1 X \ B naleza do F, to réwniez

X\(X\NAUX\B)=X\(X\(ANnB))=ANnBeF

Dalej mamy
X\(X\B)U(ANB))=B\AecF

analogicznie A\ B € F. Stad rowniez
(A\B)U(B\A)=AABe F
Dopetnienia wszystkich tych zbioréw réowniez naleza do F.
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Zadanie 2.
Rozwazmy zbioér liczb naturalnych N i niech

F:={ACN| Alub N\ A jest zbiorem skonczonym }

Rozwiazanie:

Zbior pusty nalezy do F, poniewaz jest zbiorem skonczonym. Operacja dopelnienia przeksztaltca
zbiory skoriczone na zbiory ko-skoriczone (i na odwroét). Zatem F jest zamkniete na dopehie-
nia. Suma zbioréw skonczonych jest skonczona, suma zbioréw ko-skoriczonych jest ko-skonczona
oraz suma zbioru skonczonego i ko-skonczonego jest ko-skoriczona. Zatem F jest zamkniete na
skoriczone sumy.

F nie jest o-cialem, poniewaz singletony liczb parzystych naleza do F, natomiast ich suma, czyli
liczby parzyste, nie nalezy do F.

Zadanie 3.

Wykaz, ze rodzina sum (skonczona lub nie) przedzialow postaci (a,b] C R (gdzie a,b € R U
{—o0} U {+00}) jest ciatem podzbiorow R. Wykaz, ze o-cialo generowane przez te rodzine to
o-ciato zbioréw borelowskich.

Rozwigzanie:

Zbior pusty to (a,a]. Dowolna suma przedzialow tej postaci jest rowniez tej postaci (jesli dwa
przedzialy nachodza na siebie lub stykaja si¢ koricem to sumuja sie do wiekszego odcinka tej
postaci). Dopelnienie takiego zbioru do R jest rowniez tej postaci. Zatem rodzina jest zamknieta
na skonczone operacja sumowania i dopelnien. Jest wiec cialem podzbioréw R.

Niech F to o-cialo generowane przez rozwazang rodzing. Kazdy zbiér w F jest borelowski, bo
kazdy przedzial (a,b] jest borelowski (na przyklad jako suma zbioru otwartego i domknietego).
Wobec czego F C B(R). Dalej, zbiory borelowskie sa generowane przez zbiory otwarte, a te z
kolei sa przeliczalnymi sumami odcinkéow otwartych (bo R jest przestrzenia osrodkowa). Zatem
wystarczy pokazaé, ze kazdy odcinek otwarty da sie przestawié¢ jako element rozwazanego o-ciata.

Mamy
(a,0) = (a,b—%] eF

neN

skad B(R) C F.
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Cwiczenia 22

Elementy teorii miary

Definicja: Rozwazmy zbior X. Miarg zewnetrzna na X nazywamy funkcje u* : 2% — [0, +00]
o nastepujacych wtasnosciach

Lo (0)=0
2. jesli A C B to pu*(A) < p*(B) (monotonicznosé)

3. pf (U Ai> <> p(4;)  (przeliczalna podaddytywnosc)
i=1 i=1
Powiemy, ze zbior A C X jest p*-mierzalny, gdy spetnia nastepujacy warunek Caratheodoty’ego

dla dowolnego Z C X zachodzi pu*(Z) = p*(Z NA)+ u*(Z\ A)

W szczegolnosci tatwo pokazaé, ze jesli u*(A) = 0, to A jest p*-mierzalny. Rodzine wszystkich
podzbioréw p*-mierzalnych bedziemy oznaczali symbolem F(u*).

Definicja: Rozwazmy o-cialo F C 2X. Miara na F nazywamy funkcje p : 2% — [0, +00] o
nastepujacych wlasnosciach

L pw0)=0

2. jesli A; € F jest przeliczalng rodzing zbioréw parami roztacznych to

1 (U AZ-) = Z w(A;) przeliczalna addytywnosé
i=1 i=1

Twierdzenie: (Caratheodory’ego) Rozwazmy miare zewnetrzna p* na zbiorze X. Wowczas
rodzina podzbioréw p*-mierzalnych F(u*) jest o-cialem i ponadto miara zewnetrzna p* jest
miara na tym o-ciele.

Zadanie 1.
Niech x bedzie elementem zbioru X. Dla dowolnego podzbioru A C X definiujemy

5,(A) = 1 gdyzxeA
! o gdy v ¢ A

Wykaz, ze §, jest miara zewnetrzng i wyznacz o-cialo zbioréw o,-mierzalnych.

Rozwigzanie:
Dla dowolnego x € X, mamy z ¢ ), zatem 6,(0)) = 0. Ustalmy teraz x € X, jesliz € A, to z € B,
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wiec mamy p*(A) =1=p*(B). Jeslix ¢ Aiz ¢ B, to u*(A) =0 = p*(B). Natomiast jesli x ¢ A

1
iz e B, tou(A) =0<1=u*(B). Dalej 4, (U A,) moze by¢ co najwyzej rowne 1 z definicji
i=1

0,. Jesli o, (U AZ-) = 1, to istnieje i takie ze © € A;, a zatem Y u*(A;) > 1. Stad 0, jest miara
i=1 i=1
zewnetrzng.

Zadanie 2.
Niech X C R bedzie niepustym podzbiorem. Zdefiniujmy dla A C R

1 gdy XCA
px(A) =
0 gy XZA

Rozstrzygnij, czy px jest miara zewnetrzna.

Rozwiazanie:

Mamy px(0) = 0 bo X #C (. Jesli A C B, to albo ux(A) = 0 i wowezas pux(A) < ux(B), albo
px(A) =1, czyli X C A, wowezas X C B, czyli ux(B) = 1, wiec pux(A) < pux(B). Dalej, jeshi
X = {z}, to pux = 0, co oczywiscie jest miarg zewnetrzna. Jesli | X| > 2, to rozpatrzmy punkty a
i b oraz podzbiory A = X \ {a} oraz B = X \ {b}. Wowczas ux(A) =0 = px(B), bo X £ A, B.
Z drugiej strony AUB = (X \{a})U(X\{b}) =X\ ({a}n{b}) =X \0 =X, czyli X C AUB,
skad px(A U B) = 1. Zatem nie jest speliona przeliczalna podaddytywnosé, czyli pux nie jest
miarg zewnetrzng.
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Cwiczenia 23

Elementy teorii miary

Zbiory miary zero

Definicja: Kostka (badz przedziatem) w R™ nazywamy zbior
I={xeR"|a <z;<bdlai=1,2,...,n}

gdzie < oznacza dowolng z nieréwnosci < lub <, za§ a; < b; sg liczbami rzeczywistymi. n-
wymiarowa miara kostki nazywamy liczbe

n

A(I) == [ [ (b — @)

i=1

Zbior A C R™ nazywamy zbiorem \,-miary zero, gdy dla kazdego € > 0 istnieje przeliczalna

rodzina kostek (I;)ses taka, ze A C |J I oraz > A\, () < e. Innymi stowy, zbiér miary zero
ses seS
to taki, ktory da sie zamknaé¢ w sumie kostek o dowolnie matej mierze.

Zadanie 1.
Wykaz, ze nastepujace zbiory sa Ao-miary zero

a) punkt w R?
b) odcinek [0,1] x {0} C R?
c¢) prosta z =0 w R?

d) prosta z =y w R?

Rozwiazanie:

a) Wystarczy zamkna¢ punkt w kostce o boku dtugosci e.
b) Wystarczy zamkna¢ punkt w kostce o boku dtugosci 1 i szerokosci e.

¢) Bierzemy ciag coraz dtuzszych i chudszych pudetek, w ktorych zawieraja sie zbiory [n,n+ 1] x
{0}. Takie pudetka to na przyktad

9 €

[n”n~+ u X [__QFJII’EFJIT

suma ich miar wynosi > = 3e.

neL

_E
2ln]

d) Bierzemy pokrycie jak w poprzednim przyktadzie, a nastepnie kazde pudetko dzielimy wzdtuz
na kwadraty.
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Zadanie 2.
Rozwazmy przeliczalna rodzine podzbiorow {Aj}reny w R", z ktorych kazdy jest [,-miary zero.

Wykaz, ze A = |J Ay jest rowniez zbiorem [,,-miary zero.
kEN

Rozwigzanie:
Ustalmy ¢ > 0 i przeliczalne pokrycia I;; zbior6w A; o sumie miar mniejszej niz o, wowczas

U, U; ik jest przeliczalnym pokryciem A = [, A o sumie miar mniejszej niz ; oF = €.

Zadanie 3.
Wykaz, ze zbior QN (0, 1) jest A\j-miary zero.

Rozwigzanie:
Mamy przeliczalng rodzine punktéw, z ktorych kazdy jest zbiorem miary zero.

Zadanie 4.
Wykazaé, ze jesli zbior Q N (0, 1) pokryjemy skonczona liczba przedzialow, to suma dtugosci tych
przedziatow jest nie mniejsza niz 1.

Rozwigzanie:

Rozwazmy skoniczona rodzing przedziatow I; = [a;, b;|. Wowezas I = | I; jest suma roztacznych
i=1
przedzialow postaci [aq, 51] U ... U [ag, Bk]. Mamy

ML) = D (8= ay) £ > (0= a)

i=1

Jesli QN(0,1) C I, to dopekienie I nie moze zawiera¢ zadnego niepustego przedziatu, bo w kazdym
takim przedziale znajduje sie liczba wymierna. Stad (0,1) C I, a wiec 1 < A(1) < > A ([ai, b)).

Zadanie 5.
Rozwazmy funkcje ciggla f : R — R. Wykaz, ze jej wykres G(f) = {(z, f(z)) | * € R} C R? jest
zbiorem Ao-miary zero.

Rozwigzanie:

Podzielmy wykres na przeliczalnie wiele kawatkow, czyli niech A; to wykres nad odcinkiem [i, 7+ 1]
dla ¢ € Z. Funkcja na zbiorze zwartym jest jednostajnie ciagla i przyjmuje na nim swoje kresy.
Skoro f jest jednostajnie ciagla, to dla ustalonego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze jesli |z —y| < § to
|f(z) — f(y)| < e. Wowezas wykres f|;;41 mozemy zamknaé¢ w pudetka

k kE+1 k k
P ' ' i :|X|:f(i+—)—5,f(i+_)+€:|
m m m m
gdzie % <dik=0,1,...,m — 1. Suma miar tego pokrycia wynosi 2. Zatem wykres f nad
[i,7 + 1] jest Ag-miary zero. Dodajac przeliczalna liczbe takich zbioréw mamy teze.

I
+
|

+
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Cwiczenia 24

Elementy teorii miary

Zadanie 1.
Rozwazmy odwzorowanie ® : R” — R" klasy C! i zbiér \,-miary zero A C R™. Wykaz, ze obraz
®(A) rowniez jest zbiorem \,-miary zero.

Rozwiazanie:
Mozemy rozwazy¢ ® na zwartej kostce K C R"™, bo R™ jest przeliczalng suma takich kostek. Skoro
K jest zwarte, to z twierdzenia o wartosci $redniej, dla dowolnych x,y € K mamy

|@(z) = 2(y)l| < C - [[x —yl|
gdzie C' = sup ||f®(x)||. Zbior AN K pokrywamy przeliczalng rodzina kostek rownobocznych I;
xeK
o sumie miar mniejszej od ¢ i Srednicach 9;, czyli
Y (L) =) a)'n<e
gdzie « jest pewna stalg (zalezng od geometrii kostki n-wymiarowej). Obrazy kostek maja Srednice

nie wieksza niz C - §;, wiec mozna je zawrze¢ w kostkach I o srednicy dwa razy wickszej. Stad

ANK) | I,

gdzie
Zz Z (2-C)"6r < (2-O)"-
Skad ®(A N K) jest ,-miary zero.

Zadanie 2.
Wykaz, ze zbiory A = {(z,y) |t —y € Q} CR"oraz B = {(z,y) | 2* +y* =r% r€ Q} CR"
sa Ag-miary zero.

Rozwigzanie:
Zbior A to przeliczalna suma prostych (bo sa to proste o wspolezynniku wolnym wymiernym),
zatem jest miary zero.

Pojedynczy okrag jest miary zero jako suma dwoch wykreséw funkceji ciaglej. Rozwazanych okre-
gow jest przeliczalnie wiele, zatem ich suma jest miary zero.

Zadanie 3.
Niech C' oznacza zbior tych liczb z przedziatu [0, 1], ktore maja rozwiniecie dziesietne, w ktorym
nie wystepuje cyfra 3. Wykaz, ze C' jest zbiorem miary zero. Wykaz, ze C' jest mocy continuum.

Rozwigzanie:
Niech A, to zbior tych liczb, ktére nie maja trojki wéréd pierwszych n wyrazéw rozwiniecia
dziesietnego. Na przyklad

9

A; =10, 0.3)U[0.4, 1] — jest zbiorem miary m
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? 2
9
Ay= | [0, 0,i3)U 0.4, 0.(i +1)] — jest zbiorem miary (E)
i=0, i#3

Wowcezas C C A, C A,_1. Mamy wiec
C = QAn skad A\ (0) =\ (Ol An) = lim A, = lim <E) =0

Zadanie 4.
Niech A oznacza zbior wszystkich liczb z przedziatu [0, 1] majacych rozwiniecie dwojkowe w ktorym
cyfra 0 nie wystepuje dwa razy pod rzad. Wykaz, ze A jest zbiorem A;-miary zero.

Rozwiazanie:
Zbior A jest podzbiorem tych liczb z odcinka [0,1] w ktérych w rozwinieciu czwérkowym nie
wystepuje cyfra zero. Ten zbior jest oczywiScie miary zero, zatem i zbior A jest miary zero.

Zadanie 5.
Jaka jest 1-wymiarowa miara zbioru A tych liczb z przedziatu [0, 1], ktore maja skoriczona liczbe
trojek w rozwinieciu dziesietnym?

Rozwigzanie:
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Cwiczenia 25

Elementy teorii miary

Miara Lebesgue’a, zbiory mierzalne

Definicja:  Miara zewnetrzng Lebesgue’a A% : 28" — [0, +-00] definiujemy dla dowolnego
podzbioru A C R™ jako

A (A) = inf {Z M(P) | AC P, P to przedzial}
=1

a wiec jest to kres dolny miar wszystkich pokryé¢ zbioru A za pomoca przeliczalnej rodziny
przedziatéw, przy czym miare przedziatu liczymy w standardowy sposéb.

Twierdzenie Caratheodory’ego pozwala w oparciu o A} zdefiniowa¢ n-wymiarowa miare Lebesgue’a
A okreslona na o-ciele zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a A\, : L R™ — [0, +00].

Wtasno$ci miary Lebesgue’a:

e Kazdy zbiér mierzalny jest suma mnogosci owa zbioru borelowskiego i zbioru miary zero

L(R™) = B(R™) UN(R")

e Kazdy zbiér mierzalny mozemy przyblizyé z dowolna doktadnoscia z gory zbiorem otwartym,
a z dotu zbiorem domknietym. A wiec dla kazdego A € L(R™) i dla kazdego € > 0 istnieja
zbiory F' C A C G, przy czym F jest domkniety, a G jest otwarty takie, ze

M(G\A)<e oraz N\(A\F)<e

e Kazdy zbiér mierzalny mozemy przyblizy¢ z gory zbiorem typu Gs (przecieciem przeliczalne;j
rodziny zbioréw otwartych) a z dotu zbiorem typu Fs (przeliczalnej sumy zbior6w domknie-
tych) z doktadnoscia do zbioru miary zero. A wiec dla kazdego A € L(R"™) istnieja zbiory
F'A C G, przy czym F' jest typu Fs, a G’ jest typu G5 takie ze

MG\ A) =0=\A\ F)

Zadanie 1.
Wykaz, ze zbior
1

A_B{nn’nn—i_ln(n—i-l) \Q

jest borelowski i oblicz jego miare Lebesgue’a.

Rozwiazanie:
Zbior A jest borelowski, poniewaz przedzialy i singletony z Q sa domkniete, a wiec zbior A powstaje
przez przeliczalne operacje teorio-mnogosciowe na zbiorach domknietych. Dalej, zbior Q jest miary
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zero, zatem jego usuniecie nie Wplywa na miare zbioru A. Przedziaty [n n" + m] sq parami

roztaczne i kazdy z nich ma miare - Y] , skad korzystajac z przeliczalnej addytywnosci, mamy

+1

Zadanie 2.
Niech (f,,) bedzie ciaggiem funkcji ciagtych f,, : R — R. Wykaz, ze zbiory

a) A={x € R| granica ciagu f,(x) jest liczba wymierna }
b) B={zeR| lim f,(z) =400}
n—oo

c) C={xeR| ciag f.(x) jest zbiezny }
sa borelowskie.
Rozwigzanie:
a) Ustalmy ¢ € Q. Ciag funkcyjny f,(x) jest zbiezny do g wtedy i tylko wtedy, gdy
v5>0 EIM vnEN, n>M |fn(x) - Q| <e
W szczegblnosci dana nieréwnos$é zachodzi dla ¢ = % oraz mozemy przyjac, ze M € N,
woéwcezas mamy

Clow-a-N U N {elne-a<;}
keN MeN neM

Kazdy ze zbiorow {z | |fu(x) — q| < 1} jest otwarty (wynika to z ciaglosci f,), zatem jako
ze wykonujemy przeliczalnie wiele operacji teoriomnogosciowe, to {z | f.(x) — ¢} jest bore-
lowskim zbiorem. Stad

A=Az fal2) = q}
q€Q
jest réwniez zbiorem borelowskim jako przeliczalna suma zbioréw borelowskich.

b) Zbiér B mozemy przedstawi¢ jako
B=( U (N {=|ful2) >k}
keN MeN n>M
co jest zbiorem borelowskim, bo {z | f,(x) > k} jest zbiorem otwartym.

¢) Z warunku Cauchy’ego wiemy, ze ciag f,(x) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

1
Vien Iven Vimnsn | fo(2) — fm(x”ME

czyli zbiér C' mozemy przedstawi¢ jako

c=N U N {x||fn(m)—fm(x)|<%}

keN MeN mmn>M

skad réwniez zbior C jest borelowski.
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Cwiczenia 26

Elementy teorii miary

Funkcje mierzalne

Definicja: Funkcje f : R® - R = RU{—00, +00} nazywamy mierzalng (w sensie Lebesgue’a)
gdy dla dowolnego a € R zbiér

jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.

f~ ((a,+o0]) = {x € R" | f(x) > a}

Wlasnosci:

funkcja f jest mierzalna w sensie Lebesgue’a gdy dla kazdego zbioru borelowskiego B C R
zachodzi f~1(B) € L(R")

jesli g : R — R jest funkcja ciagla, a f : R™ — R funkcja mierzalna, to ztozenie f(g) : R* — R
jest funkcja mierzalng

jesli f,g: R™ — R sy mierzalne i A € R, to rowniez \f, f+g, f—g, -9, % (oile g #0 w
R™), a takze |f], max{f, g}, min{f, g} sa mierzalne
jesli f; : R™ — R jest ciggiem funkcji mierzalnych to réwniez sup;{f;}, inf;{f;} sa mierzalne

jesli f; : R™ — R jest ciagiem funkcji mierzalnych zbieznym punktowo do funkcji f : R — R
to rowniez f jest funckja mierzalng
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Cwiczenia 27
Calka Lebesgue’a

W zalozeniach wielu twierdzen dotyczacych catki pojawia sie warunek ze rozwazana funkcja jest
catkowalna. Ponizej znajduje sie¢ kilka narzedzi, ktére pozwalaja na sprawdzenie catkowalnosci
danej funkcji mierzalnej f : E — R, gdzie E C R". Inaczej moéwigc, w przypadku funkcji
mierzalnych nieujemnych, mozemy liczy¢ catke znanymi nam metodami (jako catka Riemanna lub
korzystajac z twierdzenia Fubiniego) nie przejmujac sie czy funkcja byta catkowalna czy nie.

e Funkcja f jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na F wtedy i tylko wtedy, gdy jej modut |f]
jest catkowalny na E w sensie Lebesgue’a.

e Jesli mozemy ograniczy¢ f z gory i z dotu przez inng funkcje catkowalng g to f jest catko-
walna. To znaczy, jesli |f| < g i g jest calkowalna to f tez jest calkowalna. Wynika to tatwo
z twierdzenia Labesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

e Jedli f: R — R jest nieujemna na przedziale [a,b] C R (a lub b moga by¢ nieskoriczone) i
catka Riemanna ff f(z)dz jest skoniczona (odpowiednio nieskoriczona) to f jest calkowalna
(odpowiednio niecatkowalna) w sensie Lebesgue’a na [a, b]. Dla funkcji dowolnego znaku nie
musi to by¢ prawda.

o Jedli f: R — R, gdzie E C R™ jest mierzalna i nieujemna oraz Il 5 [ dA\, policzona z twierdze-
nia Fubiniego jest skoriczona (odpowiednio nieskoniczona) to f jest catkowalna (odpowiednio
niecatkowalna) na F. W przypadku funkcji dowolnego znaku moze sie zdarzy¢, ze twierdzenie
Fubini’ego daje skonczona wartos¢ caltki, ale funkcja jest niecatkowalna.

Przejscia graniczne w calce Lebesgue’a

Konstrukcja catki Lebesgue’a umozliwia przechodzenie do granicy pod znakiem caltki o ile umiemy
kontrolowa¢ ciag funkcji podcatkowych.

Twierdzenie: (Lebesgue’a o zbieznosci) Niech f, : R® O E — R bedzie ciagiem funkcji
mierzalnych zbieznych punktowo do f(z) = lim f,(z)
n—o0

e Jedli ciag f, jest nieujemny i rosnacy, to znaczy 0 < f; < fo < ... (ewentualnie f, jest
rosnacy i f jest catkowalna)

e Jesli funkcje f,, sa wspolnie ograniczone przez funkcje g catkowalng w sensie Lebesgue’a
(tak zwana majorante) to znaczy |f,(x)| < g(x) dla kazdego z € E

Woéwezas

lim fn:/limfn:/f

W szczegolnosci w drugim przypadku f jest funkcja catkowalna. W pierwszym przypadku
mowimy o zbieznosci monotonicznej, a drugim o zbieznosci zmajoryzowane;j.

Zadanie 1.
Oblicz granice

. <1
lim
n—oo Jq 1+ zn
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Rozwigzanie:

Na odcinku [0, 1] mamy ciag rosnacy, wiec mozemy skorzystac z twierdzenia o zbieznosci monoto-
nicznej. Na odcinku [1, +00) mamy funkcje malejaca punktowo do zera i poczawszy od f mozemy
te funkcje ograniczy¢ przez funkcje catkowalng % Z twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci, mozemy
wiec przejé¢ z granica pod catke. Granica punktowa bedzie wiec funkcja

1 dlazel01)
f(x) = % dlaz=1
0 dlaz>1
ktorej catka wynosi 1.
Zadanie 2.
Oblicz granice
lim (1+ 2% nda
n—0 0

Rozwigzanie:
Sa to funkcje ciggle, a wiec i mierzalne. Zauwazmy, ze

L _[1 dafo]
1+ T x—12 dlaz >1

zatem mozemy skorzystaé z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej. Funkcja podcatkowa zbiega

do funkcji
1 dla [0, 1]
f(x)—{x% dlaz > 1

fn(x) =

jest to funkcja catkowalna (w niewlasciwym sensie Riemanna) i jej catka wynosi 2.

Zadanie 3.
Oblicz granice

1
lim n/ X[o,11(z)dx
n—oo 0 ‘n

Rozwiazanie:

Calki fol X[0.2 [(z)dx sa oczywiscie stale réwne 1, natomiast granica punktowa (po weiagnigciu n
pod catke) jest funkcja stale rowna 0. Nie sa spelnione wiec zalozenia twierdzenia o zbieznosci
Zmajoryzowane;j.

Zadanie 4.
Oblicz granice

lim (1 + —> e “dx
n—oo 0 n
Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze

n [e.e]

lim (1 + E>n e **dr = lim X[0,n] () (1 + —>n e *dx
0

n—oo n—oo 0
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Funkcja fr, = xjo.n(7) (1 + %)n e~2* jest mierzalna jako iloczyn funkcji mierzalnej i cigglej. Gra-
nicg punktows f,, jest e™®. Funkcja xjonj() jest rosnacym ciggiem funkcji, ponadto (1 + %)n jest
rOwniez rosnace, zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej, mozemy przejsé z

granicag pod znak calki

lim fo(x)de = / e dr=—e" =1
n—oo J 0 0
Zadanie 5.
Oblicz granice
2mn 4 2n
) 5y T x x 9
nh_)rrgo o <1 +a° + o +..+ F) cos (ﬁ) exp(—2x~)dx
Rozwigzanie:
Mamy
2mn e’}
nh—>nolo . fn(x)dx = nll_g)lo . X[—27n,27n] (x)fn(l')dl'

Funkcje f, sa ciagle i x jest mierzalna (bo przedzialy sa mierzalne), zatem iloczyn tych funkcji
jest mierzalny. Graniczna punktows f, jest

exp(z?) - 1 - exp(—227) = exp(—2?)

jest to réwniez majoranta funkcji. Funkcja exp(—a?) jest calkowalna, poniewaz jest ograniczona
przez funkcje catkowalne exp(—z?) < exp(—|z|) dla |z| > 1 oraz exp(—z?) < 1 dla |z| < 1.
Mozemy wiec skorzystaé¢ z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j

2mn 00 o]
lim folz)dr = / im X[—2rn2mn) () fr(2)dr = / exp(—xQ)dm =/

n—00 n—00
—2mn —00 —00

112



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy II.1

Cwiczenia 28
Calka Lebesgue’a

Twierdzenie Fubini’ego i twierdzenie o zamianie zmiennych

Twierdzenie: (Fubini’ego) Niech f : R"** — R bedzie funkcja calkowalna w sensie Lebesgue’a
(lub niech bedzie funkcja mierzalna nieujemna). Wowezas funkeja z — f(z,y) jest A ,-mierzalna
dla punktéw w y € RF, za$§ funkcja y — f(z,y) jest A\p-mierzalna dla punktow w z € R™.
Ponadto

/wa:/w ( Rnf(:c,y) dAn(x)) d\i(y) =/< ka(x,y) d)\k(y)> dAn ()

Innymi stowy catkowanie po parze zmiennych (x,y) sprowadza sie do iterowania catkowania (w
dowolnej kolejnosci) po kazdej ze zmiennych z osobna.

Zadanie 1.
Oblicz catke

[ ey
[1,2]x[0,3]
Rozwiazanie:

Funkcja f jest ciagla (a wiec mierzalna) i nieujemna, zatem mozemy zastosowaé twierdzenie Fu-
bini’ego. Mamy wiec

2 3 2 3
/ eQI_ydz(a:,y) = / (/ e2x_ydy) dr = / 2 dx / e Ydy =
[1,2]%[0,3] 1 0 1 0

Zadanie 2.
Oblicz catke

ch(x y)
a2 4y2<y /27 + Y2 7

Rozwigzanie:

Modut funkcji podcatkowej jest ograniczony przez 1, a zbiér po ktérym calkujemy jest ograniczony
i mierzalny (otwarty). Mozemy wiec ograniczy¢ rozwazana funkcje z gory przez funkcje charakte-
rystyczng zbioru po ktorym catkujemy, bo jego miara jest skonczona. Zatem mozemy skorzystac z
twierdzenia Fubini’ego. Nierownosé z2+4y? < y ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy y—y? > 0,
co prowadzi do y € (0,1) i wowezas = € [—+/y — y%, /y — y?]. Stad

—2
Y=y xT

1
Ldz(x,y) :/ / ——dxr
z2+y?<y 1/ z? + y2 0 - y—vy% x? 4+ y2
1 \/ﬁ 1
/0 ‘—vy—yzl 0

dy =
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Cwiczenia 29
Calka Lebesgue’a

Twierdzenie: (O zamianie zmiennych w calce) Niech @ : £ — ®(E) bedzie dyfeomorfizmem
klasy C' pomiedzy zbiorami otwartymi £ C R™ i ®(E) C R™. Niech f : ®(F) — R bedzie
funkcja catkowalng na ®(FE), wowczas

£(%) drn(x) = / F(®(y)) - | det dy®| dA,(y)

®(E)

Powyzsze twierdzenie pozwala wyrazi¢ catke funkcji f zmiennych x w nowych zmiennych y =
d~!(x). Przy okazji takiej zamiany zmiennych musimy odpowiednio zmieni¢ zbiér po ktérym
catkujemy i dopisaé¢ czynnik skalujacy | det d®|, ktory moéwi jak zmienia sie miara przy dyfeomor-
fizmie.

Zadanie 3.
Oblicz catke

L P(y)
w2ty2<y /22 4 y?

uzywajac podstawienia biegunowego.

Rozwiazanie:

Niech ®(x,y) = (zcosy, xsiny), czyli stosujemy podstawienie biegunowe x = rcosf i y = rsinb,
wowcezas

A={(r,0) | r* <rsinf}
oraz
O(A) = {®(r,0) | r* < rsinf} = {(rcosf,rsinf) | r* < rsind} = {(z,y) | 2> +v*> < y}

T

/ 2 +y2

Mamy wiec dla f(z,y) =

| @) = [ 1(@0.0) - detdey] dr.6)
3(A) A
Jakobian przeksztatcenia biegunowego to

| det gy ®| = det {cos@ —rsm@}

sinf rsinf

zatem

[ @0 |t d ) 0 = |

r<sinf

T sin 6 7"
1 1 i
:/ {/ rcos 6 dr] d9:—/ sin* 6 - cos 0 d@z—singe‘ =0
A 2 /o 6 0
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Zadanie 4.
Oblicz catke

[ el dy)

Rozwigzanie:

Funkcja podcatkowa jest mierzalna (bo jest ciagta) i nieujemna, zatem mozemy zastosowaé twier-
dzenie Fubini’ego. Podstawmy z = x —y oraz t = r+y, woéwczas x = Z+t oraz Yy = ZZ. Mamy wiec
zamiane zmiennych ®(z,t) = (Z—“ t’—z) Jakobian tego przeksztalcenla to =. Stosujac twierdzenie

2 0 2
0 zamianie zmiennych mamy

1
/ exp(—|z,|) dN*(z,y) =/ exp(—|t]) - 5 d2 (z,9) / /eXp —|t]) dt dz =
lz—y[<1 |z|<1
1 o0 1 1 co o0
— 5 | exp(=ldte [ dz=g2e [ exp(—t) dt-2 =2+ (~exp(- )‘ —2.1=2
— —1 0 0

2 o
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