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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 11.2

Cwiczenia 1
Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci

Twierdzenie: (Lebesgue’a o zbieznosci) Niech f, : R® O E — R bedzie ciggiem funkcji
mierzalnych zbieznych punktowo do f(z) = lim f,(z)
n—oo

e Jedli ciag f, jest nieujemny i rosnacy, to znaczy 0 < f; < fo < ... (ewentualnie f, jest
rosnacy i f jest catkowalna)

e Jesli funkcje f, sa wspolnie ograniczone przez funkcje g catkowalng w sensie Lebesgue’a
(tak zwana majorante) to znaczy |f,(x)| < g(x) dla kazdego x € £

Woéwecezas

lim fn:/limfn:/f

W szczegolnosei w drugim przypadku f jest funkcja catkowalna. W pierwszym przypadku mo-
wimy o zbiezno$ci monotonicznej, a drugim o zbieznosci zmajoryzowane;j.

Zadanie 1.
Oblicz granice

.1 [~ 1
lim — e d
n—oon J;  x?2In(l+ %)

Rozwigzanie:
Niech
1 1
fn = 2 T
n 2?2In(l+ %)
zatem jako, ze In(1 + a) > £, to mamy
1 1+ 1+= 1 1
n < no— no< o4
f (x) = nr2? % 3 - 2 + 3

Funkcja ograniczajaca jest catkowalna na [1,4+00), zatem mozemy zastosowaé twierdzenie o zbiez-
nosci zmajoryzowanej. Granica punktowa jest

lim f I 1 1 I 1 1
im f,=1lm -+ ————=lim —————— = —
n—00 n—oon x?In(l -+ %) n—oo x2In(1 + %)" x3
zatem f, catkuje sie do %
Zadanie 2.
Oblicz granice
1
lim S

n—oo J, nr+x°+1

3
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze f,(v) = "5 jest ciagiem rosnacym do f(x) = %, co nie jest calkowalne. Stad

nr+

! n '
lim —dx:/—dxz—i-oo
n—oo Jo nx—+x°+1 0o T

Zadanie 3.
Oblicz granice
lim —ln(x —22 ) dz
n—o0 1 nx
Rozwigzanie. Niech f,(x) = h'—m;g— Aby obliczyé granice punktowq szacu-
jemy:
Inmax{zx.?2 an + nInmax{z, 2

x2 nr?

Z twierdzenia o trzech funkcjach mamy:

In max{z, 2}
lim r)= ————=
= fﬂ ( ) j:z
Poprzednie oszacowania pokazujg, Ze (calkowalng) majorantq jest
In2 Inmax{z,2}
7T 2 :
T T

Stosujemy twierdzenie o zbieinosci zmajoryzowanej i mamy

. * In(z™ + 2™) * In nmx{:t, '3'} In2 *Inz
lim —————dzr = dr = —d T+ —-dz =
n—oo [ n 1 T

—172 > —1ys 1 14700 e 1
In2[—z7"]; —i—/ Inz(—2"")dr=mh2-. (—5 +1) + [ln:f:[—:r. ]]2 — / ——= |dz=
2 2

Zadanie 4.
Oblicz granice
exp(z® +y* + 2°)

lim dAs(x,y, 2)
n—0o0 J 4 ngin ( \/W)
gdzie A ={(x,y,2) | 0 < /22 +y> + 22 < Iz}
Rozwigzanie:
Uzywajac podstawienia sferycznego mamy
2,2 .2 2
A r2<sing TSI (ﬁ)

. /22 fy2 422
nsm| ——

n
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S

2
:/ exp(z“ ) -rcos 3 d*(r,0,3)
r2<sin 8 5)

:h/-\

Mamy Sm(") 30 1, zatem mozemy ograniczy¢ funkcje podcatkows przez 2-exp(r?)-r cos 3. Funkcja

f(P)- |det ®| jest mierzalna, poniewaz jest ciagla i jest nieujemna, a zbiér ®~1(A) jest mierzalny,
bo jest otwarty, zatem mozemy zastosowac twierdzenie Fubini’ego (mamy z > 0, zatem 3 € (0, 7))

2n z VB
/ 2-exp(r2)-rcosﬁd3(r,8,6):2-/ 1d0-/ cosﬁ-/ e rdrdf=
r2<sinf8 0 0 0

2 1 o |VsinB
:2-27r-/ cosf- | =e"r
0 2 0

stad funkcja 2 - exp(r?) - r cos 3 jest calkowalna na rozwazanym zbiorze, wiec na mocy twierdzenia
Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, przejscie graniczne pod znakiem catki jest dozwolone i
stad

dﬂz?ﬂ-/2(esmﬁ—l)-cosﬁdﬁ:Z-W(e—Q)
0

2 2
lim ex'p(z“ ) -rcos 3 d*(r,0,5) = / lim egp(zﬂ ) -rcos 3 d*(r,0,) =
n—00 J.2 gin g smgg) 72 <sin g V0 sm£5>
= / exp(r?) - rcos B d*(r,0,3) = w(e — 2)
r2<sin
Zadanie 5.

Oblicz granice
lim ln(x +y )

n=0 Jrazpe<iy /2 + 2

$ +y )d)‘2(xay>

Rozwigzanie:
Po zamianie na wspohrzedne biegunowe (r, o) mamy

In(r?

/ o) r - (cos™ o+ sin” @) - dAo(r, @)
{r2<1} r

Funkcje podcalkowa mozemy ograniczy¢ przez funkcje In(r?) - 2r™, ktora jest ciagla i ograniczona,

a wiec jest catkowalna na zbiorze [0, 1] x [0, 27| 5 (r, ). Z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej

mozemy wiec przejs¢ do granicy punktowej i mamy

1 2
/ n(r) r" - (cos™ o+ sin" @) - dAa(r,a) =0
{r2<1}

Zadanie 6.
Oblicz granice

) :2_1_, 2+ 2. )%
i [ A )
A p2 <1 — oS <T+y+7>>

n
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gdzie A = {(z,y,2) | 22 <2? + 9>+ 22 <322 2> +y* + 22 <1, 2> 0}.

Zadanie 7.
Obliczy¢

—z n+1
lim ﬂ ds(z,y, 2)
n—oo Ju 1+ (x+y)"
gdzie A= {(z,y,2) | 2* +y* <z +y, 2> 0}

—-E, 1
Rozwigzanie. Niech f,(z,y,z) = % Z zatozenn o W mamy x+y > 0

i wobee lego mozZemy lalwo policzyé granice punkiowaq:

) 0 r+y<l1
lim T, Y, 2) = '
Tim £, (2.5.2) { e a0
Z definicji naszeqo zhioru W at’rzymujemy (z— %]24—{?}— %]2 < % Zatem funkc}ja
graniczna jest catkowalna (zarowno x jak i y majg ograniczony zakres zmiennosci
ze wzgledu na wspomniang nieréuwnosc). Oczywiscie zachodzi réwnieZ nieréwnosd
(z+y)"
1+(z+y)"
zbieznosci zmajoryzowanej zostaje nam do policzenia calka:

< 1, wiec funkcja (xr + y)e™* jest majorantq. Stosujgc twierdzenie o

(r+y)e “drdydz,
i

gdzie W = {(z,y,2) : (x — 3P+ (w—3)? <3 xz+y>1, 2>0}. Z twierdzenia
Fubiniego mozemy latwo pozbyé sie calkowania po z:

Nz +y)e *drdydz = (/ e‘zdz) /{I + y)drdy = /(;r, + y)dxdy,
W 0 Jv Jv

gdzie V = {(x,y) : [:r:—%)z—l—(y— %)2 < %7 r+y > 1}. Mozemy teraz zastosowaé
wspolrzedne biegunowe, ale bez problemu scalkujemy nasze wyrazenie po zbiorze
V' wprost z twierdzenia Fubiniego korzystajoc z wlasnosci geometrycznych na-
szego zbioru:

L[ Vi—-G—1+}
I\

Ll ;E(\/l(;r_%)hrl(lm))Jr{g]v%—u—%lué .

2 2 I—x

(x + y)dy) dr =

1 tak dalej.

Zadanie 8.
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Obliczy¢

n—oo n

lim (1 + Tt y> e Ny (2, )
A

gdzie A = {(x,y) | > 0,y > 0}.
Rozwiazanie. Niech f,(z,y) = (1+ ITH)H e~ 22 Korzystajgc ze znanych
faktéw z analizy 1 sprawdzamy latwo, Ze ten ciqg jest rosngey (na zbiorze A) i
zbiega do funkeji e=3*=2W . Mozemy wobec tego zastosowaé twierdzenie o zbiez-
nosci monotonicznej i policzyé:

, eHY\" oo
lim f (1 + y) e T2 W drdy =
n—oo J 4 11

o e 1 1 1
—3z—-21y 3.3, —3x 7. —21y
£ drdy = e da £ dy=—-—- — = —.
fn Y L /n Y7321 63

gdzie skorzystalismy z twierdzenia Fubiniego.

Zadanie 9.
Niech f: (a,b) — R bedzie funkcja ciagta i ograniczona. Wykazaé, ze

o ™ ’ i)
11m —
AT ), Tr e —yp

oraz ze zbieznos¢ jest niemal jednostajna na (a, b), czyli jednostajna na kazdym zwartym podzbiorze
(a,b).

Zadanie 10.
Niech A = {(z,y) € R? | x <2y < 4x, 1 —y < 3z < 3 — 3x}. Obliczy¢

lm [ /273" 4 y=37 d\q(z, y)
A

n—oo

Rozwigzanie. Niech

fa(z,y) = Va—3n +y—3n.
Oczywiscie

lim f.(z,y)= rnax{m'a,y'3} - (lTliﬂ{ﬂ?fy})_ﬂ ~
TE— 20
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Ponadto

fa(z,y) = Y23 + y=3 < 2(min{z,y}) ™.

Rysujqc nasz zbidr lub rozwigzujgc stosowne nieréwnoseci sprawdzamy, Ze dla
(z,y) € Amamy : <z < % oraz + <y < 3. Zatem funkcja 2 (min{z, y}) 7 jest
calkowalna na A i mozemy skorzystaé z twierdzenia o zbieinodci zmajoryzownej.
Samo policzenie calki pozostawiam jako éwiczenie.

Zadanie 11.
Znalez¢ granice catek

/72 &2 & 2
e JAn?. (1 —cos(E - y/a? +y? + z2))

gdzie A = {(x,y,2) | 2® +y* + 2% < 1}.

: ; . a4yl 422 "
Rozwigzanie. Niech f,(z,y) = 2( xl L ————. Dla uproszczenia, niech
n l—ms(ﬁ\f‘z +y<+z jj

r = /22 +y2 + 22. Liczymy granice:

I T r r 2
im = = — = -,
n—oon?(l —cos L)  2n2sin’ = Hﬂ: 7y r
anZ

W naszym zbiorze r € (0,1), wiec do oszacowania f,(r) zastosoujemy znang z
analizy 1 nieréwno$é sinx = Sz, co daje

r r 8

er(T} = 5 . 2 < 7= 2
2n®sin® 5~ 2p2. (%%) T

Ta ostatnia funkcja jest calkowalna, wieec mozemy zastosowacé twierdzenie o
zbieznosci zmajoryzowanej, aby otrzymac:

. Va2 +y2 + 22
lim
nTJV 2 (l—cos(%\/$2+y2+32))

drdydz = drdydz.

1
B
v Vi + 42 + 22

Teraz stosujemy podstawienie sferyczne i mamy:

1 T % 1 1 %
2] f f = .2 cos fdBdadr = 411-/ rd,'rf cos 3df3 =
0 J—mwJ-Z r 0 -

1
.2 .2 =dn.
2 T

(&=
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Zadanie 12.
Niech f :]0,00) — R bedzie funkcja ciagta i ograniczona. Wykaz, ze

lim /OO y-J@) dr = zf(O)
0

y—o0 x? + y? 2
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Cwiczenia 2

Roézniczkowanie pod znakiem catki

Twierdzenie: (Rozniczkowanie pod znakiem calki) Niech A C R" bedzie zbiorem mierzalnym,
I C R otwartym podzbiorem prostej R. Zal6ézmy, ze funkcja f : I x A — R ma nastepujace
wtlasnosci:

e dla kazdego t € I funkcja f(t,-) : A — R jest catkowalna
e funkcja f(¢,x) jest rozniczkowalna wzgledem zmiennej ¢
e istnieje funkcja catkowalna g : A — R taka, ze dla kazdego ¢t € I zachodzi |%f(t, x)| < g(z)

Wowcezas mozemy roézniczkowaé f pod znakiem catki, to znaczy

dt[/ftxd/\” } /a (t,%) A\ (x)

Zadanie 1.
Udowodnij twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem calki.

Rozwiazanie:
Z liniowosci catki mamy

%VAN’X) dA”(X)] = lim [/ftJrhx ) AN (x /ftx ) dA"( )]

/ft+hx flt,x )d/\”(x)

Granica punktowa funkcji podcatkowej jest % (t,x). Z twierdzenia o wartosci sredniej

fit+h,x)—f(t,x) 0
h = g0/ (¢:)

dla pewnego ¢’ € [t,t + h]. Z zalozenia mamy majorante |2 f(',x)| < g(x), skad na mocy twier-
dzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, mozemy wykonaé przejécie graniczne otrzymujac
teze.

Zadanie 2.
Dlat>01

F(t) :/o In(z® 4+ t*) dz oraz f(t) :/0 %ln(ac2 + %) dx

sprawdz, ze F'(t) = f(t). Sprawdz, czy w rozwazanej sytuacji spelnione sa zalozenia twierdzenia
o rézniczkowaniu pod znakiem calki.

11
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Rozwigzanie:
Pierwsza catke policzymy, catkujac przez czesci

1 2 2
_ 2 2 _ f=n(z" +t%)
F(t) = /Oln(x R i S

g==x
dg = dx

2

= x-In(a® +1?) ‘1—/11: Q—xdx—ln(1+t2)—2/11—t—d:c—
B o Jo w212 0 2 2

y=4 =In(l+#*)—2+2 t tdy =In(1+t*) — 2+ 2t n !
— — — t —
n( ) /0 1 y ( ) arctan | -

| dy = qde

Policzmy teraz druga catke
1 1 1
0 1 2 =
t) = — In(2? tzd:/—'2td :/—-—d: y
= g et de= [ 2= |t
P19 1
= 5 - — -t dy =2arctan | —
o Y1t t

Rozniczkowanie pierwszego wyrazenia da nam

F'(t) = 2t + 2 arctan ! + 2t ! ! = 2arctan !
12 t (1)*+1 t2) t

Zatem oczywiscie F'(t) = f(t). W rozwazanej sytuacji spelnione sa (lokalnie) zatozenia twierdzenia
o rézniczkowaniu pod znakiem catki. Jesli t; > ¢ >ty > 0, to wowczas

2t
3

9 2 | 42
'aln(x +t%)

R
a2 412

Prawa strona jest funkcja catkowalna zmiennej x na przedziale [0, 1], stad na kazdym ograniczonym
przedziale (to,t1) C Ry mozemy roézniczkowaé pod znakiem calki, a wiec mozemy rézniczkowaé na
calym R,.

Zadanie 3.
Funkcja f : [a,b] — R jest calkowalna i jej pochodna f’ jest ograniczona na [a,b]. Korzystajac z
twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej wykaz, ze

/ f1() = £(b) - f(a)

Rozwigzanie:

Rozwazmy catke ffﬁh %

1@ gy, Granica punktowa funkcji podcatkowej jest oczywiscie f'(x).

(z+h)

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej fT_f(z) < sup |f'(2)], co jest funkcja catkowalna.
z€[a,b]

Mozemy wiec przejs¢ do granicy pod znakiem catki

[T fle 4 h) = f(x) "
lim - dx:/af(ac)

h—0 a

12
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Z drugiej strony z catkowego twierdzenia o wartosci sredniej i ciaglosci f na [a, b] mamy

/ab_h Hosh) = 1)y, 1 ( /a,ihf(””) . ab_hf(x) dx) T

Zadanie 4.
Oblicz caltke

o 1
_ —costx
/ et —— dzx
0 x
Rozwigzanie:

Niech f(t,z) = e * - H%m Jest to funkcja ciagta zmiennej z na R, U {0}. Dla =z € [0,1]
funkcja przedtuza sie do funkeji ciaglej na [0, 1], wiec jest ograniczona, natomiast dla = > 1
mamy f(t,z) < 2e*, zatem f jest ograniczone przez funkcje catkowalna, czyli jest to funkcja
catkowalna. Funkcja f jest tez rézniczkowalna wzgledem zmiennej t. Po zrézniczkowaniu mamy
% (t,z) = e *sin(tx), co majoryzuje sie przez funkcje catkowalna e=*. Mozemy wiec zastosowaé

twierdzenie o rézniczkowaniu pod znakiem catki

>0

Y S _e™® - (tcos(tx) + sin(tx)) | t
i atf(t,x) dx —/0 e “sin(tx) dr = ‘0

:1+ﬁ

1+¢2

Dla t = 0 szukana catka ma warto$¢ 0, zatem mamy

o 1 —costz ! K In(1 + t?)
e dz=F(@)=F F'(x) dz = dx =
/0 e " T (t) (0)+/0 (x) dzx O—i-/0 T 0 5

Zadanie 5.
Dla a > 0 okreslamy funkcje

% 1 _ Pfayu2
g(a) = / ——— dx
Jo

Wyznacz g(a) wzorem jawnym.

Zadanie 6. r
Oblicz wartos¢ calki fR e " dr uzywajac twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem calki do
funkcji
eft(1+x2)
F(t) = / ——— dx
R 1 + fEQ
Zadanie 6.

Wyznacz funkcje (a) = [;° exp (—2? — a*%) dz, gdzie a € [0, 00).

13
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Cwiczenia 3

Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie: (Fubini’ego) Niech f : R"** — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Lebesgue’a
(lub niech bedzie funkcja mierzalna nieujemna). Wowczas funkcja z — f(x,y) jest A,-mierzalna
dla punktéw w y € RF, zas funkcja y — f(z,y) jest A\p-mierzalna dla punktow w z € R™.
Ponadto

RMf dyk = /Rk < Rnf(a:,y) dAn(x)) dAi(y) = /( ka(a:,y) d)\k(y)) dAn(z)

Innymi stowy catkowanie po parze zmiennych (z,y) sprowadza sie do iterowania catkowania (w
dowolnej kolejnosci) po kazdej ze zmiennych z osobna.

Uwaga: Catkowalnosé funkcjiy — f(z,y) dla prawie wszystkich z € R™ oraz x — [p, f(z,y) fA(y)
jest czescia tezy twierdzenia.

Zadanie 1.
(Zasada Cavalieriego) Dla nieujemnej funkcji mierzalnej f : R® — R mamy

Rn

(@) dan(z) = /OOO M{z €RY | f(@) > 1)) dt

Rozwigzanie:

Niech A = {(x,t) € R"™™ | 0 < t < f(x)}. Zbiér A mozna przedstawi¢ jako A = {(x,t) €
R | ¢ > 0, f(x) —t > 0}, gdzie funkcje (x,t) + t oraz (z,t) — f(x) — t sa mierzalne, zatem
funkcja (x,t) — (f(x) — t,t) jest mierzalna, skad 1, jest mierzalny i nieujemny. Z twierdzenia

Fubiniego mamy
/ ILA d)\n—I—l = / (/ ]lA(l‘7t) dt) d)\n<l') =
Rn+1 n R

_ / n ( /(O,f(z) 1 dt) Dota) = [ fla) drafa)
/}Rn+1 1a dNpyy = /R (/n Ta(z,t) dkn(z)) dt —

://\n({xeR”|O<t<f(x)}) dt =

7, drugiej strony

:/(O ))\n({xe]R{" | f(z) > 1)) dt =

:/Oo/\n({xeR” () > 1) dt

15



Cwiczenia z analizy matematycznej I1.2 Marysia Nazarczuk

Zadanie 2.
Dla funkcji mierzalnej f : R — R oraz p < 1 mamy

[ @ an) =p- [T s e B 150 > 1) de

0

Rozwigzanie:
Funkcja | f(z)[? jest nieujemna i mierzalna, zatem

L 1@P b =[x e e B 1@ > 1) di =

t=sP

= /Ooo)m ({x eR" [ [f(x)] >t%}> dt = dtpsP~! ds

- / T ({z € R | [f(x)] > s} ps ds

Zadanie 3.
Obliczy¢ pole kota o promieniu r, czyli

/ 1x2+y2<r2 d)\Q(SC, y)
R2

Rozwiazanie:

Zbiér E mozemy opisaé jako {(z,y) € R? : 2% + v < r?}, czyli jako zbiér punktow wewnatrz
kola o promieniu r i §rodku w punkcie (0,0). Funkcja 1,24,2-,2 jest funkcja ciagta i ograniczong
na calej ptaszczyznie, wiec spetnia warunki twierdzenia Fubiniego. Mozemy zatem zastosowaé to
twierdzenie i zamieni¢ catke podwojng na dwie catki pojedyncze:

/2 1x2+y2<r2 d)\g(l‘,y) = / / 1:(:2+y2<r2 dx dy _/ (/ 1:1:2+y2<r2 dy) dx
R —00 J —00 —00 —00

Poniewaz funkcja 1,2,,2-,2 jest niezerowa tylko dla 2 +y* < 1%, to mozemy ograniczy¢ catkowanie
tylko do obszaru kota o promieniu r i §rodku w punkcie (0,0). Mozemy wiec zapisac:

00 oo r Vr2—z? r
/ (/ Lozyy2cp2 dy) dr = / / ldy| de= / 2vVr? — x? dx
—o0 —00 —r —Vr2—z? —r

Aby obliczyé¢ te catke, mozemy zrobi¢ podstawienie x = rsin#, co daje nam:

w/2

/ 21?2 — 2 dx = / 2r? cos? Bdf = mr?

—7/2

Zatem miara zbioru F wynosi 772,

Zadanie 4.
Dla funkcji catkowalnej f wyprowadzi¢ rownosé

16
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o[ [ i ([ rorw)
Rozwigzanie:

Skoro f(z) jest catkowalna, to g(z,y) = f(z)f(y) tez. Z twierdzenia Fubiniego mamy

//f dydx—//f dxdy—//f y) dy da
Suma tych calek wynosi
[ [ s = ([ s a)

Zadanie 5.
Niech A C R"™ bedzie zbiorem dodatniej miary \,. Pokazaé¢, ze rzut ortogononalny na dowolng
k-wymiarowa podprzestrzen liniowa R™ ma dodatnig miare \g.

Zadanie 6.
Wykazaé, ze [, e = /7

Rozwigzanie:
Policzmy catke [q. e~y dX2(z,y). Z twierdzenia Fubieniego (funkcja jest nieujemna i mierzalna)
maimy

T =T COS

/ eV Ay (2, y) :/ / e dy dy = 4/ / eV dr dy =| y=rsina |=
R2 oo J—o0 0o Jo det Dp =1

3o —r2 - u = r? —u
—4/0 /0 re dr doo = du — 27 dr //—duda—2/ (—e
:2/ 1da:2-—:
0 2

Inny sposob policzenia fRQ e~ Y’ d2(z,y) to skorzystanie z twierdzenia Fubiniego i zasady Ca-
valieriego. Mamy

OO) da =

0

/ eV Ay (2, y) = / A2 <{(93,y) € R? | eV > t}) dt =
R? 0

1 o0
_ / o ({(x,y) cR? | e > t}) dt + / Ao <{(x,y) ER? | e > t}) dt
0 1
Dla t > 1 zbior {(z,y) € R? | e """ >t} jest pusty, zatem
2 2 1 2 2
/ e TV dg(z,y) :/ Ao ({(m,y) ER* | eV > t}> dt
R2 0
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Mamy e~ (1% > t < ln( @ +9°)) > Int < — (22 +192) > Int < 22 +y* < —Int, zatem dla t < 1
zbior {(z,y) € R? | e**~¥" > t} to kolo o promieniu v/— Int, skad

2

/R? e dg(x,y) = /01 Ao ({(x,y) ER? | eV > t}) dt = /Olw- (@) dt =

1
:—7TE[l)lntdt:—W't(lnt—l)‘oz—ﬂ'(—l—()):7T

Mamy tez

[ i = [t se= ([ ) ([ )
() = ([

Skad [, e~ = /.

Zadanie 7.
Wyznaczy¢ wartosé catki iterowane;j

o o0
/ / e

poprzez podstawienie x = yt w wewnetrznej calce i zastosowanie twierdzenia Fubiniego.

Rozwiazanie:
Funkcja e~ Y’ jest mierzalna i nieujemna. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

R e a2 qy? . T =yt —(yt _ —(yt)?
/0 /0 e dx dy = dr =y dt / / ydtdy / / ydydt
[ eV oo | L[> 1 1 ©
s dt=| ——  dt== dt = = arct t‘ -
/o ( 2(t2+1)o> /0 2 + 1) 2/0 gy = gactan®] =g

Zadanie 8.
Oblicz catke

/ (1+ 2y + 2%y + 2°¢°) dho(z,y)
1,12

Rozwigzanie:
Mamy

1 1
/[ . (1+zy+ 2% + 2°%) dho(z,y) = / / (1+zy+2°y* +2°°) do dy =
11 —1J-1

1 22y T AN 1 Y
= — dy = 2-(1+=) dy=
[t o= [ ()
3 1 1 40
Yy
—92. < =4-(1 - =
(reas) L= (em) =5

3
18
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Zadanie 9.
Dany jest wielomian p : R — R i wspotczynnikach z przedziatu [—1,1]. Wykazac, ze

/[ . p(zy) dho(z,y) <8

Czy stala 8 mozna poprawic¢?

Rozwigzanie:
/ p(zy) dXo(x,y) = / / ao + ey + asx*y? + ..+ apx"y" dr dy =
[ 111}2 —-1J-1

1 2 3,2 n+1l,n 1
2y 7y Ty ‘
= — n dy =
/l(aox+a1 5 + aq 3 +...+a n+1) dy

1
a a a
:2-/ Go+ =2+ =yt gk dy =

. 3 5 k+1
Q4 Qe
—4 22
(a0+3!+5l+ (k:+1)'>—
1 1 1 1
<41 —<4.-(e—1)<8
< (+3,+5,+ +(k+1)!)_ ;j!_ (e —1)
Mozemy zauwazy¢, ze 5 + 2 + ... < 5 + 3 + . . ., zatem
1 1 1 1 1 1 1
2-(54-54-...)§i+g+z+a...:z;ﬁ:6—2
]:
skad
RIS VRS
3! 5! - 2 2
czyli
/ play) drole,y) <4- 5 =2¢ <6
(=112 2
Zadanie 10.
Wykazaé, ze

1 1
d)\ :§ —
\/[071}2 1 _ ny 2(x7y) kg

k=1

Skorzystamy z rozwinigcia w 1 szereg potegowy 15 = »_ " dla ¢ € [0,1). Mamy
n=0

1
d:r;dy—/ xy)" dx dy
/[;)1}21—373/ OI]ZZ

Mamy
/01ny dxdy—Z/ " dx dy

19
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W granicy N — inf réwnosé réwniez jest prawdziwa na moce twierdzenia o zbieznosci monoto-
nicznej. Mamy wiec

1 oo
dmdy:/ xy)" dr dy = / "dr dy =
/[0,1]2 I —uay [0,1]2 HZ:O< ) Z 0

1)2

°1</:ﬂ>~</;w>=§<nil>~<nil>:i;

n= k=1

Zadanie 11.
Niech 0 < a < b. Obliczy¢ catke

0 p—ax _ efb:):
— dx
0 X
b —tx
_ e
/ e dt = —
a T

zatem z twierdzenia Fubiniego mamy

/ d:zc—/ / t”dtdw—// e ¥ dy dt =
0
/ @txoo /bl b
= — = =In-
a t lo o b a

Rozwigzanie:
Mamy

Zadanie 12.
Oblicz calke [, f d),, gdzie

a) A={(z,y) €eR*| 0<y <2z} oraz f(z,y) = (1 —z+y)e”
b) A={(x,y) eR?|0<y <2z, 2%y <16} oraz f(z,y) =1
c) A={(z,y) eR? |0 <y <z <1}oraz f(z,y) = xf
d A: R2 2 2< :—:c
) {(z,y) € R? | 2 +y* <y} oraz f(z,y) T

Rozwigzanie:

a) Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

/fxy dXo(z,y) = //2x1—x+y = dy dr =
[ (e ([ e () -
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o] 2 2 o] o]
:/ ex((l—x)‘Zx—l—ﬂ) dx:/ ex~2xda::2/ xe " dx
0 2 0 0

Mamy

=—e"x—e"=—"r+1)
skad

o

/Af(x,y) dho(2,y) =2+ (e~ (z +1)) ‘ =2

0
b) Mamy 2%y < 16 & y < %. Zbior A to obszar ograniczony przez o$ OX oraz krzywe y = 2z i

y = ;_g, ktore przecinaja sie w punkcie takim, ze 2z = i_g‘ o 1 =2 Wowezas

2 > 16 r?)2 1\ | 1
fla,y) dha(z,y) = | 2z de+ —2da::2-—‘ 416 (—— ‘ — 4116 - =12
A 0 9 T 2 1o 2

T 2

c) Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

[ren o= [ [ 3Ly

|
= Z.92.
[N

d) Zbior A jest kulg o srodku w (0, 3) i promieniu 1. Mamy 2 + > <y & 12 <y—y* Sz €

[— \/ Yy — 1y, \/ y — y?]. Korzystajac z twierdzenia Fubieniego mamy wigc

x 11 1
dr =2 | —dz—=4. ):4
. x /0\/5 T \/EO

1 y—y

Mamy
T B u:x2+y2 _1 1 _1 - 5 5
/ s de=| o i —Q/ﬁdU—Q'Q\/ﬂ—\/x +y
zatem .
VvV y—y?
x,y) d\o(x, :/\/l‘2—|—2 dy =
1
=/ (\/y—y2+y2—\/y—y2+y2> dy =0
0
Zadanie 13.

a) Niech A zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez parabole y = 2% i prosta = +y = 2.

Obliczy¢
/ 6x + 2y* dXo(,y)
A
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b) Niech B bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymi y = 22 i y = x3. Obliczy¢

/ zy? do(z,7)
B

Rozwigzanie:

a) Wyznaczmy punkty przeciecia paraboli i prostej 22 = 2 —x < (x — 1)(x + 2) = 0, skad
z =11lub z = —2. Rozwazmy zbior B = {(z,y) € R* | z € (=2,1),y < 2 — z}. Wowcezas
B =AU (B\ A), skad

/B f(2,y) dolz,y) = / fy) da(e )+ [ Fay) dley)

B\A

o / f(.y) diolz,y) = /B fany) daley) — [ fany) daey)

B\A
Mamy
1 2—x ) 13
fla,y) da(z,y) = 62 + 2y° dy do = —
B —2.Jo 2
oraz 2
b ) 143
B\A —2.Jo 14

skad [, f(x,y) d)\g(xy)—13+%:¥

b) Postepujemy jak w poprzednim podpunkcie. Krzywe y = 23 i y = 22 przecinaja sie w punkcie
r=01ix=1, skad

1
/fxy dXo(z,y) = // xy dydx—// xy dydl‘—ﬁ_ﬂ %5

Zadanie 14.
Oblicz catki

a) fol fowg er dy dx
b) fol fll e dx dy
o) Jo [T “27 dy dx

JO jll T4zt dx dU

Zadanie 15.

Obliczy¢ objetosé bryty powstatej w wyniku przeciecia dwoch (nieskoniczonych) walcéw o promieniu
1 i prostopadle przecinajacych sie osiach.

Rozwiazanie:

Zbior A, ktorego objetosé chcemy policzyé to A = {(z,y,2) € R3 | 22 + 2% < 1,9% + 22 < 1}.
Objeto$¢ mozna policzy¢ na dwa sposoby
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e Dla ustalonych z,y warunki 22 + 3> < 11 y? + 22 < 1 sprowadzaja sie do nieréwnosci
2| < min(v/1 — 22, /1 — y2) := M, ktére sa okreslone gdy z,y € (—1,1). Wtedy

M M
A3(A) = / / 1 dz d)s(z,y) =2 / / 1dz d\y(z,y) =
(-1,1)2J-M (-1,1)2 Jo

:2-/ M dXs(z,y) :8-/ min(v'1 — 22, /1 — ) dho(z,y) =
(71’1)2

(0,1)?

1 ry
/ \/1—y2d)\2<$,y)=16'// V1—9y?dr dy=
{(z,9)€(0,1)? | z<y} 0o Jo
! 1 16
=16- y\/l—y2dy:16.§:_
0

3

—16-

e Dla ustalonego z, rozwazmy (z,y) ze zbioru (—v1— 22,v/1— z2)2 = K, wtedy

Ag(A):/ AQ(K)dz:/ 4-(1—22)dz:8-/0(1—22)dz:8-(1—%):13—6

1 -1

Zadanie 16.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi y = e*, y = %x, r+y=1 =4
Rozwigzanie. Z rysunku wynika, Ze zakres calkowania po x to [0,4]. Od z =0
do przeciecia prostych y = %:r: oraz y = 1 —x (w punkcie (%, %]) zamienna vy
przebiega obszar od prostej y = 1 — x do wykresu funkcji y = e®. Od x = g do
x = 4 zmienna y przebiega obszar miedzy prosig y = é:r, a wykresem funkcji
y = e*. Zatem szukane pole wynosi

—:c e* 4 e
[ / dydx + / / dydx =
JO JSl—x “ % %
! - 5

% | y T 5 ,7:2 ¢ 4 ] '/":2 !

o &

0

Zadanie 17.
Niech f, g : R — R beda funkcjami gtadkimi o zwartym nosniku. Wyprowadzi¢ zwor na catkowanie
przez czescl:

O wygay de=— [ 1)

(x) dx dlai=1,2,...,n
Wywnioskowaé stad rownosci

@af@) do =~ [ Df@P s [ 8@ do= [ D@ do

Rn
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0% f
ox?

w ktorych A oznacza operator Laplace’a Af = % +...+
'Ll

Zadanie 18.

Noga grzyba ma ksztatt walca (o $rednicy 1 i wysokosci 2), a na niej lezy symetrycznie kapelusz
grzyba, bedacy potkula (o promieniu R). Przy zalozeniu, ze grzyb jest bryla jednorodna, a jego
srodek lezy na styku nogi i kapelusza, znalez¢ promien R.

Zadanie 19.
Oblicz catke [, . 104 €% Yd*(2,y).

Rozwigzanie:

2 3 2 3
/ YA (z,y) = / / e Vdydx = / e* dx - / eV dy =
[1,2]]x[0,3] 1 Jo 1 0

2 IINE et — e? 1 1 1 5 3 o
B = e o) = (PP = 1
1 ( ey) ’0 ( 2 ) ( e’ * 1) 2e (¢ —e—e+1)
Zadanie 20.

Oznaczmy sybmolem A, ;, kwadrat [a,a + 1] X [b,0 + 1] C R? i zdefiniujmy funkcje f:R? — R
nastepujaco

. 62:1:

1
2

f= XAoo =~ XAou T XA11 = XAz T XAgs = XAgy + -

/R/Rf(%y) dx dy = /R/Rf(x’y) dy dz

Czy wynik jest zgodny z twierdzeniem Fubini’ego?

Czy prawda jest, ze

Zadanie 21.
Oblicz catke z funkcji f(z,y) = (ax + by) na zbiorze A = {(z,y) € R? | 2? <y, y* < z}.

Rozwigzanie:

Zbior A jest ograniczony i otwarty, zatem jest mierzalny. Ponadto f jest ciagla, zatem jest mierzalna
na R2. Stad réowniez f jest mierzalna na A. Funkcja f jest réwniez nieujemna na danym zbiorze,
wiec mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Fubini’ego. Ustalmy wiec x i patrzmy jak zmienia sie y.
Zmienia si¢ on od x? do v/z, bo 2 < y < \/z. A zatem

Ay = {(ZL’,y) | y e <x27 \/E)}

Ten zbior jest niepusty o ile 22 < \/z, a wiec x € (0,1). Mamy wiec

/f:ry (x,y) // ax+bydydx—// ax + by dy do =

:/ 0z (VT - 2?)

0

2> . 1, 1 1 2 1 11\ 3
L S —b2——b5‘ Y (= Y
B TR T, “(5 4>+ (4 10) 0@+

24
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Zadanie 22.
Oblicz miare zbioru

B={(z,5,2) ER*|0<z, O0<y, s+y<1, 0<z<a®+y’}

Rozwiazanie:
1 pl—z  px?4y? 1 pl-x 1 1
// / 1dzdydx:// x2+y2dydx:/xz(l—x)+—-(1—x)3dx:
o Jo 0 o Jo 0 3
1 3
1 T 1 1 1 1 1 1 1
2 .3 2
— — _— ——d _ - — — _— = _—— = —
/O‘T SR e T R A A R DA
Zadanie 23.
NiechA:{(az,y,z)ER3\O<x<1,()<:c—|—y<1,0<z<x+;+1}.0bliczcalkq

1
s (7,
/A(at—i—y—l—l)2 (%.9,2)

Rozwigzanie:
Mamy

/fxy, ) d(2,y, 2) /fxy, x4 & (z,y, 2)

Funkcja f jest mierzalna na A wtedy, gdy f - x4 jest mierzalne, bo w zalozeniach twierdzenia
Fubini’ego calkujemy funkcje mierzalng na R?, wiec zeby swobodnie przej$é do funkeji na A musimy
sprawdzié¢, ze x4, czyli A jest mierzalne, bo wowczas f - x4 jest mierzalne jako iloczyn funkcji
mierzalnych. Zbior A jest oczywiscie mierzalny, zatem mozemy zastosowaé twierdzenie Fubini’ego.
Bedziemy catkowadé kolejno po z,y i x

/(517+341+z) (9,2 // /Hy+1 x+y+z) dz dy dx =
// ;1:+y+1) /x+y+1dZdyd$_// x+y+z)

L e () e
G TR

1
z+y+1
z dy dx =
0

Zadanie 24.
Oblicz catke
T

———— d*(z,y,2)
/{z>0, y>1, 2>1} L+ (vy2)?

Rozwigzanie:
Zbior A = {x > 0, y > 1, z > 1} jest otwarty, zatem jest borelowski czyli mierzalny. Funkcja
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f= H(f—yz)él jest ciagta i nieujemna na A, zatem mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Fubini’ego.

Mamy
x x
— & (x,y, 2 :/ (/ —d:z:) d*(y,2) =
/A 1+ (zyz)* ( ) {y>1, z2>1} {z>0} 1+ (zyz)* 9:2)
1 © 2wyt ) ) u = (zyz)?
= de | d°(y,z) =
A;qu%wv<é T+ (Gayep? @) T2 = =22 da
:/ 1 < 7 du) Ely S (y,z) =
{y>1, 2>1} 2<y2) {y>1 z>1} 2(y ) 7
70 <1 1 T 1 1
- l l S (=1 -(1im=> -1 -
RS d2>) =] ([ ; (< (i -1))) o
T 1 7 7
4/1 2 YTy 4
Zadanie 25.

Oblicz catke
[ mssger ey
{0<y<2z}

Rozwigzanie:
Korzystajac z twierdzenia Fubiniego otrzymujemy

/Aﬂx,y) d)\z(w,y)Z/ooo/:x(l—x—i—y)ex dy dz =

[ (oo () ([ ) o
_/Oooe—m ((1—I)'2x+(2§)2> dx—/oooe_z~2xdx—2/oooxe_m dz

Mamy

I __ x . _

re ¥ dv = Jr=e f_, Cllz=—ema— | —eTdz=

g=2 g =

=—ex—e"=—-"z+1)
skad

/ fl@,y) dhalz,y) =2- (=e(z+ 1)) | =2
A

Zadanie 26.
Niech w = (wy,wy,...,w;) € R¥ bedzie ustalonym wektorem. Niech f(z) = e *® i niech A =

[0,00)% (iloczyn kartezjatiski k potprostych). Obliczy¢ [, f dAy.
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Rozwiazanie. Funkcja jest nieujemna, wiec z twierdzenia Fubiniego:
k

k
> 1
faxe=T] (/ c“”"dr) 17—
‘/:‘1 1=1 /O =1 "t

o ile wszystkie w; # 0. W przeciwnym razie calka jest rozbieina.
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Cwiczenia 4

Calkowanie przez podstawienie

Twierdzenie: (O zamianie zmiennych w calce) Niech ® : E — ®(F) bedzie dyfeomorfizmem
klasy C' pomiedzy zbiorami otwartymi £ C R" i ®(E) C R™. Niech f : ®(E) — R bedzie
funkcja catkowalna (lub mierzalna i nieujemna) na ®(E), wowczas

£(%) dhn(x) = /E F(®(y)) - | det dy | dA,(y)

®(E)

Uwaga: Caltkowalnosé funkeji (f o ®@) - | det D®| jest czescia tezy twierdzenia.

Podstawienie biegunowe
W przypadku, gdy obszar catkowania A jest kolem, wycinkiem kota, pierscieniem lub wycinkiem

pierscienia wygodnie jest nam wprowadzi¢ tzw. wspotrzedne biegunowe. Okreslmy dyfeomorfizm
¢ :(0,00) x (0,27) — R?\ (0,00) x {0} wzorem p(r,a) = (x,y) gdzie

T =TCcosq
Yy =rsina

cosa —rsino
sina T Cos«

7 COS
rsin o

czyli o(r, o) = { }, wowcezas Do(r, ) = { }, czyli |det Dp(r, )| = r, skad

/f(x,y) dx dy:/ f(reosa,rsina) - r dr da
A p=1(A)
Podstawienie sferyczne

W R? w przypadku kul itp wygodnie jest uzywaé¢ podstawienia sferycznego. Okreslmy dyfeomorfizm
wzorem ¢(r, o, 5) = (x,y, z), gdzie

T = 1rcosacosf

y = rcosasinf

z=rsina
r cos a.cos [ cosacos3 —rsinacosfS —rcosasinf
czyli p(r, o, ) = | rcosasin f |, wowezas Do(r, o, ) = |cosasinf —rsinasinS  rcosacosf |,
rsin o sin av cos 0

czyli | det Do(r, o, B)| = 72 - cos a
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Podstawienie walcowe

Zas w przypadku bryt obrotowych wygodne jest uzywanie podstawienia walcowego. Okreslmy
dyfeomorfizm wzorem ¢(r, a, t) = (x,y, z), gdzie

T =T CoS
Yy =rsina
z=1

wowezas |det Dp(r, o, t)| =r

Zadanie 1.
Obliczy¢ catke

/x2—|—y2d)\3(m,y,z) gdzie D= {(z,y,2)eR*|1<a®+y* +22<4, 2>0}
D

Rozwiazanie:
Skorzystamy z podstawienia sferycznego

o(r,a, B) = (rcos acos,rcos asin 3, rsin §)

woOwczas -
o YD) ={(r,a,p) €R x (—5, §> x (0,27) | 1 <7r? <4, sina >0}
oraz
2, 2 _ 2 2 2 _
/x +y d)\g(:n,y,z)—/ re-cos” - re-cosa dis(r,a, B) =
D e~ (D)
4 3 2 3 rd 4
:/ / / r4cos3ozdﬂdozdr:27r~/ cos® v dav - —
1 Jo Jo 0 ol
o |t 1023
Mamy = =5 oraz

cos®(z) = cos(x) - cos*(z) = cos(x) - (1 — sin®(z)) = cos(z) — cos(x) - sin®(z)

Nastepnie, catka moze byé¢ zapisana jako sumy dwoch calek:

™ s ™

/cos?’(:c) dx = /cos(:t) dx — /cos(a:) -sin®(z) dx

™
o> ™

= 1 Druga catka moze by¢

2
Pierwsza calka jest latwa do obliczenia i wynosi [ cos(z)dz = sin(z) ’
0 0

dt
cos(x)

obliczona z uzyciem podstawienia ¢t = sin(z), wtedy dx = . W efekcie, druga catka sprowadza

sie do
1

31
/t2dt:t— _1
3lo 3

0

30



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 11.2

5
Stad, wynik catkowania [ cos®(z)dz wynosi

s s s

/2 cos*(x)da — / cos(z)di — / cos(z) - sin?(x)de = 1 — é _ ;

0 0 0

Zadanie 2.
Obliczy¢ objetos¢ figury powstalej w wyniku figury pod wykresem funkcji y = 2%, z € [1, 2] wokot
osi .

Rozwigzanie:
Ta bryta to

A={(z.y.) R 1<z <2 VP + 2 <a?)

Z twierdzenia Fubiniego

/Amg T,y 2 / /1A do(y, 2 / Ao(AN (R? x {2})) do =

>12 31
— A(22)? dr = x_ - =
/1 m-(z°) de=m- 7 =7

Zadanie 3.
Niech A bedzie figurg pod wykresem funkcji y = < na przedziale = [1,00), a B bryly obrotowg
powstala przed obrot A wokot osi x. Wykazac, ze Aa(A) = oo, ale A3(B) < oc.
Rozwigzanie:
Ta bryta to

1
B={(zy2) €R’ | 1<z, V2t <)
T

Z podstawienia walcowego (7, a,t) = (t, 7 cos a, r sin ) mamy
1
o7 (B) = {(r,a,t) €R* | t € [1,00),a € (0,27), 7 € (0, )}

Przeksztalcenie ¢ : o~ 1(B) — B\ (0B U{y = 0}) =: B’ jest dyfeomorfizmem, ale 9B U {y = 0}
jest zbiorem miary zero, wiec objetosé B’ jest taka sama jak B. Mamy

No(B) = /1d)\3(a: v,z )_//1%(9@ " )_/—1<B> [ det | Dop(r, a, )] ds(r, . t) =

27 1
/ / /17"drdadt—27r/ /Td?"dt—Zﬂ'/ 2_t2dt
1

=27 (— = -—:7T

275)‘ 2

> 1 1\? 1 o0
B) =27 — /14 - dx > 27 - —dr=lnzx
. T T . T 1

Mamy

=0
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Zadanie 4.
Wykazacé, ze

1 2
A =
\/[;)71}2 1 _ .’,Cy 2<:U7y) 6

Rozwigzanie:

Przy podstawieniu x = u —|— voraz y = u — v mamy |det Dy| = 2 oraz ¢~ ([() 1]?) to kwadrat o
wierzchotkach w (0, 0) ( 7 5) (1,0) oraz (2, 5) gdyz u = ETJ“y oraz y = Y. ¢ jest oczywiscie
dyfeomorfizmem, zas ﬁ jest mierzalna i nieujemna na [0, 1]%, zatem z tw1erdzen1a 0 zamianie

zmiennych mamy

1 |
/[Ol]zl—xy 2(2,9) // 1—ay v
//1_ T2 dvdu+// T (2= )dvdu—
—4/2/u;dvdu+4//u;dvdu—
o Jo Jo 1 (R —0?) 1 Jo 1— (u?—v?) B

1 v v
5 arctan (—j?) u 1 arctan <—?>
- du +4 =

0 V1-— u? 0 % V1— u?2
$ arctan (J%W 1 arctan <\/1+7) ;
U
0 vV 1— u2 vV 1-— u2

W pierwszej calce zastosujemy teraz podstawienie u = sinf, zas w drugiej u = cosf. Wtedy w
pierwszej calce 6 € [0, ¥], za$ w drugiej calce 0 € [0, 3]. Mamy wigc

1—u

du =

=4
0

) du+4

=4

N[

1 u u
1 5 arctan (ﬁ) 1 arctan (ﬁ)
/ dha(r,y) = 4 T dut 4 s

12 1 —xy 0 V1—u? 1 V1 —u?

us 0 t 17.0059
_ 4/6 arctan(tan 6) - cosd df +4/ arc an.(—smg ) (—sing) do =
0 cosf x sin 6

:4/69d9+4/3arctan<1__ﬂ) df =
0 0 sin

™

:4/ 0d9+4/ arctan(tang) df =
0 0 2

2 2 2

s 50 T T
/0 * /0 2 362 ° 9.2 6

du =

Zadanie 5.
Oblicz catke

d)\gxy
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Rozwigzanie:
Korzystajac z podstawienia biegunowego x = r cos o, y = r sin & mamy

/ B dXo(z,y) = / reesa dX\o(r, o) =
{2 +y2<y) /22 + y? r<sina T

™o smae T sin? «v - cos a
= rcosa dr do = — dao
o Jo 0 2

Mamy
, .
. = Cos & =sina . .
sin - cosar dav =|| . 9 , y= =sina — [ 2sin’a - cosa do
f=sin“a| f/ =2sinacosa
zatem [ sin®a« - cosa da = % sin® o, skad

T sin? o - cos a sin

——— ds(,y) /—

Zadanie 6.
Rozwazmy zbior A = (0,1) x (0, 5) oraz przeksztalcenie ® : A — R* dane wzorem

O(x,y) = (e cosy, e’ siny) =: (u,v)

Uzasadnié, ze ® jest dyfeomorfizmem na swoj obraz, opisa¢ 6w obraz, a nastepnie dokonaé¢ zamiany
zmiennych (z,y) — (u,v) w calce

€2m
/ ) d)\g(l’, y)

4 1+ et cos? ysin®y

Rozwigzanie:
Dla ®(x,y) = (e* cosy, * sin y) mamy

I e

e®siny  e®cosy
wiec |det D®(z,y) = €2 cos’y + X sin®y = ¥ # 0, zatem @ jest lokalnie dyfeomorfizmem.
Mozna sprawdzi¢, ze obrazem ® jest zbior

B={(z,y) eR2 |1 <2®+y* <€}

bo dla ustalonego x wykres funkcji (z,y) — (e” cosy, e” siny) jest wycinkiem okregu o promieniu
e”. Pokazemy, ze ® : A — B jest roznowartosciowe. Niech ®(z1,y1) = (a9, y2), czyli €' cosy; =
€™ cos yp oraz €' siny; = e sin y9, skad

cosYe  sinys

= — & cos Y - Siny; = cosyp - Sinyy <
cosy;  siny

N sin(y; + y2) + sin(y; — y2) _ sin(ys + y1) + sin(ye — y1) N
2 2
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& sin(y; — y2) = sin(ye — y1) < sin(yr — y2) = —sin(y1 — yo2)

Stad sin(y; — y2) = 0, ale skoro y;,ys € (O, g), toy; —yo =0 y1 = 1y :=y. Wtedy e*' cosy =
€2 cosy < €™ = e*2, czyli 1 = xo. Zatem @ jest funkcja roznowartosciowa. To dowodzi istnienie
®~1. Z twierdzenia o funkcji odwrotnej skoro det D® # 0 wszedzie, to =1 € C!, wiec ® jest
dyfeomorfizmem. Z twierdzenia o zamianie zmiennych mamy wiec

e det D®(z,
/ dAg(fL',y)z/ | (z.9) dAs(z,y) =
A o—1(2(A))

1 4 e cos? ysin y 1+ etr cos? ysin?y

1 1
= —d\ = —— dA
/(D(A) 1 + U2’02 Q(Ua U) /];, U2U2 2(‘Ta y)

Zadanie 7.
Uzasadni¢, ze przeksztatcenie @ : (0,1) — R? dane wzorem

Oz, y) = (2 — %, 22y) =: (u,v)

jest dyfeomorfizmem na swoj obraz, opisa¢ ® oraz dokona¢ zamiany zmiennych (x,y) — (u,v) w
calce

[0,1)2

Zadanie 8.

Dana jest krzywa bez samoprzecie¢ 7 : [a,b] — R? klasy C* parametryzowana dlugoscia tuku.

Oznaczmy wektor normalny N (t) = (—v4(¢),71(t)) i rozwazmy obszar

D, = {3(t) + 5~ N(t) | € (a,0), |s| <7}

Wyznaczy¢ pole obszaru I',.. Jak ma sie on do dtugosci krzywej v?

Bez samoprzecie¢ oznacza, ze v jest funkcjg roznowartosciows. Przez krzywa klasy C? rozumiemy,
ze pochodne +', " istniejg oraz sa ograniczone. Parametryzacja dtugoscia tuku to inne okreslenie
na warunek |v/(¢)] = 1 dla wszystkich t.

Zadanie 9.

Niech 0 C R? bedzie obszarem wypuklym, ktorego brzeg 0 jest obrazem 1l-okresowej funkcji
v : R — R? klasy C?%. Zal6zmy ponadto, ze |y (t)] = 1 oraz ze krzywizna k(t) = |v"(t)| jest
dodatnia dla kazdego t.

a) Wyprowadzi¢ rownosc k(t) = |77 (t)75(t) — 71 (£)73 (1)l
b) Uzasadni¢, ze fol k(t) dt = 2m
¢) Dla zadanego (mozna przyja¢, ze odpowiednio matego) r > 0 wyznaczy¢ pole obszaru

Lp={() +s-9'(t) | £ €[0,1], s €[0,r]}

Rozwigzanie:

34



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 11.2

a) Zrozniczkujmy warunek |y/(t)| = 1. Mamy

NN+ =067 (t) Ly'(t)
zatem (71,7v4) = k- (74, =) dla pewnego k € R\ {0}. Wtedy

1
M+ ) =19 kv +5- (k) -+ =1 ([O)7(t) — () (@E) = -
Mamy tez
"2 "\ 2 ]' ! 1 I\2 1
VP = () + () = B (1) toa (75)" = e
skad

(1)
d "(t 1 TN (F) — ~ ()N (¢
B aretan (B0 L OO 00D
dt 75(t) (71('5)) 1 (%)

72(t)

zatem

0 ffmon (40)

skad (pochodna ma staly znak, bo krzywa jest klasy C* i druga pochodna si¢ nie zeruje)

/Olﬁ(t) dt:/ol iarctan( 8)‘

O (L2010
[ (365) -

/
(1)
Ostatnia rownos$¢ bierze sie stad, ze wektor jednostkowy ~/(t) na przedziale ¢t € [0, 1] dokonuje
obrotu o 2.

2

¢) Niech p(t,s) =~v(t)+s-9'(t) = <z;g; égrg) wtedy Dep(t, s) = <égi; i izggg 328)’

czyli det Dop(t, s) = s(77 (t)15(t) — 71 ()72 (t)). Mamy wige

Mo(Th) = /d&@w /" |det Dp(t, 5)| dalt, s) =
(0,1)%(0,r)

// e ()] ds dt =

2
4 r
=5~/r%@%m—%@%@“ﬁzgawzwz
0
Pozostaje pokazaé, ze ¢ to dyfeomorfizm

1

det Dip = s (D) — ) = £+ (P + () = -1 = £ 70

S
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Fakt: Zachodzi réwnosé

s jus

/QSin20d9:/2cos2ed9:f
0 0 4

Zadanie 10.
Oblicz pole obszaru ptaszczyzny ograniczonego od wewnatrz okregiem jednostkowym, zas od ze-
wnatrz krzywa opisana we wspotrzednych biegunowych réwnaniem r = 2 + cos 6.

Rozwigzanie:
Punkt p nalezgcy do danego zbioru spetnia nieréwnosci 1 < p < 2 + cos 6, gdzie p to odlegltos¢ od
punktu (0,0). Zatem

27 2+4-cos @ 27 3 1
/1d)\2(x,y):/ / rdrd9:/ (—+20059+—-c0820) df =
A o J1 0o \2 2

1 [ 1 T
=3r+0+4 = - 0df =3n+--4. — = —
™+ +2 /0 cos 7T+2 1 1

L

A ,
W

Zadanie 11.
Wyznaczy¢ catke

/(x2+y2) do(x,y) gdzie A={l<a2®—y*<2 2<ay<4,zy>0}
A

Rozwigzanie:
Wygodnie byloby skorzystac¢ z podstawienia ¢(x,y) = (s,t), gdzie

s = a2 —9?
t=uxy

bo wowezas ¢(A) = (1,2) x (2,4). Jednak wyznaczenie ¢! moze by¢ problematyczne.
e Mamy jednak

2v 2y

CH s e Dot = 2 4 )

De(z,y) = {
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oraz A = p~(p(A)), wiec stosujac twierdzenie o zamianie zmiennych ("od drugiej strony")
mamy

1

1
[ & date) = 5+ [ |det Dotal haton) = 5+ [ |det Dp(any)] dhaliy) =
A A )

1 1
2 Je 2 Juoaxes 2

e Da sie jednak wyznaczy¢ funkcje odwrotng. Niech s = 22 — ¢ = a2y (% - %) i oznaczmy

1 _ s - T _ 2 s _ 2
y — - = 3. Stad mozna wyznaczy¢ u i wowczas us = z° oraz = = y-.

e Mozna skorzystaé z danego postawawienia i zauwazy¢, ze t + 2si = (x + yi)?, wtedy

A={z=z=vyi|z,y>0, Re(?) € (1,2), Im(z?) € (2,4)}

Zadanie 12.
Niech A bedzie macierza kwadratowa, a f : R — R funkcja zadang wzorem f(t) = det(l + tA).
Wyprowadzi¢ rownosé f'(0) = trA.

Rozwiazanie:
Z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny mamy

det(] +t- A) = Z(—l)i—i—lail det Ail =

=1
= ((lut + 1) - det AH — agt - det A21 + ... =
= (CI,Ht + 1) . (CLQQt + 1) ot (azgt + 1) + O(tz) =
=1+ CLllt -+ aggt —+ ... a,mt + 0(t2)

Zatem

d
adet([%—zﬂfl) =ay +ax + ...+ ap, +o(t) = tr(A) + o(t)

Zadanie 13.
Niech F': R" — R bedzie funkcjg catkowalna, za ¢ : R — R” funkcja gtadka o zwartym nosniku

a) Uzasadni¢, ze przeksztalcenie @, : R" — R™ dane wzorem ®y(x) = x + t - p(z) jest dyfeomor-
fizmem dla ¢ z pewnego przedziatu (—tg, ty). Wyznaczy¢ pochodna det D®,(z) wzgledem ¢ w
punkcie ¢ = 0.

b) Wykazaé, ze pochodna funkcji

FRSR, f(t):/ Flz+t- (@) do

n

w punkcie t = 0 jest

O =~ [ Fa). (g—ii(x) Fot gi:@)) da
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Rozwigzanie:
Dla dowolnej macierzy A macierz I +t- A jest odwracalna, bo dla matych ¢ det( +t- A) ~ 1. Co
wiecej

a)

b)

d
adet(]—i—t-A) =11+ a2 + ... + Gy, + 0(t) = tr(A) + o(t)

Skoro ¢ jest gtadka, to ®;(x) € C'. Ustalmy z i sprawdzmy czy rézniczka D®;(x) jest
izomorfizmem liniowym
DOy (z) =1+t - Dp(x)

dla matych t jest to macierz odwracalna, wiec sie zgadza. Z twierdzenia o funkcji odwrotnej,
w otoczeniu z, funkcja ®; jest bijekcja oraz istnieje funkcja ®;' € C'. Zatem ®,(x) jest
lokalnie dyfeomorfizmem. Niech x # y, wtedy

[(x) — Dy(y)| = [(x+t- () = (y+t-0H)| =z —y)+t- (ox)— o)) %)

) ) 3)
2 e —yl—t-lp(x) —e)| = [z —y[-1-C>0
) 2
Przy czym < to nier6wnosé trojkata, nieréwnosé < wynika z |p(z) — ¢(y)| < C dla pewnego

(3)
C, bo ¢ ma zwarty nosnik i jest gladka, zas ostatnia nieréwnos¢ < jest prawdziwa o ile

t < @ Stad &, jest roznowartosciowa wszedzie. Jest réwniez subiektywna, bo poza pewna
kula zachowuje sie jak funkcja identycznosciowa. Zatem ®,(z) jest dyfeomorfizmem. Mamy

d B _ 99 Oen
= det ®o(x) = tr(Dy(x)) = Dy (x)+...+ ., (z)

F' jest funkcja caltkowalna, zas ®; jest dyfeomorfizmem R"™ — R", zatem z twierdzenia o
zamianie zmiennych mamy

1
/ F(x+t- o)) dazz/ F(rﬂ)-\detD@ledf’f:/ F@)'ydetchty e

zatem (wyznacznik jest dodatni, wiec mozemy pomina¢ moduty)

d d 1 d 1
/W= %/Rn P e, ™= / F@ & depe, =
B —4det DO, (D®,) + o(t)
= /HF(x) . ((iletTtP dr = —/TLF(%) : 1+t tr(DP;) + o(t2))?2 dz

skad

%f’(@) - /R F(z)- tr((?i(g")lg 0 o = — / F(z) - te(D(x)) do =

_ —/RnF(x). (Z_Z(x)+...+ gi:@)) da
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Zadanie 14.
Kula jednostkowa B = {(z,y, 2) € R? | 22 + y* + 2* < R?} zostala przecigta ptaszczyzna {z = a}.
Oblicz objetos¢ powstalych czesci.

Rozwigzanie:
Korzystajac z twierdzenia Fubini’ego mamy

f Tz =rcosf B o ST
V:/ (/ dQ(JS,y)) dz=|y=rsinf :/ (/ / Tdrd@) 0
a {x24+y2<R2-22} Qet ® — 1 ) ; i
R 27 2 _ 2 R 1
a 0 ]

=7 (RZ(R —a)+ %(R?’ — a3)) = 7(R —a) (§R2 - %Ra + %cﬂ)

R

a

Zadanie 15.
Oblicz miare zbioru

A= {(:c,y) c R?

1
O<x,0<y,§<g<2, 1§xy§2}
s

Rozwigzanie:
Niech dyfeomorfizm ® zadany bedzie wzorem

O (z,y) = (%xy)

czyli stosujemy podstawienie s = % oraz t = xy. Rownowaznie mamy = = \/g oraz y = v/st, czyli

()

dyfeomorfizm ® dany bedzie wzorem

Jakobian dyfeomorfizmu & wynosi

Zatem mamy

1
/ 1 d*(x,y) :/ 1-det ®(s,t) d*(s,t) :/ — d*(s, )
A -1 1(A) 2s

1(A) = {(s,t) € R?

Dalej mamy

1
0<s, O0<t, = <s<2, 1§t§2}

2
(1n2—ln ) =1n2
2

zatem
2

1
/1d2(x,y):/ —d25t / — ds - / 1dt = —lns
A [1,2]x[1,2] 28 3

l\DI»—t
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Zadanie 16.
Niech A = {(x,y) € R* | ||z +y| < 1, y > 0}. Oblicz caltke

/Ax exp(—y?) dXa(,y)

Rozwigzanie:
Niech dyfeomorfizm ® bedzie zadany wzorem

& Y(z,y) = (v +vy,y) lub rownowaznie ®(s,t) = (s —t,1)
czyli stosujemy podstawienie s = x + y oraz t = y. Jakobian dyfeomorfizmu ® wynosi

1 -1

d@(&t) - 0 1

Mamy wiec dla f(x,y) = zexp(—y?) z twierdzenia Fubini’ego

/Af(:v,y) d*(z,y) = /{|S|<Lt>0}(s —t)exp(—t?) - 1 d*(s,t) = /Ooo /11(8 —t)exp(—t?) ds dt =

o0 1 1 o
= / exp(—t?) <—82 — st> ‘ dt = —/ texp(—t*) dt = ... = —1
0 2 -1 0

Oczywiscie f(®) jest calkowalna na {(z,y) € R? | |s| < 1,¢ > 0}, poniewaz |s—t| < |s|+|t| < 1+,
a funkcja (1 + t) exp(—t?) jest catkowalna na {(x,y) € R? | |s| < 1,¢ > 0}.

Zadanie 17.
Oblicz catke
[ ) - 2 ¥y
A
gdzie A C R? to réwnoleglobok o wierzchotkach (1,0), (3,1), (2,2) i (0,1).

Rozwigzanie:
Niech ®(z,y) = (x +y,z — 2y), czyli stosujemy podstawienie s = x + y oraz t = x — 2y. Wowczas
jesli
A = roéwnoleglobok o wierzchotkach (1,0),(3,1),(2,2) 1 (0,1)
to
®(A) = prostokat o wierzchotkach (1,1),(4,1), (4, —2), (1, —2)

Niech f(z,y) = In(z + y)(x — 2y)?. Z twierdzenia o zamianie zmiennych mamy

/A f(y) Xz, y) = / 9(®(z,y)) - | det & (z,y)| d>(z,y) = / RCURC

dla pewnej funkcji g. Jakobian odwzorowania ® wynosi

1 1

ooy =| 1L

=] -3/ =3
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zatem mamy rownos¢

skad

/A f(xy) Xz, y) = / RCURT

Z twierdzenia Fubini’ego mamy wiec

1 4 1 4 31
/ g(s,t) d*(s,t) = / / In(s)-=-t*ds dt = (slns — s) ‘
®(A) 21 3

- — =8In2-3
19 |- 1

Zadanie 18.

Wyznacz jakobian przeksztalcenia sferycznego

O(r,0,5) = (rcosfcos 3, rsinfcos B, rsinf3)

i uzyj uzyskanego wyniku do policzenia objetosci kuli trojwymiarowej B(0, R) C R3?
Rozwiazanie:

Jakobian przeksztalcenia sferycznego wynosi

cosfcosf —rsinfcosff —rcosfsinf
dd(r,0,8) = |sinfcos rcosfcosfS —rsinfsinf
sin (3 0 rcos 3

A jego wyznacznik jest réwny det ® = —1r? cos 3. Mozemy wiec obliczy¢ objetosé kuli

R 27 z
V:/ 1 d*(x,y,2) / TQCosBdS(r,G,B):/ 7°2d7"-/ 1d9~/2 cos B df =
x2+y2422<R? r2<R2 0 0 -

R® 4
:27'["2'?:§7TR3

(VB

Zadanie 19.
Oblicz miare zbioru

D= {(z,y) € R? | (22 +¢*)2 < 4(z® — y*)}

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wspotrzednych biegunowych x = r cos a, y = rsin @ mamy
0 (D) ={(r,a) € Ry x (0,27) | r* < 4r*(cos’ a —sin’ a)} =
={(r,a) € Ry x (0,27) | r* < 4cos(2a)}
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Osttnia nieré6wnos¢ zachodzi gdy, cos(2c) > 0, czyli o € [0, Z] U [3F, 28] U [IX 271] =: A. Wtedy

24/ cos(2a) 4 9
/1d)\2(:p,y):/ Td)\Q(T,a):// rdr da:/mda:
D ©—1(D) 4 Jo A 2

:/2608(2a) dasin(Za)‘ =4
A A

Zadanie 20.
Oblicz catke

/ exp(—lz + y]) dhalz,y)
Jlz—y|<1

Zadanie 21.
Oblicz catke

zy —1
/ Ty exp(—z — 2y) drs(z,y)
{z>0, y>0} Y

Zadanie 22.
Oblicz miare zbioru

A={(z,y,2) €ER® | 2,y >0, vy < z, z* +y* < 22}

Zadanie 23.
Oblicz catke

1 pl-2ya+a
/ / r+y+2/xry dy dx
0 Jo
a) Uzywajac zamiany zmiennych z = s - cos(t), y = s - sin*(t)
b) Uzywajac zamiany zmiennych ¢t = \/z, s = /y.

Zadanie 24.
Niech A = {(z,y) € R? | |z +y| <1, y > 0}. Oblicz calke

/Am exp(—y?) do(z,y)

Rozwigzanie:
Skorzystamy z zamiany zmiennych s = y, t = x+y, wiec p(s,t) = (t—s, s), co jest odwzorowaniem
liniowym o jakobianie réwnym 1. Zatem z twierdzenia Fubiniego

/A rexp(—y?) dhal,y) = / (t—s) - exp(—s?) - 1 dh(s, 1) =

{It|<1,5>0}
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— /Ooo (/_11(15 — 5) exp(—s?) dt> ds = /Ooo <exp(—82) (%tQ — st) 1_1) dt =

=-2. / sexp(—s®) ds = —1
0

Zadanie 25.
Niech B = {(z,y,2) € R® | 22 + y? < 22 < 3(2? +¢?), 0 < 2 < 2}. Obliczy¢ calke

/ Va2 +y? 4 22 dhs(x,y, 2)
B

Rozwigzanie. Stosujemy wspélrzedne sferyczne i dostajemy z drugiego warun-
ku: 0 < rsin @ < 2. W szezegélnosci 3 € [0, 5. Pierwszy warunek przy uwzgled-
nieniu zakresu 3 daje:

cos 3 < sin 3 < V3 cos 3.

Po prostych obliczeniach dostajemy 3 € [, 5|. Teraz juz catkujemy

T .o —a
1 =in 4 ‘_} )
f ] / r” cos Gdrdfda =
—mJ 5 0
5 cos |

T ocosfd T 1
S?T/ —— A3 = Bﬁf —dt =
= sin 3 oz t

87 _g 33
T g -

Zadanie 26.
Niech A = {(z,y,2) € R® | 2 > /2% + y2}. Obliczy¢

/ 2o~ @) (s (2, y, 2)
A
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Rozwiazanie. Stosujemy podstawienie sferyczne i widzimy, Ze nierownoscé opi-
sujgca zbior A przyjmuje postac: sin 3 > cos 3. co daje 3 € [% '2—’] Teraz calku-

™ % o0
f f f rsin _ﬁﬁ_rz - 172 cos BdrdBda =
T i— 0
2 (/ Sillﬁcosﬁdﬁ) - (/ rie "zdfr) =
T 0

. ( /; ud?) ([ i) -

jemy

Zadanie 27.
Znalez¢ trojwymiarowa miare Lebesgue’a zbioru ograniczonego przez szes¢ powierzchni

z=a4+y ay=2, 2y=3, y=2x, y=3x, 2=0
Rozwigzanie. Zgodnie z rysunkiem nalezy obliczyé miare nastepujgeych dwéch

obszarow:

{(z,y,2) : 22 < y < 3z,
{(x,y,2): 3z <y<2r 2<ay<3, 0<z<ax’+y’}

2<rxy <3, 0<z<z?+y*) oraz

Zagjmiemy sie tylko pierwszym z nich. Trzeba teraz pﬂizrz't;f dwie calki potrojne:

S x -I—y
/ f f dzdydx + / f f dzdydm =
2x

f {3: +vy ]dydm+/\/: [:r + y?)dydx =
vViJz

1 2r

1 373 Ve ‘ =
/\/_ (:.'!’:2(3.’!: — %] + [%] ; ) dx —|—/1 (:1:2(5 —2x) + { - LI) dr

Zadanie 28.
Niech A = {(z,y) | 2® + y* — 32y = 0}. Znalez¢ dwuwymiarowg miar¢ Lebesgue’a ograniczonej
skladowej spojnosci zbioru R? \ A.

&0 'S,

Lk
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Rozwiagzanie. Zgodnie z rysunkiem pole szukanego obszaru mozina opisac jako
dwukrotnosé pola nastepujacego zbioru:

3
Tz 2 pa2l, y& s, f{:a—l—yﬂ——:f:y-&{ﬂ i
2

We wspétrzednych biegunowych x = rcosa, y = rsina dostajemy o € [0, §]

oraz ) < r < %m Ostatecznie mamy do policzenia calke:

‘QJ.I:I £ COE Oy

3
Z 2in® ctcoss o sinY &4 cos o
] ] rdrde.

Zadanie 29.
Obliczy¢ objetosé bryly opisanej nieréwnoscia (2 + y? + 2%)? < 2zyz.

Rozwigzanie. Stosujemy podstawienie sferyczne r = rcosacos 3,y = rsina cos 3,

z=rsinf dla o € [—m,7), B € [-F, 5] oraz r > 0. Wowezas nieréwnosé defi-
niujgca bryle przybiera postac:

4 < 2r’sinacosacos % sin B, czyli v < sin(2a) cos 57 sin 3.

Aby to mialo sens, wyraZenie po prawej stronie musi by¢ nieujemne, czyli sin(2a)-
sinf3 = 0. S¢ dwie mozliwosci: a € [0,7] oraz § € [0,%] albo a € [—m,0] i
g e [— ,0]. Mozemy wobec tego przystapic do m{kawama

T % psin(2a) cos 3% sin 3 0 0 sin(2ea) cos 3% sin 3
f / f r? cos Bdrdfda + / / / r? cos BdrdBda =
0 —rJ= 1

/ / ‘E.lll (2ax) cos 2 Bsin {3) cos BdfBda + = / f ‘-3111 (2ex) cos 3% sin 3) cos Bdfda =

2

z 0
§/ sin® a / cos’ Asin BdS | da + 8] sin® a f cos’ BsinBdf | da =
3 Jo 0 3JS_r -3
T i |
§ f sin® ada | - quu — § &,111"Ei adex | - f wdu | =
3 \Jo 3 0

3
3

oc|.—n
tml.h::

9.8,
3

Zadanie 30.
Obliczy¢

° arct — arct
/ arctan(mzx) — arctan(x) i
0 X
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Rozwigzanie. Zapiszmy najpierw

T 1 ™ I
arctg(mx) — arctge = dy = —du,
g(mz) - /I 1+ 92 g /1 1+ u2x?2

gdzie w ostatniej linyjce zastosowalismy podstawienie y = ux. Wobec tego moze-
my napisac:

oo 1 ™ T ™ oo 1
— ———du | dzx = ———dxdu =
./u 2 (j; 1+ u2z? u) ’ /1 fu T+

/ l—ar(:tg{u:r}] du = ~ / ldu =i
J1 u 0 21 u 2

Przy zamianie kolejnosei calkowania skorzystaliSmy z twierdzenia Fubiniego, co
bylo uprawnione, gdyz funkcja podcatkowa jest nieujemna.

Zadanie 31.

Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa o réwnaniu (22 + yz)%

Rozwigzanie:
Korzystajac z podstawienia biegunowego x = r cos «v, y = rsin @ mamy

0 HA) ={(r,a) € R, x (0,7) | r < Vsina}

zatem

™ Vsin o T .
1 = 1 1
/Ald)Q(x,y):/O/o rdrda:/@ Slgada:—é-cosa0:§+§=1
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Cwiczenia 5
Srodek ciezkosci

Definicja: Srednig odlegltosé liczymy z wykorzystaniem wzoru

fB (p,0) dA3(p)
fBld)\g( )

gdzie p € B, za$ d(p,0) to odlegtos¢ punktu p od poczatku uktadu wspotrzednych.

Zadanie 1.
Obliczy¢ srednig odlegto$é¢ punktu trojwymiarowej kuli jednostkowej do jej srodka.

Rozwigzanie:
Liczymy

/ Va2 +y? + 22 ds(z,y, 2 —/ r-r?-cosa dis(r,a, f) =
{z2+y2+22<1}

x(=%5,5)x(0,2m)

2 21 1 1
/ / / -cosa dr da df = / dg - / cosa do - /r3dr—27r~2'zl—
2 2

oraz A A
/ Ld\s(z,y,2)==-1° 7= -nx
{22+y2422<1} 3 3
zatem Srednia odleglos¢ wynosi 7- = i—i.

3

Definicja: Srodkiem ciezkosci zbioru A C R™ nazywamy punkt s(A) o wspotrzednych

[yz dhp(x)

W@

Zadanie 2.

Niech £ C R" bedzie zbiorem o dodatniej i skoriczonej mierze Lebesgue’a, a L : R* — R"
izomorfizmem liniowym. Przekonaé sie, ze L przeprowadza srodek ciezkosci E na srodek ciezkosci
L(FE).

Rozwigzanie:
Niech zg to §rodek ciezkosci F oraz niech zp to srodek ciezkosci F, przy czym F := L(E). Mamy

Au(F) = | det L| - Ay (E)

Przeksztalcenie L jest dyfeomorfizmem, wiec korzystajac z podstawienia x = L(y) mamy

/F r A\ (z) = /E L(y) - |det DL(y)| dAn(y) = | det L] [E L(y) dAu(y)
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zatem
1 liniowo$¢ calki
or= s [ LW D) L[ i) ) = L)
M(E) Je i B
Zadanie 3.
Zmalez¢ $rodek ciezkosci potkuli trojwymiarowe;.
Rozwigzanie:
Trojwymiarowa potkula to zbior A = {(z,y,2) | 2> + y*> + 22 < 1,2z > 0} we wspolrzednych
sferycznych to p~'(A) = {(r,a,8) | 0 < r < 1,a € (0, g) € (—m,m)}. Objetos¢ tego zbioru

i Ll.4, .13 -2 ;
wynosi 5 - 37 - 1° = 27, Dalej mamy

/x dX\3(z,y, 2) —/ rcosacos B -r?cosa ds(r, o, ) =
A —1(

/// ccosa - cos? B dr da dB =0

bo catka po 3 jest rowna zero

/ y dis(x,y,2) = / rcosasin B - r? cosa dAs(r, a, B) =
A -1(4)

T z 1
:/ /2/r?’-cosa-cosﬁsinﬁdrdadﬁzo
—m JO 0

tu rowniez caltka po B daje zero

/ z d\s(z,y,z) = / rsina - r?cosa dAs(r, a, B) =
A ©~1(A)

T z 1 z 1
1
:/ /2/7"3-cosozsimozalrdozdﬁ:—~27r-/2sinozcosozdoz:E-/xdoc:z
-=Jo Jo 4 0 2 Jo 4

skad érodkiem ciezkosci jest (O, 0, %) =(0,0,2).
3

Zadanie 4.
Niech A C R3 bedzie zbiorem mierzalnym, ograniczonym, lezacym w polprzestrzeni {(z,y, z) | z >
0}. Niech m = A3(A). Punkt (a,b,c) jest srodkiem cigzkosci zbioru A. Dane sa liczby a1 §, gdzie
0 < a < f.Dlat> 0 niech f(t) oznacza miare czesci zbioru A zawartej pomiedzy plaszczyznami
o rownaniach z = at, z = ft. Obliczyé¢ catke

/
Rozwiazanie:

Niech A% = {(x,y) € R? | (z,y, 2) € A}. Wowezas z zasady Caballieriego

/zd)\gxy, / /zd/\gxy / 2+ A(A%) dz
m m .
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Niech A; = {(x,y,2) € A| at < z < ft} iniech f(t) = A\3(A;). Mamy

/ooof (t) dt = /OOO Aa(Ar) dt = / ) / B N(A) d dt —
:/OOO/;)\Q(AZ) dtdz:(é_%)/o“’“z(m dz:cm(é_%)

Zadanie 5.
Dany jest kat dwuscienny o rozwartosci 2y, gdzie 0 < vy < 7, ktorego krawedz przechodzi przez
srodek kuli o promieniu a. Niech C' bedzie czescia kuli zawarta w tym kacie dwus$ciennym. Oblicz

odlegtos¢ srodka ciezkosci bryty C' od krawedzi kata.

Zadanie 6.

Niech H = {(z1,...,73) | 21, = 0} C R* bedzie podprzestrzenia "rownikowa” (izomorficzna/izometryczna

z R¥71). Niech C bedzie stozkiem, ktorego podstawa jest zbior B C H, ograniczony, mierzalny, a

wierzchotek lezy w odlegtosci h od H. W jakiej odlegtosci od H lezy srodek ciezkosci zbioru C?7
Rozwigzanie. Zgodnie ze wzorem na miare stozka nad zbiorem mamy:

h
A(C) = 2 M- (B).
Ze wzgledu na fakt, iz szukamy odlegloéci punktu od plaszezyzny wystarczy zain-
teresowaé sie ostatniq wspélrzedng srodka ciezkosei. Oznaczmy By, = {(z1,...,25-1) :
(z1,...,2k) € C}. Wowezas ostatnia wspolrzedna srodka ciezkosci zbioru C wy-
raza sie wzorem (stosujemy twierdzenie Fubiniego):

h
AL(ijxdek )tk / / .’L‘gdﬁg_l(xl ..... sl — 1)dmk— C)/ $j;)\k 1 Buc,_)dﬂ:k

Zbior B, powstaje jako obraz zbioru B przy przekszlalceniu lintowym. Przesu-

g E s s ; i i : e h—z)
nigcie nie zmienia miary, a rozeiggnigcie na poziomie Ty wynosi ~— <. Zatem

it

N
Ak_l(Bm.)=( . ) M (B).

Teraz wszystko podstawiamy i dostajemy

k h i k h i h
h_‘fu zr(h — x) dxk_h‘fﬁ (h—u)u du—k+1.

Jest to wlasnie szukana odleglosé.

Zadanie 7.
Obliczy¢ wspohrzedne srodka ciezkosci jednorodnego drutu w ksztalcie tuku krzywej (zwanej kar-
dioda) o réwnaniu r = (1 + cost), gdzie t € [0, 7], z; = rcost, zo = rsint.
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Cwiczenia 6

Catkowalnosé funkeji

W zalozeniach wielu twierdzen dotyczacych catki pojawia sie warunek ze rozwazana funkcja jest
catkowalna.

e Funkcja f jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na F wtedy i tylko wtedy, gdy jej modut |f]
jest catkowalny na E w sensie Lebesgue’a

e Jesli mozemy ograniczy¢ f z gory i z dotu przez inna funkcje catkowalng g, to f jest cal-
kowalna. To znaczy, jesli |f| < g i g jest catkowalna to f tez jest calkowalna. Wynika to z
twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

e Jedli f: R — R jest nieujemna na przedziale [a,b] C R (a lub b moga by¢ nieskoriczone) i
calka Riemanna fab f(z) dz jest skoniczona (odpowiednio nieskonczona) to f jest calkowalna
(odpowiednio niecatkowalna) w sensie Lebesgue’a na [a, b]. Ten fakt rowniez tatwo udowod-
ni¢, korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej. Dla funkeji dowolnego
znaku nie musi to by¢ prawda

e (Twierdzenie Tonelli’ego) Jesli f : E — R, gdzie E C R" jest mierzalna i nieujemna oraz
| | d\, policzona z twierdzenia Fubini’ego jest skonczona (odpowiednio nieskoiiczona), to
f jest catkowalna (odpowiednio niecatkowalna) na E. W przypadku funkcji dowolnego znaku
moze sie zdarzy¢, ze twierdzenie Fubini’ego daje skoriczona warto$é catki, ale funkcja jest
niecatkowalna.

Przypomnienie:
° folxa dr < oo dla a > —1

° flooxa dr < oo dlaa< —1

Zadanie 1.
Dla jakich n € N oraz « € R funkcja f(z) = |z|* jest calkowalna

a) na kuli jednostkowej w R"™

b) na dopeieniu kuli jednostkowej w R"
Rozwigzanie:

a) Funkcja jest dodatnio okreslona i ciagla na zbiorze mierzalnym, zatem mozemy uzy¢ twier-
dzenia Fubini’ego. Dla n = 1 mamy

1 1
]1:/ |x|* dx:2/ x dx
-1 0

Funkcja jest wiec catkowalna dla o > —1. Dla n = 2 mamy
2m 1
[22/ \/:1:2+y2ad2(9c,y):/ ra-rdQ(r,G):/ 1d9-/ rott dr
z24+y?<1 r2<1 0 0

o1
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Funkcja jest wiec catkowalna dla a4+ 1 > —1 < o > —2. Dla n = 3 mamy

[3:/ \/madg(xyyaz):/ TQ.TQCOSﬁdS(T’Q’ﬁ):
a2 4y2422<1 r2<l

27 5 1
:/ 1d9-/ cosﬁdﬁ-/ rot2 dr
0 _z 0

Funkcja jest wiec catkowalna dla a +2 > —1 < o > —3. Ogolnie dla n mamy n-wymiarowe

podstawienie sferyczne (r,Q) € R, x S" 1. Niech f(¢1,...,0n 1) = ;l,e%lf, wowczas mamy

[n:/ HXHa anZ/ Ta'rnil'f((plw"a@pnfl) dn(ﬁ@l»---,wnfl):
Bn(0,1) r2<1

1
:/ dQ-/ rotr=l gy
gn—1 0

Funkcja jest wiec catkowalna dlaa4+n—-1> -1 & a > —n.

Zadanie 2. L
Uzasadni¢, ze funkcja f(z,y) = G,z hie jest calkowalna na 0, 1]2.
Rozwigzanie:

Aby pokazac, ze funkcja f jest niecalkowalna wystarczy pokazaé, ze [ B.(0,1)2 | f| = oo dla pewnego
r lub, ze f{x>y}m(0,1)2 f = o0o. Mamy

r2(| cos? o — sin® «v
[tz [ fantes) = [ eos o msinal) . gay(r,a) =
(0,1)2 B1N(0,1)2 0<r<1, 0<a<T® r
2 | 2
:/ Md)\g(r,a):/ —dr-/2|Cos(2a)|da:oo-const:oo
0<r<1, 0<a<Z r o T 0

zatem f nie jest catkowalna.

Zadanie 3.
Rozstrzygnij, czy funkcja f(z,y) = ﬂ”;;rfy% jest calkowalna na zbiorach
a) A=[0,1)?

b) B=[0,1] x [1,+00)

c) C=][1,+00)?

Rozwigzanie:

Oczywiscie f jest funkcja mierzalng.

a) Mamy |f(z,y)| = %ﬁ;ﬁ’ < —(Inz +Iny) zatem

[ el duten < [ s ng) datey) =

1 1 .
:—/lnxdx—/lnydx:—Q-x(lnx—l) =2< 00
0 0

0

zatem f jest catkowalna na [0, 1]?.
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_ —Inz+lny
- 1+I2+y2 Y

Iny
T+az24y?

Inx

Inx Iny
2 + 1+a:2+y2

b) Mamy [f(z,y)| = TF22+y 722117 + zatem

—lnz+Iny
x, )| dha(x,y S/ — 5 da(z,y) =
/[Ol]x[loo #(z.9)] dAalz.y) 04]x[Le0) LT 2%+ 42 (=

—Ilnzx Iny
dzr d dx d
//1+x2+y v y+/ /1+J;2+y v
Mamy

& Inz Inz 1 > 1
dx d dedy = | — 1 dx |- d
/1 /1+x2+y ! y—/ /1+y2 v ( /0 e x> (/1 1+ y)<oo

oraz

e Iny / / Iny /Oolny (lny—l—l) 00
dx dy < — dx dy — dy = —
/1 /1+x2+y = 2 y

=1< o0

1

zatem rowniez

o Inz Iny
dx d dx d
/1 /1+x2+y ! “/ /1+x2+y r s

skad f jest catkowalna na B

Inay)
14224y 1+:c2+y
walna na [1,00)?, zatem f tez nie jest catkowalna.

¢) Zauwazmy, ze mamy f(x,y) = dla zy > e. Funkcja Tgﬂ jest niecatko-

Zadanie 4. 7
Funkcja f : R — R jest catkowalna w sensie Lebesgue’a Deﬁniujemy funkcje p(y) = fyyﬂ f(z) dx

Wykaz, ze ¢ : R — R jest catkowalna oraz [, ¢(y) dy = [, f(x) dx

Zadanie 5.
Traktryse {(t— gjjri;:: = Jre_, 0) | t > 0} obracamy wokol osi OX otrzymujac trochoide T'. Znalez¢
wszystkie liczby a > 0, dla ktorych funkcja (z,y, z) — a” jest calkowalna na T

Zadanie 6.
Niech LP(R) dla co > p > 1 oznacza zbior funkeji mierzalnych w sensie Lebesgue’a f, dla ktorych

1112 ey = / P A, < oo

Wykazacéze przestrzeni LP(R) jest zupetna z metryka D(f, g) = ||f — g|r@®n)
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Cwiczenia 7
Sploty

Definicja: Rozwazmy funkcje calkowalne f,g € L'(R"). Splotem funkcji f i g nazywamy
funkcje f * g : R® — R okreslong wzorem

(fx9)(x)= | fy)gx—-y)d(y)

R

Splot f x g moze byé¢ dobrze okreslong funkcja rowniez gdy na przyktad tylko jedna z rozwaza-
nych funkcji bedzie catkowalna. Intuicja jaka powinnismy mieé jest taka, ze splot f * g to rodzaj
susrednienie funkeji f za pomoca funkeji g (albo na odwrot).

Zadanie 1.
Rozwazmy f(t) = X[o1](t). Oblicz splot f * f.

Rozwigzanie:
Wprost z definicji splotu mamy

f*f= /f dy—AX[O,I](y)X[O,l](m_y) dy =

T dla z € [0, 1]
=M{yeR|ye[0,1,z—ye[0,1]} = ([0, 1]N[z—1,2]) =<2—2 dlaze€[l,2]
0 dla = ¢ [0, 2]

Definicja: Nosnikiem funkcji f nazywamy domkniecie zbioru {x | f(x) # 0}. Oznaczamy go
przez supp(f).

Zadanie 2.
Pokaz, ze supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Rozwigzanie:

Niech z € {z € R" | f*g(zx) # 0}, czyli f * g(x) # 0, wowczas [g, f(y)g(x —y) dy # 0, czyli
istnieje y € R™ takie, ze f(y)g(z —y) # 0, skad f(y) # 01 g(x —y) # 0. Biorac x = z + y mamy
f(y) #0oraz g(2) # 0, skad x € {z +y € R" | f(y) #0, g(2) # 0}, czyli

{r eR" [ fxg(x) #0} C{z eR" [ f(z) # 0} +{z € R" | g(z) # 0}

skad po domknieciu zbioréw i skorzystaniu z faktu AU B = AU B mamy teze.

Zadanie 3.
Rozwazmy f1(t) = X[o1)(t) i zdefiniujmy indukeyjnie f, = fi * f,—1. Udowodnij, ze

a) Nosnik f, jest zawarty w [0, n]
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b) fn>0

¢) fn na kazdym przedziale [k, k + 1], gdzie k € Z, jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz
n—1

d) f, jest klasy C" 2 dlan > 1

Rozwiazanie:

2) Mamy supp(f,) C supp(fi) +supp(fu1) C [0,1]+[0,n — 1] = [0, 7], przy czym prredostatnia
rownos¢ wynika z indukcji.

b) Splot funkcji nieujemnych jest nieujemny, bo catkujemy iloczyn funkcji nieujemnych.

¢) Pokazemy to indukcyjnie. Mamy

fn@) = fi* fn—l(x) = / X[o,l](y) ) fn—l(x - y) dy = /o fn—1($ - y) dy

n

Dla z € [k, k + 1] calkujemy wielomian stopnia nie wickszego niz n — 2, zatem wynikiem
bedzie wielomian stopnia nie wiekszego niz n — 1.

d) Pokazemy to indukcyjnie. Mamy

fu@) = [ oo =) o) dy = [ faslo) dy = Faalr+ 1) = Foa (@)

gdzie F,_, oznacza funkcje pierwotna f,_;. Jesli f,_; bylo klasy C"73, to F,_; jest klasy
cn2,

Zadanie 4.
Rozwazmy funkcje catkowalna f € L(R) i zdefiniujmy funkcje F': R — R wzorem

siny dy
Y

Ft) = / f(t—)

Wykaz, ze F' jest
a) dobrze okreslona
b) ciagta (jednostajnie)

¢) rozniczkowalna

Rozwigzanie:

. s . : |sinz|
a) Korzystajac z nieréwnosci S < 1 mamy

r=t—y| _
dr = dy —/R|f(x)|dx<oo

zatem F(t) jest skoriczone dla kazdego t € R.

F(1)] < / F(t—y)] dy =
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b) Policzmy réznice F(t) — F(s), mamy

siny siny _
Aﬂww>ycw—4ﬂww>yd4—
sm dz—/f sm dz /\f

|F'(t) = F(s)] <

z=1t—y
z=8—1

sin(t —z)  sin(s — z) "

t—z S — 2z

FunkCJa g(t) = Smt jest jednostajnie ciggla, zatem dla ustalonego € > 0 istnieje 6 > 0 taka,
ze |g(t') — g(s')] < eoile |t' —s'| <. Biorac |t — s| < § mamy Smt(fzz) — Sms(fzz) < e i stad
otrzymujemy

P = F)l < [ 17 d =117l
zatem F' jest jednostajnie ciagta.

¢) Dla F(t) = [ f( sm(t y) dy mamy

Qf@»§¥§fﬁ=f@»6““_”'$:${1”“”0:f@»hu—w

gdzie h(s) = w Funkcja h(s) jest ograniczona i jednostajnie ciagta, zatem funkcje
f(y)-h(t—y) mozemy ograniczy¢ przez funkcje catkowalna M - f(y). Mozemy wiec skorzystac
z twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem catki, mamy

)Z/R%f(y)-%dy:/Rf(y)-h(t—y) dy

zatem F jest rozniczkowalna.

Definicja: Dla f : R"™ — R mierzalnej wzgledem \,, potézmy

1A= [ 191 dr

Symbolem L'(R") oznaczamy przestrzeni funkcji catkowalnych na R" wzgledem miary Lebes-
gue’a A,

Zadanie 5.
Wykaz, ze dla dowolnych funkcji calkowalnych f, g, h € L'(R")

a) funkcjay — f(y)g(x —y) jest catkowalna dla x € R", w zwiazku z czym splot (g * f)(x) jest
dobrze okreslony dla x € R"

b) zachodzi nierownosc || f * gllv < ||f]]1 - ||lgll1
c) splot jest przemienny, to znaczy fxg=g* f

d) splot jest taczny, to znaczy f* (gxh) = (f *xg) xh
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Rozwigzanie:

a) Mamy

[ 1= gl o) 222 [ ([ (1=l dnnta)) )] dra(o) =

= [ atan [ gl dn = 171 gl < oc
Rn Rn

gdyz catka [o, |f(z—y)| d\,(z) nie zalezy od y. Zatem catka [o, [f(z—y)-g(y)| d\,(y) jest
skoriczona dla prawie wszystkich x € R™, czyli splot (g * f)(z) jest dobrze okreslony.

b) Z definicji splotu mamy

Vsl = [ irtstal v = [ ([ 1= ol an ) lao] ani -

_ / £ — 1) - 9)] Donlz ) = 1 £1]s - llgll

Skoro | f * g| < [f] * |g], to

1f gl < AL gl = 1A - Mgl

¢) Mamy

frg(x /f dy = dy_dy

d) Skorzystamy ze zmiany kolejnosci catkowania, ktora mozemy zastosowaé¢ powoltujac sie na
twierdzenie Fubini’ego (wszystkie funkcje sa calkowalne) oraz skorzystamy z tego, ze catka
Lebesgue’a jest niezmiennicza na przesuniccia. Mamy

/fx— W) dy = g f(x)

Frg)ehle) = [(Fx9)0)-ble =) dy—/Uf z]-h@c—y)dy:

y=y-—=z
= //f )-h(r—y)dydz=||2d' =2—2|=
dy = dy'

:/f/ e’ =) df dz = [ 1) (e ) d =

_ /f (g*h)(x—2)dz=fx(g*h)()

Zadanie 6.
Dla funkcji catkowalnej f : R — R okreslamy f fR )sin(£x) dz. Wykaz, ze

a) f: R — R jest ciagla i ograniczona
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b) jesli f, zbiega do f w normie L;(R), to f; zbiega jednostajnie do ]?

c) dla f = xjo,n, funkcja £ nie jest catkowalna na R

Rozwigzanie:
a) Funkcja sin jest ciagla, zatem f(z)sin(&x) g0 f(z)sin(&x). Funkeje |f(z) sin(£x)| mozemy
ograniczy¢ funkcja catkowalna | f ()|, zatem z twierdzenia o zmajoryzowanej zbieznosci mamy

fle) = / sin(€x) f (z) de 5 / sin(6o) f () dx = F(&0)

zatem f jest ciagla. Ponadto |f(£)| < Jo |f(@)] dx, zatem jest réwniez ograniczona.

b) Mamy

76 - Fle) < / Falz) — f(@)] - | sin(éx)] da < / Fule) — F(@)] - |sin(€x)] de <

< [ ful@) = f(2)] dov = |[fo — fllom)

R

Oszacowanie to jest niezalezne od &, zatem f jest zbiezne jednostajnie.
c) Dla f = xjo,» mamy

~

f(€) = / X0« - sin(§z) dx = /7r sin(z) dr = cos(§z) ™ _ 1~ cos(ém)
R 0

& o 3
Dla & = (k + %), gdzie k € N mamy % ~ % Istnieje € > 0 oraz ¢ > 0, ze jesli |f—(k—|—%)| <&,
to f(§) > £. Sumujac po wszystkich k£ € N otrzymujemy szereg rozbiezny.

Zadanie 7.
Wrykaz, ze jesli f € L*(R"), za$

a) funkcja g : R® — R jest mierzalna i ograniczona, to splot f % g jest dobrze okreslony i
ograniczony

b) funkcja g : R" — R jest w klasie C.(R"), badz Cy(R™), to splot f * g jest jednostajnie ciagly

c¢) funkcja g : R™ — R jest w klasie C*(R"), to splot f * g jest klasy C*(R"™)

Rozwigzanie:

a) Niech |g| < M, wowczas

(fxg)(x) = Rnf(y)g(:r—y) d\(y) < [ |fy)|l- M <M -||f|[i < oo

_]Rn
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b) Funkcja x — g(x — y) jest jednostajnie ciagta, zatem dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0, ze
|z —z|| <6 = |g(x —y) — g(z — y)| < e. Zatem dla takich z i z mamy

[fg(x) = frg(z)] < - [F@W-lg(z—y) —g(z—y)[ dAnly) < IIf( )& dAnly) = e-[If11

¢) Korzystajac z rézniczkowania pod znakiem catki mamy

oo = o [ fate - innG) = [ £ 5-ala ) o) = £+ (59) @)

7

Zadanie 8.
Rozwazmy funkcje catkowalna f : [0,00) — R. Dla t > 0 definiujemy

F(t) = /000 e " cos(tx) - f(x) dx

Rozstrzygnij, czy
a) F jest ciagla na [0, 00)
b) F jest rozniczkowalna na (0, 00)

c) F jest calkowalna na [0, 00)

Zadanie 9.
Dla funkcji f € L(R) definiujemy Sy(x) = [,sin(at) - f(t) dt oraz Cy(x) = [, cos(at) - f(t) dt.
Wykaz, ze funkcje Sy i Cy sg dobrze okrelone oraz, ze zachodzi réownos$¢ Sy., = S,C, + CS,.

Rozwigzanie:
Dobra okreslonosé transformat wynika z szacowania

1Sy(z)] < / [sin(at) - £(2)] dt < / P dt = fllu

Cy()] < / |cos(at) - £(8)] dt < / F)] dt = |||

Dalej mamy

Sf*g(x):Asin(tx)~(f*g)(t) dt:/sm (tz) (/f y) dt 22
//Smm Jg(t =) dtdy—//sm y+t—y)x) - fy)g(t —y) dt dy =

- / / (sin(ye) cos((t — y)z) + sin((t — y)) cos(ya)) - F()g(t —y) dt dy =
/ / sin(yz) £ (y) - cos((t — y)a)g(t — ) + sin((t — )x)g(t — ) - cos(ya) f(y)) dt dy =
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L = L Gint) ) - cos(seg(s) + sin(salg(s) - cos() )t dy =
= S Cy+ S, Cy
Zadanie 10.

Dane sa dwie niezalezne ograniczone zmienne losowe A, B o wartosciach w liczbach naturalnych.
Oznaczmy ar, = P(A = k), by = P(B = k) oraz ¢, = P(A+ B = k). Wykaza¢, ze ciag (cx) jest
splotem ciagow (ag) i (by), to znaczy

Cr = Z ag—ib;

€L

Przekonaé sie réwniez, ze wielomian > ¢,z* jest iloczynem wielomianow > apz® i 7 bk

Zadanie 11.

Niech A, B beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednostajnym rozktadzie na {1,...,6} (odpo-
wiada to dwom rzutom kostka). Znalez¢ niezalezne zmienne A’; B’ o innym rozktadzie na liczbach
naturalnych, ale dajace ten sam rozktad sumy A’ + B’ co A + B.

Zadanie 12.
Calki niewtasciwe

poo [ )l

R ¥ 3 2h+1

sg rowne w dla k=0,1,2,...,6 ale dla k = 7 dostajemy B; # 0. Sprawdzi¢, ze podobny fenomen
zachodzi przy splataniu funkcji fy := é . 1(_%7%). Ot6z liczby

C’k:fl*f%*...*f

sa rowne 1 dla £ =0,1,...,6 ale dla k = 7 jest juz mniej.
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Cwiczenia 8

Przestrzen L' funkcji catkowalnych, przestrzenie LP

Definicja: Przestrzen LP to zbiér funkcji mierzalnych, dla ktérych norma p-tej potegi jest
skoniczona. Konkretnie, niech (X, ¥, 1) bedzie przestrzenia mierzalng z miara pu, a p jest dodatnia
liczba rzeczywista. Wowczas przestrzen LP(X, 3, u) definiuje sie jako zbior funkeji f: X — R,
dla ktorych norma p-tej potegi jest skonczona, tzn.

Q=

1]l = /|f WP du(z))

gdzie | f(z)| oznacza wartos¢ bezwzgledna funkcji f w punkcie .

Dla przypadku szczegélnego, kiedy p = 2, przestrzen L*(X, Y, u) okresla sie jako przestrzeﬁ
Hilberta, z norma |f|s = ([ [f()[? du(z))? i iloczynem skalarnym (f, g) = [ f(x)g(x) du(z).

Przestrzen L* to zbioér funkcji mierzalnych, dla ktoérych istnieje skoriczona i ograniczona z
goéry norma nieskoniczonej normy supremum. Konkretnie, niech (X, Y, ) bedzie przestrzenia
mierzalng z miara p. Wowcezas przestrzen L°(X, X, 1) definiuje sie jako zbior funkeji f : X — R,
dla ktorych norma nieskoniczonej normy supremum jest skonczona, tzn.

[ lloe = esssup|f ()] = inf{M >0 | p({z | [f(z)| > M}) = 0} < oo

gdzie esssup oznacza istotne supremum (ang. essential supremum). Innymi stowy, norma |f|
to najmniejsza skoniczona liczba M, dla ktorej zbior {z | |f(x)| > M} ma miare zero. Funkcje
nalezace do przestrzeni L> sg zwykle nazywane funkcjami ograniczonymi z gory (ang. bounded
functions).

Zadanie 1.
Dla f € LP(R™) i g € L'(R") udowodnij, ze splot (f * g)(x) jest dobrze okreslony dla prawie
wszystkich x € R™ oraz, ze zachodzi nastepujaca nieréwnos¢ Younga

1F o gllp < 11 f1lp - llglly

Zadanie 2.
Pokaza¢, ze dla dowolnego f € L'(R"™) funkcja R™ > v — f(- —v) € I}(R") jest funkcja ciagla
(jednostajnie).

Zadanie 3.
Wskaza¢ ciag funkeji f,, € L*([0, 1]) spetniajacy || f,||z: < 1, ktory nie posiada podciagu zbieznego
w L'([0,1]).

Zadanie 4.
Wskaza¢ ciag funkeji f,, € L([0, 1]) spetniajacy || f,||z1 < 1, ktory nie posiada podciagu zbieznego
w ([0, 1]).
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Zadanie 5.
Niech f € IY(Q,pn). Wykazaé¢, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje & > 0 taka, ze u(4) < § =

Jalf @) du(x) <e.

Zadanie 6.
Zmalez¢ przyklad funkeji f,g € L*(R) dla ktorych catka definiujaca f * g(0) nie jest zbiezna.

Zadanie 7.
Wykazaé, ze przestrzen L'(R") z dzialaniem splotu nie posiada jedynki: nie istnieje funkcja f €
LY(R™), speliajaca f x g = g dla wszystkich g € L'(R").

Zadanie 8.
Wykazac, ze jesli p,q,r > Loraz -+ o =141, to |[f * gllr <|[fl[er - ||g]|ze

Zadanie 9.
Dla a,b > 0 przyjmijmy I'(a) := fooo 2% e dx oraz B(a,b) := fol 22711 —2)"! do. Wyprowadzié
tozsamosé B(a, b) = %

Zadanie 10.
Wykazaé, ze jesli f € L®°(R") oraz g € L*(R"), to f * g jest funkcja ciagla.

Zadanie 11.
Rozwazmy rodzine funkcji

(o) = o (1)

x) = exp | ——

' Vart P 4t

i dla funkcji g € Cp(R) okreslmy funkcje f: R x R, — R wzorem f(t,x) = (g * K;)(x). Wykaz, ze
a) Funkcja f spelia réwnanie przewodnictwa cieplnego %—{ = %

b) Funkcja g(z) jest warunkiem poczatkowym tego rownania, to znaczy lim lim; o f (¢, x) = g(z).

¢) Zachodzi rownosé [, f(x,t) do = [ g(z) dz.

d) Oblicz granice punktowa fhm f(z,t).
[— 00

Zadanie 12. ,
||

Dla ¢t > 0 okreslamy tak zwane jadro ciepla g; : R® — R wzorem g;(z) = (4mt)” 2 exp(—5r)

(gestosé rozkladu normalnego o wariancji 2), nastepnie dla f € L'(R") definiujemy H,f := f * g;.
Wykazacé, ze

a) funkcja g; spelnia rownanie ciepta 0,g = Ag (gdzie A =011 + ... + Opn)

b) funkcja H;(z) (zmiennych t, z) jest gtadka na (0,00) x R™ i réwniez spetnia 0, f = Af

) [|Hef = fllpr — 0 przy t =0

d) HtHsf:Ht+sf
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Zadanie 13.
Niech f bedzie funkcja mierzalna na R". Wykazac, ze jesli f € LP(R™) dla pewnego p € (1,00), to

1] oy = sup{ fg dr,

| lgl_LoR") < 1}

Rn
S T

gdzie St e = 1.

Zadanie 14.

Niech f € LP(R"), p € (1,00) oraz g € LY(R"), gdzie %—k% = 1. Wykazaé, ze f x g € Co(R")
(funkcje ciagle, ktorych granica przy ||z|| — oo wynosi zero).

Zadanie 15.
(Twierdzenie Steinhausa) Niech £ C R™ bedzie zbiorem mierzalnym dodatniej miary. Wowczas
zbior E — E :={x —y | z,y € E} zawiera pewna kule o srodku w zerze.

Zadanie 16.
Rozwazmy funkcje f € L'(R) o tej wlasnosci, ze dla dowolnej funkeji gladkiej o zwartym nosniku
h € C§°(R) zachodzi

/ f(z) - h(z) de =0
R

Wykaz, ze f = 0 prawie wszedzie.

Zadanie 17.

Rozwazmy funkcje f € L'(R) o tej whasnosci, ze dla dowolnej funkeji gladkiej o zwartym no$niku
h € C§°(R) zachodzi

/Rf(x)-h’(x) dr =0

Wykaz, ze istnieje pewne ¢ € R takie, ze f = ¢ prawie wszedzie.
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Cwiczenia 9

Aproksymacja funkcji catkowalnych funkcjami gtadkimi

Zadanie 1.

Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y(z) = Je~*l dla A > 0. Naszkicuj wykres funkcji ¢, dla kilku
wybranych wartosci parametru. Zbadaj zachowanie sie funkcji przy A — oo i oblicz [, ¢(z) dx.
Wykaz, ze dla kazdego ustalonego § zachodzi

lim ¢r(7) dx =0

A—00 |£E|>5

Rozwigzanie:

Mamy
A 22 Y= A\x L e
/Rqs/\(x)dx_/ﬂgﬁe dx_dy—)\dx _/Rﬁe dy =1
Teraz dla ustalonego = zbadajmy przebieg funkcji f(A) = %e"\Qﬁ. Mamy f'(A) = e V% (1= \222),
stad (o ile |z| > 1) funkcja f(A) jest malejaca. Dalej dla dostatecznie duzych A mamy |z| > 6 > 1
stad, rodzina funkcji ¢x(x) - X|z/>s jest malejaca i zbiezna punktowo do zera. Zatem z twierdzenia
o0 zbieznosci monotonicznej mamy /\lim f‘x|> sOa(x) dr = 0.
—00

Zadanie 2. N
Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢y (z) = \2/—//\;6_)‘2“72. Niech g : R® — R bedzie funkcja ciagla o zwartym
nosniku na pewnej kuli B(0, R). Wykaz, ze

lim |[ox* g — gl =0
A—00

Zadanie 3.
Zdefiniujmy rodzine funkcji ¢, (z) = %e*)"‘”l dla A > 0. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji catkowalne;j
f € Li(R) zachodzi

Jim flox* f = fllpr =0

Rozwiazanie:
Ustalmy e > 0. Z definicji, funkcje catkowalna f € L(R) mozemy przyblizy¢ funkcja schodkowa

g = Y CiXjasb] tak aby ||f —ul|r < 5. Kazda funkcje g; = ¢iX[a,p,) mozemy przyblizy¢ funkcja
i=1

ciggly o zwartym nosniku tak, aby |[u; — g|| < 55r. Wowczas funkcja h = Y h; jest ciagta i ma
i=1
zwarty no$nik. Mamy

= g = g
1F =Rl <11 = gllan +1lg = bllas < 11 = gll+ D Mo = hall < 5+ 3 557 <e
=1 =1

Z nieréwnosci Younga otrzymujmy
| xox = g*@allr = [[(h = f) = oxllr < (f = Rllee - [[ealler = [1f = Al
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Zatem
I[f = fxoallee <If = hlloe + [|h = hxoallp + |[h* ox = fx@alln <
< 2-f = Ao+ b= h*oallr, <26+ [h—h*xpy||n

Jako, ze ||h — h % p,||p1 Ao 0, to )\lim lloa* f— fllzr = 0.
—00
Whiosek:
Funkcje gtadkie (o zwartym nosniku) sa geste (w sensie normy || - ||z1) w funkcjach catkowalnych

L(R). To znaczy dla kazdego € > 0 i kazdej funkcji f € L(R) istnieje funkcja gladka h € C*°(R)
taka, ze ||f — hl|pr < e.
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Cwiczenia 10

Transformata Fouriera

Zadanie 1.
Wykazaé, ze f* g = f-gdla f,g € L*(RY).

Zadanie 2.
Wyznaczy¢ transformate Fouriera nastepujacych funkcji

a) fq:= %1(7d/2,d/2) (d>0)

b) g(x) = {1 S

0 lt] > 1
1 te(-1,0)
c) hz)=4¢—-1 te(0,1)
0 W.p.p.
d) k(z) = el

Zadanie 3.
Wykazaé, ze funkcja g = F (e_T’Q) spelnia rownanie rézniczkowe zwykte

g =—-&9)  g0)=m

Wywnioskowad, ze dla kazdego a > 0 zachodzi

/ i) p—alal? g _ (E)d/ ? e/ (4a)
Rd a

Zadanie 4.
Dla funkcji Schwartza f € S(R?) oraz dowolnego € > 0 wykaz tozsamosé

- —d/2 2
(2_71T)d /Rd ei(z,§>e—a|£\2f(5) dé = (4;) (6—45 * f) (z).

~

@) = g [ 9T (e) de

Wywnioskuj, ze

Zadanie 5. - - . .
Oznaczmy Ff(€) = Ff(=€). Sprawdz, ze Ff = Ff, Ff = Ff oraz FF = FF = (2n)%d.

Zadanie 6.
Wyprowadz tozsamosé

Fode = / f3de dla f.g € SRY),
R4 R4

Wywnioskuj twierdzenie Plancherela: | f]| r2way = (20)Y2|| £l L2(ra)-
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Cwiczenia 11

Podrozmaitosci R"

Definicja: Podzbior M C R"™ nazywamy m-wymiarowa podrozmaitoscia (inaczej: rozmaito-
$cia zanurzona), jesli lokalnie wyglada jak fragment R™. Mozna przyja¢ dowolng z ponizszych
definicji

e M jest lokalnie wykresem, to znaczy dla kazdego p € M istnieja 1 < i1 < ... < i, < n,
zbior otwarty U C P := span(e;,), zbior otwarty V' C R” taki ze p € V oraz ¢ €
CH(U, Pt), takie ze

MNV = wykres p NV

e M jest lokalnie obrazem parametryzacji, to znaczy dla kazdego p € M istnieja zbior

otwarty U C R™, zbior otwarty V C R" taki ze p € V oraz ¢ € CY(U,V) przy czym

rank Dy = m, takie ze

¢:U — M NV jest homeomorfizmem

e M jest lokalnie poziomica submersji, to znaczy dla kazdego p € M istnieja zbiér otwarty
V C R" taki ze p € V oraz ¢ € CY(V,R"™™) przy czym rankDy = n — m, takie ze

M NV = poziomica ¢

e M jest jak R™ x {0}, to znaczy dla kazdego p € M istnieja zbior otwarty V' C R™ taki ze
p € V, zbiér otwarty u C R™ taki, ze 0 € U oraz dyfeomorfizm ¢ € C1(U, V), takie ze

M NV = obraz R™ x {0} przy ¢

Zadanie 1.
Dla promieni 0 < r < R wprowadZzmy torus

. 2
Tor={(z,y,2) € R? | (\/:1;2 +y2 — R) + 22 =71} CR?

otrzymany przez obrot okregu o((R,0),r) w plaszczyznie zz wokol osi z. Rozwazmy tez standar-
dowy torus T? = St x S*, czyli zbior

2 40,2 2 2 2 4
T = {(x1, 29, 23,24) € R* | 27 +25=1, z5+2; =1} CR
Uzasadnié¢, ze jedno i drugie jest rozmaitoscia. Sprawdzi¢, ze
(1, 22,3, 24) — (R +71x1)3, (R4 ray)ey, 1)

jest dyfeomorfizmem T? — T z.

Zadanie 2.
Czy zbiory A = {264 ¢°+2* = 0} oraz B = {2% + y* 4+ 2® = 0} w R? sa rozmaitosciami klasy C'?
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Zadanie 3.
Pokazac, ze zbior

K={(z,y,2) eR¥ | 2 + 92 + 22 =9, ay +yz + 2o =8} C R?

jest krzywa (to znaczy. 1-wymiarowa rozmaitoscia) klasy C'. Czy jest to krzywa spojna?

Zadanie 4.

Punkt P porusza sie ruchem jednostajnym wzdtuz odcinka od punktu A = (0,0,0) do punktu B =
(1,0,0). Podobnie w tym samym czasie ) przemieszcza sie z C' = (0,1,0) do D = (0,1,1). Niech
M bedzie suma wszystkich odcinkéw PQ (bez kornicow), taczacych punkty P i Q w jednoczesnych
polozeniach. Znalezé parametryzacje M i uzasadnié, ze jest to rozmaito$é dwuwymiarowa w R3.

Zadanie 5.
Niech fy(x,y) = 2® + A\(2? — ¢?) dla dowolnych z,y, A € R.

a) Dla jakich ¢ € R zbior {(x,y) € R? | fo(z,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich ¢ jest spojny?
b) Dla jakich ¢ € R zbior {(z,y) € R?* | fi(z,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich ¢ jest spojny?

Zadanie 6.
Pokazaé, ze zbiér macierzy ortogonalnych

On) ={Q € Myx, | Q"Q =1}

jest rozmaitoscig wymiaru @ Opisa¢ przestrzen styczna do O(n) w punkcie I.

Zadanie 7.
Niech S? = {(x,y,2) € R? | 22 + y* + 22 = 1} bedzie standardowa sfera oraz F : R — R*
F(x,y,2) = (vy, yz, zx, 2> —y?). Sprawdzi¢, ze F(S?) jest zwarta rozmaitoscia.

Zadanie 8.
Niech funkcja f : (—oo,2m) — R? bedzie zadana wzorem

1,t dlat <0
=10
(cost,sint) dlat>0

Przekonaé sie, ze f jest réznowartosciowa funkcjg klasy C!. Czy jej obraz jest jednowymiarows
podrozmaitoscig w R2??

Zadanie 9.
Uzasadnié¢ nastepujace fakty z topologii:

a) Zalozmy, ze A jest przestrzenia zwarta, B przestrzenia Hausdorffa, a f : A — B jest ciagla
bijekcja. Wowcezas f jest homeomorfizmem

b) Zalozmy, ze A, B sa jak wyzej, natomiast f : A — B jest funkcja ciagla speiniajaca na
pewnym podzbiorze Ay C A warunek

flx) = fly) = z=ylubz,y ¢ A
Wowezas obciecie f|Ag jest homeomorfizmem pomiedzy Ag i f(Ap).
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Mozna przyjac, ze A, B sa przestrzeniami metrycznymi.

Zadanie 10.
Przekonac sie, ze przeksztalcenie

X

i:R"\ {0} - R"\ {0} z(x):W
jest gladkim dyfeomorfizmem speliajacym i? = id. Sprawdzi¢, ze zadaje ono bijekcje pomiedzy
zbiorami

P={z]m=1} S={r]l-za}=7)\{0)

a wiec parametryzacje sfery z wyjetym punktem.

Zadanie 11.
Niech M bedzie standardows wstega Mobiusa w R3, np. opisana parametryzacja:

= (1+ %cos¥) cosu

u
2
u
2

v =
y=(1+%cos¥)sinu
Z=3

gdzie 0 < u < 2w, —1 < v < 1. Wykaza¢, ze choé¢ M jest rozmaito$cia, to nie da sie przedstawi¢ jako
poziomica submersji. Innymi slowy, nie istnieje zbior otwarty M C U C R? i funkcja F : U — R
klasy C', dla ktorej M = F~1(0), randF(z) =1dlax € M.
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Cwiczenia 12

Wyznacznik Grama

Zadanie 1.

a) Zalozmy, ze U,V sa przestrzeniami liniowymi z iloczynem skalarnym, tego samego wymiaru,
a L:V — W jest przeksztalceniem liniowym. Zdefiniujmy |det L| jako

| det L] := | det ([L]})) |

gdzie [L]}; jest macierza L w pewnych bazach ortonormalnych U,V przestrzeni U, V. Spraw-
dzié¢, ze definicja nie zalezy od wyboru baz.

b) Przekonaé sie, ze nadal obowiazuja wzory |det(L;Lo)| = | det Ly|-|det Ly| i | det L|* = | det L.

¢) Przyjmijmy teraz, ze V' C W, przeksztalcenie E : V' — W jest wlozeniem (tzn. E(v) = v),
oraz M := EL. Dowies¢, ze det(M T M) = | det L|?.

d) Zalozmy, ze rozniczka pewnego przeksztalcenia Df : R™ — R™ ma rzad n (maksymalny).
Oznaczmy przez Df : R" — im Df te sama roézniczke rozumiang jako przeksztalcenie w
mniejsza podprzestrzen. Wykazaé, ze

wyznacznik Grama = +/det(DfLDf) = |det Df|

Zadanie 2.
Funkcje f,g: (=%,% x R — R? zadane wzorem

f(a, B) = (cos f3,sin (3, sin «) g(a, B) = (cosaccos 3, cos asin f3, sin «)

Parametryzuja odpowiednio walec C' = {(z,y, z) : 2* + y* = 1,|z| < 1} oraz sfer¢ S? z wyjetymi
biegunami (0,0, £1).

a) Wyznaczy¢ obrazy wektoréw bazy standardowej przy przeksztalceniu D f (czyli O, f oraz Osf),
wybraé¢ dogodna baze TyC' i obliczy¢ wyznacznik | det D f].

b) W podobny sposob obliczyé¢ wyznacznik | det Dg|.

c) (c) Podaé interpretacje geometryczng przeksztatcenia g o f=!: C' — S?. Uzasadni¢, ze prze-
ksztatcenie liniowe

DgoDf™:T,C — T,S*
ma wyznacznik (w module) rowny 1.

d) Obliczy¢ bezposrednio pierwiastki z wyznacznikow Grama
det(DfLDF) det(DgtDg)
i poréwnaé¢ z wynikami uzyskanymi w punktach a) i b).
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e) Wywnioskowaé, ze pole czaszy sfery zakreslonej cyrklem o rozwartosci r (0 < r < 2 ) wynosi

wr2.

Zadanie 3.
Korzystajac z wybranej przez siebie charakteryzacji, wyprowadzi¢ wzory

a) ‘detD_@‘: \/1+|vf|2} gdy SO('rla"‘wrn):(xlw"7xn7f(‘r17"'7x”))
b) |det Dy = |¢'| gdy ¢ : R — R
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Cwiczniea 13

Miara powierzchniowa,

Definicja: Powiemy, ze przeksztalcenie ® : U — R" okreslone na pewnym zbiorze otwartym
U C R™ jest parametryzacja, gdy

a) @ jest homeomorfizmem U na obraz
b) pochodna d®(z) jest monomorfizmem dla kazdego x € U

Zbior M C R™ jest m-wymiarows rozmaito$cia zanurzona wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
punkt p € M ma pewne otoczenie V' C R™ takie, ze przeciecie M NV = ®(U) dla pewnej
parametryzacji @ : R™ O UtoR"

Definicja: (Miara krzywej paramatrycznej) Rozwazmy krzywa gltadka v : I — R", gdzie
I C R. Woéwcezas diugosé tej krzywej to

() = / Ldm = [ )] d

gdzie ||/(t)|| oznacza dtugosé euklidesowa rozniczki odwzorowania v w punkcie ¢. Intuicja fi-
zyczna jest taka, ze wielkosé ||/ (t)|| to predkosé z jaka poruszamy sie po krzywej w danej pa-
rametryzacji. Intuicja matematyczna: ||7/(¢)|| mowi jak bardzo nasza parametryzacja rozciaga
albo skraca standardowa miare na I C R.

Podobnie mozemy zdefiniowaé catke z funkcji f : R® — R wzdluz krzywej v jako

/ 7l o= / FO®) 1 @) dt

Zadanie 1.
Oblicz dtugosé krzywych

a) v(t) = (acost,asint,bt) € R® gdzie t € [0, T
b) opisanej we wspohrzednych biegunowych rownaniem r = 1 + cos ¢, gdzie ¢ € [0, 27|

Rozwigzanie:

a) Wektor styczny do krzywej ~(t) to 7/(t) = (—asint,acost,b), zas jego dlugos¢ wynosi

1Y (Bl = VaZ + 7, wiee
T
l('y):/ Va2 + b dt =T -Va>+b?
0

b) Rozwazamy krzywa opisang w uktadzie wspolrzednych biegunowych jako funkcje v(p) =
(x(v),y(p)), gdzie x(p) = r(p)cose i y(p) = r(p)sing. Aby obliczyé¢ dlugosé krzywej,
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musimy najpierw obliczy¢ wektor pochodnej 7/(¢). Mamy /() = [2'(v), ¥ (¢)], gdzie 2'(p)
i y'(¢) to pochodne funkeji z(¢) i y(p) wzgledem ¢

() = %(T(w) cos @) = 1'(¢p) cos p — 7(¢p) sin ¢

y'(p) = —gp('f’(sf)) sin @) = 7'(p) sin p + 7(p) cos ¢

Teraz mozemy obliczy¢ dlugosé wektora v'(¢), czyli ||7/(¢)||. Jest to dlugosé euklidesowa
wektora v/(¢). Mamy

1V (@ = V(@ ()2 + (' ()2 = V(' () cos o — 1(ip) sin )2 + (' () sin @ + 1(ip) cos )
Po uproszczeniu otrzymujemy
IV ()l = Vr'(¢)? + r(e)?
jest to dhugosé krzywej opisanej we wspotrzednych biegunowych.

W przypadku konkretnego rownania r(p) = 1+ cosy dla ¢ € [0,27n], podstawiajac to
réwnanie do wzoru na ||7/'(¢)||, otrzymujemy

(@)l = \fsin? o + (1 + cos )2 = /2 + Deos

Zatem mamy

2 2
l(y)—/ \/2+2cosg0dg0—/ \/2~(cong+sin2§>+2~<c082§—sin25) dp =
0 0

:/02W1/4COSQ (g) dap:2/027r

Zadanie 2.
Rozwazmy krzywa zadana parametrycznie w wspolrzednych biegunowych (r, ¢) zaleznoscia gtadka

7= {(r(t). (1)) | 1 € [a,b]}. Wyka, ze

=8
0

oS (g)‘ dp = 4/07r oS (g) dy = 8sin (g)

I(y) = / VAOE T D0 dt

Rozwiazanie:

Rozwazamy krzywa opisana w uktadzie wspotrzednych biegunowych jako funkcje () = (z(t), y(t)),
gdzie x(t) = r(t) cos(p(t)) 1 y(t) = r(t)sin(p(t)). Aby obliczy¢ dlugosé krzywej, musimy najpierw
obliczy¢ wektor pochodnej v/(¢). Mamy ~'(t) = [2/(¢), v/ (t)], gdzie ' () 1 3/ (t) to pochodne funkcji
x(t) i y(t) wzgledem t

() = %(T(t) cos(p(t)) = r'(t) cos(p(t)) — r(t) sin(p(t)) - (1)
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y(t) = %(T(t) sin(p(t)) = 7'(t) sin(e(t)) + r(t) cos p(t)) - (1)

Skad
1Y ()] = V(@ ()% + ()2 = V7' (£)% + r(t)? - ¢ (t)?
czyli
1) = [ VIO PP d
Zadanie 3.

Oblicz dtugosé krzywych
a) (t) = (3t,3t%,2¢°) [ t € [0, 1]}
b) v={(etcost,etsint,et) |t € R}

Rozwigzanie:

a) Mamy
7' (t) = [3, 6t, 6]

wobec czego

1Y (0] = /3% + (66)2 + (6t2)2 = 3V/1 + 412 + 4t4 = 3/(1 + 2t2)2 = 3(1 + 2t2).

Musimy zatem policzy¢ catke

L 2
l(y):/ldalz/ 1-3(2t2+1)dt:3(§t2+t)
¥ 0

Y (t) = [—e " cos(t) — et sin(t), —e " sin(t) + e " - cos(t), —e ]

1
=9.
0

b) Mamy

Skad
/(0] = V3 = VB

wobec czego

l(v):/ooo\/g-e_tdt:\/g~1:\/§

Definicja: Rozwazmy m-wymiarows rozmaito$é zanurzong w R”. Srednig wartoscig i-tej wspol-
rzednej na M nazywamy wielkosé

<$i>M =

L 560 don(e

gdzie 0, oznacza m-wymiarowa miare powierzchniowa na M. Potozeniem srodka masy rozma-
itosci M nazywamy wektor ztozony ze Srednich wszystkich wspotrzednych, a wiec

() = (@)m, (@), -5 (Tn)u) ER?
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Zadanie 4.
Wyznacz potozenie srodka ciezkosci krzywych

2) A1) = (332,26 | 1 € 0,1]}
b) v={(etcost,etsint,e”?) |t e R, }

Rozwigzanie:
a) Mamy ) )
= ey [ 69 469 = o5 [mtate - Il
zatem

1 1 [t
<X> = — /[[Ifl,fljg,.’ﬂg] dO’l = - / [Bt, 3t2,2t3] . 3(1 -+ 2t2) dt =
l(V) o’ 5 0
1 [9 1,9 1.6 1,0 933 7
Rl L e e e e e Ll H I B =
5 |4 25 376 4 |, 52510

b) Zauwazmy, ze
ayy Bsint)e *] = ((-2A+ B A —2B)si 2
%[( cost + Bsint)e *| = ((—2A + B)cost + (—A — 2B)sint) - e~ *,
skad

2 1 1 2
/cos te 2t dt = <—g cost + = sin t) e % oraz /sin te 2tdt = (—5 cost — R sin t) e

Wobec tego srodek masy to

1 o 211
(x) = —"- / e~ [cost,sint, 1] - V3 -etdt = / [cost,sint, 1] - e 2dt = | =, =, =
Rt 0 5 52

Zadanie 5.
Wyznacz polozenie srodka ciezkosci jednorodnego drutu w ksztalcie tuku krzywej o réwnaniu
r =1+ cos p, gdzie ¢ € [0, 7].

Rozwigzanie:

Mamy krzywa ~(p) = (r(¢) cos p,7(p) sin ). Wiemy, ze ||7/(¢)|| = v/2+ 2cos ¢ = 2cos (£) oraz
I(v) = 5 - 8 = 4. Pozostaje nam policzyc¢:

(z) = —— (7) /W(l%—cosgp )cos(i) - 208 (5) dp =
:%.ﬂ/oﬂ (1+cos(§ —sm ) (cos g —sin(§)2>-cos<g> dip =
:/0 (1—sin (g)Q) . (1—2sm (g) > . cos (%) dip =

PR

) —
ds = 3 cos %) dy

:2-/0(1—32)(1—232) ds=§
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oraz

(y) :—~/Oﬂ(1+cosg0)sm -2 cos (g) dp
::%-/OW (sin<§>2+c08< ) —I—COS<£>2—SID< >2> '281H<§>COS<§> dy =
(4 4
5

2
e () e = cos (%) [

= ) sdp = 2 =4 de =
/OCOS<2> S ap dC:—— (%) ng . C C

Definicja: (Miara i catka powierzchniowa) Rozwazmy podrozmaitosé¢ k-wymiarowa M C R”
sparametryzowana przeksztalceniem gladkim ¥ : RF D U — R” (tzn. M = ¥(U)). Wowezas
k-wymiarowa miara podrozmaito$ci M to

(M) = /U VAet[dUT (2)d ¥ (z)] dy ()

Wielkosé +/det[dUT (z)d¥(z)] to pierwiastek z wyznacznika Grama, a wiec k-wymiarowa ob-
jetosé rownolegloscianu rozpietego przez wektory {d¥(z)lei],dV(z)[es], ..., d¥(x)[ex]}, gdzie
{e1, €, .., e} oznacza standardowa baze ortonormalng w R*. Tak zdefiniowana wielkos¢ oy, (M)
nie zalezy od wyboru parametryzacji zbioru M.

Ogolniej mozemy okreslié¢ catke z funkeji f : R™ — R na zbiorze M wzgledem miary powierzch-
niowej o wzorem

/M Fdoy, = /U F(U(2)) /AT (@) A0 ()] di ()

Rowniez ta wielkosé nie zalezy od konkretnego wyboru parametryzacji zbioru M.

Przyklad: (Dtugos¢ krzywej parametrycznej). Niech v = (71,7%2,...,7) : R O I — R" bedzie
gtadka krzywa. Wowczas

det[dy(t)"dy(t)] = 71 (£)* +75(E)* + ... +7,(8)* = [V ()]

a zatem dtugosc tej krzywej to
102) = [ vdoy = [llarco)) at
0 I

zgodnie z naszym wczesniejszym wzorem.

Zadanie 6.
Oblicz miare powierzchniowy sfery 2-wymiarowej S? = {(x,y,2) € R? | 22 + y* + 2% = 1}.

Zadanie 7.
Oblicz pole powierzchni wycinka sfery S?(0, R) zawartego miedzy plaszczyznami z = a i z = b,
gdzie a,b € [-R, R].

Rozwigzanie:
Wystarczy, ze zmodyfikujemy nasz rachunek dla pelnego pola sfery.
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Sposob 1. Zalézmy, ze a > b > 0. Polsfera jest wykresem funkcji z = \/R? — 22+ y2 = f(x,y)
nad kotem B?(0, R) = {(x,y) | 2*+y* < R?}, a nasz wycinek to fragment wykresu nad pierscieniem
P={(x,y) | B> —a®< 2>+ y* < R> - b*}. Mamy V[ = \/ﬁ[my]. Stosujac wzor na miare

powierzchniowa wykresu dostajemy

amm:L¢uwwumwfmw:LVkuw¢m—ﬁ—wfww:

= / RvVER? — 22 — 2 d*(z,y) = ‘podstawienie biegunowe| 2™
P
27 VRZ—a2 JEE—aZ
= R/ / — dp =21R <—\/R2 - 7"2> ‘ =2nR(a — b).
0 VEE—E VR?—1? VEE_IZ

Proste rozumowanie pozwala stwierdzi¢, ze ten wzor obowiazuje dla dowolnych a,b € [—R, R].

Sposéb 2. Rozwazmy standardowa parametryzacje sfery S%(0, R) za pomoca katow Eulera:

D : (p,8)— (Rcospcosf, Rsinycos 3, Rsin 3),

gdzie p € (0,27m) i 5 € (—g, %) Nasz wycinek jest opisany warunkiem z = sinf € [}%, %} Roz-
niczkujac parametryzacje, otrzymujemy e; := d®[e,] = Rcos f[—sing,cosp,0] i es := dPleg] =
R[— cos psin 3, — sin ¢ sin 3, cos 8], a wiec (e1, e;) = R?cos® B, {e1, es) = 0 oraz (e, e5) = R?. Stad
odpowiedni wyznacznik Grama wynosi R? cos 8 (modut nie jest potrzebny w rozwazanym zakresie
katow). Ostatecznie

Fubini

05(S?) = R?cos 3 dy(, B)

/(o,zw)x{ﬁsinﬁe[;;,,%]}

arcsin( )

2 a
= RQ/ dp - / cosBdp =2nR*-(sinf)| I: = 271R*(a — b).
0 {B\Sinﬁe[%,%]} arcsin( 5

Sposob 3. Wprowadzmy wspotrzedne walcowe (z = 7 cos ¢,y = rsin g, z = z). Sfera o promieniu
R jest opisana rownaniem r? + z? = R?, skad dostajemy jej nastepujaca parametryzacje

D (p,2) = (VR? —22cosp, VR? — 22sing, z = 2),

gdzie ¢ € (0,2m) i z € [b,a]. Nasza miseczka paraboliczna jest zdefiniowana warunkiem 2z =
22 +y% € [0, 1]. Rézniczkujac parametryzacje, otrzymujemy

e1 1= dPle,] = (—VR? — 22sinp, VR? — 22 cos ¢, 0),
—ZCosp —zsing
ey = dPle,| = , 1,
rimatle] = (225 2 G)

. 2 cos? p+22 sin? 24 R2_22 R2
awiec {eg,e;) = R2—2%cos? ¢, (e1, e5) = 0 oraz (ey, e9) = 2 ] = R ] = S

R2_72 R2_72
Stad odpowiedni wyznacznik Grama wynosi R. Liczymy

oo(W) = /o% /baquﬁdz =27 R(a — b)
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Zadanie 8.
Oblicz miare powierzchniowa torusa T' = {(z,y, 2) | (v/22 + y> — R)? + 2% = r?} C R3. Zakladamy
R>r>0.

Zadanie 9.
Oblicz srednia wartosé funkeji

a) f(z)=dist(z,0)?
b) dist(z,0Z)?

2
na torusie 7% = {(z,y, 2) | <\/x2 +y? — R) + 22 = r?} C R3, gdzie przyjmujemy R > r > 0.

Zadanie 10.
Oblicz miare powierzchniowa torusa T = {(z,y, z,t) € R* | 2? + y* = R?, 22 + t* = r?} C R".

Rozwiazanie:
Rozwazmy parametryzacje torusa

d: (a,f) — (Rcosa, Rsina,rcos 5, rsin 5)

gdzie a, f € (0,27). Mamy vy = d®e,] = [—sina, cos a, 0, 0] oraz vy = d®[eg] = 1[0, 0, — sin 3, cos 3],
skad (v1,v1) = R%, (v, v5) = 0 oraz (ve, v9) = r%. Stad latwo wyliczymy, ze odpowiedni wyznacznik
Gramma réwny r - R. Zatem

o9(T) :/ r-R d*(a, ) =27R - 27r.
(0,27)2

Co ciekawe, otrzymalismy taki sam wynik jak dla torusa w R?.

Zadanie 11.
Oblicz $rednig wartos¢ funkcji f(z) = dist(z, 0Z)? na torusie

T° ={(x,y,2,t) eR' | 2 +y* = R?, 2>+ 1* =} CR*

Rozwigzanie:
Srednia warto$¢ funkcji f na torusie to

gz = —

o9(1?) Jr

gdzie musimy skalowa¢ rozwazana funkcje po torusie i nastepnie podzieli¢ przez jego caltkowita
miare, ktora jak juz wiemy wynosi o9(T?) = 4n?Rr. Pozostaje policzy¢ odpowiednig calke. Be-
dziemy korzysta¢ z uzytej wczesniej parametryzacji

O (a, ) — (Rcosa, Rsina,rcos 3, rsin )

J dos
2

gdzie «, 5 € (0,27). Jak juz wiemy, odpowiedni pierwiastek z wyznacznika Gramma wynosi R - 7.
Nasza funkcja to oczywiscie f(z,y, z,t) = 22 + y* + 1%, a zatem w parametryzacji f(®(a, 8)) =
R? 4 r%sin? B. Zatem

RECE /(02 ) F(®(a, B))\/ G, B) d(a, B) —
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2 2 4 2 2
= / / (R* + r?sin® B)Rr da df3 = m R <R2 + T—)
o Jo

2 2

2 r2
Ostatecznie (f)r2 = £ ; Z,

Zadanie 12.
Oblicz mase miseczki parabolicznej M = {(x,y,2) € R* | 2z = 22 + y*, 2z € [0,1]} o gestosci
powierzchniowej p(z,y, z) = z.

Rozwigzanie: L,
Rozwazany zbior to wykres funkcji f(z,y) = “5% nad kolem B = {(z,y) | 2 + y* < 2}. Mamy
Vf(z,y) = [z,y], skad

2 4y 2 2?4+ ¢ 2
zdoy = VIH|VII? d*(z,y) = 5 Vit ty? d(ay) =
M B B

2

o2 V2,2
= ‘wspéh"zedne biegunowe‘ Fubini / / %v L+r2rdrdp=
o Jo

3
3
-1 1 2 2
:27r/s Vs-—ds=m 253 — Zs2
2 2 5 3

1
(\/35 33 2)
i e e

s=1+7r?
ds = 2r dr

3 15

Zadanie 13.
Oblicz miare powierzchni ¥ = {(z,y,2) €ER? | e* + e =2 — 3y, 0 <y <z < 1}.

Zadanie 14.
Znalez¢ polozenie srodka masy jednorodnej potsfery ST = {(z,y,2) € R?® | 224+y*+22 = R?, 2 > 0}
o gestosci powierzchniowej p.

Zadanie 15.
Powierzchnia ¥ C R™ jest wykresem funkcji gladkiej f : R® D U — R (czyli ¥ = {(z, f(2)) |

x € U}). Wykaz, ze 0,(3) = [, /1 + ||V f(x)]?dn(z).

Zadanie 16.
/ i do?
s V1422

Oblicz catke powierzchniowa
gdzie ¥ = {(z,y,2) € R? | 2z = 2® + y* < V/a}.

Rozwigzanie: L
Rozwazana powierzchnia jest wykresem funkcji f(z,y) = 5% nad zbiorem D = {(z,y)|2* +
y?> < \/z}. Z postaci zbioru wida¢, ze wygodnie bedzie przejs¢ do wspolrzednych biegunowych

x =rcosp, y = rsinp. Wowczas nasza parametryzacja powierzchni > ma postac

2
O (r,p) — <rcos<p,rsingo, %)
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a jej dziedzing jest zbior U = {(r,¢)|r® < cosp,p € (—%,%)}. Warunek na kat ¢ odpowiada
warunkowi cos ¢ > 0. Policzmy wyznacznik Gramma odpowiedniej parametryzacji: e; := d®[e,| =
[cos @, sin g, 7], e := dPle,] = r[—sin p, cos ¢, 0]. Mamy (e1, 1) = 1472, (€1, e2) = 0 oraz (e, €3) =

72, skad odpowiedni wyznacznik wynosi rv/1 + 72. Pozostaje policzy¢ catke

ﬁdggz/ \/ermcﬁ \/_/T P(r,p) P
U

w1+22 1+

[ e
= — r*dr dp = — —cosp dp =
\/ig {r3<cos ¢} \/ig 3

Zadanie 17.
Znalez¢ parametryzacje krzywej opisanej réwnaniem (22 + 3?) = x
jej dhugosc.

2 V2
3 3

Sl -

2 — 9 a nastepnie wyznaczy¢

Zadanie 18.
Obliczy¢ catke [, 2% dlc, jesli C' to krzywa powstata w wyniku przeciecia sfery jednostkowej (o
rownaniu 22 + y* + 22 = 1) z plaszezyzna x +y + 2 = 1.

Zadanie 19.
Wyznaczy¢ miare powierzchni M, powstalej przez przeciecia sfery jednostkowej (o réwnaniu z? +
y>+ 22 =1) z plaszezyzna v +y + 2 = 1.

Zadanie 20.
Wykazaé szczegolny przypadek twierdzenia o catkowaniu po witdknach

() dA\, (X ) dl
1@ = [0 ] e s, @) ar

dla odpowiednio regularnych funkcji f. Mozna zatozy¢, ze f jest ciagla.

Zadanie 21.

Wykazaé, ze $rednia odlegtosé punktow n-wymiarowej o promieniu R do srodka tej kuli wynosi
nil - R.

Zadanie 22.

Obliczy¢ pole powierzchni paraboloidy

M ={(z,y, 2> +y°) | ¥ +y* < 1}

Zadanie 23.
Wyprowadzi¢ wzér na miare wykresu funkcji f : R® — R. Jesli M C R"*! jest wykresem f na
zbiorze U, czyli zbiorem {(z, f(x)) | x € U}, to

_ /U VIFIVI@E da
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Zadanie 24.

(reguta Pappusa-Guldina) Wykaza¢, ze miara powierzchni obrotowej powstatej w wyniku obrotu
krzywej I' wynosi 27 razy catka po I' z odleglosci do osi obrotu. Lub inaczej 27r - [(T"), gdzie r jest
odlegtoscia srodka ciezkosci I' od osi obrotu.

Zadanie 25.
Wyznaczy¢ wzor pole powierzchni bocznej walca i stozka (o wysokosci h i promieniu r) na dwa
sposoby

a) w oparciu o regute Pappusa-Guldina,

b) przez wskazanie izometrycznej figury ptaskiej w R? (chodzi o to, zeby rézniczka parametryzacji
byta wlozeniem izometrycznym).

Zadanie 26.
Niech M C R? bedzie rozmaitoscia jednowymiarowa, f : M — (0,00) bedzie funkcja ciagla, a
S C R3 zbiorem zadanym przez

S ={(z,y,t): (z,y) e M,0 <t < f(x,y)}

Uzasadni¢, ze S jest rozmaitoscia 2-wymiarowa oraz ze

— /M f(x,y)dly(z,y)

Zadanie 27.

Dane sg rozmaitosci M C RM (m-wymiarowa) i N' C RY (n-wymiarowa). Wykaza¢, ze zbior
MXN = {(z,y) € RMTN . 2 € M,y € N} jest rozmaitoscig o wymiarze m +n. Dla odpowiednio
regularnych funkcji f: M x N'— R wyprowadzi¢ wzor

/wa@:,y) dpen () = /N /M F(2,y) din() din(y)

Zadanie 28.
(Twierdzenie o catkowaniu po wtoknach) Zalozmy, ze H : U — R jest funkcja klasy C! na U C R",
a jej gradient nie zeruje sie na zbiorze zwartym K C U. Dla odpowiednio regularnych funkcji f

wyprowadzi¢ wzor
F
fx) dA,( / / dlg-1¢p) dt.
/ ) @) T
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Cwiczenia 14

Powierzchnie obrotowe

Zadanie 1.
Rozwazmy funkcje gladka f : [a,b] — RT i niech ¥ bedzie powierzchnia 2-wymiarowa powstala
przez obrot wykresu funkcji f wokot osi Ox. ZnajdZzmy wzoér na pole .

Rozwigzanie:
Naturalng parametryzacja > jest odwzorowanie

@ (L, ) = (1, f(t) cos g, f(t) sin p)

Policzmy teraz pochodne d®le,] = [1, f(t) cos ¢, f'(t) sin @] oraz d®[e,| = [0, — f(t) sin o, f(t) cos ¢].
1+ f(t)* 0

0 f(t)2> . Otrzymujemy

Stad odpowiadajaca macierz Gramma to

)= | ) { / b Wﬂo%ﬁ} dp=2n | F)V/TT P

Twierdzenie: Reguta Pappusa-Guldina. Dla powierzchni 3 powstalej z obrotu wykresu funkcji
f z poprzedniego zadania, jej pole wynosi

b
o%(%) = 27T/ f(x)\/1+ f'(x)? de = 2wl(R)
gdzie | = fab V14 f(z)? dz to dlugos¢ wykresu, a (R) = %f; f(x)\/1+ f'(x)? dx to odleglosé

srodka masy wykresu od osi obrotu.
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Cwiczenia 15

Formy rozniczkowe pierwszego stopnia - definicja 1-formy, doktadnosé, zamknietosé

Definicja: Niech z = (z1,...,2,) € U C R", gdzie U jest otwartym zbiorem. 1-forma na U
nazywamy rodzine odwzorowar liniowych w(z) : R” — R gtadko indeksowana punktami zbioru

U.

Innymi stowy, 1-forma to funkcja w : U x R® — R, gdzie zaleznos¢ od x € U jest gtadka, a
zaleznosé od v € R™ jest liniowa (dla kazdego ustalonego ). (Dobrze jest mysle¢, ze w(x) to
odwzorowanie liniowe na przestrzeni stycznej T,U ~ R"). Zwyczajowo piszemy (w(x),v) lub
w(x)[v]. Zbior wszystkich jedno-form na U oznaczamy symbolem Q'(U).

Przyklady:

1. Rozwazmy standardowsa baze ey, es, ..., e, w R" i odpowiadajaca jej baze dualna ej, €3, ... €.
Elementy e} sa 1-formami w R™ (trywialnie zaleznymi od punktu x € R™). Mamy bowiem

e;(z)[v] = v, gdzie v = [v,v9,...,0,]
Ogolniej, kazdy element w € Q'(U) mozemy jednoznacznie przedstawié¢ jako kombinacje
w(z) = fi(z) el + fa(x) - e5+ ...+ fulz) - €,
gdzie f; : U — R sa funkcjami gltadkimi.

2. Rozwazmy funkcje gtadka f € C*(U). Jej pochodna df w punkcie z € U definiowalismy
jako przeksztatcenie liniowe df (x) : T,U — R. Wobec tego jest to naturalny (i najwazniejszy)
przyktad 1-formy na U. Zwyczajowo oznaczamy ja symbolem df.

Definicja: 1-forme w : U xR" — R nazywamy doktadng, gdy istnieje pewna funkcja f : U — R
taka, ze w = df. W takiej sytuacji méwimy, ze f jest funkcja pierwotna formy w.

Zadanie 1.
Rozwazmy funkcje f(x) = x;, ktora punktowi x = (21, 29,...,2,) € R" przyporzadkowuje jego
i-ta wspolrzedna. Wykazemy, ze odpowiadajaca jej 1-forma df to e;.

Rozwigzanie:
Dla danego f mamy df (z)[v] = v; = e} (x)[v], gdzie v = (vy,...,v,) € R™

Definicja: 1-formy e} tworzone przez dualna do wybranej bazy standardowej {e, ez, ..., €,}
przestrzeni R” mozemy interpretowac jako formy dz; zdefiniowane przez rézniczki i-tych funkeji
wspohrzednosciowych f(z) = x;, to znaczy dz;[v] = v;. Wynika stad, ze kazdy element w €
QY(U) mozemy jednoznacznie przestawi¢ jako kombinacje

w(x) = fi(z) dzy + fo(x)dzy + ... + fu(x) dz)p

gdzie f; : U — R sa funkcjami gtadkimi.
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Zadanie 2.
Rozwazmy funkcje gltadka f : R™ O R. Przedstaw 1-forme df w postaci

df = gldl’l + ggdl’z + ...+ gndxn

Rozwiazanie:
Wezmy dowolny wektor v = (vy,...,v,) € R", wowczas z definicji mnozenia macierzy mamy

@)=Y 2w v =Y 2w dm[v]z( | g—gm) o

skad

df = Zgi cdx; = Zgz(x)dxl

dla gi(v) = 2L ().

Zadanie 3.
Rozwazmy funkcje f,g € C*(U), gdzie U C R™ jest zbiorem otwartym. Wykaz, ze zachodzi
nastepujaca réwnosé 1-form

d(f-g9)=g-df +f-dg

Rozwigzanie:
Mamy
i@l = X D0 =Y (12 v 5L @)=

=> (f-aai)<x>.w+2(g.§£)<x).w:

skad d(f -g) = g-df + f - dg.

Zadanie 4.

Rozstrzygnij, czy 1-forma n = dz + (z cosy — 2y) dy € Q'(R?) ma funkcje pierwotna.
Rozwiazanie:

Zatozmy, ze ta 1-forma ma funkcje pierwotna, czyli ze istnieje gladka funkcja f taka, ze n = df.
Wowcezas

df = fldx + fidy

czyli f, = 1 oraz f, = xcosy — 2y. Ale mamy

2f 9., 0

oraz 5 5 5
920 — %fy = g(xcosy — 2y) = cosy
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co z twierdzenia Schwarza oznacza, ze 0 = cosy dla kazdego y, co jest sprzeczne. Wiec n nie ma
funkcji pierwotnej.

Zadanie 5.
Wykaz, ze jesli forma w = g(z,y) dz + h(z,y) dy € Q'(R?) jest doktadna (to znaczy w = df dla
pewnej funkcji gtadkiej f), wowczas g, = h,.

Rozwigzanie:
Skoro forma ma funkcje pierwotna, to w = df dla pewnej funkcji f, czyli g = f; oraz h = f,. Z
twierdzenia Schwarza o symetrii drugiej rézniczki mamy

9

0

Definicja: Rozwazmy zbior otwarty U C R™. 1-forme w € Q' (U) postaci w(z) = fi(z) drvy +
...+ fu(x) dx,, nazwiemy zamknieta gdy dla wszystkich i,j = 1,2,...,n oraz x € U zacho-
dza rownosci

ofi, \  0f;

5. (1) = 50(@)

Roéwnowazna definicja zamknietosci jest taka, ze dw = 0.

Zadanie 6.
Czy forma
w=(1+siny) dr+ (xcosy — 2y) dy
jest zamknieta? Czy jest doktadna? Jesli tak, to jak wygladaja wszystkie funkcje pierwotne formy
w?
Rozwigzanie:

Mamy

0 0
Z (1 +siny) = = = —2
8y( siny) = cosy e (rcosy Y)

zatem forma jest zamknieta. Niech f bedzie funkcja pierwotng dla tej formy, czyli w = df. Wtedy
fo=(1+4siny) oraz f,=xzcosy—2y

Stad f(x,y) powinno by¢ postaci f(z,y) = = + xsiny + h(y) oraz f(z,y) = zsiny — y* + g(z),
zatem
f(r,y) =2 +axsiny —y* +C

Zadanie 7.
Sprawdz, ze forma w = (z + y) dx + (x — y) dy jest zamknieta (czyli spetnia warunek konieczny
doktadnosci). Znajdz funkcje f taka, ze df = (v +y) dv + (v — y) dy.

Rozwigzanie:
Mamy

0 0
a—y(w‘ﬂ/):l:%(w—y)

91



Cwiczenia z analizy matematycznej I1.2 Marysia Nazarczuk

lub sprawdzamy, czy dw = 0. Mamy
dw=d(x+y)Ndx+d(x —y)Ndy =dx Ndx +dy Ndx +dx Ndy —dy ANdy =
=0+dyANdy+deNdy—0=—dz ANdy+dx ANdy =0
zatem forma jest zamknieta. Wyznaczmy teraz funkcje pierwotna. Mamy
fil=x+vy oraz fo=2—y

czyli f(x,y) = §2° + zy + h(y) oraz f(x,y) = zy — 54>, skad

fley) = 3z -y +C

Zadanie 8.
Sprawdz zamknietosé i wyznacz funkcje pierwotng z 1-formy (o ile istnieje)

w=(1+yze™) dv+ (1 4+ zze™) dy + " dz

Rozwigzanie:
Sprawdzmy, czy dw = 0. Mamy

dw = d(1 +yze™) Ndx + d(1 + zze™) ANdy + d(e™) N dz =

= (y*ze™ dx + (2™ + zyze™) dy + ye™ dz) A dz+
+((z€™ + zyze™) do + 2*2¢™ dy + ze™ dz) A dy+
+(ye™ dx + ze™ dy + 0 dz) Ndz =
= (ze™ + xyze™) dy A dx + ye™ dz A do+
+(ze™ + xyze™) dox A dy + xe™ dz A dy+
+ye™ dx Ndz + xze®™ dy N dz =
= —(2e™ + xyze™) dx N\ dy — ye™ dx A dz+
+(ze™ + xyze™) dx A dy — xe™ dy A dz+
+ye®™ de Ndz + xe™ dy Ndz =0

zatem forma jest zamknieta. Wyznaczmy teraz funkcje pierwotna f(x,y, z). Mamy

fi=01+yze"™) f; = (1+z2e™) fl=¢"

skad
f(x,y,2) =z + ze™ + g(y, 2)
flx,y,2) =y + ze™ + h(z, 2)
flz,y,2) = ze™ + k(z,y)
czyli

flz,y,2)=x+y+ ze™ + C
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Zadanie 9.
Niech F = (f1, fo, ..., fn) : R* D U — F(U) C R™ bedzie dyfeomorfizmem. Wykaz, ze dla kazdej
1-formy w na U mozemy jednoznacznie zapisa¢ ja w postaci

W:Z!Ji'dfia

gdzie g; sa funkcjami gtadkimi.

Zadanie 10.
Wykaz, ze jesli U C R" jest zbiorem otwartym i spojnym, oraz forma w € Q'(U) ma wlasnosé
niezaleznosci catki od drogi, to w jest doktadna w U.

Zadanie 11.
Wykaz, ze dowolna 1-forma zamknieta w € Q'(R* \ {0}) jest postaci

w=c-0+df,

gdzie ¢ € R jest stala, 0 = ””jg;g;“, oraz f € C*(R?*\ {0}) jest pewna funkcja gladka.
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Cwiczenia 16

Formy rozniczkowe pierwszego stopnia - catka z 1-formy po krzywej, niezaleznosé calki od drogi

Definicja: Rozwazmy zorientowana l-wymiarowa podrozmaitosé I' C U C R"™ (tj. krzywa
zorientowana) i 1-forme w € Q' (U). Calke z formy w po I' nazywamy liczba

/rw - /abW(’y(t))[v’(t)]dt,

gdzie v : [a,b] — R" jest dowolna parametryzacja podrozmaitosci I' zgodna z orientacja.

Uwagi:

1. Przez orientacje krzywej intuicyjnie rozumiemy wyboér kierunku, w ktérym poruszamy sie
po niej od jej punktu poczatkowego do koncowego. Formalnie, orientacja krzywej to wy-
boér nigdzie nieznikajacego pola wektoréow stycznych, przy czym dwa wybory uznajemy za
rownowazne, gdy jeden jest przeskalowaniem drugiego przez funkcje state dodatnia.

2. Parametryzacja krzywej v : [a,b] — I' C U jest zgodna z jej wybrana orientacja, gdy pole
wektorow stycznych +/(t) jest polem o ktorym mowa wyzej. Innymi stowy, jesli y(a) jest
ustalonym poczatkiem, a (b) koricem krzywej.

3. Wartos¢ fr w nie zalezy od wyboru parametryzacji .
4. Zmiana orientacji zmienia znak catki na przeciwny, fr w= - fr/ w.

Jesli w(z) =), fi(v)dwx;, gdzie f; € C*(U), wowczas

[o= [ X st = [ Fae.

gdzie y(t) = (x1(t),...,x,(t)) oraz F(x) := (fi(z),..., fu(z)). Innymi stowy, mozemy interpreto-
waé fr w jako prace sit F' wykonywana wzdtuz krzywej I'. Przy takiej interpretacji role orientacji
odgrywa to, zaleznie od tego, w ktora strone po krzywej sie poruszamy, albo sita wykonuje prace
za nas, albo my musimy pracowa¢ przeciwko danej sile.

Definicja: Powiemy, ze forma w € Q'(U) ma wlasnoéé¢ niezaleznosci catki od drogi, gdy dla
kazdych dwoch krzywych zorientowanych I', IV € U o wspolnych poczatkach i koncach zachodzi

foe

Idac za duchem interpretacji fizycznej, formy ktore maja powyzsza wtasnosé odpowiadaja sitom
zachowawczym.

Zadanie 1.
Wykaz, ze wartosé catki |, - w nie zalezy od wyboru konkretnej parametryzacji krzywej K.
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Rozwigzanie:

Zatozmy, ze v : (a,b) — K oraz n : (¢,d) — K sa parametryzacjami K zgodnymi z orientacja.
Przeksztalcenie ¢ = n~! oy jest (na mocy lematu o funkcjach przejscia) dyfeomorfizmem (a, b) na
(¢,d), Mamy 7o ¢ =, czyli /(p(t)) - ¢'(t) = /' (t). Mamy wiec

[ o= [ et 7@ ae = [ wtno sty ) )t =

- djjj(@? a|= [ o) as= [ o

Zadanie 2.
Wykaz, ze kazda forma doktadna ma wlasno$¢ niezaleznosci catki od drogi, doktadniej dla krzywej
vt [a,b] = U C R™ zachodzi

/ df = F(4(5)) — f(2(a))

Rozwigzanie:
Mamy

/ af = / A (V) - [ (E dt = F(4(5)) — f(2(a))

Zadanie 3.
Oblicz catke z w = (1+siny) dz+(z cosy—2y) dy wzdtuz krzywej v(t) = (t,sin?t), gdzie t € [0, 47]
zorientowanej w kierunku rosnacego ¢.

Rozwigzanie:
Funkcja pierwotna dla danej formy jest f(x,y) = x + xsiny — y? + C, skad wartosé¢ catki wynosi

/w = f(4m,sin®(47)) — f(0,sin*(0)) = f(4m,0) — f(0,0) = 47 — 0 = 47

Y

Zadanie 4.
Oblicz catke z formy w = xfﬁ—lggdy po tuku elipsy £ = {(2cost,3sint) | t € [0, 3]}
Rozwiazanie:

Sposob 1. Elipsa jest sparametryzowana za pomoca odwzorowania
vyt (2cost,3sint)

dla y € [0, F]. Mamy '(t) = [-2sint, 3 cost], zatem

/ / 2(cost) - (—2siny) + 3sint - (3cost) / 5sint cost
w = = _—_—
[0,5] [0,3]

2cost) + (3sint)? 0, 4+ 5sint

s =4+ 5sin’t 91
_ds:lOsintcostdy_/4 2—8d3—1n3—1n2
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Sposdb 2. Sprawdzmy, czy rozwazana forma jest zamknicta

0 x —2yx 0 Y —2xy

— = oraz — =

oy \ a2 + y? (2% 4 y?)? Ox \ 2%+ 2 (22 + y?)?
1

zatem fy, = f;., czyli forma jest zamknigta. Znajdzmy teraz funkcje pierwotna. Mamy

zatem
{f y) = 3 In(@? +9%) + g(y)
f(x,y) = 3 In(a® + y*) + h(z

Skad
flz,y) = =In(z* +y*) +C

zatem

/Ew —f <2cos (g) ,3sin (g)) — f(2cos(0), 35in(0)) = £(0,3) — £(2,0) = In3 — In2

Zadanie 5.

Zbada¢, czy forma w = |x+y|dz+|r+y| dy ma w obszarze G = R?\ {(0,0)} wlasnos¢ niezaleznosci
catki od drogi (tzn. czy dla kazdej pary punktow z,z € G i dla kazdej krzywej v : [a,0] — G o
poczatku x = y(a) i konicu z = 7(b) wartosé fvw jest taka sama).

Rozwiazanie:

Mamy

(Sl Syl tyl) =lety
axQxyxy—Qxyxy—xy

Wobec tego w jest rézniczka zupelng funkcji 3 (z + y)|z + y|, czyli forma jest dokladna, wice catka
nie zalezy od drogi.

Zadanie 6. )
Oblicz catke z formy w = (v +y) do + (v — y) dy wzdtuz éwiartki elipsy B = {(z,y) | % + % =
1, x,y > 0} z orientacja przeciwna do ruchu wskazowek zegara.

Rozwigzanie:
Funkcja pierwotna f formy w jest

2

fle) = 5 —y)

Niech 7 : [0,a] — F bedzie parametryzacja ¢wiartki elipsy okreslona wzorem

v(t) = (t,b- 1—2—2)

parametryzacja jest przeciwnie zorientowana do orientacji formy, zatem
b
[ o=~ 0o - 600 = £ (0.2V =) - flab) -
E
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A

a

Zadanie 7.
Oblicz catke

/F(y—i—z) de+ (z +z) dy+ (x +y) dz

po krzywej I' = {(¢,£(1 — cost),tsint) | t € [0, 27|} zorientowanej w kierunku rosnacego t.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy funkcje pierwotng f formy w = (y + 2) dz + (2 + =) dy + (z + y)dz (o ile istnieje).
Mamy

fo=y+z fi=z+z fl=x+y

zatem
flz,y,2) =2y + 22+ g(y, 2)
f(z,y,2) = 2y +yz+ h(z, 2)
f(z,y,2) = 22 +yz+ k(z,y)
skad

f(@,y,2) =2y +yz+ 20+ C

Niech 7 : [0,27] — T' okreslona wzorem ~(t) = (¢,t(1 — cost),tsint) bedzie parametryzacja I’
zgodnie zorientowana. Wowczas

/w:f(27r,0,0)—f(0,0,0):0—0:0
I

Zadanie 8.
Oblicz catke z formy 6 =
ruchu wskazowek zegara.

z dy—y dz

o po okregu {(z,y) | r? + y*> = 1} zorientowanym przeciwnie do

Rozwigzanie:
Funkcja v : t +— (cost,sint), gdzie t € [0,27], jest parametryzacja okregu. mamy +/'(t) =
(—sint,cost), zatem

cost-cost —sint-sint 2
/ / m?-sin dt:/ 1dt =2
g1 (cost)? + (sint)? 0

Zadanie 9.

Wykaz, ze forma 6 = % nie jest dokladna (to znaczy, ze nie istnieje funkcja f : R? — R
taka, ze 6 = df), ale jest zamknieta, tzn. spetnione sa warunki konieczne dla doktadnosci 6, czyli
ze pochodne czastkowe 3% <J:2"3Ty2> oraz % (mgjryy2> sg rowne.

Rozwigzanie:

Mamy

0 x P4y o 20 P —a?
Or \x2+y2) (224922 (22 +y2)2
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3( —y )_—(x2+y2)+y-2y_ y? — z?

(9_y 22 + 12 (22 + 12)? - (22 + 12)?
zatem forma 6 jest zamknieta.Gdyby 6 byta doktadna, to istnialaby funkcja pierwotna f taka, ze
0 = df. Wtedy f. = —# oraz f, = 71,7 skad

f(x,y) = arctan (g> +C

X

ta funkcja jest jednak nieokre$lona na prostej y = 0, zatem 6 nie ma funkcji pierwotnej i nie jest
doktadna.

Zadanie 10.
Wykaz, ze forma 6 = % jest doktadna w R?\ {(0,y) | y < 0} i znajdz jej funkcje pierwotna.
Rozwigzanie:
Mamy f; = — 75 oraz fy = 217, skad
_ Y
f(z,y) = arctan (—) +C
x
Mamy
arctan (%) x>0
flz,y) =173 r=0iy>0
arctan (%) +71 <0
Zadanie 11.
Oblicz catke z formy 6 = ng;:}d =~ po dowolnym okregu nie zawierajacym zera w swoim wnetrzu.

Zadanie 12.
Praca wykonana przez site F': R? — R3 wzdluz zorientowanej krzywej I' C R? jest zdefiniowana
jako catka

/FF(p) : ?(p) dl(p),

w ktorej ?(p) jest jednostkowym wektorem stycznym do I' (wskazujacym zgodnie z orientacja).
Zalozmy teraz, ze sita F' jest potencjalna, to znaczy F(p) = VE(p) dla pewnej funkeji skalarne;j
E. Wykaza¢, ze wowczas praca F' wzdtuz dowolnej zamknietej krzywej jest zerowa.

Zadanie 13.
Sprawdzi¢, ze pole grawitacyjne F'(z) = —ﬁ jest potencjalne. Wykazaé, ze potencjalne jest row-
niez kazde inne pole centralne, czyli zadane wzorem F'(z) = f(|z|)x.

Zadanie 14.
Przekonac sig, ze catka z 1-formy fr w pokrywa sie z calka

/F w(p)(T (p)) di(p),

gdzie 7(]7) jest jednostkowym dodatnio zorientowanym wektorem stycznym.
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Zadanie 15.
Obliczy¢ catke z 1-formy w = x dx + y dy po (dodatnio zorientowanym) okregu jednostkowym.

Zadanie 16. ,

Oblicz calke z formy %W wzdtuz potokregu 22 +y? = 1 dla y > 0, o poczatku (1,0) i koricu
(—1,0).

Zadanie 17.

Oblicz catke
/K(Qx—i-y) dr + (x — 2y) dy
wzdtuz nastepujacej krzywej
K={(z,y) 2" +y*=1 <0<y}
zorientowanej tak, aby jej poczatkiem byt punkt (0, 1) a koricem (—1,0).

Rozwigzanie:
Wyznaczmy funkcje pierwotna f formy w = (2z = y) (z —2y) dy (o ile istnieje). Mamy f. = 2z+y
oraz f, =z — 2y, skad

fla,y) =2*+ g(y)
flx,y) = —y* + h(z)
zatem forma jest rézniczka zupelna funkcji
fla,y) =a® —y* + 2y
Stad
[ ot y) do o= 2) dy = F(-1.0) - f0.1) =2
K

Zadanie 18.
Niech K = {(z,y) | 42> + y = 5,y > 1} bedzie krzywa zorientowana w kierunku wzrastania

zmiennej x. Oblicz catke
/ xdy — vy dx
Kk T*+y?

wzdtuz krzywej K.

Rozwigzanie:
Niech v : [~1,1] — K bedzie parametryzacja okreslona wzorem ~y(t) = (t,5 — 4t%). Wowcezas
7' (t) = (1, —8t). Teraz podstawiamy:

/ xdy — ydr /1 (=80)dt__ /1 —hd o
ko 2+yr (-4 e (5422 2
Zadanie 19.

Niech w = %%m. Obliczy¢ catke z tej formy wzdtuz potokregu C' o poczatku (1,0) i koricu

(—1,0), gdzie C = {(z,y) : 2> +y* = 1,y > 0}.

100



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z analizy matematycznej 11.2

Zadanie 20.

Sfera 22 + y? + 22 = 9 w przecieciu z plaszczyzna x + y + 2 = 3 tworzy okrag. Niech v bedzie
krzywa opisujaca tuk tego okregu o poczatku (2,2, —1) i konicu (0, 3,0), zawarty w polprzestrzeni
{(z,y,2) | y > 0}. Obliczy¢

/yzdx—zxdy+xydz
2
5 Y

Zadanie 21. L
Obliczy¢ catke z formy rozniczkowej w = 224 dw*(yfg ) W wydhug tuku krzywej okreslonej row-

naniem arctan (g) = V2% +y?, majacego poczatek (%\/g %) i koniec (1,+/3), potozonego w
¢wiartce {(z,y) : z,y > 0}.

Zadanie 22.
Niech
~ (3r +2y)dx + xdy

ity

Obliczy¢ catke [, w wzdhuz tuku okregu C' = {(z,y) : 2* + y* = 1,2 > 0,y > 0} o poczatku (1,0)
i konicu (0, 1).

Zadanie 23.
Niech K = {(z,y,2) : 2> =2z + 2 = 0,4 — 2y — 2 = —1, 2 > 1} bedzie zorientowanym tukiem o
poczatku (1,0,1) i koricu (1,2, 1). Obliczy¢ catke

/xdm+ydy+zdz
K /172+y2+22

Zadanie 24.

Zbadaé, czy forma w = Yde=2dy

r2+fry+y
drogi (tzn. czy dla kazdej pary punktow z,z € G i dla kazdej krzywej v : [a,b] — G o poczatku

x = 7y(a) i konicu z = v(b) wartosé f7 w jest taka sama).

/. ma w obszarze G = R?\ {(0,0)} wlasnos¢ niezaleznosci calki od

Rozwigzanie:
Warunkiem koniecznym niezaleznosci catki od drogi jest

daf oy N_df x
dy \z2 +zy+vy?) dx 22 + 2y + 12

ktory jest spetniony. Jesli jednak jest wlasnosé niezaleznosci catki od drogi, to catka po dowolnej
krzywej zamknietej jest zerowa. Niech wiec v : [—m,m] — R bedzie okreslona wzorem ~(t) =
(cost,sint) (okrag). Wowczas

sint T cost T 1
/w—/ (—sint)dt—/ _—costdt:—/ —dt <0
1 +sintcost _. 1 +sintcost _» 1 +sintcost

a wiec warunek nie jest spetniony, czyli nie mamy wtasnosci niezaleznosci catki od drogi.
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Zadanie 25. { (
Niech w = fdx + gdy bedzie forma klasy C' w obszarze R? \ {(0,0)}, zamknieta (S—ch = %)
Udowodni¢, ze istnieje liczba ¢ € R oraz funkcja h : R\ {(0,0)} — R klasy C? takie, ze w =

c-wp+ dh, gdzie wyg = xdy — y dx.

Zadanie 26.
Niech v(t) = (3 — 3t,t* — 2¢?) dla t € R. Zbior v(R) rozcina plaszczyzne na kilka obszarow, z
ktorych jeden jest ograniczony. Obliczy¢ jego miare ptaska.

Zadanie 27.

Niech C' = {(z,y,2) : 2> + y*> = 112z = xy}. Wykazaé, ze C jest zwarta i spojng rozmaitoscia
jednowymiarowa. Niech w(z,y,2) = ydr + zdy + xdz i niech wektor (0,1,1) styczny do C' w
punkcie (1,0,0) wyznacza orientacje rozmaitosci C. Obliczy¢ fcw.

Zadanie 28. ,
Niech w(z,y,2) = Z%, dz + i%,’ dy — S(inty) dz,p=(1,-1,6), ¢ = (2,5,3). Niech C' oznacza krotszy
z tukow kota wielkiego sfery z2 + y? + 2% = 38 o poczatku p i koricu ¢. Znalezé catke fcw.

Zadanie 29.
Niech C; = {(z,y) : (x—1)*+y* = %1}, Co = {(z,y) : 2*+y*> =4} oraz C3 = {(z,y) : (x+1)*+y? =

}l} beda okregami zorientowanymi przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara. Niech

_w(@®+yr 1) dy — y@+yr el
(12 + y2 + 1)2 _ 4%2 (iIfZ + y2 + 1)2 _ 41-2

C] Cz C3

Rozktadajac mianowniki na utamki proste dostaniemy

Obliczy¢ calki:

1 x—1 Y 1 r+1 Yy
= ———dy- —=——d i [ L T ——— 1
“ 2(<x—1>2+y2 R ””)*2(<x+1>2+y2 YTt )

Oznaczmy pierwszg forme przez wp, a druga przez ws. Sprawdzamy ltatwo, ze obie te formy sa
zamkniete, czyli zachodzg réwnosci:

i () = o)
o (o) = o o)

u/n W9 ZZU/ﬁ w1 =0.
C C3
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Bezposredni rachunek daje teraz wyniki:

/ w=7r=/ w.
C1 C3

Spodziewamy sie, ze catka po Cy wyniesie wobec tego 27, co sprawdzamy bezposrednim rachunkiem
po uproszczeniu:

T 12 4 8sin’t
—————— dt = 2m.
/0 25 — 16 cos? t i

Zadanie 30.
Niech K bedzie zorientowanym tukiem o poczatku (7, —1) i konicu (37, 1). Obliczy¢ calke

/ (e’ +e)cosxdr + (e —e ¥)sinz dy
K
oraz wyjasnic, jak zalezy od wybranej drogi taczacej wskazane punkty.

Zadanie 31.

Niech
(z+1)dy—yde (x—1)dy—ydz

(z+1)% +y? (x —1)% +¢?
Wykazaé, ze istnieje taka funkcja f: R?*\ ([-1,1] x {0}) = R, ze w = df, ale nie ma takiej funkcji
g: R? \ {<17 O)/ (_17 O)} — R, ze w = dg.

Zadanie 32.
Udowodni¢, ze jesli krzywa « : [7,9] — R? klasy C' nie przechodzi przez punkt (0,0) i spetnia
warunki 7 < s <t <9 = ~v(s) # v(t) oraz y(7) = v(9), to

/ x® — 3xy? 3x?y — o3
,

- —dy = 0.
@+ T @Y

Zadanie 33.
Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywsg

7(t) = (acos®(t), bsin’(t))

dla t € [0,27] i zadanego a > 0.
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Cwiczenia 17

Wprowadzenie do rézniczki zewnetrznej

Zadanie 1.

Oblicz catke z formy w = xdy — ydz po konturze C, gdzie

a) C jest brzegiem prostokata [—a,a] x [—b,b] C R? zorientowanym przeciwnie do ruchu wska-
zowek zegara,

b) C jest okregiem {(x,y) | 22 +y* = 1} zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Definicja: (2-formy) Niech U € R" dla 3 < n, x = (z1, 9, ..., x,) bedzie zbiorem otwartym.
Dwu-forma na U nazywamy rodzine odwzorowan 2-liniowych antysymetrycznych n(z) : R™ X
R™ — R gltadko indeksowana punktami zbioru U. Innymi slowy, 2-forma to funkcja n : U x
R" x R®" — R, gdzie zaleznos¢ od x € U jest gltadka, a zalezno$¢ od v, w € R" jest 2-liniowa
i antysymetryczna (dla kazdego ustalonego x), czyli n(z)[v, w] = —n(x)[w, v]. Zbiér wszystkich
2-form na U oznaczamy symbolem Q2(U).

Kazdy element n € Q?(U) mozemy jednoznacznie przedstawié¢ jako kombinacje

n(z) = Z fij(z) dz; A dzj,

gdzie fi; : U — R sa funkcjami gladkimi, a dz; A dz; to formy 2-liniowe antysymetryczne
okreslone nastepujaco

dz; N\ dzjlv, w] = det (Ui Uj) :
w; Wy

Wygodnie jest mysle¢ o tych obiektach, ze powstaja z 1-form dx; poprzez uzycie operacji A,
pamietajac, ze

Zadanie 2.
Oblicz

a) (x dy+ydx) A (de+ dy + dz)
b) (x dyANdz+y dzANdx+ z de ANdy) A (de + dy + dz)

Rozwiazanie:

a) Iloczyn zewnetrzny jest operacja nieprzemienna, za to rozdzielna wzgledem dodawania, skad
mamy

(xdy+ydz+ zdz) N (de+dy +dz) =xdy Nde +xdy ANdy + x dy N dz+

+ydz Ndr +ydz Ndy+ydz Ndz+ zde Nde + zdx Ndy + zdx Ndz =
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=—xdr ANdy+0+xdyNdz—ydx ANdz—y dy Ndz+ 0+
+0+zdzNdy+zdeNdz =
=(z—z)de ANdy+ (x —y)dyNdz+ (z —y)dx Ndz
b) Mamy
(xdy Ndz+ydz Ndx + zdx A dy) A (de + dy + dz)
=xdyNdzNdx+zxzdyNdz Ndy+xdy ANdz N\ dz+
+ydz Ndx Ndx +ydz Ndx Ndy +ydz N\ dx N dz+
+zdr Ndy Ndx + zdx Ndy Ndy + zdx ANdy N\ dz =
=xde NdyNdz+04+04+0+ydeANdyNdz+04+0+0+2zdr AdyNdz =
=(x+y+z)de ANdy Ndz.

Zadanie 3.
Niech 7 : R? x R® — R3 oznacza standardowy iloczyn wektorowy w R3, to znaczy n(v,w) = v X w.
Wykaz, ze

n=ldy Ndz, dzNdz, dx A dy]

Rozwiazanie:
Skorzystamy z definicji iloczynu zewnetrznego. Przy wyliczaniu wyznacznika skorzystamy w roz-
winiecia Laplace’a dla pierwszego wiersza. Mamy

€1 €2 €3

V2 U3 U1 U3 U1 U2
vxw=det |vy wva v3| =e;-det — €9 - det + e3 - det =
W2 W3 wy; W3 w1 W2
W, W2 W3

= ey - dy Ndz[v,w| — ey - dx A dz]v,w] + e3 - dx A dy[v,w]| = [dy AN dz, dz Adz, dz A dy]

Zadanie 4.
Niech F' = (f,g,h) : R® — R? bedzie polem wektorowym (gtadkim odwzorowaniem z R? w R?).
Wykaz, ze odwzorowanie:

ne(z) :RPxR* =R, (v,w) = (F(z),vx w) €R

jest 2-forma r6zniczkowa w R3. Wyraz te forme w bazie {dz A dy, dz A dz, dy A dz}.

Roézniczka zewnetrzna

Naszym podstawowym przyktadem jedno-formy byla forma df € Q'(U) powstala przez réznicz-
kowanie funkcji gtadkiej f € C(U). Okazuje sie, ze operacje rozniczkowania mozemy naturalnie
rozszerzy¢ na przestrzen jedno-form.
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Definicja: Dla 1-formy
W = fldl'l—f—fgdl’g—f——f—fndl’n,

okreslamy operacje rézniczki zewnetrznej d nastepujacym wzorem:

dw = dfy Ndxy + ...+ df, Ndx, =

= (Z(fl);j diﬂj) ANdry+ ...+ (Z(f”)/% dxj> ANdz, =

J

J

=3 (e, = (%) dai A d.

1<j

Przyklad: Zauwazmy, ze forma w = g(x,y)dx + h(x,y) dy jest zamknieta wtedy i tylko wtedy,
gdy g, = I, Istotnie,

dw = dg A dz 4+ dh A dy = (g, dx + g, dy) A dx + (bl dz + hi dy) Ady = (hl, — g,) - dz A dy.

Definicja: Forme w € Q'(U) nazwiemy zamknieta, gdy dw = 0.

Uwaga: Zauwazmy, ze kazda forma dokladna jest zamknieta, ale niekoniecznie odwrotnie, czego
dowodzi przyktad 6 = ”fjg;g;“ na R?\ {(0,0)}. Co wigcej, jak widzimy z rozpatrywania tej samej
formy na R?\ {(z,0) |z > 0}, to czy dana forma jest zamknieta czy nie moze zaleze¢ od topologii

rozpatrywanego zbioru.

Zadanie 5.
Oblicz dw dla

a) w= 4L iglipdx
b) w=axy*22dx Ndy — yz*x®dy N dz

c) w= Yy wxzjdy; \dz,.
1<i<j<4

Rozwiazanie:

a) Mamy

2 2
:[( I 2 )dx—kAdy}/\dy—{( 12— 2y )dy+de]Adx:

$2+y2 (:E2+y2)2 $2+y (x2_|_y2)2
2 222 — 292
- _ 2 T ) qe Ady = 0
x2+y2 ($2+y2)2

Obliczenie wyrazen A i B nie jest potrzebne, gdyz sie zredukuja.
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b)
dw = d(xy*2*) Ndx A dy — d(yz*2*) ANdy A dz =

= (vy?-32%dz+---dx+---dy) Ndz Ndy — (y2° - 32dw + - -dy +---d2) Ndy Ndz =
= (zy*2? — y2*2?)dx A dy A dz.

¢) dw =0, poniewaz przy rozniczkowaniu zawsze spotkaja sie dwa wyrazy dz; lub dz;

Definicja: (Caltka z 2-formy na R?) Kazda 2-forma n € Q?(U) okreslona na obszarze U C R?
(x,y) jest postaci
n = hdx N\ dy,

gdzie h : U — R jest funkcja gltadka. W takiej sytuacji catke z n po zbiorze otwartym V' C U

okreslamy wzorem
/ n= / hdx A dy = j:/ hdN*(z,y),
v v v

gdzie znak + ustalamy zaleznie od tego, czy orientacja V jest zgodna ze standardows orientacja
R? czy nie.

Twierdzenie: (Gaussa-Greena) Rozwazmy 1-form¢ w = fdx + gdy € QY(U) okreslona w
obszarze U C R%. Niech I' C U bedzie krzywa zamknieta, ograniczajaca zbior otwarty V C U,
' =0V. Woéwczas

/fdx—i—gdy—/w—/ w—/dw—/(g;—f;)dx/\dy,
T T ov v v

przy czym orientacje I' i V' sa uzgadniane wedlug nastepujacej reguty
ory = {n,orgy },

gdzie n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu V skierowany na zewnatrz V.

Zadanie 6.
Korzystajac z twierdzenie Gaussa-Greena oblicz pole wnetrza elipsy

E ={(acosyp,bsing) | p € [0,27]}

Rozwigzanie:
Niech w = x dy bedzie 1-formg. Wowczas dw = dz A dy jest formg objetosci w R2. Wobec tego, na
mocy twierdzenia Greena mamy

)\Z(V):/Vd2(x,y):/vdw:/Ew

gdzie V oznacza wnetrze zbioru ograniczonego krzywa E. Druga z catek tatwo policzyé¢, uzywajac
parametryzacji y(¢) = (acos ¢, bsin ). Mamy v/ (¢) = (—asin p, bcos ).
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21 21 21
/w —/ 7Y(¢)] do = / acos(¢) - beos(¢) d¢—ab/0 cos®(¢) dg = abr.

Zadanie 7.
Oblicz catke

/C(2x+y) dx + (x — 2y) dy

wzdtuz krzywej C = {(z,y)|2* +y> = 1,2 < 0 < y} zorientowanej tak, ze jej poczatkiem jest
punkt (0, 1), a konicem punkt (—1,0).

Rozwiazanie:
Mamy dw = 0, forma jest okreslona na R?, a zatem ma funkcje pierwotng. Chwila rachunkow
pozwala stwierdzi¢, ze jest to f(z,y) = 2? + 2y — y*. Wobec tego

/w_/df F(=1,0) = f(0,1) =1—(=1) =2.

Zadanie 8.
Oblicz catke

/ (2% — y) do + 2y dy
c

gdzie C jest tukiem paraboli y? = 8z zorientowanym od punktu (0,0) do punktu (2,4).
Zadanie 9.
Oblicz catke
[ @ o+ (@ =)y
D
gdzie D to tuk paraboli y* = x zorientowany od (1,1) do (1,—1).

Rozwiazanie:
Mamy z = 3 dla y € (—1,1)) oraz do = 2y dy. Ustawiajac catke w przeciwnej orientacji niz tuk
paraboli mamy

1

/D(:vQer) dr 4 (x —y) dy:—/_l(y4+y)~2ydy+(y2—y) dy =

1 y6 y2 1
=—/(2y5+3y2—y)dy=—(—+y3——>‘ = -2
-1 3 2 /14

Zadanie 10.
Niech C' = {(z,y) | 42*+y = 5,y > 1} bedzie krzywa zorientowana w kierunku wzrastania zmiennej

x. Oblicz catke
xdy — ydx
/c 7% +y?

Jak zmieni si¢ odpowiedz gdy rozwazymy krzywa C' = {(z,y) | 42*+y = 5,y > —11} zorientowana
w analogiczny sposob?
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Zadanie 11.
Oblicz catke

x€$2+y2 yex2+y2
+
g1 dzx dy

gdzie S* to okrag jednostkowy zorientowany przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.

Zadanie 12.

Oblicz catke z formy w = z dy—y dx

22,7 PO konturze bedacym brzegiem kwadratu
a) o srodku (3,3) i boku dlugosci 1

b) o srodku (1,1) i boku dtugosci 3

Zadanie 13.
Znajdz taki obszar B w R?, ktorego brzegiem jest gladka, zamknieta i dodatnio zorientowana
krzywa C' C R?, Zeby calka

/(4y3 — 62y)dr + (4o — 32°)dy
c

byta maksymalna. Oblicz te catke dla znalezionej krzywej C.

Zadanie 14.
Oblicz pole obszaru w RT x RT ograniczonego krzywa (z + y)* = 2%y.

Zadanie 15.
Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa {(z,y) € R* |z > 0 > y, 2* — zy? — y> = 0}.

Zadanie 16.
Na R?\ {0} dana jest 1-forma

22 — 9 21y
w=-—"Y gy Y g
@y T @) Y

a) Przekonac sie, ze jest to forma zamknieta, czyli d w = 0

b) Wykaza¢, ze jest to forma dokladna, czyli istnieje funkcja f : R?\ {0} — R spelniajace df = w

Rozwigzanie:

a) Mamy
2

- 2
dw:d<<x2+y >/\dx+d< o >/\ dy =
z? +y?)
(

(y —3z%) -2y 2y - y—31’)
—d A dx +
(@2 + y2)? T @)

zatem forma w jest zamknicta.

dx Ndy =0
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b) Gdyby
% — y? 2y
df = ———— doe + —— d
I Ty Y
to woéwczas ) ) )
o rr =y r_ Ty
fo = (22 + y?)? oraz  f, (22 + )

Funkcja f spelnia wiec uktad réwnan

{f(:v,y) =~z T 9)
f(z,y) = ==z + h(z)

Skad otrzymujemy

[z, y) = +C

224 y?
dla pewnego C' € R. Jest to funkcja dobrze okreslona na R*\ {0}, zatem istnieje f spelniajace
w = df, czyli w jest doktadna.

Zadanie 17.

Zbadac, czy forma
ydx — xdy

2%+ oy +y?

ma w obszarze U = R? \ {0} wlasnosé¢ niezaleznosci calki od drogi.

Zadanie 18.
Oblicz granice

lim Wn
n—-400 oD
n

gdzie D,, = {(z,y) € R*|2? — 1 <y < 1+ 1} ma standardowy orientacje dziedziczona z R?, a

nsin (£) dz + (y + 1)dy
(1+3) (@2 +9?)

Wp —

Zadanie 19.
Wykazaé, ze jesli € jest ograniczonym obszarem klasy C*, to

1 A
/ xdy——/ ydm—/ rdy —ydr = =(Q).
o0 G 2 Joo 2

Zadanie 20.

Sprawdzi¢, ze forma w = = dy—y dx zapisana w postaci f(x,y) dz+g(z,y) dy spelia —%]H— %Zg =
0 w R?\ {0}. Wykaza¢, ze nie istnieje forma n = f(z,y) do + g(x,y) dy speliajaca ten warunek w
R? i réznigca sie od w jedynie na pewnym otoczeniu zera.
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Zadanie 21.
_ xdy—ydx
Czy forrna W = W

funkcji b : R?\ {0} — R? Czy jest to mozliwe na mniejszym zbiorze Rt x R?

z poprzedniego zadania daje sie zapisa¢ w postam - dr+ 8y dy dla pewnej

Zadanie 22.

Zatozmy, ze forma w = f(x,y) de+g(z,y) dy klasy C! jest okreslona na kuli jednostkowej i spelnia

8yf Oxzh(z,y) dr + Oyh(x

o y’y) dy dla funkcji h okreslonej wzorem

warunek 89”9 . Wykazaé, ze w =

1
W, y) = / o= / F(ta, ty)e + glt, ty)y dt.
[,y 0

T

ot( f(tac ty)t) dt.

Wskazowka: Przedstawic 8 h w postaci f

Zadanie 23.
Dany jest ograniczony wypukly obszar 0 C R? klasy C' zawierajacy punkt 0, wraz z parametry-
zacja brzegu v : [a, b] — 0 zgodna z orientacja.

a) Wyprowadzi¢ wzor na predkosé polowa, czyli predkosé zmiany pola zakreslonego przez promieni
wodzacy (tj. odcinek taczacy 0 z v(t)): %det(% ).

b) Wyprowadzié¢ drugie prawo Keplera: jesli wektor przyspieszenia 7(t) jest zawsze proporcjonalny
do promienia wodzacego 7(t), to predkos¢ polowa jest stala.

¢) Wyprowadzi¢ wzor na pole z Zadania 10.6: \*(Q) = £ [z dy — y dz.
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Cwiczenia 18
Przestrzen k-form rézniczkowych
Jedno-forme okreslona na zbiorze otwartym U C R™ definiowali$my jako rodzine odwzorowar linio-

wych R” — R gtadko parametryzowana punktami zbioru U. Analogicznie k-forme na U okreslimy
jako rodzine odwzorowan k-liniowych antysymetrycznych gtadko parametryzowana punktami U.

Definicja: k-forme rézniczkowa na zbiorze otwartym U C R™ nazywamy rodzine odwzorowan
k-liniowych antysymetrycznych gtadko indeksowana punktami U.

Innymi stowy, k-forma to funkcja w : U x A¥(R") — R, gdzie zaleznosé od z € U jest gladka,
a zaleznosé od vy, ..., vx € R™ jest k-liniowa antysymetryczna. Bedziemy pisali w(z)[vy, ..., v,
lub w,[vy, ..., vg]. Zbiér wszystkich k-form na U oznaczamy symbolem QF(U).

Kazda k-forme mozemy jednoznacznie zapisa¢ w postaci

(JJ(ZL‘) = Z fi1,.._,ik (37) dl’il A dI’i2 VANPIIAN dl‘ik,

11 <12<...<ik

gdzie f; € C°°(U) sg funkcjami gladkimi. Przyjmuje si¢ rowniez Q°(U) = C*®(U).

Zadanie 1.
Wrykaz, ze dla dowolnych form o € QF(U) oraz 8 € Q(U), gdzie U C R", zachodzi wzor

aApB=(-)"BAa

Rozwigzanie:
Wzér wystarczy sprawdzi¢ na formach bazowych QF(U) oraz Q'(U). Rozwazmy a = dz;, A+ - -Adx;,
oraz = da/t A --- A da?'. Wowcezas

aNp=dry N---Ndx;, ANdzj, N\--- Ndxj, =
— (—1)kz~ldxj1 Ao Ndxj, Ndxg, N - ANdxg,, = (_1)k-lﬂ/\a

Uzasadnienie zmiany znaku: aby zamienié¢ kolejnosé bazowych 1-form postepujemy indukcyjnie:
najpierw przenosimy forme dz’* na koniec wyrazenia. W tym celu musimy dokonaé¢ | zamian z
formami dz?', ..., dz’t, co zmienia nam znak wyrazenia o czynnik (—1)!. Nastepnie 1-forme dz®-
przenosimy na przedostatnig pozycje, ponownie dokonujgc k zamian z formami da’t, ..., dx’, co
ponownie zmienia znak o czynnik (—1)". Postepujemy w ten sposéb kolejno z kazda z 1-form
dz*, ... dz" (k-form), w rezultacie czego znak calego wyrazenia zmieni si¢ o czynnik (—1)%1.

Zadanie 2.
Wykaz, ze jesli n € Q2(R?) to n An = 0. Podaj przyktad 2-formy w € Q?(R*) takie, ze w A w # 0.

Rozwiazanie:
lloczyn dowolnych dwoch posrod 2-form bazowych {dx A dy, dy A dz,dx A dz} sktada sie z powto-
rzonego jednego wyrazenia dv, zatem ten iloczyn jest réwny zero.

Zbior 2-form bazowych to {dx A dy,dx A dz,dx A\ dt,dy A dz,dy A dz,dz A\ dt}. Tu widaé ze nie
kazdy iloczyn dwoch 2-form daje zero. Niech n = dx A dy + dz A dt, wowczas

nAn=2-deNdyNdzN\dt
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Zadanie 3.
Dla wektora a = (ay,a9,a3) € R3 definiujemy forme w, := a; dz; + as dxy + az drs. Rozwazmy
teraz dowolng 1-forme o w R? i niech

wWe N a0 = crdag A drs 4+ codxs A dry + csdxy A dag

Wykaz, ze wektor ¢ = (c1, ¢, ¢3) jest prostopadty do a.

Rozwigzanie:
Niech v = by dxy + by dxe + b3 dxs, woéwcezas

Wq Na= (a1 dCL’l + as dIL‘Q + as dl’g) VAN (bl de’l + b2 dIQ + b3 d!E3) =
= a1b2 dl’l A dl’g + a1b3 dl’l A dl'g—i‘
+a2b1 dﬂ?g A dﬂfl + agbg dﬂ?g A dﬂf3+
‘|‘agbl d!L’g A dl’l + agbg d!L’g N dl’z =
== (albg — a2b1> d1 VAN dIQ + (a1b3 — agbl) dl’l VAN dl‘g + (agbg — agbg) dIQ A dl‘g

Skad
c= (017 Ca, 03) = ((a2bs - a362)7 —(alb3 - CL351), (ale - 61251)) =

= ((GQbs - ang), (a3b1 - a1b3), (0152 - Cb251))
Aby wektor ¢ byt prostopadly do a, to ich iloczyn skalarny musi byé¢ réwny zero. Mamy

(a,c) = ay - (agbs — agbs) + as - (asby — aibs) + asz(aiby — azby)) =0
Zadanie 4.

Rozwazmy forme w = dw Ady+dz Adw € Q?(R*). Rozstrzygnij, czy istnieja 1-formy «, 3 € Q' (R?)
takie, ze w = a A (.

Rozwigzanie:
Wiemy juz, ze w Aw # 0. Zalozmy, ze istnieja «, B € Q1 (R?), Zze w = a A B, wowczas

wAw=((@AB)A(aANB)=aABANaANB=0
Ro6zniczka zewnetrzna

Operacje rozniczki zewnetrznej d mozemy rozszerzy¢ ze zbioru funkeji gtadkich C*°(U) na zbior
form dowolnego stopnia Q*(U) wzorem

d (Z frdzy, Adzi, A A da:ik> = dfi Ay, Ny, A A da,
I 1

a wiec d rozniczkuje wszystkie funkcje, natomiast zostawia w spokoju wszystkie 1-formy bazowe
dxz;. Wynikaja stad nastepujace wlasciwosci operacji d dla f € C*°(U) oraz «, 3 € QF(U):

d(da) =0, d(f-a)=df Na+ f-da, dla+p)=doa+ds.
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Przyktad: Rozwazmy forme w = zdy A dz + ydz A dx + zdx N\ dy. Wowcezas

dw=dex NdyNdz+dy Ndz Ndx +dz Ndx Ndy =3dx Ndy N dz.

Przyklad: Zauwazmy, ze forma w = g(x,y) dx + h(x,y) dy jest zamknieta wtedy i tylko wtedy,
gdy g, = I, Istotnie,

dw = dg N dx + dh A dy = (g, dx + g, dy) A dz + (W), dz + by, dy) A dy = (g, — h,) dz A dy.

Definicja: Rozwazmy forme w € QF(U). Powiemy, ze w jest zamknieta, gdy dw = 0, oraz ze
jest doktadna, jegli istnieje forma o € Q¥1(U) taka, ze w = da.

Uwaga: Poniewaz dla dowolnej (k — 1)-formy « mamy d(da) = 0, kazda forma dokladna jest

zamknieta, ale niekoniecznie odwrotnie, czego dowodzi przyklad 6 = % na R?\ {0}. Co

wiecej, jak widzimy z rozpatrywania tej samej formy na R? \ {(z,0) |z > 0}, to czy dana forma
jest zamknieta czy nie, moze zaleze¢ od topologii rozpatrywanego zbioru.

Zadanie 5.
Wrykaz, ze dla dowolnej k-formy w € QF(U) zachodzi d(dw) = 0

Rozwigzanie:
Niech w = ), fidx;, Adxz, A ... \dx;, Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze f := f1 # 0 oraz f; =0
dlat# 1, czyli w = f dxy A ... A xp. Wtedy

do=df Nde; N... Nz

Przy czym f jest funkcja, czyli 0-forma. Z twierdzenia Schwarza mamy

B "0 daf % f 02 f B
d(df) —d(izl g > Z 8] ¥ dz; \dz; = Z (8xj3xi " Dwiom, dz; ANdz; =0

1<j<i<n
Stad

d(dw) =d(df) Ndzy A ... Nz =0
Zadanie 6.
Oblicz rézniczke zewnetrzna formy
a) >ov (—x)Tday ANdeg Ao ANdriog ANdxieg AN dag,.
b) det dF(zy,xs)dz, A dxy, gdzie F' = (fi1, f2) : R? — R? jest odwzorowaniem gtadkim.

C) f1 (,’L'l, fl?g)d.’ljl N d(IJg + fz(flfl, [L’Q)dil?l A d(L'Q + !]03(.’1/'2./ ZII;;)d.’L’Q N (1.’1/'3, gdzie f17 fg, fg . R2 — R to
funkcje gtadkie.

d) Zzzl(—l)k“(f%—qal Ydzi A ANdrg_i ANdzgg A . ANdxy,, gdzie f, g : R" — R sa funkcjami
gtadkimi.
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Zadanie 7.
Niech 7 : R? x R?® — R? bedzie iloczynem wektorowym n(u,v) = u X v,

a) Wrykaza¢, ze n = (dwy A dxs,drs A dxy, dzy A dxs).

b) Niech F : R® — R3 bedzie gladkim polem wektorowym, a nF(x)(u,v) = (F(x),u x v).
Wyrazi¢ nF' w bazie dx A dy, dx N\ dz,dy N dz.

Zadanie 8.
Niech w € A?(R*)* bedzie forma z poprzedniego zadania. Wykaza¢, ze kazda forme 3 € A3(R*)*
da sie zapisa¢ w postaci a A w dla doktadnie jednej formy o € A*(R*)*.
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Cwiczenia 19

Cofniecie formy rézniczkowe;j

Definicja: Cofnigciem (przeciagnieciem, albo pull-backiem) k-formy w € QF(U) za pomoca
odwzorowania gtadkiego ® : V — U nazywamy forme ®*w € QF(V) okreslong wzorem:

Q* Wy [v1, - . -, Uk] = Wa(e)[dPgv1], .. ., dDy[vk]].

Innymi stowy, aby policzy¢ wartos¢ formy ®*w na wektorach vy, ..., v w punkcie x, przepy-
chamy te wektory do U za pomoca pochodnej d®,. i liczymy wartos¢ formy w na obrazie.

Uwaga: ¢ nie musi by¢ dyfeomorfizmem, a nawet U i V nie musza by¢ tego samego wymiaru!

Twierdzenie: (Wlasciwosci cofniecia) Rozwazmy funkcje f : U — R oraz formy a € QF(U) i
B € QYU). Wowezas:

“flz) = f(2(z)
( if) = d(®*f) - przeciaganie jest przemienne z operacja rézniczki d,
P (a A B) = (P*a) A (D) - tacznosé

) - cofniecie funkcji to po prostu ztozenie,

Wrzory te pozwalaja policzy¢ cofniecie dowolnej k-formy rézniczkowe;.

Przyktad: Dla @ : (r,¢) — (z = rcosp,y = rsiny) i w = y*dx, aby obliczy¢ ®*w wstawiamy po
prostu wyrazenia x = rcosp i y = rsin ¢ do wzoru na w:

d*(y*dx) = (rsin )?d(r cos ) = r?sin® p(cos @ dr — rsin p dp).

Zadanie 1.
Oblicz cofniecie ®*w dla:

w=zydr+2zdy —ydzi®(u,v) = (uv,u? 3u+v),
w=4xdr+ydy i ®(r,p) = (3rcosp, 2rsin p),

w=uzdy —ydxidP(r,¢) = (3rcosp,2rsinp).

Rozwigzanie:
a)
P*w = wv - u® d(uv) + 2(3u +v) d(v®) — u* d(3u +v) =
=u’ v (vdu+udv)+ (6u+20) - (2u du) —u? - (3 du+ dv) =
= (u® - v* 4+ 12u® + duv — 3u?) du+ (u* - v —u?) dv =
= (u*v? + 9u® + duv) du + (u'v — u?) dv
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b)
Q*w =4 (3rcosp) d(3rcosp) +9- (2rsing) d(2rsinp) =
= 12rcosp - (3cosp dr — 3rsing dy) + 18rsing - (2sinp dr + 2rcos ¢ dp) =
= (367 cos® p + 367 sin? @) dr + (—36r%sin p cos ¢ + 3672 sin ¢ cos ) dy = 36r dr
c)
®*w = 3rcosp d(2rsin ) — 2rsinp d(3rcosp) =
=3rcosp - (2sinp dr + 2rcos dp) — 2rsing - (3cos@ dr — 3rsing dp) =
= (61 sin ¢ cos p — 6sin p cos ) dr + (61* cos® p + 6r%sin ) ¢ = 6r° dyp

Zadanie 2.
Zmajdz cofniecie ®*w dla ®(u,v) = (uv,u?, 3u+v), w = ydz + x dz.
Rozwigzanie:
Mamy

P*w = u? d(uv) +uwv d(3u+v) = v - (u dv + v du) + uv - (3 du + dv)

Zadanie 3.
Znajdz ®*w dla ®(u,v) = (x = wv,y = v,z = 3u+v), w = ydr A dz.
Rozwigzanie:
Mamy
d*w = v?d(uww) A d(3u + v) = v?(udv + vdu) A (3du + dv) =
= u*[3udv A du + udv A dv + 3vdu A du + vdu A dv] =
= u?(v — 3u)du A dv.
Zadanie 4.

Oblicz cofniecie formy w = dz A dy A dz za pomoca odwzorowania ®(u,v) = (z = uv,y = u?, 2z =

3u + v). Uzasadnij wynik bez wykonywania obliczeri.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze odwzorowanie ® prowadzi z R? do R3. Wobec tego ®*w € Q3(R?) = 0.

Zadanie 5.

Oblicz cofniecie *w dla § = %, O(r, ) = (rcos,rsinp).
Rozwigzanie:

Mamy

®*0 = r cos(p)d(rsin(p)) — rsin(p)d(r cos(p)) =

T cos(p)(sin(p)dr + rcos(p)dy) — rsin(p)(cos(p)dr — rsin(p)dy) _ r? dp _dp

Zadanie 6.

Znajdz postaé formy w = Zotudy

e we wspolrzednych biegunowych ®(r, p) = (1 cos , rsin p).
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Rozwiazanie:
Mamy
O*0 = rcos(p)d(rcos(p)) + rsin(p)d(rsin(p)) =
_rcos(p)(cos(p)dr — rsin(p)dp) + rsin(p)(sin(p)dr +rcos(p)dyp)  rdr dr _ d(Inr)
T

72 72

Zadanie 7.
Oblicz forme dx A dy we wspolrzednych biegunowych (x = rcos p,y = rsin ).
Rozwigzanie:
Mamy
O*(dx A dy) = d(r cos(p)) Ad(rsin(p)) =
= (cos(p)dr — rsin(p)de) A (sin(e)dr + rcos(p)dyp) =
= rcos?(p)dr A dp — rsin®(p)de A dr = rdr A dp
Zadanie 8.
Oblicz cofniecie formy w = dzAdyAdz za pomoca odwzorowania ®(r, ¢, ) = (r cos p cos 3, 7 sin ¢ cos 3, 7 sin )
Rozwigzanie:
Mamy

O*(dx Ndy Ndz) = d(rcosacos ) Ad(rsinacos 8) A d(rsinf3)

Policzmy rozniczki poszczegolnych czesci
d(r cosacos ) = cosacos f dr — rsinacos § do — recosasin 5 dff =: DX

d(rsinacos B) = sinacos 5 dr + rcosacos f da — rsinasin 8 df =: DY
d(rsinf) =sinf dr+0da+rcosf df =: DZ

Woéwcezas
O*(dx NdyNdz) = DX ANDY NDZ = (DX ANDY)ANDZ

Wymnazamy i porzadkujemy wyrazy podobne korzystajac z tego, ze dx; A dx; = —dx; A dz; oraz
dx N\ dr = 0. Mamy

DX ADY =rcos? S dr Nda+0dr AdS +r?sinBcos B da AdB =: DXY

Teraz
O*(dx Ndy Ndz) = DXY NDZ

Jesli w jakims$ wyrazeniu pojawi sie wyrazenie zawierajace dx A dx, to calo$¢ zerujemy, zatem
DXY ANDZ =r?cos® B dr Ada A dfS + r?cos Bsin® B da A dB A dr

Wyrazenie (o, 3,r) jest dwukrotnym zastosowaniem transpozycji do wyrazenia (r,a, ), zatem
da NdS Ndr=dr A\da A dj, skad

®*(dx Ndy ANdz) = DXY ANDZ = r?cos® 3 dr Ada A dB +r*cos Bsin® B dr Ada A dfB =

= r?cos B(cos? B + sin? B)dr A da A dff = r? cos 8 dr A do A df3
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Twierdzenie: Rozwazmy dyfeomorfizm ® : V' — U, krzywa zorientowana I' C V i forme

w e QYU). Wowczas
/@*w = / w,
r o(T)

gdzie orientacja krzywej ®(I") jest indukowana z I".

Dowo6d. Rozwazmy dowolng parametryzacje krzywej I', powiedzmy 7 : [a,b] — V. Wowcezas
v :=®(n) : [a,b] = U jest parametryzacja krzywej ®(T"). Z definicji:

[D um /[ @O (0]
_ /[ b}w(é(n(t)))[dn(t)fb[n'(t)]]-

Zauwazmy, ze w ostatniej czeSci mamy wyrazenie postaci w(n(t))[n'(t)], gdzie w(x)v] =
w(P®(z))[dP[v]], a wiec doktadnie w = ®*w. Stad:

[M)w = /[ KOOI e

Zadanie 9.
Oblicz

a) wd(sin(z?y)) + yd(cos(zy?))
b) efwfy+zd(ew+y+z)

c) d(z'zddx® A dzt)

4 o ()

Zadanie 10.
Obliczy¢ przeciggniecie elementu dys A dy; € A?(R3)* za pomoca przeksztalcenia liniowego T :
R* — R3 zadanego macierza (w bazie standardowe;)

1001
T=(0 10 1
0011
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Cwiczenia 20

Catka z k-formy po zorientowanej rozmaitosci k-wymiarowej, twierdzenie Stokes’a

Definicja: Powiemy, ze dwie uporzadkowane (kolejnosé wektorow jest waznal!) bazy (vq, ..., vg)
oraz (wy, ..., wg) zadaja te sama orientacje przestrzeni wektorowej V', gdy wyznacznik macierzy
przejscia miedzy nimi jest dodatni. Gdy wyznacznik ten jest ujemny, powiemy, ze orientacje obu
baz sa przeciwne. Kazda przestrzen wektorowa ma zatem dwie kanoniczne orientacje.

W przypadku przestrzeni euklidesowej R¥ mozemy moéwié o orientacji standardowej zadanej
przez uporzadkowana baze kanoniczng (eq, e, . . ., €x).

Przyklad. Rozwazmy R? ze standardowa orientacja (ej, e, €3). Baza uporzadkowana (ey, e3, es)
ma przeciwng orientacje, gdyz macierz przejécia miedzy tymi bazami, a wiec

o O =
_ o O
o = O

ma ujemny wyznacznik. Z kolei baza uporzadkowana v; = [2,1,0], v, = [3,0,0], v3 = [0,0, —4]
zadaje te sama orientacje co standardowa, gdyz odpowiedni wyznacznik macierzy przejscia

21 0
3 0 0
00 —4

wynosi 12 i jest dodatni.

Orientacja rozmaitosci rézniczkowej to wybor orientacji w kazdej jej przestrzeni stycznej, tak aby
wszystkie te orientacje byty ze soba zgodne.

Definicja: Orientacje rozmaitosci rézniczkowej nazywamy lokalnie zgodnym wyborem orienta-
cji jej wszystkich przestrzeni stycznych. Intuicyjnie rozumiemy, ze wybrane orientacje zmieniaja
sie w sposob ciagly od punktu do punktu. Formalna definicja wymaga wprowadzenia pojecia
atlasu zorientowanego. Nie wszystkie rozmaitosci da sie zorientowa¢ (np. wstega Mobiusa). Te,
ktore dopuszczajg orientacje, nazywamy orientowalnymi.

Twierdzenie: Kazda rozmaitosé bedaca brzegiem innej rozmaitosci (jak rowniez kazda podroz-
maitosé takiego brzegu) jest orientowalna. Na przyktad sfera 2-wymiarowa jest orientowalna, bo
jest brzegiem kuli 3-wymiarowej. Podobnie, gorna potsfera jest orientowalna jako podrozmaitosé
na takim brzegu.

Jesli M jest rozmaitoscia orientowalna i spojna, to jej orientacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez podanie orientacji jej dowolnie wybranej przestrzeni stycznej 7, M.

Inaczej o orientacji powierzchni
W przypadku powierzchni dwuwymiarowej S C R? czesto méwi sie, ze jej orientacja to wyboér pola
wektorow normalnych do S. Mianowicie, jesli (vy, v9) jest uporzadkowang baza przestrzeni stycznej
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T,M zadajaca orientacjg, to iloczyn wektorowy vy X vy jest wektorem prostopadlym zaréwno do
vy jak i v9, a wiec do calej rozmaitosci S w punkcie p. Po znormalizowaniu dostajemy wektor

jednostkowy
V1 X V2
n,=——.

T o x v
Wybér jednego z dwoch jednostkowych wektoréow prostopadlych n, lub —n, jest réwnowazny z

wyborem orientacji w punkcie p.

Definicja: (Caltka z k-formy rézniczkowej) Dla zbioru otwartego U C R* z kanoniczng orien-
tacja [e1, . .., ey definiujemy

/Uf(x)dxl/\.../\d:vk:/Uf(m)dk:(x),

czyli catka z k-formy f(x)dxy A ... A dxy pokrywa sie ze standardowa catka Lebesgue’a, z
doktadno$cia do zmiany znaku przy innym wyborze orientacji. Forme dzq A . .. A dzy nazywamy
forma objetosci.

Calke z formy rézniczkowej na podrozmaitosci definiujemy przechodzac od krzywych do ptaskich
wspotrzednych. Niech S C R" bedzie k-wymiarowa podrozmaitoscia zorientowana. Catke z k-
formy a € QF(R") na rozmaitosci S definiujemy jako

/oz—/@*a,
s U

gdzie @ : U — R” jest dowolng parametryzacja S = ®(U) zgodna z orientacja S. Zgodnosé
orientacji na U i na S oznacza, ze jesli (vy,...,vx) jest wybrana orientacja na U, to baza
uporzadkowana (d®[vq],...,dP[vg]) jest zgodna z wybrana orientacja S.

Standardowe zadanie na policzenie | gw, gdzie S C R" jest k-wymiarowa zorientowana rozmaito-
Scia, a w € QF(R™) jest k-forma rézniczkowa, robi sie nastepujaco:

1. Znajdujemy parametryzacje ® : R¥ 5 U — R", taka ze ®(U) = S.
2. Liczymy cofniecie ®*w.
3. Liczymy calke fU d*w tak jak zwykta catke Lebesgue’a.

4. Uzgadniamy orientacje U z orientacja S i ewentualnie zmieniamy znak w powyzszej catce:
/ w== / D w.
s U

Zadanie 1.
Rozwazmy dwuwymiarowa rozmaitos¢ zorientowana S C R? i niech F' = (f, g, h) : R* — R? bedzie
polem wektorowym, zas ngp = fdy ANdz — gdx N dz + hdx A dy. Wykaz, ze

/S e = / (F(x),n(2)) dory(),
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gdzie o9 oznacza miare powierzchniowa na S, za$ n(z) to wektor normalny zewnetrzny (a wiec
zgodny z wybrang orientacja) do S w punkcie x € S.

Rozwigzanie:

Przypomnijmy, ze zajmowali$my sie juz forma np otrzymujac wzor ng(z)v,w] = (F(z),v X w).
Ustalmy dowolng parametryzacje ® : R? D U — R3, S = ®(U) i przyjmijmy, ze standardowa
orientacja wspolrzednych y = (y1,y2) na U jest zgodna z wybrana orientacja S. Mamy (®*ng)(y) =
&(y)dyy A dy, dla pewnej funkcji € : R? — R. Z definicji

/an/<1>*77F=/§(y)dy1/\dy2=/f(y)d2
S U U U
Zauwazmy teraz, ze

§(y) = E(W)dyiNdysle, ea] = (1) (y)[er, €2] def. cofnigeia = np(P(y))[dPy[er], dPy[e:]] = (F(D(y)), dPyle: ]

Z zalozenia baza uporzadkowana (d®,e;], d®,[es]) jest zgodna z orientacja, a zatem skoro iloczyn
wektorowy to wektor prostopadty do pary wektoréw o dtugosci réwnej polu réwnolegtoboku przez
nie rozpiete, mamy

d®,ler] x d®yler] = n(P(y)) - G(dDy[eq], dPy[e2]),

gdzie G(-) to znany nam juz wczesniej wyznacznik Grama. Ostatecznie

/ e = / £y / (F(@(y)), n(®(y)))-G(dD, e], dB, es])d%y wzor na miare pow. = / (F(x), n(x))do’

Zadanie 2.
Dla pola wektorowego F(z,y,z) = (2? + y* 4+ 2%,0,0) oraz obszaru Q = [0, 1]?, policz niezaleznie
od siebie calki

/ (> +y* + 2% dy Adz  oraz / (F,n) dos,
Ge) )

gdzie n to wektor normalny zewnetrzny. Brzeg 02 ma orientacje indukowana z ze standardowej
orientacji kostki  w R3.

Zadanie 3.

Oblicz catke z formy w = x dyAdz+y dzAdx+z dz Ady po sferze S = {(x,y,2) € R® |22 +9*+22 =
a’}. Przyjmujemy, ze orientacja S jest zadana przez wybor bazy uporzadkowanej (e, e.) w punkcie
(1,0,0). Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwiazanie:
Zacznijmy od znalezienia parametryzacji sfery. Naturalnym kandydatem jest parametryzacja sfe-
ryczna @ : (¢, f) — (x = acospcos B,y = asin¢cos B,z = asin 3), gdzie U = (0,27) x (—E E)

272
jest dziedzing parametryzacji. Mamy ®*w = a3 cos Sd¢ A dfS. Przyjmijmy na razie, Ze orientacja w

U jest wyznaczona przez baze (ey, eg) (czyli, ze ¢ jest pierwsza wspotrzedna, a § druga). Wowczas

—_— 3 _ 3 2 _ 3
/UCDw—/Ua cos Bdp NdS = a /Ucosﬂd (¢, B) = 4ma”.

Na koniec zastanéwmy sie, jak sie ma wybrana orientacja w U do orientacji na S. W tym celu
zobaczmy, na co przechodza wektory bazowe e, i eg przy d®(0,0) (wybieramy punkt (0,0), bo
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®(0,0) = (1,0,0), a wiec jest to przeciwobraz punktu, w ktorym zadaliSmy orientacje). Prosty
rachunek daje nam d®g[e,] = a0, 1,0] = ae, 1 d®yles] = a[0,0, 1] = ae,. Jak wida¢, baza (ae,, ae,)
zadaje te samg orientacje co baza (e, e,), a wiec nie musimy zmienia¢ znaku w calce.

Zadanie 4.
Uzywajac podstawienia walcowego:

D (p,2) = (r=Va?—2%cosp,y =Va? — 22sing, z = z),

oblicz catke z formy w = xdy A dz + ydz A dx + zdx A\ dy po wycinku sfery A = {(x,y,2) €
R3 |22 +9* + 2% = a2z > 5} Orientacje A przyjmujemy tak, jak we wczesniejszym zadaniu.
Zaktadamy, ze o > 0.

Rozwigzanie:
Policzmy cofniecie ®*w.

d*w = Va2 — 22cos pd(Va? — 22sin @) A dz + Va? — 22sin ¢ dz A d(vVa? — 22 cos ¢)
+ zd(Va? — 22cos ¢) A (Va2 — 22sin¢) =
= Va2 — 22cos ¢ (Va2 — 22cos ¢ dg) Adz 4+ Va2 — 22sinpdz A (—Va2 — 22sin ¢ dep)+
+ 2 (cos pdva? — 22 — Va? — 22sin ¢ dg) A (sinpdva® — 22 +Va? — 22 cos pdo) =
= (Va2 = 22)2dp A dz + 2(Va® — 22 cos® g dVa® — 22 A dp+-
— Va2 = 22sin? ¢do A dva? — %) =

= (a® — 2 dp Ndz — 2vVa? — 22 dp A <;(—Z)d2) =

a2 — z2

=a’dp Ndz

Teraz wykonajmy calowanie po dziedzinie parametryzacji U = {(¢,2)|¢ € (0,27),2 € (5,a)},
przyjmujac, ze (eq,€,) jest orientacja na U:

/q)*w:/a2d¢/\dz:/a2d2(¢,z):7ra3.
U U U

Zastandéwmy sie teraz nad zgodnoscig przyjetej orientacji U z orientacjg A. Zobaczmy, na co prze-
chodza wektory bazowe ey oraz e, przy d® w punkcie p = (¢ = 0,z = a/2). Prosty rachunek daje
nam

1
@,0] oraz ve =d®d,le,] = {—— 0 1] :

vy =dd, [ey] = [O, 5 70

V3a
3 Y
orientacje zgodna ze standardowa orientacje sfery.

Ich iloczyn wektorowy vy X vy to [ 0, %} jest skierowany na zewnatrz, a zatem przyjeliSmy
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Twierdzenie: (Stokes’a ) Niech M C R" bedzie (k+ 1)-wymiarowa zorientowana rozmaitoscia
7 brzegiem M. Rozwazmy k-forme w € QF(R™). Wowczas

/dw:/ w,
M oM

gdzie M ma naturalng orientacje dziedziczona z M:
ory = {n,orgy}-

n oznacza tutaj wektor normalny do brzegu OM skierowany na zewnatrz M.

Zadanie 5.

Oblicz catke z formy w = z dy Adz+ysin zdz Adx+ (z+ 1) dz Ady po rozmaitosci M zdefiniowanej
jako czesé powierzchni 2% +1? = cos? z zawartej pomiedzy plaszczyznami z = 0iz = 7 z orientacja
wyznaczona przez baze {e.,e,} w punkcie (0,1,0) € M.

Rozwigzanie:
Bedziemy catkowaé po zbiorze M = {(z,y,2) € R*|2? + y* = cos®z,z € (0,%)}, ktory tatwo
sparametryzowac:

D (p,2) — (x=coszcosp,y = coszsiny, z),

gdzie (¢,2) € U =[0,27] x [0, Z]. Policzmy pullback:

$*w = cos z cos @ d(cos zsin ) A dz + cos zsin psin z dz A (cos z cos @)

+ (2 + 1) d(cos zcos ) A (cos zsin p)

= [cos z (1 4 z + cos z) sin zsin” ¢ + (cos z + cos” p(1 + 2))sin z) | dp A dz.

Policzmy catke z tej formy, przyjmujac ze orientacja na U jest dana przez (e, e,):

/ O*'w = / [cosz ((1+ z + cos z) sin zsin® ¢ + (cos z + cos® (1 + z)) sin z) | dpdz =
U U
1
= 5,732 - 2v/2 + 37).

Zadanie 6.
Korzystajac z twierdzenia Stokes’a oblicz catke z formy w = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy po

a) sferze S = {(z,y,2) € R | 2?2 + y*> + 22 = a?}
b) wycinku sfery A = {(z,y,2) € R* [ 2 +¢* + 2* = a®,z > §}.

Przyjmujemy, ze orientacja S 1 A C S jest zadana przez wybor bazy uporzadkowanej (e,,e,) w
punkcie (a,0,0). Zaktadamy, ze a > 0.

Rozwigzanie:
Mamy dw = 3 dz A dy N dz.
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a) Zalozmy, ze S jest brzegiem kuli B = {(z,y,2) € R*|z? + y* + 22 < @*}. Przyjmujemy
standardowa orientacje (e, e, e,) w R?. Wowcezas:

/dw:/Bd:c/\dy/\dz:S/d3(:c,y,z):3)\3(3):47ra3.
B B B

Z drugiej strony, z twierdzenia Stokesa:

/dw:/ w,
B S=0B

przy czym orientacja S musi byé¢ indukowana z wybranej przez nas orientacji standardowe;j
w R3. Zatem szukana calka wynosi:
/ w = +4mra®,
5

przy czym znak plus bierzemy, jesli orientacja indukowana jest taka jak w tresci zadania, a
minus gdy jest przeciwna. Latwo zauwazy¢, ze baza (e,, ey, €,) jest zgodna ze standardowa
orientacja R3. Ponadto pierwszy wektor e, jest wektorem normalnym do S w punkcie (a, 0,0)
skierowanym na zewnatrz kuli, za$ pozostale wektory e, i e, sg styczne do S. Wobec tego,
baza uporzadkowana (e, e,) w punkcie (a,0,0) wyznacza orientacje S = 0B indukowana ze
standardowej orientacji R3. Jest to ta sama orientacja, co w zadaniu, zatem:

/w = +47a’.
s

To samo mozna przedstawi¢ inaczej: standardowa orientacja kuli B indukuje orientacje
brzegu 0B = S "na zewnatrz". lloczyn wektorowy wektoréw bazowych w punkcie (1,0,0)
zadajacych orientacj¢ S, czyli e, i e, to e, réowniez jest skierowany "na zewnatrz", nie ma
zatem potrzeby zmieniania znaku.

Zadanie 7.
Oblicz catke z 2-formy

w= -2 dyNdz+ (z —x)dz Ndw + (222 — y) dz A dy

po powierzchni M powstatej w wyniku obrotu cykloiody opisanej parametrycznie x(t) = ¢t — sint,
y(t) =0, z(t) = 1 — cost, gdzie t € [0, 7] wokot prostej x = 7, y = 0. Wektor normalny zewnetrzny
do M w punkcie (r,0,2) to [0,0,1].

Zadanie 8.

Oblicz catke z formy o = xdy N dz po poldéwce torusa sparametryzowanej nastepujaco: x =
(4 + cosa)cosf, y = (4 + cosa)sinb, z = sina, gdzie a € [0,27] i § € [0, 7. Przyjmujemy, ze
orientacja torusa jest dziedziczona z orientacji da A df.

Zadanie 9.

Rozstrzygnij, czy 2-forma w = (zdy —yda) N(ude—wdu)

@)+ 0?)

jest zamknieta? Czy jest doktadna?

Rozwigzanie:

Forma jest postaci w = aAf gdzie da = 0 = df. Wobec d(aAf) = daAftaAdf zachodzi dw = 0.
Pokazemy, ze forma nie jest zamknieta. Rozwazmy rozmaitoéé T = St x S? C R*. Wobec 9T = 0),
gdyby zachodzito w = dn, mielibysmy z Twierdzenia Stokesa [.w = [.dn = [, n = 0 Tymczasem

fT“’ = fSlel aNp= f51 o - f51 B ==x(2m)>
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Seria 7 (AM 2.2)

Przemystaw Ohrysko
10 czerwca 2021

Zadanie 1. Obliczy¢ calke

// dyNndz dzANdx dxAdy
+ + ,
(P4) T y z

gdzie P = {(x,9,2) : 1 < z < 2, 22 = 22 + y?}, a symbol (P, +) oznacza po-
wierzchnie P zorientowang tak, ze jej strona dodatnia jest ”widoczna” z punktu
(0,0, —1).

Rozwiazanie. Niech w bedzie formaq wystepujgcq w tresci zadania. Wowczas

1 1 1 1 1 1
dw = <—2dx Ady N dz)+<—2dy Adz A d:c>+<—2dz Adx A dy) = =— (2 + =+ 2) dxNdyNdz.
x Y z x Y z

Prayjmigmy S = {(z,y,2) : 1 < 2 < 2, 22 > 22 +y?} Z twierdzenia Stokesa

dy Nd dzNd dx Nd 1 1 1
// y/\z+ Z/\CC+ x/\y/<2+2+2)d’l}dydz
P+ T Y z s \7T Yy z
2
1 1 1
:_/ (/ <2+2+2)dmdy>dz:
1 a24y?<z2 \T Y Z
2 z 27
1 1 1
= - dad —_ 2 dz =
/1 (/0/0 <T2cos2a+r2sin2a)rar+22 WZ) &
2 z 27
1 1
:_/ ((/ dr)-(/ .2da>+7r)dz:
1 o T o sin” acos? o

Sytuacja jest podejrzana, bo catki wychodzq rozbiezne. Wynika to stqd, Ze pro-
bowalismy zastosowaé twierdzenie Stokesa do formy, ktora nie jest dobrze okre-
slona na calej rozmaitosci z brzegiem.

Musimy wobec tego odwolaé sie do definicji. Wowcezas ¢ : (—m,m) x (1,2) — P
okreslone wzorem:

o(a,r) = (rcosa,rsina,r)

jest parametryzacjqg naszego fragmentu stozka. Zgodnie z definicjg musimy poli-



czyc:

prw =
L (d(rsina) Adr) + —— (dr A d(rcosa)) + - (d(rcosa) A d(rsina)
= ‘ln [ a — Q ‘ln —
oo (dlrsina 0 el C Ly 7 COS (v ~ (d(rcosa rsina
1
= (sin adr + 7 cos adar) A dr+
7 COS (v
+———dr A (cosadr — rsin ada) +
rsina
1
+— (cosadr — rsinada) A (sin adr + 7 cos ada) =
,
= (1+1 —cos2a—sin2a) da Adr =da A dr.
Wobec tego

T 2
// dy/\dz+d2/\dx+dx/\dy:/ / dadr = 27.
(P4) x Yy z —mJ1

Zadanie 2. Niech W = {(z,y,2) : 22 +y? < 1,22 < 1}, P = OW i niech (P, +)
oznacza P 7 orientacja wyznaczona przez zewnetrzny wektor normalny do P.
Obliczy¢ catke

// (2% + y*)dy A dz + dz A dz + dx A dy.
(P+)

Rozwiazanie. Niech w oznacza forme z tresci zadania. Liczymy jej rézZniczke
zewnetrzng: dw = 3x?dx A dy A dz. Zauwwazamy, ze nasz zbiér W to po prostu
walec, wiec z twierdzenia Stokesa:

// (x3+y3)dy/\dx+dz/\dx+dx/\dy:3/ z?drdydz =
(P+) w

1 1 pom
=3. / (/ x%xdy) dz=6- / / (r cos a)?rdadr =
-1 z24y2<1 0 J0
1 2 1 3
:6-(/ r‘%lr)-(/ cos2ada>:6-~ﬂ':7r.
0 0 4 2

Zadanie 3. Obliczy¢ caltke z (k — 1)-formy
.’EjdiCl /\.../\dxi,l/\dxi+1/\.../\dxk dla 1,] € {1,,k}
po (k — 1)-wymiarowej sferze {x € R” : ||z||2 = 1} z orientacja zewnetrzna.

Rozwigzanie. Oznaczmy forme wystepujace w zadaniu przez w; ;. Jesli i # j,
to tatwo stwierdzamy, Ze dw; ; = 0, wigc z twierdzenia Stokesa:

/ Wi.5 = / dwiyj =0.
0B(0,1) B(0,1)



Jesli i =7, to
dw]'J = dl’j /\dl’l/\. . ./\d:ﬂj_l /\d’lj‘j+1/\. . ./\dl’k = (71)j71d’$1/\d$€2/\. . /\dl’k

Calka z k-formy po otwartym podzbiorze RF to z definicji zwykla calka Lebesgue’a
oraz mamy do czynienia z naturalna orientacjg, co daje:

/ Wy = / dwm = (—1)j_1/ driNdzaN. . Ndxy, = (_1)]’—1)%(3(07 1))
8B(0,1) B(0,1) B(0,1)

Zadanie 4. Niech T oznacza torus powstaly w wyniku obrotu okregu o pro-
mieniu 7 i $rodku (13,0, 0) lezacego w plaszczyznie o réwnaniu y = 0 wokél osi
OZ. Torus jest zorientowany tak, ze dodatnia strona jest widoczna z zewnatrz.
Zmalezé

/(xdy ANdz +ydz A dy + zdz A dy).
T

Rozwigzanie. Niech w bedzie formaq wystepujgcqg w zadaniv. Wowczas dw =
2dx N dy A dz. Zatem z twierdzenia Stokesa:

/ (xdy ANdz + ydz ANdy + zdx A dy) = 2/ dxdydz = 2 3(pelny torus).
T

pelny torus
Fatwo sprawdzié, ze \3(pelny torus) wynosi 272 - 13 - 72,
Pierwotna formy w nazywamy taka forme 7, dla ktérej zachodzi w = dn.

Zadanie 5. Znalez¢ wszystkie 1-formy pierwotne 2-formy
w=(z+y—2)dy ANdz+ (y + 2)dz A dx + (2 — 22)dz A dy.
Rozwiazanie. Sprawdimy na poczqtek rozniczke zewnetrzng formy w:

do=dx NdyANdz+dy Ndz Ndx —2dz Ndx N\ dy =
=dr NdyANdz+de Ndy Ndz —2dx Ndy N\ dz = 0.

Zatem w jest zamknieta. Z ogdlnych twierdzeri (np. Lematu Poincare) wynika,
Ze w jest zupelna, co zapewnia istnienie formy pierwotnej n. Skoro w € Q?(R3),
to spodziewamy sie, ze n € QY(R3). Zalézmy, ze znaleflismy juz pewng 1-forme
No spetniajgcqg warunki zadania oraz niech n bedzie dowolng jednoformg takg,
ze dn = w. Wowczas d(n —no) = 0, wiec n — no jest forma zamknietq. Znéw
tatwo mozemy wywnioskowaé, iz jest to forma zupeina (lemat Poincare). Zatem
ma 0-forme pierwotng, czyli jest rozniczkq funkcji. Stgd n = ng + dF, gdzie
F € CY(R3). Pozostaje wobec tego znaleZé ny. Prébujgc rozwigzaé to zadanie
w pelnej ogélnosci musielibysmy rozwigzaé dosé skomplikowany uklad rownan
rézniczkowych czgstkowych. Zaldzmy jednak, ze 19 ma pewng szczegolng forme:

no = f(x,y, 2)dz + g(z,y, 2)dy, gdzie f,g € C'(R?).



Wowczas

dno = fydy Ndx + f.dz Ndx + gedz ANdy + g.dz ANdy = (9 — fy)de ANdy + f.dz Ndx — g.dy Ndz =
=w=(x+y—2)dyAdz+ (y + 2)dz A dx + (2* — 22)dx A dy.

Sted f, = y + Z,chyli f=yz+ § + w(z,y). Dalej —g, = = +y — 2z, wiec
g=—xz—yz+ % +v(z,y). Podstawiamy to wszystko do ostatniego rownania
1 mamy:
1‘2722’:_9377]2 =2+ Uy — 2 — Uy, c2yli vy — Uy =22,
Przykladowym rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego jest para v(x,y) =
%, u = 0. Zatem ostatecznie wszystkie formy pierwotne dla w sq postaci
2 52 3

(yz + % + Fp)dz + (—xz —yz + 5+ % + F,)dy + F.dz, gdzie F € C*(R?).

Definicje ”strumienia pola przez powierzchnie” znajdziecie po sformutowaniu
Lematu 7.55 w skrypcie dziekana Strzeleckiego lub na stronie 220 skryptu Pana
Krycha.

Zadanie 6. Niech M = {(x,y,2) : 22 + y?> + 22 = /z > 0}. Udowodni¢, ze
zbiér M jest homeomorficzny z dwuwymiarows sfera. Czy M jest rozmaitosé
klasy C'? Na M wybieramy orientacje wyznaczona przez zewnetrzny wektor

normalny. Obliczy¢ strumien pola F' = [£, £, /2] przez powierzchni¢ M.
Zadanie 7. Niech M = {(z,y,2) : (z —2)?2 +4y> = (1 -2)%, 0 < 2z < 1}.

Obliczy¢ strumien pola wektorowego F' = [x,y — 1,z + 1] przez powierzchnie
M, ktére orientacje wyznacza grad((z — 2)? + 4y — (1 — 2)?).

ST

Rozwigzanie. Niech G = {(z,y,2) : (v — 2)? + 4> < (1 —2)%, 0 < 2z < 1}.
Wowczas M = 0G. W tym przypadku gradient wyznacza nam zewnetrzny wektor

normalny. Niech H(z,y,2) = (z — 2)? +4y? — (1 — 2)%. Wobec tego jednostkowy

wektor normalny zewnetrzny wyraza sie wzorem: v = W. Szukanym

wyrazniem jest
N
/ < F,v > dos.
M

7 twierdzenia Gaussa o dywergencji mozemy zamiast niego liczyc:
. —
/ div( F)dAs.
G

Teraz div(?) =z4+y—1+z+1=x+y+ 2. Zatem zajmujemy sie calkq

1
/(:c+y+z)d>\3 :/ / (x+y+ z)dxdy | dz.
G 0 \J(zy):(z—2)2+4y2<(1-2)?



Policzmy calke wewnetrzng za pomocq podstawienia x = rcosa+z, y = gsina
(z jest ustalone). W tych wspdlrzednych nasz zbidr przyjmuje postaé {(a,r) :

a € [—-m,7],r € [0,1 — z]}. Jakobian tego przeksztalcenia to 5. Mozemy zatem

5
przystgpi¢ do rachunkow:

/ (x4 y+ z)dedy =
(z,y):(x—2)+4y2<(1-2)?

™ 11—z
:/ / (rcosa+z+gsina)gdadr+z)\2 {(z,y) : (=2 +4y° < (1 —2)?}) =
—m JO

- gz(l )24 g(1 — )2

Pozostaje wyliczyé teraz catke do kornca:

™

2/01(1—22)(1—2)dz—g/()1(1—2—22+23)dz—

_m(y 1 1 1\ _o5n
) 2 3 4) 12

— —
Zadanie 8. Niech F' = [yz, 23z, e?]. Obliczy¢ strumien pola rot F' przez po-
wierzchnie boczng walca 22 +y? = 1, zawarta miedzy plaszezyznami 2z +y+2z =
2 oraz z = 5, zorientowana przez pole [z, y, 0].

Rozwiazanie. Znéw mamy orientacje wyznaczong przez zewnetrzny wektor
normalny. Niech W oznacza powierzchnie z tresci zadania. Z klasycznego twier-
dzenia Stokesa mamy rownosé:

N
/ <F,7'>d01:/ <rotF,v > dos.
ow w

Tutaj v to wektor normalny zewnetrzny.

rot F = ((e%)y — (2°2)2, (y2)2 = (%) (2°2)2 — (yz)y) = (—a?,y, 2(32% — 1)).
T to wektor jednostkowy styczny do OW , ktdre jest sumq krzywych.
Zadanie 9. Obliczy¢ [,, [(1 +sinx)dy A dz — y cos zdzx A dz], gdzie

0
M= {(x,y,z) cyP + 22 =(1—sinz)?, 0<x < Z}’
przy czym rozmaito$¢ M jest zorientowana ”na zewnatrz” tzn. dodatnio jako
fragment brzegu obszaru G = {(z,y,2) : y? + 2% < (1 —sinz)?, 0 <z < T}.

Rozwiazanie. Mamy orientacje dodatnig, wiec z twierdzenia Stokesa nasza
catka wynosi:

/ 2 cos xdrdydz = 2/4 cos T / dydz | dx =
G 0 y24+22<(1—sinx)?

= 277/4 cosz(l —sinz)? = %(7\/5—6).
0



Zadanie 10. Znalez¢ strumien przeplywu pola wektorowego F'(z,y, z) = (zze*¥, —yze™, z)
przez powierzchnie

{(2,y,2) : 5a? + 2y + 62° + 2zy — 2yz — 2220 = 89, 2 > 0}

jest zorientowana "na zewnatrz” (zewnetrznym wektorem normalnym w punkcie

(—1,—4,2) jest ﬁ(—ll,—ll,l?)).

Zadanie 11. Pole wektorowe v : R? — R? dane jest wzorem
v(x,y,2) = [yz, 2zz, arc tg(zyz)].
Obliczy¢ strumien pola wektorowego w = rotv przez powierzchnie
M = {(z,y,2) € R®: 2% + y* —4dcosz —cos® 2z = 4, |z| < 7},
ktérej orientacje wyznacza wektor (1,0,0) prostopadty do T(; o ) M.
Zadanie 12. Obliczy¢ calke z formy rézniczkowej
w=(z+y*)dy Adz + (y + 2*)dz Adz + (2 + 2*)dz A dy

po zorientowanej powierzchni

M = {(z,y,2) : (z® + > + 22+ 3)* = 16(2* + v?), y > 0},

ktoérej strona dodatnia jest wyznaczona przez wektor [0, 1, 0], prostopadly do M
w punkcie (0,3, 0).

Rozwiazanie. Trzeba sprawdzié, czy mamy do czynienia z orientacjq dodatniq
czy ujemng. Dokonamy tego sprawdzajgc, czy wektor [0,1,0] jest normalnym
wektorem zewnetrznym, czy wewnetrznym. Przede wszystkim musimy znalezé G
takie, Ze 0G = M. Nietrudno stwierdzié, ze

G={(z,y,2): (2®+y* +2°+3)> <16(z* +¢?), y > 0},

9dyz w przeciwnym wypadku nasz zbior bylby nieograniczony. Aby rozwiktaé kwe-
stie orientacji "idziemy” z punktu (0,3,0) zgodnie z wektorem [0,1,0] i patrzy-
my, czy wychodzimy ze zbioru czy tez nie. Wobec tego podstawiamy punkt postaci
(0,3 +¢,0) i stwierdzamy, iz nie nalezy on do G, czyli rozpatrujemy orientacje
dodatnig. Niech w oznacza forme, ktérg mamy catkowaé. Liczymy jej rozniczke
zewnetrzng:

dwv=dxNdyNdz+dy Ndz Ndx+dzANdx ANdy = 3dx ANdy A dz.

Zatem z twierdzenia Stokesa:

Teraz zauwazamy, ze G to pelny torus i stosujemy requte Pappusa-Guldina.



Zadanie 13. W przestrzeni R? danych jest pie¢ punktéw A = (1,0,0), B =

(0,1,0), ¢ = (0,0,1), D = (1,1,0), £ = (1,1,1). Rozwazamy powierzchnie

wielo$cienna, utworzong przez tréjkaty ADE, DBE, BCE i CAFE (rozmaito$é
Yz

z kantami). Niech F = [xz, —yz, \/ﬁ] Obliczy¢ przepltyw pola rot(?)
r24y2+z

przez te powierzchnie, ze strony ujemnej ("widocznej” z punktu (%, %, %)) na

dodatnig.

Zadanie 14. Niech U = {(z,y,2) : 2> + y?> > 0}, H; = {2®> + y?> — 22 =t} dla
kazdej liczby ¢t € R. Znalezé taka 2-forme rézniczkowa w na U, ze je$li p € Hy,
v,w € TpHy, to |w(v,w)| jest polem réwnolegloboku rozpietego przez wektory v
i w. Obliczy¢ calke [, dw, gdzie

G={(z,y,2): 2 +y* <2*10<z <1}

Rozwiazanie. Zaczynamy od znalezienia TpyHy dla p = (x,y,2) € H;. Ponie-
waz Hy; jest zadane jako poziomica, to przestrzen styczng znajdumy tatwo jako
jadro réiniczki funkeji F(xz,y, z) = 2% +y? — 2%:

T,H, = lin ((,0,2), (0, 2,y)) dla = #0,

T,H, =lin((y, —x,0),(0,0,1)) dla z = 0.

Liczymy teraz iloczyn wektorowy wektoréw z bazy dla z # 0:
(2,0,2) x (0,2,y) = (—zz, —yz, 22).

Jego dlugosé to

(=22, —yz,2%)||l2 = V322 + yz2 + 24 = |2]/22 + y2 + 22

Jak pamietamy z geometrii dlugosé iloczynu wektorowego v X w jest rowna polu
rownolegloboku rozpietego przez wektory v © w. Wzorujgc sie na Uwadze 12.47
ze skryptu Pana Krycha szukamy funkcji a,b,c: R> — R takich, ze

(a,b,c) - (—xz, —yz,2%) = 2/22 +y2 + 22.

Po krotkim natezeniu dostrzegamy rozwigzanie i wobec tego nasza forma preze-
tuje sie nastepujgco:

w:—#dy/\dz— Y dz/\dx—i—;dx/\dy.

Va2 +y? + 22 Va2 +y? + 22 Va2 +y? + 22

Powinnismy jeszcze sprawdzié, zZe to dziala dla drugiego przypadku (pomijamy).
Zwracamy vwage, ze ta forma jest dobrze okreslona i gladka na U, a takze na

G. Z twierdzenia Stokesa
/ dw = / w.
G oG

Zauwazimy, ze G jest stozkiem, a wiec OG to powierzchnia boczna stozka oraz
podstawa. Zgodnie z uwagq 12.47 dostajemy wobec tego pole tych dwdch obsza-
row, czyli: Vor + .



Zadanie 15. Obliczy¢ calka z 2-formy
w=y? —2Hdy Ndz + (2 — 2)dz A dx + (222 — y)dz A dy
po powierzchni S w wyniku obrotu cykloidy opisanej parametrycznie:
xz(t) =t —sint, y(t) =0, z(t) =1—cost, 0 <t <7

wokol prostej x = 7, y = 0 (w punkcie (m,0,2) wektorem orientujacym S jest
[0,0,1]).

Zadanie 16. Niech S? oznacza sfere {(x,v,2) : 2% + y? + 22 = 1}, przy czym
orientacje przestrzeni stycznej T(,0,1) Wyznacza para wektoréw (er,es). Niech

(x —2)dy Ndz +ydz ANdx + zdz A dy
3 .
(V=27 +7+22)

Znalesé [, w(x,y, 2) oraz [,, w(x,y, ), gdzie M = {(2,y, 2) : (x—2)*+y*+2* =
1.

Rozwiazanie. Po wykonaniu rachunkow sprawdzamy, ze dw = 0, czyli z twier-
dzenia Stokesa f32 w(x,y,z) = fB(O’l) dw = 0, bo w jest gladkqg formg na oto-
czeniu B(0,1).

W drugim przypadku mie mozemy zastosowaé twierdzenia Stokesa, bo mamy
osobliwosé (punkt (2,0,0) nalezy do M). Niech wobec tego p(a,5) = (2 +
cos acos B,sinacos B,sin 8) dla o € (—m,7), B € (—5,5) bedzie parametry-
zacjg M. Liczymy p*w:

w(z,y,z) =

p*w = cos a cos Bd(sin acos ) A d(sin 3) + sin v cos Gd(sin 3) A d(2 + cos acos 3)
+sin Bd(2 + cosacos B) A d(sinacos 3) =
= cos a cos 3 (cos acos Bda — sin asin Bd3) A (cos BdB)+
+ sin «cos B(cos BdB) A (— sin « cos Bda — cos asin Sd3) +
+ sin B (— sin acos Bda — cos acsin Bd3) A (cos a cos Bda — sin asin 3df) =
= (cos® acos® B + sin® acos® 3 + sin® asin® B cos B + cos® asin® B cos B) da A d =

= (cos® 3 + sin? B cos B)da A dfS = cos Bda A df.

Wystarczy wobec tego policzyé prostg catke:

/2 / cos Bdad = 4.

Zadanie 17. Niech St oznacza polsfere {(z,y,2) : 22 + 32 + 22 =1, z >
0}, przy czym orientacje przestrzeni stycznej T, (0,0,1) Wyznacza para wektor6w
(e1,e2), a orientacje przestrzeni T{o,,0) stycznej do kola DT = {(z,y, 2) : %+
y?> <1, z =0} wyznacza para wektoréw (—ey, €2).

Znalezé [, ((x +y)dy ANdz + (y + z)dz N dx + (1 — 2z)dx A dy).

Znalezé [o. (x4 y)dy Ndz + (y + z)dz A dz + (1 — 2z)dz A dy).



Rozwigzanie. W drugim przypadku mamy do czynienia z orientacjq dodatniq.
Niech w bedzie formag wystepujgcq w zadaniu. Liczymy jej rozniczke zewnetrzng:

dw=dxNdyANdz+dy Ndz Ndx —2dz Ndx Ndy = 0.

Zatem z twierdzenia Stokesa druga calka wynosi zero.
W pierwszym przypadku mamy orientacje ujemng. Niech o(r, ) = (r cos o, —r sin v, 0)
dla o € [0,27], r € [0,1] bedzie parametryzacjq D. Liczymy ¢*w:
p*w=1(d(rcosa) ANd(—rsina)) =
(cos adr — rsin adax) A (—sin adr — 1 cos ader) =

= —rcos® adr A da + rsin® ada A dr = —rdr A dao.

27 1
/ / —rdrdoa = —.
0 0

Zadanie 18. Niech v(z,y,2) = (2%, v +y,y— ) oraz w(z,y, 2) = (yz,y— 2, 12)
dla kazdego punktu (x,y,z) € R®. Dla dowolnego wektora u zaczepionego w
punkcie (z,y, z) okreslamy liczbe n(u) = det(u, v, w).

Zatem nasza catka wynosi

1. Wykazaé, ze przyporzadkowanie 1 zadaje jednoforme na R3.
2. Obliczy¢ dn.

3. Obliczyé calke z dn po zbiorze z? + y? 4+ 22 = 1, z > 0. Orientacje w
punkcie (1,0,0) wyznacza wektor (1,0,0).

Zadanie 19. Znalez¢ | v Ws gdzie powierzchnia
M = {(x,y,2) : 2® +y* = exp(—2?), 0 < z < 1}
jest rozpatrywana z orientacja "na zewnatrz” oraz
w=axdy Ndz +y* f'(2)dx A dz + (2° + 4> f(2))dz A dy,
gdzie f: R — R jest funkcja gtadka.

Rozwiazanie. Po wykonaniu prostego rachunku przekonujemy sie, Ze dw =
(1 = 22)dx A dy A dz. Podejrzewamy, ze zbiorem G o wlasnosci 0G = M jest
{(z,y,2) : 2% + 9% < exp(—22), 0 < z < 1}. Wobec tego z twierdzenia Stokesa

liczymy:
/ w:/ dw:/(l—Qz)dmdydz.
M e a

Rozsgdnie bedzie podstawié wspolrzedne: x = rcosa, y = rsina, z = h, w
ktérych masz zbiér ma postaé {(r,a,h) : v € [0,exp(—=h?)],a € [-m,7],h €
(0,1)}. Jakobian takiego przeksztalcenia wynosi r, wiec mozemy liczyc:

1 pexp(—h?) pr 1
/ (1 — 22)dxdydz = / / / (1 — 2h)rdadrdh = T - / (1 — 2h) exp(—=h*)dh =
G 0 0 - 0



Byt bled w definicji w i wynik wychodzi calkiem ladny (polecam obejrzeé nagra-
nie).
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