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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa I

Cwiczenia 1
Uktady réwnan liniowych

Niewiadome zazwycza]j oznacza¢ bedziemy jako x1, o, ... .

Zadanie 1.
Znalez¢ rozwiazanie (lub rozwiazania)
a) 201 +5=0

b) 3331+.T2:6

{331 + 4332 =1
c)

2;62 +9l’2 =5

Q) 6x1 + 315 =1
—12%1 = 6%2 = -2

{21’1 + 51’2 =3
e)

621 + 1529 = 4
Rozwigzanie:
a) 201 +5=0& 2, =2

b) 3x1+x9 =7 < xs = 7—3x; Ogodlenie rozwigzania tego rownania sa to pary liczb: (s, —3s+7),
gdzie s € R jest parametrem.

$1+4$2:1 2x1+8$2:2 1'2:3
c) = &
2$2 +9LL’2 =5 21’2 +9$2 =5 T, = —11

a) {6351—1—3952—1 N {6x1+3x2—1

&1y =21+ 1
1224 = 6y = —2 0=0 2 S

e) {xl—i— ) <:>{£C1+ T

6x1 + 1529 =4 0=-5
Zadanie 2.
Znalez¢ rozwiazanie og6lne uktadu rownan
$1+2£L’2—|—ZL’3+4ZE4:1 ZE1+I2+31’3+2£€4+45L’5:1
Uy =< 221 + 529 +4x3 + 924 = 3 Uy = < 329 + 3wg + 1023 + 724 + 925 = 4
daq + 99 + 623+ 1724 = 5 2wy + 229 + Tx3 + dxy + dxs = 3

2$1+3$2+I3+4$4 =5
U3: 4$1+61‘2+3!L‘3+8l‘4=1
8xr1 + 12x9 + b3z + 1624 = 3
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Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa I Marysia Nazarczuk

Rozwigzanie:
Macierza uktadu rownan U; nazywamy macierz wspotczynnikow
121 4 1
My, =12 5 4 9 3
4 9 6 17 5

Metoda eliminacji Gaussa - operacje elementarne na wierszach
1. Mozna do réwnania dodaé¢ inne réwnanie pomnozone przez jakas liczbe
2. Mozna zmieni¢ kolejno$¢ wierszy w macierzy

3. Mozna kazdy wiersz przemnozy¢ przez jakakolwiek liczbe rézna od 0

Definicja: Macierz postaci

nazywamy macierza schodkowa.

Sprowadzamy macierz do postaci schodkowej operacjami elementarnymi na wierszach

121 4 1 1 21 41 121 41
254 9 3| -2u~|01 211 ~10 1 2 11
4 9 6 17 5| —dw, 0121 1| —w 00 00O
Definicja: Macierz postaci
0 010 0
0 ...... 0 1 0
0 0 1
nazywamy macierza schodkowa zredukowana.
Sprowadzmy macierz do postaci schodkowej zredukowane;j.
121 41 9 10 -3 2 -1
01211 “®~f0o1 2 1 1
00 00O 00 0 0 O

Tej macierzy odpowiada uklad réwnan (o takim samym zbiorze rozwiazan)

1 — 313 + 214 = —1 x1 =33 — 214 — 1
{1 3 4 <:>{1 3 4

$2+2I3+l’4:1 I2:—2$3—1’4+1
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Otrzmalis$my wiec rozwiazanie ogolne uktadu U;. x7 i 2 to zmienne zalezne (niewiadome). Inny
zapis to (3z3 — 2z4 — 1, —2x3 — x3 + 1, 23,24), gdzie x3 1 x4 to parametry rozwiazania (zmienne

niezalezne).

Macierza uktadu Us jest

11 3 241 1132 4 1 113241_3w
My,=13 3 10 7 9 4] 3w;~ (0 0 1 1 -3 1 ~10 011 =31 7~
22 7 5 5 3| 2w 001 1 =3 1| —we 0000 O O
110 -1 13 -2
~001 1 -3 1
000 0 0 O

Tej macierzy odpowiada uktad rownan

T+ X2 — x4+ 1325 = —2 N T1 = —To+ 14 — 1305 — 2
T3 =—x4+ 305+ 1

$3+$4—3$521

Jest to rozwiazanie ogolen uktadu U. Inny zapis (—xe + x4 — 1325 — 2, 29, — 4 + 325 + 1, 24, x5.
Zmienne x1 i x3 to zmienne zalezne, natomiast zmienne x5, x4 i x5 to zmienne niezalezne.

Twierdzenie: Kazda macierz liczbowa zlozong z liczb rzeczywistych mozna sprowadzi¢ ele-
mentarnymi operacjami do postaci schodkowej, a nawet do postaci schodkowej zredukowane;j.

Macierza uktadu Us jest

2 3 1 4 5 2 314 5 2 314 5
My,=14 6 3 8 1| 2w~ (40 0 1 0 -9 ~ 140 0 1 0 =9
8 12 5 16 3| —dwy 0 01 0 —17| —wy 0 000 =8
Ostatni wiersz daje réwnanie 0 = —8, co oczywiscie jest sprzeczne, zatem calty uktad jest sprzeczny.

Twierdzenie: Jezeli przy sprowadzaniu macierzy uktadu réwnan liniowych U do postaci
schodkowej (zredukowanej) pojawi si¢ wiersz [0 ... 0 b] dla b # 0 (odpowiadajacy rownaniu
0 =), to uktad U jest sprzeczny.
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Cwiczenia 2

Wtasnosé zbioru rozwiagzan uktadu réwnan liniowych

Zadanie 1.
Znalez¢ rozwigzanie ogélne uktadu rownan w zaleznosci od R.

1+ 20+ 23+ 41s =1 sr1+axy+1x3=5—1
Us =< 221 + 5x9 +4a3 + 524 = 3 Up=< 21 +sro+a3=1—s5
day + 9xy + 623 + 1324 = s 1+ a9+ 5sx3=0

Rozwigzanie:
Macierza uktadu Uy jest

121 4 1 121 4 1 121 4 1
254 5 3| -2u~1|01 2 =3 1 ~10 1 2 =3 1 | —2u
4 9 6 13 s| —4uy 01 2 =3 s—4| —wy 0 00 0 s—5|—4u
Uktad jest wiec sprzeczny dla s # 5. Dla s = 5 mamy
1 21 4 1 9 10 -3 10 —1
012 31 ““~fo1 2 -3 1
000 0 O 00 0 0 O

Tej macierzy odpowiada uktad réwnan

xr1 — 31‘2 + 101’4 =-1 N I = 3ZE3 — 101’4 —1
To+2x3 —3x, =1 To = —2x3+ 314+ 1

Macierza uktadu Up jest

s 1 1 s—1[ws 1 1 s 0 1 1 S 0
1 s 1 1-—s ~11 s 1 1—s|] —w; ~]0 s—1 1—s 1-—s ~
1 1 s 0 |uw s 1 1 s—1| —suy 0 1—s 1—5% s—1|+wy
1 1 s 0 ] 1 1 s 0
~ |0 s—1 1—s 1—s ~ |0 s—1 1—s 1—s

0 0 2-s—s5> 0 |-(=1) 0 0 (s+2)(s—=1) 0
Dla s = 1 macierz ta wyglada nastepujaco

1110
0000
0000
Zatem rozwiazanie ogoblne to
T1+ret+a3=0& 201 = —x9 — 23

Dla s # 1 macierz wyglada nastepujaco
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1 1 s 0 11 s 0
0 s—1 1—s l—s|~5~01 -1 -1
0 0 (s+2)(s—1) 0 3%1 00 (s+2) 0
Dla s = —2 macierz wyglada nastepujaco
11 s 0] 10 -1 1
01 -1 -1 ~j0o1 -1 -1
00 (s+2) 0 00 0 0
Rozwiazanie ogolne to
$1—$3:1 o I1:Z’3+1
IQ—ZEg:—]_ 5(72:1’3—]_
Dla s # —2 macierz wyglada nastepujaco
11 s 0 | —ws 10 s+1 1 100 1
01 -1 -1 ~lo 1 -1 —1’*izpw3~ 010 -1
00 (s+2) 0] = |00 1 0 3 001 0
Rozwiazanie ogolne to
T = 1
Ty = —1
T3 = 0

Zadanie 2.
(1,2,4,1) oraz (3,6,12,3) sa rozwiazaniami ukladu réownan liniowych. Wykaz, ze (0,0,0,0) tez
jest rozwigzaniem uktadu U.

Rozwigzanie:
Kazde rownanie uktadu U jest postaci ayx1 + asxs + aszxs + agry = b. Skoro (1,2,4,1)1 (3,6,12,3)
je spelniaja, to

a1-1+a2-2+a3-4—|—a4-1:b (Tl)
a;-3+as-64+az-12+a,-3=0 (r2)

czylimamy 7o — 3 -1 =0 0—-30 =0« 20 =0 < b =0. Zatem kazde réwnanie ma wyraz
b =0, czyli U jest uktadem jednorodnym, czyli (0,0,0,0) go spekia.

Twierdzenie: Uklad rownan liniowych U jest jednorodny wtedy i tylko wtedy gdy (0, ..., 0)
jest jego rozwiagzaniem.

Ogolenie, jesli (sq,...,s,) jest rozwiazaniem uktadu U i (¢ - s1,...,¢ - Sy,), gdzie ¢ # 1 jest tez
rozwigzaniem uktadu U, to uktad U jest jednorodny.

Definicja:
(X1, o)+ (Y1, Yn) = (T1 F Y1y, T+ Yn)

S (z1,. o xn) = (S 21,...,8 Ty)
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Zadanie 3.
(3,6,9,12) oraz (6,3,9,6) sa rozwiazaniami uktadu rownan liniowych U. Wykazaé, ze (5,4,9,8)
tez jest rozwiagzaniem.

Rozwigzanie:
Kazde rownanie uktadu U jest postaci ajxy + asws + asrs + aqry = b. Skoro (3,6,9,12) oraz
(6,3,9,6) je speliaja, to

W DO [

3a1+6a2+9a3+12a4:b ’
5a1+3a2+9a3—|—6a4:b ’

a1+2a2+3a3+4a4:§
4a1—|—2a2+6a3—|—4a4: %b

czyli 5aq + 4ay + 9az + 8ay = b. Stad (5,4, 9,8) tez jest rozwiazaniem.

Zadanie 4.

(S1,...,8p) oraz (ti,...,t,) sa rozwigzaniami uktadu U. Co stad wynika?

Rozwiazanie:

Jesli (s1,...,s,) oraz (t1,...,t,) sa rozwigzaniami uktadu réwnar liniowych U, to dla kazdego

reR7r-(sy,....8,) + (1 —7r)-(t1,...,t,) tez jest rozwiazaniem uktadu U.

Zadanie 5.
Dany jest uktad réwnan liniowych U taki, ze S1 = (S11,..-81a),5 = (S21,---,820),---, Sk =
(Sk1,---,Skn) Sa jego rozwigzaniami. Wykaz, ze dla kazdych aq,as, ..., ar € R takich ze a; + as +

..+ar=1,ciaga; - S1+as-Sy+ ...+ ap - Sk tez jest rozwiazaniem uktadu U.

Rozwiazanie:
WeZmy jedno rownanie uktadu U pyx; + ... + p,2, = b 1 wstawmy do niego rozwigzania.

P1S11+ ...+ PuSin =0

P1Sg1 + -+ PpSgn = 0
Przemno6zmy i-te rownanie przez a;

a1p1511 + ... + a1py Sy = a1b

agP1Sk1 + - - . + QEDnSkn = arb

Po dodaniu stronami tych rownan mamy py(ais11+ ...+ agSg1) + - .. + po(@181n + - .. + agSi) = b,
czyli otrzymalismy kolejne rozwiazanie (ays11+. . .+arSk1, - - -, G181k +- - -+ ASgn) = @151+ . . apSk.
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Cwiczenia 3

Wtasnosé zbioru rozwiagzan uktadu réwnan liniowych

Zadanie 1.
Znalez¢ wszystkie wielomiany f(x) = ag + a1z + asz? + azx® speliajace f(1) = 11, f(—=1) =

5, f(2) = 35, f(—2) = —1.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu za x odpowiednich wartosci do wielomianu otrzymujemy uktad réwnan.

ag+ a1 +as+a3 =11
ap— a1+ as —as =>5
aog + 2a1 + 4as + 8asz = 35
ap — 2a1 + 4as — 8az = —1

Macierz tego uktadu to

11 1 1 1 11 1 1 1 11 1 11
1 -11 -1 5|-w |0 =20 -2 —6{-(-3) |01 0 1 3
1 2 4 8 35|-w [0 1 3 7 24 01 3 7 24| —wy
1 =24 =8 1] —wy |0 =3 3 =9 —12]-(=%) |0 1 =1 3 4] —w,
11 1 111 111 1 11 111 1 11 —w
01 0 1 3 010 1 3 010 1 3
00 3 621-(3) 001 2 7 001 2 7
00 -1 2 1]«(-1) 001 =2 —=1]-wy [0 00 —4 —8]-(—1)
10108 10108 10005
01013 01001 > 01001
00127_2@:;1 0010 3 0010 3
00012 o001 2 00012
Tej macierzy odpowiada uktad réwnan
CLO:5
CL1:1
Ao =
CL3:2

Stad f(z) =5+ = + 322 + 22°.

Zadanie 2.
Czy uktad siedmiu réwnan z jedenastoma niewiadomymi moze mie¢ jednoznaczne rozwiazanie?

Rozwiazanie:

Nie, bo sprowadzajac macierz tego uktadu do postaci schodkowej zredukowanej, otrzymujemy ma-
cierz o k niezerowych wierszach, gdzie k € Z. Stad rozwigzanie ogélne ma k zmiennych zaleznych,
czyli n — k parametrow. Ale k < 7= 11—k > 0.
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Zadanie 3.
Czy kazdy uktad w ktorym jest wiecej réwnan niz niewiadomych jest sprzeczny?

Rozwigzanie:
Nie, bo w uktadzie mozemy mie¢ kilka takich samych réwnar.

Zadanie 4.

Czy w przypadku uktadu jednorodnego mozna powiedzie¢ wiecej niz V,er r(s1,...,8,) + (1 —
r)(t1, ..., t,) jest rozwiazaniem, gdy (s1,...,8,) 1 (t1,...,t,) to rozwiazania?

Rozwigzanie:

Tak, mianowicie dla kazdych ki, ks € R rozwiazaniem jest tez ki - (s1,...,8,) + ko - (t1,...,tn).
Ogolnie dla dowolnych rozwiazani S; = (S11,...,81n)s- - (Sr1y .-, Sm) ukladu U jednorodnego,

dla kazdych ki,..., k., € R rozwigzaniem jest tez k1.S1 + ... + k.S,

Zadanie 5.
Uktlad niesprzezny rownan liniowych U ma wlasnosé: jezeli (sq,...,s,) oraz (t1,...,t,) sa rozwia-
zaniami, to dla kazdych a,b € R rozwiazaniem jest tez a - (s1,...,8,) + b (t1,...,t,). Co mozna

powiedzie¢ o U?

Rozwigzanie:
Uklad U jest jednorodny, bo biorac a = b = 0 dostajemy rozwiazanie (0,...,0). Ale wiemy, ze U
jest jednorodny wtedy i tylko wtedy gdy (0,...,0) jest jego rozwiazaniem.

Zadanie 6.
W R” rozpatrzmy W; C R™ bedacy zbiorem wszystkich rozwigzan uktadu

1 = T2

T9 = I3
U, =

Tp—1 = Tp

oraz Wy C R™ bedacy zbiorem wszystkich rozwiazan réownania Uy = {x; + zo + ... + 2, = 0.
Wykazaé, ze dla kazdych (z1,...,z,) istnieja jednoznaczne (ti,...,t,) € Wi, (s1,...,8,) € Wa,
takie ze (x1,...,2n) = (t1, .- tn) + (S1,- -+, Sn)-

Rozwigzanie:
Przypusémy, ze takie s;,t; istnieja. Niech 1 + ... 4+ 2, = ¢. Wiemy, ze s1 + ...+ s, = 0,
bo spetmiaja Us, zatem t; + ... +t, = c. Mozemy zapisaé, ze t; = to = ... = t, = a, bo

C

spetniaja U;. Zatem n-a = ¢, skad a = £. Dla kazdego i € {1,2,...,n} mamy s; = 2; — t; =
r; — =, zatem s; jest jednoznacznie wyznaczone. Pozostaje pytanie, czy ¢; oraz s; istnieja. Niech
(t1,...,t,) = (%,,%) oraz (S1,...,8,) = (a:l — Ty — ﬁ) Mamy (t1,...,t,) € Wi, bo
spelia uktad W;. Sprawdzamy, ze tak zdefiniowane (s1, ..., s,) nalezy do W5. Mamy s1+...+s, =
T+ 2o+ ...+ 2, —n-S=c—c=0,zatem (s1,...,5,) € Wa.

Teraz umiemy juz rozwiazywaé uktady réwnan, czyli sprowadza¢ macierze do postaci schodkowej
lub do postaci schodkowej zredukowanej. Dalej bedziemy pomijaé¢ ten proces.
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Cwiczenia 4
Ciala

Przyktad ciata: R - ciato liczb rzeczywistych.

Uwaga: Jezeli K to cialo, to L nazywamy podcialem K jezeli L C K oraz V,uc; mamy
a+be€L,a-be L, —a€ Loraz gdy a# 0, to a™! € L. Wtedy L tez jest ciatem.

Zadanie 1.
Dla danego podzbioru X C R zbadaj, czy jest on podcialem ciata R.

a) X=N={1,2,...}

b) X=Z={...,—-2,-1,0,1,2,...}

d) X =Q(v2) ={a+bv/2|a,beQ}

Rozwigzanie:
a) Nie, bo Vpey —a ¢ N
b) Nie, bo Vyez a™t ¢ Z
¢) Tak, boV,peqga+b€Q, a-be Qoraz Vg —a € Q, a~! € Q (ostatnie zachodzi o ile a # 0)

d) Tak, bo: niech a = c+dy2ib=r+sv2dlacdrs c Q. Czya+be Q2)? Tak,
boa+b=c+dV2+r+vV2 = (c+7r)+(d+s)Vv2 Czya-bec QK2)? Tak, bo
a-b=(c+dv2) (r++2) =cr+V2(dr+sc) +2rs = (cr +2rs) + (rd + cs)v/2. Czy
—a € Q(v/2)? Tak, bo —a = —(c+dv?2) = (—¢) + (—=d)v2. Czy a=' € Q(+/2)? Niech a # 0,

wowezas a~ ! = C+1\/§ = C+;\/§ . z:gg = g{_dgg = (CQ_CMQ) + (Cz:gdg) V2. Ponadto ¢ —2d? # 0,

bo V2 ¢ Q.

Zadanie 2.
Niech L bedzie podciatem ({0,1} € L) ciala R. Wykaz, ze Q C L.

Rozwiazanie:
Wiemy, ze 0,1 € L, zatem 1 +1=2¢€ L, 241 =3 € L,... (indukcja), czyli N C L. Mamy
Veer, —a € L, zatem Z C L. Mamy Vocr, azo, ver, @'+ b € L, zatem Q C L.

Zadanie 3.
Niech L bedzie podciatem ciata R. Wykazaé, ze jesli v/3 € L, to Q(v/3) C L.

Rozwiazanie:
Wiemy, ze Q C L oraz /3 € L. Niech z € Q, wowczas 2v/3 € L. Niech y € Q, wowczas
y 4+ 2v/3 € L. Wobec dowolnosci = i y wynika stad, ze Q(v/3) C L.
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Definicja: Niechn € Lin > 2. Dla k € Z niech £k mod n oznacza reszte z dzielenia k przez
n, czyli taka liczbe s € {0,1,2,...,n — 1}, ze k = p-n + s dla pewnego p.

Zadanie 4.
Oblicz 11 mod 6, —4 mod 3, —12 mod 7.

Rozwigzanie:
11 mod6=5boll=1-6+5

—4 mod3=2,bo —4=-2-3+2
—12 mod7=2,bo —12=-2-7+42

Definicja: Niech p bedzie liczba pierwsza. Wowcezas F, = {0,1,...,p — 1} to cialo z dziala-
niami: dlaa,b€F, : a®b=(a+b) modporaza®b= (a-b) mod p.

Zadanie 5.

W F5 obliczy¢ 46 3,4 ® 3, =3, 471

Rozwigzanie:
4$3=(4+3) modb=7 modb5=2
4®3=(4-3) modb=12 mod5=2
—3=(-3) modb=2,bo —3=-1-5+2

47'=4,bod®4=(4-4 mod5=16 mod5=1
Zadanie 6.

Sprawdzi¢, czy I, jest ciatem.

Rozwigzanie:

® Voper, a ®b=(a+b) modp=(b+a) modp=>bDa

Vaper, a®b=(a-b) modp=(b-a) modp=>b®a

® Vopeer, (a®b)®c=(a+b) modp®c=I[(a+b) modp+c] modp=I[((a+0b) mod p)
mod p + ¢ mod p] mod p = [(a +b) mod p + ¢ mod p|] modp = (a + b+ ¢) mod p.
Analogicznie a ® (b@ ¢) = (a+b+¢) mod p

® Voer, a®0=(a+0) modp=a modp=a
® Voer, a®1=(a-1) mod p=a modp=a
® Vopeer, (a®b)®c = (a-b) modp®c = [(a-b) modp-c modp = [((a-b) mod p)

mod p-¢ mod p] mod p = [(a-b) mod p-¢ mod p|] mod p = (a-b-¢) mod p. Analogicznie
a®(b®c)=(a-b-c) mod p

14
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® Vocr, Jier,, z¢ a®b =0, bo niech b = p —a. Woéwczas a b =a® (p—a) = (a+p—a)
mod p =p mod p =0 (dla ciata dowolnego p)

e Pokazemy najpierw, ze (¢ +b) mod p = (¢ mod p+b mod p) mod p. Wezmy takie a i b,
ze a =p-ny+roraz b= p-ny+ry. Wowezas (a+b) mod p = [p-(ng + na) + 1 + 1o
mod p = (r+7r2) mod p = (¢ mod p+b mod p) mod p. Zatem mamy Y ccr, a®(bBc) =
a® (b+¢) modp = (a-(b+c¢) modp) modp = [a modp- ((b+¢) modp) mod p]
mod p=[a modp-(b+c¢) mod p] mod p=a-(b+c¢) modp = (ab+ ac) mod p = (ab
mod p + ac mod p) mod p=ab mod p@® ac mod p = b) ® (a®c)

(a®
® Vocr, a0 Jper, takie, ze @ ® b = 1, bo niech a € {1,2,3,...,p — 1}. Rozpatrzmy funkcje
f:{0,1,...,p — 1} — {0,1,...,p — 1} taka, ze f(x) = a ® x. Wykazemy, ze [ jest
roznowartosciowa i "na”, czyli istnieje takie s € {0,1,...,p — 1} takie ze f(s) = 1. Niech
x,y € Fy. Przypusémy, ze a®@x = a®y. Wtedy a®@x —a®y =0, wiec a® (z @ (—y)) =0,
czylia-(x—y) mod p = 0. Stad p dzieli a- (x —y), czyli p dzieli x — y, poniewaz p nie dzieli
a. Stad x —y = 0 < = = y, zatem ta funkcja jest roznowartosciowa i "na”.

Wykazalismy wiec, ze w I, zachodza warunki z definicji ciala, zatem F), jest ciatem.

Zadanie 7.

Oblicz w F7: 171, 271 371 4-1 571 6L

Rozwiazanie:
17" =1,bol1-1 mod7=1
27'=4,bo2-4 mod7=1
371=5b03-5 mod7=1
47'=2bo4-2 mod7=1
5!1=3,b05-3 mod7=1
6'=6,bo6-6 mod7=1

Definicja: Niech n bedzie dowolng liczba naturalna wicksza od 2. Niech Z,, = {0,1,...,n—1}.
Wowcezas a @ b= (a+b) mod n oraz a®b = (a-b) mod n.

Uwaga: Z, z tymi dziataniami spelnia wszystkie aksjomaty z wyjatkiem ostatniego (a®@b = 1).

Zadanie 8.
W Z,4 podaé a € Z4 takie, ze nie istnieje b € Zy, 72e a @ b = 1.

Rozwigzanie:
Dlaa=2zachodzi2®0=0,201=2,2®2=0,2® 3 =2.
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Cwiczenia 5

Liczby zespolone

Definicja: Mowimy, ze cialo K ma charakterystyke skonczona, jesli istnieje taka liczba n € N,
zel+ ...+ 1 =0. Jezeli takie n nie istnieje, to méwimy, ze K ma charakterystyke 0. Dla danego
—_——

K minimalne n takie. ze 1+ ...+ 1 =0 ie charakterystyka ciala K. O K).
minimalne n takie, ze 1 + ... + nazywa sie charakterystyka ciata znaczamy Y (K)

n

Zadanie 1.
Udowodnij, ze jesli x(K) < oo, to x(K) jest liczba pierwsza.

Rozwiazanie:
Niech n = kq - ko, przy czym ki, ko # 1. Wowczas

Definicja: Cialo liczb zespolonych C = {(a,b) | a,b € R}, dla ktérych (0,1) =i. W tym ciele
zachodzg dziatania:

e (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+4d)
e (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ac + be)
o 2=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

Zadanie 2.

Niech z € C, z = a + bi. Znalezé wzor na z~*

, czyli znalez¢ takie z iy, ze (a + bi) - (x 4+ yi) = 1.

Rozwigzanie:
Mamy (a+ bi)(z +yi) = 1 & ax +ayi+bri +byi® = 1 & (ax — by) + (ay +bx)i = 1+ 0-4. Zatem

ar —by=1 4 b

Y éoy:__x

ay +bxr =0 a
1°dlaa#Omamyaijb%x:1(:>a2x+bza::a:>x:ﬁorazy:—ﬁ.

2° dlaa:0mamyx:Oiy:—%oileb%O
3%jeslia=01b=0, to z =0, wiec nie istnieje odwrotnos¢.

Ogodlnie
1 a b
o a2 + b2’ a2 + b2
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Zadanie 3.
Czy w C istnieje porzadek rozszerzajacy porzadek w R i spetniajacy: a < bic> 0= ac < bc lub
a<bic< 0= ac>bc?

Rozwigzanie:
Nie. Niech a,b € R oraz a < b. Zalozmy, ze i > 0. Wowczas ai < bi oraz ai® < bi®. Ale przeciez
ai?* = —a oraz bi* = —b, czyli mamy —a < —b < a > b - sprzecznosé. Zalézmy, ze i < 0. Wowcezas

ai > bi oraz ai® < bi2. Mamy wiec —a < —b <> a > b - sprzecznosé.

Zadanie 4.
Ile elementéw jest w zbiorze

a) {(1)"fn=12,.
b) {(1+9)" =12,

Rozwiazanie:
a) {(I)"pnoro, Y =i = o1 = it =1

b) {(1+0) hucran. S bo 14| = V2. Mamy (1+4)! =1+, (1+4)° = 2i, ...
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Cwiczenia 6

Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Zadanie 1.
Wykazaé, ze nie istnieja liczby calkowite x,y takie, ze 22 + 10y%x = 3.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze 102y? =0 mod 5 oraz 3 = 3 mod 5. Wystarczy zatem wykazaé, ze 22 # 3 mod 5.

r=0 mod5—22=0 mod5

r=1 modb— 2> = mod 5
r=2 modb— 2?= mod 5
r=3 modbH— 2?2 = mod 5

r=4 mod5—2z>=1 mod5H

Czyli 2% = 3 nie ma rozwigzan w F5, zatem nie istniejg x,y € Z takie, ze 22 + 10zy? = 3.

Uwaga: Dla kazdej liczby rzeczywistej r € R istnieje 2 € C takie, ze 22 = r, bo dla r > 0
bierzemy z = /r, natomiast dla r < 0 bierzemy z =i - /—r.

Zadanie 2.
Rozpatrzmy réwnanie ax? + bx +c¢ = 0 dla a,b,c € R, a # 0. Niech d € C bedzie takie, ze

d* = b* — dac. Wykazaé, ze liczby _12’+d oraz —2=% sg rozwigzaniami réwnania.
a 2a

Rozwigzanie:

Podstawmy te pierwiastki do rownania: a- ( b+d) +b- (L) + %;LI’Q =0« d2—2bd+b* —20* +
2db+b* —d* = 0 & 0 = 0. Analogicznie dowodzimy, ze == ] i i i
Podobna sytuaCJa jest, gdy a, b,c € C oraz a # 0. Wowczas
réwnania ax? + bz + ¢ = 0.

b+d oraz g d

tez sa rozwigzaniami

Re

(0,0} (

z=(a,b) =a+bi
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2] & Va? + 1?2
arg(z) =0
a

sinf = — cosf = —
2| |2

z=a+bi=|z|cosO +i|z|sinf = |z| - (cosf + isinh)

Po co to? Niech z1, 2, € C, wowczas 21 - 20 = |21| - (cosfy + isinéy) - |za] - (cosbOy + isinby) =
|21 - 22| - (cos(0; + 63) + isin(6y + 0;)). Zatem przy mnozeniu liczb zespolonych ich poduly sie
mnoza, a ich argumenty sie¢ dodaja.

Zadanie 3.
Niech w € C, w # 0. Poda¢ interpretacje geometryczng przeksztatcen ptaszczyzny C:

a) f:C—CVyec f(z) =2+w;
b) f:C—CV,ec g(z) =w- 2.

Rozwigzanie:

a) Jest to przesuniecie rownolegte o wektor w = (a,b).

z+w

b) Jest to ztozenie obrotu wokot (0,0) o kat 6 i jednoktadnosé o srodku (0,0) i skali |w].

!

20



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa I

Zadanie 4.
Dla danego z € C znalez¢ jego postac trygonometryczna.

a) z=1+1
b) z=+/3—1i
c) 2 =+3+3i

Rozwigzanie:

a) Mamy |z| = T+ 1 = /2, zatem cos = \/Li oraz sinf = \/Li’ czyli arg(z) = 0 = . Mamy
wiec z =141 = \/ﬁ(cosg—l—isin%)

b) Mamy |z| = 3+ 1 = 2, zatem cosf = i oraz sinf = 5, czyli arg(z) = 0 = —%. Mamy
wiec z = V3 — z—Q(COST—HsmT)

_ v

o, czyli arg(z) = 0 =

¢) Mamy |z| = 3+ 9 = 2v/3, zatem cosf = X3 \f = 5 oraz sinf = ;
73—r. Mamywugcz:\/_—|—3z:2\/_(cos§—|—zsmg)

slw

Twierdzenie: (wzor de Moivre’a) Gdy n € N, to dla z = |z| - (cos 6 + isin ) zachodzi

2" = |z]" - (cos(nb) + isin(nd))

Zadanie 5. o0

Dana liczbe zespolong z = (( \[_2 755 przedstawic¢ jako a + bi, gdzie a,b € R.

Rozwigzanie:

Niech z = (1 —4)'% oraz y = (V3 + ). Wowczas |v| = V2i |y| = 2. Zatem cosf, = 75 oraz
sinf, = —\%, czyli 0, = —7%. Analogicznie cos 6, = ‘/73 oraz sint, = %, czyli 0, = . Mamy wiec

100
T = \/5100 . <cos Tﬁ + 7 sin TW) =2%0. (cos i 100 4+ ¢ sin T 100)

= 2% (cos 25m — isin 257) = 2°° - (cos —isin7) = 2 - (=1 —i-0) = —2%°

y:255-<cosg+isin%> :255-<cosg 55+zsm% 55>:

5 5
= 2%. (COS6 +97r+zs1ng+97r) =2%. (colew—E—l—z&nlOW—%) =

-5 -5 ) 5) 3 1
= 2% . ( cos 7T+isin ") =955 (cos & —jsin 2L ) =255 —i—i— =
6 6 6 6

= —2%. (\/; + %z) = 2. <\/§+z>
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Zatem

—25 1 V3—i VB —i

—254. (\/341) 24 (V3 +1) :24-(3+1) 64

Definicja: Niech dana bedzie funkcja f: X — Y. Niech A C X. Obraz zbioru A to
fA) ={f(a) [ac A} CY
Niech B C Y. Przeciwobraz zbioru B to

fB)={zeX | fz)e B} Cc X

Zadanie 6.
Dana jest funkcja f : Z — Z, f(k) = k? oraz zbiory A = {—2,—1,0,1,2}i B = {—4,-3,...,3,4}.
Zmnalez¢ a) f(A), b) f~1(B).

Rozwigzanie:
a) Mamy f(—2) = f(2) =4, f(-1) = f(1) =1 oraz f(0) =0, zatem f(A) ={0,1,4}.
b) Mamy f(B) = {0,1,4,9,16}, jednak jedynie {0,1,4} € B, zatem f~'(B)={0,1,-1,2, —2}.

Praca domowa
Ponizsza liczbe z € C przedstawié¢ jako a + bi, gdzie a,b € R.

a) z=(1—14)0

b) z:<M)55

i+1

_ (V343020
(VB

c) z
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Cwiczenia 7

Geometria przeksztalcenia

Uwaga: Niech w € C. Jezeli w # 0 to V,ey istnieje dokladnie n takich liczb zespolonych
z, ze " = w, bo te liczby z mozna wypisa¢ wzorem. Sa to zg,21,...,2n,_1, gdzie dla k =
0,1,2,...,n — 1 zachodzi

0+ 2k 0+ 2k
2z = v/ |w| - <cos e + isin i 7r)
n

n

Zadanie 1.

Zmalez¢ wszystkie pierwiastki stopnia czwartego z —1, to znaczy znalezé¢ wszystkie takie liczby
zespolone z € C, ze 24 = —1.

Rozwigzanie:
Mamy | — 1| =1 oraz cosf = —1 i sinf =0, zatem —1 = 1- (cosm + isinm). Wowczas
V2 V2
:41.< T -'E):_ v
20 \/_ (:os4—|—zsm4 5 +1 5
2 2 2 2
21:{4/1~ (cosﬂtl 7T+z'sin7r—tl W) ——%4—2’7
4 2 2
22:\45 cos7T+ —i—ismﬂ+ T :—\/—_—'i
4 2 2
I T+ 67 . mH6m V2 V2
23 = cos isin = — —i—
’ 4 4 2 2
Aim
|
-1 /’-—-"-_H\. !
. .
' Y
/ \ R
| | -
1 |'|
.\l\ flJ
L /_l'__.
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n

Geometria przeksztalcenia f: C — C, f(z) ==

Jakie jest przeksztalcenie prostej? f(Lg) = Lo

| |
Ly L.g
] nt
Jakie jest przeksztalcenie obszaru? f(Wyg) = Wigne dla 6 > 6
LU’
“ I}F-ﬂl' @ ‘H{:i‘ﬂ ni’ L L'”é‘l

L,g L '

Gdy obszar jest zawarty miedzy potprostymi L, 2= oraz L, 1)z, to przeksztalcenie jest plaszczy-
zng C.

Zadanie 2.
Na ptaszczyznie C naszkicowaé zbior {z € C | Re (1 + 1)z > 1}.

Rozwigzanie:
Naszkicujmy najpierw zbior A = {w € C | Re w > 1}
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|

Mamy {z € C | Re (1+1i)z > 1} = {2z € C| g(z) € A}, gdzie g(x) = (1 +i)=.

Jakie liczby z € C po zastosowaniu g laduja w A? To zalezy od geometrii funkcji g. Co to jest g
geometrycznie?

Mamy 1+ 7= +/2- (cos T +isin %), zatem funkcja g(z) = (14 i)z jest to zlozenie obrotu o kat =

wokot (0,0) i jednoktadnosci o skali /2 i érodku (0, 0).
Narysujmy wiec zbior {z € C | g(z) € A}

Zadanie 3.
Na plaszczyénie C naszkucowaé zbior {z € C | Im (1 + )22 < 0}

Rozwigzanie:
Naszkicujmy najpierw zbior A = {w € C | Im w < 0}

Mamy {z € C | Im(1 4+ 1)2? <0} ={z € C | g(f(2)) € A}, gdzie f(z) = 2? oraz g(z) = (1 +1i)z.
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Co to jest g geometrycznie?

Funkeja g(z) = (14 i)z jest to zlozenie obrotu o kat = wokot (0,0) i jednoktadnosei o skali /2 i
srodku (0, 0).

Narysujmy wiec zbior {z € C | g(z) € A}

Co to jest f geometrycznie?

Chcemy narysowaé taki zbior, ktory po zastosowaniu funkcji f ladowal w zbiorze {z € C | g(2) €
A}. Musimy narysowa¢ takie polproste, ktore po zastosowaniu funkcji f(z) = 2? przejda na
polproste wyznaczajace obszar zbioru {z € C | g(z) € A}. Dla kazdej prostej wyznaczajacej
obszar {z € C | g(z) € A}, kat jaki tworzy ona z osiag Re musimy podzieli¢ przez 2 (bo podnosimy
do drugiej potegi).

Kropka zaznaczylismy punkty, ktore przejda na siebie, po zastosowaniu funkcji f(z) = 22

Narysujmy wiec zbior {z € C | g(f(2)) € A}
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Niech Ly oznacza polprosta o poczatku w (0,0) i kacie 6 od polprostej Re. Dana jest funkcja
f:C—C, f(z) = 2" Co to jest f~1(Lg)?

Kat 6 jaki dzieli ta potprosta z osia Re musimy podzieli¢ na n czesci (bo jak mielismy funkcje f
to zwiekszaliSmy n razy, tu mamy funkcje odwrotna, wiec kat zmniejszamy n razy). Nastepnie
symetrycznie dzielimy obszar na n czesci, czyli od pierwszej potprostej odktadamy poétproste co
kat %’T (bo po zastosowaniu funkcji f kazda z tych polprostych przejdzie na pierwotna).

Zobaczmy to na przyktadzie dla n = 3.

A Ly

Niech Wy ¢ oznacza obszar miedzy potprosta o poczatku w (0,0) i kacie § od polprostej Re, a
polprosta o poczatku w (0,0) i kacie 6’ od pélprostej Re. Co to jest f~1(Wye)?

Kazdy z katow 6 i ' musimy podzieli¢ na n czesci i narysowaé¢ nowopowstaly obszar miedzy tymi
katami. Nastepnie symetrycznie dorysowujemy jeszcze (n — 1) obszaréw (tak jak to robilismy z
poélprosta), co kat 27”, poczawszzy od ramienia przy kacie 6.

Zobaczmy to na przyktadzie dla n = 4.
Ly Wy

A
Ly

=
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Cwiczenia 8

Pierwiastki wielomianéw

Twierdzenie: (Zasadnicze twierdzenie algebry) Kazdy wielomian stopnia wiekszego od 1 o
wspotezynnikach w C, ma pierwiastek w C.

(Rownowaznie) Kazdy wielomian stopnia n o wspotczynnikach w C ma w C n pierwiastkow
(liczbowych z krotnosciami). Jezeli f(z) = a,2" + a,_12"" ' + ... + a1z + ag przy czym a, # 0
to istnieja p,...,p, € C takie, ze f(2) = (z — p) - g(2).

Zadanie 1.
Przedstaw wielomian f(z) = 2%+ 1 jako iloczyn wielomianéw stopnia 1, czyli rozt6z go na czynniki
stopnia pierwszego.

Rozwiazanie:
3 . 3 . %Tl’+2k7T .. %71'+2k7r
Mam z) =0« 22 +1=0<« z° = —i. Ponadto mamy wj;, = cos | 2—— ] + ¢sin | 25—
3 3 )
zatem wy = 1, Wy = cos%w—l—isin%ﬂ = —‘/73 — %i, Wy = COS%T(—}-iSiH%ﬂ' = 73 — %Z , czyli

,23—1—2':(2—2')-(Z—l—?—l—%i)'(z—?—l—%i)

Twierdzenie: Niech wy,w, € C, wtedy w; + wy = Wy + Wy oraz wy - Wy = Wy - We

Dowdd: Niech wy; = a + bi oraz we = ¢ + di, wowcezas wy + ws = (a+c¢) + (b+d)i = (a +
c)—(b+dyi=a—bi+c—di=a+bi+c+di=7w +Ws, oraz wy - wz = (a+ bi) - (c+ di) =
ac + adi + abi —bd = (ac —bd) + (ad — cb)i = ac — bd — adi — cbi = (a — bi) - (¢ — di) =
a+bi-c+di=w wy O

Zadanie 2.

Wykaz, ze kazdy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych mozna roztozy¢ na iloczyn wielomia-
néow o wspotczynnikach rzeczywistych, kazdy z wielomianéw stopnia nie wiekszego od dwéch. W
tym celu pokaz, ze:

a) Dla kazdej liczby zespolonej w € C wielomian (z — w)(z — w) ma wspotezynniki rzeczywiste
b) Jesli wielomian f(z2) = ag + a1z + ... + a,2z" ma wspodlczynniki rzeczywiste, to jesli w jest

pierwiastkiem f, to w tez jest pierwiastkiem f.

Rozwigzanie:

a) Niech w = a + bi, wowczas (z —w)(z —W) = (z —a —bi)(z —a+ bi) = (z —a)*> + V> =
22 4+ 2az + a® + 1? = 2% — 2Re(w) - z + |w|?. Wszstkie trzy wspolezynniki sa rzeczywiste.

b) Niech w to pierwiastek f, czyli ap+aw+aw?+. . . +a,w" =0, st@ ap +aw—+ ...+ a,w” =
0=0& agtaw+...+tauw" =0 Gt+a-W+a w+...+6  w' =0 &
ag+ aw + ax(W)* + ... + a, (W) =0
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Korzystajac teraz z a) i b) pokazemy, ze kazdy wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych mozna
roztozy¢ na iloczyn wielomianéw o wspoélczynnikach rzeczywistych, kazdy z wielomianéw stopnia
nie wiekszego od dwoch. Niech f(z) ma wspolezynniki rzeczywiste. Niech w bedzie pierwiastkiem
f(2), wowezas f(z) = (z —w)(z — W) - g(z), gdzie (z — w)(z — W) oraz g(z) maja wspodlczynniki
rzeczywiste. Wiemy, ze f(2) = a,-(2—p1)-(z2—p2)-. . .-(z—p,) dla pewnych py, pa, dp, € C. Wiemy,
ze W ciagu pi,pe,...,Dp, kazda liczba nierzeczywista p wystepuje wraz z p. Czyli {p1,...,pn}
mozemy ustawi¢ w ciag tak, ze najpierw sa liczby rzeczywiste (o ile w ogdle sa), a nastepnie liczby
zespolone parami pip. Wowczas f(2) = an(z—q1)- . . (2=¢:) (2= @r1) (2= G51) - - (2—¢) (2 —T)-
Wymnazajac pary nawiaséow z liczbami nierzeczywistymi, otrzymujemy nawiasy o stopniach co
najwyzej dwoch, w ktorych kazdy wspotezynnik jest rzeczywisty. [

Zadanie 3.
Wielomian f(z) = 27 +x przedstawié¢ jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej
drugiego.

Rozwigzanie:

Mamy f(z) = 2" +z = z(25 +1). Ponadtof( )=0&2=0V 2°+1=02=0V 2% =-1.
Znajdzmy wiec pierwiastki réwnania 2% = —1. Mamy z, = 1- (cos (%) + 7 sin (”2'”)) Zatem
Ty = cos— —|—zsmg = % —|— 5 = cos— —|—zsm— =1, Ty = cos— +zsm%’r = —%4——@
T3 = cos—%—zsm?G7T = —‘/7§ — %@ Ty = cos——i—zsm%7r = —1, Ty = cosn—”—i-zsmT = i - %z.

Zatem

v’ =x(r—i)(x+1i) <x+§+%z> (m—\/?qu%z) (x—?—%z) <x+§—%z>

Mozemy tez skorzystaé z tego, ze (v — w)(x — w) = 2% — 2Re(x) + |w|?, czyli z tego, ze Ty = x5,
T1 = T4, To = Tr3. Mamy wowczas

P e =z (v —a0) (@ —T5) (t— 1) (¢ —F7) - (2 —2) - (& — T5) =

=@ —V3r+ 1)@+ 1)@+ V3 +1)

Zadanie 4.

Niech zg, z1, ..., 2,_1 beda wszystkimi pierwiastkami stopnia n z liczby 1. Niech W C C bedzie
n-katem foremnym o wierzchotkach zg, 21, ..., z,_1. Wykazaé, ze jesli wy,ws € W, to wy -wy € W.
Jest to rownowazne temu: niech w € W oraz f : C — C, f(z) = w - z, trzeba pokazaé, ze

vaW f(’lU) C w.

Rozwiazanie:
Niech wy bedzie kombinacja liniowa wierzchotkéw wielokata, czyli wy = a129 + ... + a,2,_1, gdzie
ay,...,a, > 0 oraz a; + ...+ a, < 1. Niech wy bedzie inna kombinacja liniowa wierzchotkow

wielokata, czyli wy = b1zo+. .. 4+by2,—1, gdzie by, ..., b, > 0oraz by+...4+b, < 1. Wowezas iloczyn
w1y - wy rOWNiez jest kombinacjg liniows wierzchotkéw wielokata, czyli wy - wy = c120+ ... + cpzn_1,
gdzie c1,...,c, > 0oraz c; + ...+ ¢, < 1. Zatem réowniez punkt w; - wo lezy wewnatrz wielokata.
O
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Cwiczenia 9

Przestrzenie liniowe nad cialem K

Definicja: Przestrzenia liniowa nad ciatem (K, +,-,0,1) nazywamy zbior V' z odwzorowa-
niami:
VXV =V i (x1...,2.)+ W1,y Yn) = (1 4+ Y1, -+, Tn + Yn) zwane dodawaniem wektorow;
KxV =V :a(x1,...,2,) = (a-2x1,...,a-x,) zwane mnozeniem wektora przez skalar.
oraz z wyr6znionym elementem w V' zwanymwektorem zerowym 0 = (0, ..., 0).
Zadanie 1.

Sprawdz jeden dowolny aksjomat dla przestrzeni K™ = {(xy,...,2,) | z; € K dlai=1,2,... ,n}.

Rozwigzanie:

Sprawdzmy aksjomat rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania YV, gexn Voex a(a+ ) = ac+
bB3. Niech oo = (s1,...,8,) oraz § = (t1,...,t,), wowczas a+ 5 = (s1+t1,..., S8, +1t,). Mamy wiec
a-(a+p)=a-(s1+t1,...,sn+ty) = (a-(s1+t1),...,a - (sp+t,)). Mamy a-a = (a-s1,...,a-8,)
oraz a -3 = (a-ty,...,a-t,), zatem a-a+a- -0 = (a-$1,...,a-8,) + (a-t1,...,a-t,) =
(a-sita-ty,...;a-sp+a-t,) = (a-(s1+t1),...,a-(s,+t,)) Korzystamy z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania w ciele, zatem a- (a« + ) =a-a+a- f.

Przyklady:
o K" ={(z1,...,2) |z € Kdlai=12,...,n}
o Macierze M,,.n(K) - macierze rozmiaru m x n o wyrazach z ciala K.
Alagj] + Blbi] = (A + B)lai; + by

x - Alay] = Aglx - ay)

e F(X,K) = {wszystkie funkcje X — K }, gdzie X to jaki$ niepusty zbior.
(f +9)(z) = fz) + g(z)
(a-f)(x) =a- f(z)

Zadanie 2.
W R* dla a = (1,2,4,—1), 8 = (5,6, —2,10) obliczy¢ ba + 4.

Rozwigzanie:
Mamy 5a+33 = 5-(1,2,4,—1)+4-(5,6,—2,10) = (5,10, 20, —5)+(20, 24, —8,40) = (25, 34,12, 35).
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Definicja: Niech V podprzestrzen liniowa nad K. Niepusty podzbior W C V jest podprze-
strzeniag V' jesli

l.a,feW=a+BecW

2. aeW,ae K=a-aeW

Zadanie 3.
Sprawdz jeden wybrany aksjomat dla podprzestrzeni W.

Rozwigzanie:

Sprawdzmy aksjomat istnienia elementu przeciwnego Vocw Jorew a+a’ = 0. Niech o/ = (—1)-
wtedy o € W (bo a € W oraz —1 € K) z warunku b). Woéwczas a + o' = a+ [(—1) - o]
la+(-1)-a=a-1-1)=a-0=0.

R

Zadanie 4.
Dla danego podzbioru X C R? sprawdzié, czy spelnia on warunek 1. lub warunek 2. z definicji
pojecia podprzestrzeni

a) X ={(x1,22) | 1 € Z,x0 € Z}
b) X:{($1,$2)|CIZ’1:O V SUQIO}

c) X ={(z1,22) | [21] = |22 = 1}

Rozwigzanie:

a) Jest to zbior punktow kratowych

1. Prawda, bo V,, 4,ez 1 + 22 € Z
2. Falsz, bo na przyklad % (1,1) = (%, %) ¢ X

b) Jest to zbior punktow lezacych na osi OX lub osi OY
1. Falsz, bo (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ X

2. Prawda, bo gdy x; = 0, to mamy (0, x2) i wtedy dla kazdego a € R zachodzi a- (0, z5) =
(0,a - x3) € X, gdy zo = 0, to mamy (z1,0) i wtedy dla kazdego a € R zachodzi
a-(x1,0) =(a-12,0) € X

c) Jest to zbior punktow, ktorych modut pierwszej wspotrzednej rozni sie od modutu drugiej
wspotrzednej o 1
1. Falsz, bo (—=2,1) 4+ (2,—1) = (0,0) ¢ X
2. Falsz, bo 3-(3,2) = (9,6) ¢ X

Zadanie 5.
Dany jest podzbior W, = {(xy, 22, 23,74) € R* | 21 — 210+ 23+ 14 = 8> —1 A 21+ 29 + 527 = 23},
Dla jakich s € R, W jest podprzestrzenia przestrzeni R*?
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Rozwigzanie:
Warunek konieczny na to by W C V' byt podprzestrzenia to 0 € W.

Gdyby W, bylta podprzestrzenia przestrzeni R*, to (0,0,0,0) € W,, wigc z pierwszego réwnania
mamy s2—1=0&s=1 V s=—1. Czyli W, ma szanse by¢ podprzestrzenig tylko gdy s = 1
lub s = —1.

Rozpatrujemy s = 1, wowcezas Wy = {(x1, 22, x3,74) € R* | 21 — 209 + 23+ 24 = 0 A 27 + 29 = 0},
czyli zbior Wy to zbior rozwiazan uktadu U

U — $1—2I2+[E3+I4:0
ZL‘l—I—fL’Q:O

Niech oo = (81, $9, 83, 84) € Wy oraz B = (ty,t9, t3,t4) € Wi. Checemy pokazaé, ze a + € W, oraz
dla kazdego a € R zachodzi a - o € W7.

81—282+83+S4:O
81+82:0

t1—2t2—|—t3+t4:0

aeW =
t1+1t,=0

B€W1:>{

Po dodaniu uktadéw stronami otrzymujemy

(81 + tl) — 2(82 + tg) -+ (53 + tg) -+ (84 + t4) =0
(81 + tl) + (82 + tz) =0

Zatem o + € Wj. Po przemnozeniu pierwszego uktadu przez a € R otrzymujemy

a-S1—2a-S9o+a-s3+a-s4=0
a-s1+a-s,=0

Zatem a - o € Wy. Zatem dla s = 1 podzbiér W, jest podprzestrzenia przestrzeni R*.

Rozpatrujemy s = —1, wowczas W_; = {(x1, 22, 73, 24) € R* | 21 —220+23+24 = 0 A 21 +29—222 =
0}. Niech a = (1,1,0,1) € W_; wowezas 2 - o = (2,2,0,2) ¢ W_y, czyli dla s = —1 podzbior Wy
nie jest podprzestrzenia przestrzeni R*.

Twierdzenie: Niech U to jednorodny uktad réwnan liniowych o wspotczynnikach w ciele K.
Wtedy zbior rozwiazan uktadu U jest podprzestrzenia w K".

Czy powyzsze twierdzenie dziatatloby dla uktadu niejednorodnego? Nie, bo musiatby istnie¢ w
tej przestrzeni wektor 0, czyli (0,0, ...,0) bylby rozwiazaniem. Ale taki wektor jest rozwiazaniem
tylko uktadu jednorodnego.

Zadanie 6.
Dany jest podzbior X = {(z1,72) € R? | 23 + 23 = 2z115}. Czy jest to podprzestrzen?

Rozwiazanie:
Mamy z? + 13 = 22129 & 23 — 211709 + 23 = 0 & (71 — 7o)
powyzszym twierdzeniem jest to podprzestrzen.

2 =0 & 21 = w9, zatem zgodnie z
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Definicja: Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, ag,...,a, € V to wektory,

natomiast aq,...,ar € K to skalary. Wektor aya; + ... 4+ aray nazywamy kombinacja liniowa
wektorow ay, ..., o wspolczynnikach aq, ..., ag.
Zadanie 7.

Czy wektor (1,1,1,1) € R* jest kombinacja wektorow (1,2,4,3),(0,1,3,3),(1,2,1,5)?

Rozwigzanie:
Gdyby byl, to (1,1,1,1) = ay-(1,2,4,3)+a2-(0,1,3,3)+as- (1,2,1,5) dla pewnych ay, as, a3 € R.

a; +az =1 101 1 101 1
2ay + ag + 2a3 = 1 21 2 1 010 —1
day + 3ay +asz = 1 4311 001 0

3351 000 1

3&1 + 3(12 -+ 5@3 =1

Ostatni wiersz macierzy odpowiada réwnaniu 0 = 1, co jest sprzeczne, zatem (1,1,1,1) nie jest
kombinacja liniowa zadanych wektorow.

Twierdzenie: V to przestrzen liniowa nad K, oy, ..., a, € V to wektory. Niech lin(ay, ..., ax)
oznacza zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow oy, ..., ap. Wowezas lin(ay, . . ., o)
jest podprzestrzenia przestrzeni V.

Dowod: Wezmy «, 5 € lin(ay, ..., ), wowezas a = ajoq+. . .+agay oraz § = bjag+. . .+bpoy,
czyli a+ B = (a1 + by)ag + ... + (ag + b))y, zatem o + 5 € lin(ay, ..., q). Wezmy a € K,
wtedy a-a =a-aja; + ...a- apay, zatem a - a € lin(ayq, ..., qr) O

Zadanie 8.

W przestrzeni liniowej V' udowodnij, ze Ve 0 - a = 0.

Rozwigzanie:
Mamy O=a+(—a)=1-a+(—a)=a-1+(—a)=a-(140)+(—a) =(a-1+a-0) + (—a) =
(a+a-0)+(—a)=(a-0+a)+(—a)=a- 0+ (a+(—a)) =a-0+0=a-0 O
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Cwiczenia 10

Kombinacje liniowe

Zadanie 1.
Dla jakich wartosci parametru ¢ € R wektor (1,1, ¢) jest kombinacja liniowa wektorow (2,1, 3),
(1,2,4),(3,0,2) i (2, —2, ~2)?

Rozwigzanie:
Wektor (1,1, ¢) jest kombinajca liniowa danych wektorow, gdy (1,1,¢) = a;-(2,1,3)+a2-(1,2,4)+
as - (3, 0, 2) + ay - (2, -2, —2) dla pewnych aq, as, az, as € R.

2a1 +az + 3az + 2a4 = 1 213 2 1 1 2 1
a; + 2as —ay =1 120 -21f~01 -1 =2 14
3a; + 4aa + 2a3 — 2a4 = ¢ 342 -2 c¢ 00 -

Uktad jest wiec niesprzeczny dla ¢ = % Zatem dla ¢ = % wektor (1,1, ¢) jest kombinacja liniowa
wektorow (2,1,3),(1,2,4),(3,0,2) 1 (2,—2,—2).

Zadanie 2.
Czy istnieje wektor o € R* taki, ze « jest kombinacja liniowa wektorow a; = (1,2, 1,

1 ) oraz
az = (0,1,2,1) i jest tez kombinacja liniowa wektorow f; = (1,1,—1,-2) i 5y = (1,0, -3,

1
1)?
Rozwiazanie:

Oczywiscie, gdyby a byl byt wektorem zerowym, to bylby kombinacja liniowa tych wektorow.
Rozpatrzmy wiec niezerowy wektor a. Szukamy, czy istnieja liczby rzeczywiste aq,as, as, ay nie
wszystkie réwne zero, takie, ze a1 - a1 + as - ag = az - 1+ aq - P

ay+0—ag—a; =0 10 -1 -10 100 -20 4 = 2a4
2a1 +as —az+0=0 21 -1 0 0 010 3 0 3
~ Ao = —aQ

a1 + 2ay + as + 2a4 = 0 12 1 3 0 001 —-10 2 4
11 2 -1 000 0 O a3 = a4

ar+as+ 2a3 —as =0

Zatem rozwiazaniem tego uktadu jest (2ay4, —3ay, a4,a4) = a4(2,—3,1,1), czyli warunki zadania
spelia na przyktad wektor o = (2,—-3,1,1).

Zadanie 3.

Dane sa wektory aq, ..., qr oraz (1, ..., Bk. Jak sprawdzié¢ czy zachodzi?
lin(aq,...,ax) =lin(By, ..., Br)

Rozwigzanie:

Wystarczy pokaza¢ zawieranie w dwie strony
C  Vimig..k o €lin(By, ..., 5
D Vici2,..k Bi €lin(ay, ..., o)
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Definicja: Uklad wektoréow aq,...,a; € V nad K jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja aq,...,a; € K nie wszystkie rowne zero, takie ze ayjay + ... + agay = 0.
Uktad oy, . . ., aj jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy z rownosci a;aq+. . .+agay = 0
wynika, ze a; = 0,...,a; = 0.

Zadanie 4.

Czy uktad (1,2,-1,2),(1,4,2,8),(—1,0,4,4) jest liniowo niezalezny?

Rozwiazanie:
Pytamy sie, czy istnieja ai, as, as, # 0 takie, ze a1(1,2,—1,2) 4+ as(1,4,2,8) + az(—1,0,4,4) =0

1 1 -10 10 -2 0
2 4 0 0 01 1 0 ay = 2ag
~12 4 0700 0 0 4y = —as
2 8 4 0 00 0 0

Zatem (2as, —as,a3) = az(2,—1,1). Uklad jest wiec liniowo zalezny dla na przyktad a; = 2, a9 =
—1, as = 1.

Zadanie 5.
Wykaza¢, ze uktad aq,...,ap € V jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy zaden wektor
tego uktadu nie jest kombinacja liniowa pozostatych.

Rozwigzanie:

Pokazemy przeciwnie, ze uklad aq,...,a; jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy gdy jeden z
wektoréow ayq, ..., o jest kombinacja liniowa pozostatych.

= Jezeli uktad wektoréw aq, ..., ay jest liniowo zalezny, to istnieja ay, ..., a; nie wszystkie rowne
0, ze ajoq + . . . + aray, = 0, zatem mozemy zalozy¢ (po ewentualnym przenumerowaniu indeksow),
ze a; # 0, czyli mamy a1 = —asqp + ... + apay & ap = —Z—fag + ...+ Z—’;ak. Zatem wektor ag

jest kombinacja liniowa pozostatych wektoréow uktadu.

< Jezeli jednen z wektoréw jest kombinacja liniowa pozostatych, to wowczas a; = boas + ... +
brag < a1 — by — ... — bray, = 0. Wspotezynnik przy aq jest rozny od zera (poniewaz jest rowny
1), zatem uktad ay, ..., ax jest liniowo zalezny. [
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Twierdzenie: Niech A, A’ € M, y,(K) to macierze o wierszach odpowiednio oy, ..., a,, oraz
af,...,al . Zalozmy, ze macierz A’ powstata z macierzy A przez ciag operacji elementarnych.

Wtedy:
L. lin(aq, ..., ) =lin(o], ..., )

m

2. ay,...,q, jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy uktad of,...,al, jest liniowo
niezalezny

Dowo6d: Wystarczy pokazaé, gdy A’ powstaje z A jedna operacja.

1. Wystarczy wykazaé, ze lin(o),...,al,) C lin(aq, ..., ay). Dla operacji typu (1) mamy
o =aj+a-q dlai #j
o = oy, dla kazdego k # j

Wtedy OCZYWISCIE o € lin(ay,...,an) oraz dla kazdego k # i zachodzi o) €
lin(ay, ..., an). Dla operacji typu (2) i (3) JASNE!

2. Wystarczy wykazaé, ze z tego ze aq,...,q,, sa liniowo niezalezne wynika, ze wektory
af, . . ., A, sa liniowo niezalezne. Dla operacji typu (1) aia)+. . .+a;a+. . .+ana,, =0 <
arai+. . .+aj(a;+aa;)+. . Aanay, = 0, czyli mamy ajai+. . .4+ (ai+a;-a)o+. . Aapom =
0. Ale przeciez aq, ..., a,, jest liniowo niezalezny, zatem

( (
a; = 0 a; = 0
a1 =0 ai—1 =0
bo aj:O
a;+a-a;=0 — a; =
aip1 =0 aip1 =0
[ Om = 0 [ Om = 0
czyli o, ..., o, sa liniowo niezalezne. [
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Cwiczenia 11

Liniowa niezaleznosé

Zadanie 1.
Niech A € M, (K) bedzie macierza schodkowa. Kiedy wiersze macierzy A tworza uktad liniowo
niezalezny?

Rozwigzanie:
Wiersze macierzy schodkowej A tworza uktad liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma
wiersza zerowego.

= Uktad wektorow zawierajacy wektor zerowy jest zawsze liniowo zalezny, bo jesli o, ..., a; ma
wektor zerowy (na przyktad a; = 0), to zachodzi 0-a;+...4+0-a;_1+1-;+0-a; 1 1+...+0-a5 = 0.
< Gdyby wiersze macierzy A byty liniowo zalezne, to ajw; + asws + . . . + aw,, = 0, czyli istnieje
wiersz, ktory jest kombinacja liniowa pozostalych. Wtedy za pomoca operacji elementarnych
mozemy go wyzerowac.

Zadanie 2.
Dla jakich ¢ € R ukltad wektorow (1,2,1,3,5), (3,7,4,0,7), (1,3,2,—6,t) jest liniowo niezalezny?

Rozwigzanie:

121 3 5 121 3 5
3 74 0 7f~|011 -9 =8
1 3 2 —6 t 000 0 t+3
Uktad jest liniowo niezalezny dla ¢t = —3.
Definicja: Uktad wektoréw oy, ..., a, € V jest baza przestrzeni liniowej V' jesli:
1. uktad oy, ..., a, jest liniowo niezalezny,
2. lin(ay, ..., a,) =V, czyli wektory ag, ..., «, rozpinaja V.
Przyktad: Baza standardowa przestrzeni K" to €q,¢9,...,6,.

Zadanie 3.
Niech V c RY, V = 1in((1,2,1,0,1),(2,5,4,7,8),(4,9,6,7,10), (1,3,3,7,7)). Znalezé baze prze-
strzeni V.

Rozwiazanie:
o]
2%
as
Rozwazmy problem ogélnie. Niech oy, ..., ar € K". Rozwazmy macierz A = A Sprowadzamy
Qg
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5,7
macierz A do postaci schodkowej B = % , gdzie fB1,..., 0, to wiersze niezerowe. Wowczas
| 0]

B1, .-, 0s jest baza lin(aq, ..., ax), bo lin(ay,...,ar) = lin(By,...,5s,0...,0) = lin(By, ..., 5s),
zatem wektory f1,. .., Bs rozpinaja lin(ayq, ..., ag).
Mamy wiec

1 210 1 1 2101

2 5 4 7 8 01276

49 6 7 10 00 00O

1337 7 00 00O
Zatem baza V to {(1,2,1,0,1),(0,1,2,7,6)}.

Definicja: Wymiar to liczba elementéw bazy. Na przyklad wymier przestrzeni R? to 3, bo
baza przestrzeni R? to {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Twierdzenie: (Steiniza) Dla wektorow oy, ..., ap € lin(By,. .., Bn), jezeli ag, ..., i sa liniowo
niezalezne, to k < m.

Uwaga: Jezeli aq,...,q, oraz By, ..., B, to bazy przestrzeni V| to wtedy k = m.
Dowoéd: Jezeli ag, ..., a sa liniowo niezalezne i naleza do lin(By, ..., Bn), to k < m. Jezeli
B1,- -, Bm sa liniowo niezalezne i naleza do lin(ay, ..., ax), to m < k. Zatem m = k.

Zadanie 4.

Znalez¢ baze 1 wymiar przestrzeni rozwigzan ukladu réwnan

21’1—ZL‘2+JZ3—$4:O
$1+2$2+ZL‘3—|—2ZL‘4:O
3$1+$2+2$3+£IT3:O

Rozwigzanie:

11 -1] [1 by
2 | ~ |0 ~ { o

1 0 To = —533'3 — T4

<—g$€'3, —%1’3—374, T3, Tq) = éxg(—?), —1,5,0)4+24(0,—1,0,1). Zatem baza to {(—3,—1,5,0), (0,—1,0,1)}.

Jest to kombinacja liniowo niezalezna, bo mamy (—%xg, —%.Tg, — x4, x3,24) = (0,0,0,0) wtedy gdy

xr3 =0 oraz x4 = 0.

O = O
O Gt

2 1
1 2
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Zadanie 5.
Niech A C C oraz B ={w-w' | w,w’ € A}. Co to jest B?
Rozwigzanie:

Ly,

3 X
Lgg,
4 Ly, Loy, 2
A )
61 \< 29]_

Zadanie 6.

Niech A= {z € C | |z| =r}. Co to jest B?

Rozwiazanie:

\
|
B |
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Cwiczenia 12

Liniowa niezaleznosé

Twierdzenie: «1,...,a, € V, gdzie V to podprzestrzen liniowa nad K. Nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

1. oq,...,q jest liniowo niezalezny 1 V' = lin(ay, ..., ay)
2. aq,...,q, jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V'
3. aq,...,q, jest minimalnym uktadem rozpinajacym V'

4. Dla kazdego a € V istnieja ay,as,...,a, € K takie, ze kazdy wektor a € V mozna
jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacje liniowa uktadu a,...,a,. To znaczy gdy
a=ao;+...+ap0, 1 a=Dba + ...+ by, to a; = b; dla kazdego i.

Zadanie 1.
Wykazaé jedna z implikacji
Rozwigzanie:
(1) = (4) Wezmy a € V = lin(ay, ..., a,), zatem istnieja ay, . .., a, € K takie, ze o« = a1 +. ..+
anov,. Dlaczego te aq, ..., a, sg wyznaczone jednoznacznie? Przypus$émy, ze istnieja by, ..., b, € K
takie, ze a = by + ... + bpav,, czyli ajoq + ...+ apay, = by + .. F by, & (ag — b))y + .. F
(an — by)ay, = 0. Wiemy, ze oy, . .., q, sa liniowo niezalezne, zatem a; —b; =0,...,a,—b, =0 <
alzbl,...,an:bn.
(4) = (1) Skoro kazdy wektor o € V mozna przedstawi¢ jako kombinacje uktadu ay, ..., ay, to
V = lin(ay,...,q,). Dlaczego ay,...,a, sa liniowo niezalezne? Wezmy ajaq + ... + apo, = 0,
ale tez 0-a; + ... +0-a, = 0, zatem z jednoznaczno$ci mamy a; = 0,...,a, = 0, czyli uktad
Qq,...,Q, jest liniowo niezalezny. [
Definicja: Dla bazy aq, ..., a, przestrzeni V i dla a € V elementy aq,...,a, € K spetniajace
a=aaq + ...+ a,, nazywamy wspotrzednymi wektora o w bazie aq, ..., a,.

Na przyklad wspolrzedne wektora o = (3,1,4) w bazie standardowej R® wynosza 3, 1,4, bo
(3,1,4) = 3-(1,0,0)+1-(0,1,0)+4-(0,0, 1). Ogolnie (z1,...,x,) € K" ma w bazie standardowej
wspotrzedne x1, ..., x,.

Zadanie 2.
Znalez¢ baze przestrzeni rozwigzan uktadu

I1+2$2—45L’3+I‘4:0
5l’1+11$2+$3—17l’4:0

i wspolrzedne wektora o = (1,1,1,1) € W w otrzymanej bazie.
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Rozwigzanie:

1 2 —4 1 1 0 —46 45
5 11 1 -—17 01 21 22

Uwaga: Wymiar przestrzeni rozwigzan uktadu U to liczba zmiennych — liczba zmiennych
zaleznych lub po prostu liczba zmiennych niezaleznych

Zatem wymiar przestrzeni W to dimW = 4 — 2 = 2. Dalej mamy rozwiazanie ogblne (46x3 —
452y, =213 + 2234, 23, 14) = x3(46,—21,1,0) 4+ x4(—45,22,0,1). Zatem baza przestrzeni W to
{(46,—21,1,0), (—45,22,0,1)}. Mamy a = (1,1,1,1) =1 (46,—21,1,0) + 1 - (—45,22,0, 1), skad
wspotrzedne wektora o € W w otrzymanej bazie to 1, 1.

Whniosek z twierdzenia: Jezeli dimW = n oraz ay,...,a, € W sa liniowo niezalezne, to
wtedy aq,...,a, jest baza W, bo jesli ay,...,a, € W = lin(fy,. .., Bn), gdzie B, ..., [, jest
baza W, to z twierdzenia Steinitza wiemy, ze aq,...,a, jest maksymalnym uktadem liniowo

niezaleznym, zatem jest on bazg W.

Zadanie 3.
Dla jakich wartosci ¢ € R uktad wektorow oy = (1,3,2,—4),a0 = (2,7,1,-9), a3 = (4, 13,t, —18)
jest baza przestrzeni W C R* bedacej zbiorem rozwiazan (wszystkich) réwnania x + o + 24 = 07

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze dim W = 3, bo rozwiazanie ogolne to x1 = —xo—x4, czyli mamy (—zo—x4, o, T3, T4) =
zo(—1,1,0,0)+25(0,0,1,0)4+x4(—1,0,0,1). Mamy a1, as, ag € W, stad na mocy powyzszego wnio-
sku, wektory aq, as, a3 sa bazg przestrzeni W wtedy i tylko wtedy, gdy uktad wektoréw oy, as, ag
jest liniowo niezalezny.

1 3 2 -4 1 3 2 —4
271 -9|~(01 -3 -1
5 13 t —18 00 t-=16 0

Ostatni wiersz nie moze by¢ zerowy, zatem t # 16.

Zadanie 4.

Niech oy = (1,3,2,—4),a0 = (2,7,1,-9), a3 = (4,13,t,—18) i niech W, = lin(ay, ay, ag). Niech
Wy opisana jest rownaniem z; + x9 + x4 = 0. Zatem W; i W5 sa podprzestrzeniami przestrzeni
R*. Dla jakich t € R mamy W; = Wy?

Rozwigzanie:

Uwaga: Jesli Wy C Wy oraz dimW; = k = dim W5, to Wi = Ws, bo jesli aq, ..., a jest
baza W1, to jest to tez baza Wy (bo jest to uktad liniowo niezalezny w Wy dlugosci k), wiec
W2 = lin(al, 600 ,Oék) = Wl-

Wrzielismy dim W, = k = dim W5, bo to nie dzialg dla przestrzeni nieskoniczonych. Na przyktad
gdy Wy = R = {(ciagi parzyste)} oraz gdy Wy = {(a;) | Vi=ox a; = 0}.
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Skoro ay € Wy i ag € Whiag € Wy, to Wy = lin(ay, ag,a3) € Wy, Mamy Wy, C W, oraz
dim Wy = 3. Zatem Wy = W, wtedy i tylko wtedy gdy dim Wy = 3, czyli gdy oy, as, a3 sa liniowo
niezalezne, czyli gdy t # 16.

Zadanie 5.
Niech K = F, = {0,1,...,p — 1} oraz niech V = K" = {(x1,29,...,2,) | ; € K oraz i =
1,2,...,n}. lle wektoréow ma przestrzen V7 lle jest baz w K™?

Rozwigzanie:
Wektorow jest p”, bo jest p™ ciagéw (x1, 29, ..., x,) 0 wyrazach w IF,,.

Policzmy ile jest baz w K™. Wiemy, ze dim K™ = n (baza standardowa). Konstruujemy baze
aq, 09, ..., ap przestrzeni K. Wybieramy ;. Mamy p™ — 1 mozliwosci (bo o dowolne, byle nie
0). Mamy ay, wigc wybieramy as. Mamy p" — p mozliwosci (bo as ¢ lin(aq), a lin(ay) ma p
wektorow). Mamy wigc a; i o, wybieramy az. Mamy p" — p? mozliwosci (bo a3 ¢ (aj,as), a
lin(ay, o) ma p* wektoréow). Mamy wiec aq, ag, a3 1 wybieramy «y itd. Baz w przestrzeni K™ jest

wiee (p" = 1)(p" —p)(@" —p?) ... (" —p" ).

Zadanie 6.
Ile jest podprzestrzeni k wymiarowych? (Wskazowka: Ile jest ukladow liniowo niezaleznych w z k
wektorow?)

Rozwigzanie:

Roznych k-tek wektoréw niezaleznych jest (p™ — 1)(p™ — p)(p™ — p?) ... (p" — p*~1). Kazda pod-
przestrzen wymiaru K mozemy uzyskac na tyle sposobow, ile roznych k-tek wektoréw niezaleznych
w niej znajdziemy. Takich k-tek jest (p* — 1)(p* — p)(p" — p?) ... (p* — p*~1). Zatem ostatecznie

. n__ n__ n__ 2 (pm— k—1 n__ n—1__ n—k+1__
szukana przez nas liczba to L) = ((Zk'iggﬂcfggwg?;,.gkjk—l)) — (1;,5711)@,61_)1)_(.1.’@71) L)

P
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Cwiczenia 13

Wymiar przestrzeni

Twierdzenie:
dimlin(ay, ..., a) = dimlin(ay, ..., ax, ) < lin(ag, ..., a) = lin(aq, . .., o, 5)
Dowodd: Zachodzi lin(ay, ..., ax) C lin(ay, ..., a, (), zatem teza jest prawdziwa, bo Wy C Wy

1dim W, =dim Wy < W, = W,

Zadanie 1.
Niech V' to przestrzen liniowa aq, ..., ax, 5. Wykazaé, ze

dimlin(ay, ..., ax) = dimlin(ay, ..., ax, ) < B € lin(ay, ..., o)

Rozwiazanie:
7 powyzszego twierdzenia mamy

dimlin(ay, ..., ;) = dimlin(ay, ..., ag, f) < lin(a, ..., ax) = lin(aq, ..., o, 5)

Zatem wystarczy pokazaé

lin(aq,...,ax) =lin(ay, ..., f) < B € lin(ay, ..., o)
= Skoro lin(ay,...,ax) = lin(B,aq,...,ax), to wektor S jest kombinacja liniowa pozostalych
wektorow, zatem € lin(ay, ..., ag).

< Niech v € lin(ay, . . ., ax, (), to znaczy, ze v = a1y + . .. + apay + 5. Ale § € lin(ay, ..., o),
czyli = craq + ... + cpoy, wiee 7 = ayaq + ... + apay + beyag + ...+ begay = (a1 + bey)ag +
oo+ (ag + beg)ag, zatem v € lin(ay, ..., ). Stad mamy lin(aq, ..., q, ) Clin(aq, ..., ax). Ale

przeciez mamy lin(ay, ..., ;) C lin(ay, ..., ax, B), zatem lin(aq, ..., ax) = lin(ag, ..., a, §). O
Zastosowania
a a a b
anry+ ...+ ATy = b1 1 12 In bl
21 Q22 Q2n 2
U= : & 5 . + 95 . +...+ 85, . =
A1 Z1 + oo+ ATy, = b
mld1 mndn n A1 A2 Ay, bm

gdzie (S1, S, ...,5,) € K" jest rozwiazaniem uktadu U.

Oznaczamy

a1 ... Qim ai;r ... Qim b1
A= : : A, = : : : powstata od uktadu U

Aml -+ Qmn Ami -+ Qmn bm
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Niech ky, ko, . .., kn, b to kolumny macierzy A,. Uktad U jest niesprzeczny < isnieje (Si,...,5,) €
K" takie, ze b = S1ky + ... Sk, < b € lin(ky, ... k,) < r(A) = dimlin(ky, ..., k,) = 7(4,) =
dimlin(ky, ..., &k, b).

Zadanie 2.
Dany jest uktad rownan

3x1+sTra + 23 =09
UZ 8l‘1+5$2+8$3:t
2x1+x2—|—6x3:6

Dla jakich s,t € R uktad U jest niesprzeczny? Dla jakich s, € R uktad U ma jednoznaczne
rozwiazanie?

Rozwiagzanie:
Uklad U ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = 3.

3 s 1 2 1 6
A=1|8 5 8| ~ |0 1 —16
216 0 s—=2 0

Zatem r(A) = 2 dla s = 2 oraz r(A) = 3 dla s # 2, czyli uktad U ma jednoznaczne rozwiazanie
wtedy i tylko wtedy gdy r(A) = 3, czyli gdy s # 2 oraz t jest dowolne.

Jedyna mozliwosé, aby uktad U byl sprzeczny, to gdy s = 2. Skoro dla s = 2 zachodzi r(A) = 2,
to dla s = 2 uktad jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy r(A,) = 2.

3 s 15 11 -5 -1
A, =18 5 8 t|~|0 1 —-16 -8
216 6 00 0 ¢t-16

r(A,) =2 dlat =16 oraz r(A,) = 3 dla t # 16, czyli uktad U jest niesprzeczny dla s =2 it = 16
lub s #21it e R. Uklad U jest sprzeczny dla s =2 it # 16.

Twierdzenie: Dla kazdej podprzestrzeni W C K™ istnieje jednoznaczny uktad rownan linio-
wych U o n niewiadomych taki, ze zbior rozwigzan tego uktadu wynosi W. Moéwimy U opisuje
W.

Zadanie 3.
Niech W C R* oraz W = 1in((1,2,1,3),(2,5,4,0), (3,7,5,3), (1, 3,3, —3)). Znalez¢ uktad réwnar
liniowych opisujacy W.

Rozwigzanie:
Kazde réwnanie opisujace U ma postacé: ayxy + asws + azxs + agxy = 0. Checemy znalezé aq, as, as
i ay. Musimy znalez¢ baze W:

121 3 121 3
25 4 0 0126
375 317 (o0o00
12 3 -3 0000
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a nastepnie rozwigzaé ukltad rownan podstawiajac za x wektory z bazy.

a ay + 2a9 + a3z +3a4 =0 o U a1 = 3as — 15ay
‘ 2a1+5a2—|—4a3:0 ’ a2:—2a3+6a4

(3ag — 15ay, —2a3 + 6ay4, as, as) = a3(3,—2,1,0) + a4(—15,6,0,1)
Zatem baza rozwiazan uktadu U’ jest {(3,—2,1,0),(—15,6,0,1)}, stad

U - 31’1—2$2+£L‘3:O
| =152 + 629 + 24 =0

Uktlad ten opisuje W, bo jest oczywiste, ze W C (zbior rozwiazan uktadu U) oraz (zbior rozwiagzan
uktadu U) C W, poniewaz wymiar jest taki sam (dimU =4 — 2 = 2).

Zbioér rozwiazan uktadu U to jest uktad rozwiazan dwoch rownan liniowo niezaleznych z czterema
niewiadomymi. Przestrzen rozwiazan ma wymiar 4 — 2 = 2.

Twierdzenie: Dany jest uktad réwnan liniowych

a1y + ... +apT, = 0

11+ ...+ Ay, =0
Oraz macierz w przestrzeni rozwigzan uktadu U

aijr ... Qip

A:

am1 --- Amn

Wowcezas przestrzen rozwiazan uktadu U ma wymiar dim W = n — r(A).
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Cwiczenia 14

Operacje na podprzestrzeniach, suma prosta

Uwaga: W; i W, to podprzestrzenie przestrzeni liniowej V', woéwczas zbiory Wy + Wy =
{a1+as | a; € Wy A ag € Wy} oraz Wy N W tez sa przestrzeniami V.

Uwaga: Jesli W7 = lin(ag,...,qx) oraz Wy = lin(By,...,0n), to Wi + Wy =
lin(ag, ..., 06, B1, -\ Bm)-

Dowod: Zachodzi Wy + Wy = lin(ay, ..., ar) + 1in(fy, ..., Bm).

C Mamy Voew,+w, @ = 71 + Y2, gdzie y1 € Wi oraz v, € W, zatem a = 71 + 7o = Z C;0y; +

m

Z dzﬁu Czyli o€ lin(al, 50 ,Ozk,ﬁl, 500 ,Bm)

=1

k m k m

2 Mamy Vaelin(ar,....on01,.8m) & = D Ci0 + Y diffi, gdzie Y c;a; € Wy oraz ) d;f; € Wh,
i=1 i=1 i=1 i=1

zatem o € Wy + W,y O

Uwaga: Wy, W, C K" sa opisane uktadami rownan liniowych U; dla W; oraz U, dla Wy
a11x1+...+a1n$n:0 611$1+...+01nl’n20
Am1T1 + ...+ Gy, =0 Cn1T1 + ...+ Cpny, =0

Wowcezas Wi N W jest opisane uktadem réownan U

(auxl + ...+ A1nTy = 0

Am1T1 + ...+ Ay, =0

c1121 + ... +Clnxn = (0

(Cm1Z1 + - -+ CpZTn =0

Zadanie 1.
Niech W, = 1in((1,2,1,3),(2,3,2,4)) oraz Wy = ((1,3,4,1),(2,4,5,2)). Znalez¢ baze i wymiar
przestrzeni Wi N Wh.

Rozwigzanie:
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Twierdzenie: Jesli Wy, W5 to przestrzenie V', to wtedy

dlm(Wl + WQ) = dim W1 + dim W2 — d1m(W1 N Wz)

Mozemy tatwo obliczyc dim(WW;NWs), poniewaz tatwo obliczy¢ dim (W, +Ws), dim Wi oraz dim W.
1 21 3 1 21 3
2 3 2 4 010 2
Zatem dim W; = 2
1 3 4 1 1 3 4 1
2 4 5 2 02 30

Zatem dim Wy = 2. Mamy Wi + W = lin((1,2,1,3), (2,32,4), (1,3,4,1), (2,4,5,2))

1 21 3 121 3
2 3 2 4 010 2
134 17100 3 —4
2 4 5 2 000 0

Zatem dim(W; + Ws) = 3, skad mamy dim(W; N Ws) =2+2 -3 =1,
Znajdzmy baze Wi N Wy, W tym celu opisujemy W; i Wy uktadami réwnan liniowych. Dla W,

bierzemy ayxq + asxo + azrs + asxy =0

{a1+2a2+a3+3a420 o {alz—a3+a4

2a1 + 3as + 2a3 + 4a, =0 g = —2ay

Mamy (—a3 + ag, —2ay, as, aq) = az(—1,0,1,0) + a4(1,—2,0, 1), zatem

Ulz {—I1+l’3—0

0 21’2 + x4 = 0
Dla W5 bierzemy byxy + boxg + bgxz + byxy = 0

{b1+3b2+4b3+b4:0 - {blzébg—m

2[)1 + 4[)2 + 5b3 + 2b4 = 0 b2 - —%bg

Mamy (3bs — by, —3b3, b3, bs) = $b3(1, —3,2,0) + bs(—1,0,0,1), zatem

—l’1+1‘4:0

Uz_{x1—3x2—|—2x3:0

Zatem Wi N Wy opisane jest uktadem rownan

—.1'1—|—.’L'3IO
$1—2LL’2+JI4:O
5(71—3.1'2—}-2[)’}3:0

—1’1+ZL'4:0
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Znajdzmy teraz baze przestrzeni Wy N Ws.

1 0 10 100 —1
1 -2 01 010 —1
1 =320/ 7 loo01 -1
-1 0 01 000 0

Zatem (x4, x4, 74, x4) = x4(1,1,1, 1), skad baza W7 N W5 to {(1,1,1,1)}.

Uwaga: W; U W, prawie nigdy nie jest podprzestrzenia (jest, gdy Wy C Wy oraz Wy C W)

Suma prosta

Definicja: Wy, W5 to podprzestrzenie V', wowcezas V = Wy @ Wy (czytaj V jest suma prosta
Wy 1 Wy) wtedy 1 tylko wtedy, gdy Wy N Wy = {0} oraz W, + W,y = V.

Przyktad: Niech V = R? oraz W, = lin((1,0)). Dla jakiego Wy moze zachodzi¢ W; & Wy = R??
W, moze byé¢ dowolne, byleby lezalo w plaszczyznie R? oraz w Wi. W, moze byé na przyklad
rowna Wy = lin((0,1)).

Uwaga: Jezeli ay,...,a; jest baza Wy C V oraz (y,...,0, jest baza Wy C V, to V =
Wie Wy s ay,...,ax,B1,- .., 0m jest bazg V.

Dowéd:

= Niech v = 1147, € V = W1+ Wy, gdzie v; = a1aq+. . .F+agar € Wiiyy =b161+. . .4+bnBm €
Wy, Czyli v = a1a1 + ... + agag + 0151 + ... + by B, zatem V = lin(av, ..., ax, B1,y - -, Bim)-
Wektory oy, ..., ax, b1, - .., Bm sa liniowo niezalezne, bo a1y +. . . +arar+b161+. . . +b,0m = 0,

gdyz Wy N Wy = {0} i mamy «y, ..., a; sa liniowo niezalezne, wiec a; = as = ... = a; = 0 oraz
analogicznie by = by = ... =b,, = 0. Zatem aq,...,a, P1,. .., Bmn jest bazg V.
< Jezeli ay,...,ap, 01, ..., Bm jest baza V', to wektory oy, ..., ax, b1, ..., Bm sa liniowo nieza-

lezne, zatem W, N Wy = {0}, bo w przeciwnym przypadku dowolny wektor bytby kombinacja
liniowa pozostalych. Ponadto W; + Wy =V zatem Wy & Wy =V. [

Zadanie 2.
Niech Wy =1in((1,2,1,4),(2,3,1,6)) oraz W5 = lin((1,1,1,1),(1,1,0,¢)). Dla jakich ¢ € R zacho-
dZi W1 EB W2 = R4?

Rozwigzanie:

Twierdzenie: Jezeli dimV < oo oraz Wi, Wy C V to podprzestrzenie, to woéwczas V =
Wy & Wy wtedy i tylko wtedy gdy Wi N Wy = {0} oraz dim W; + dim Wy = dim V.
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Mamy Wy + W, =1in((1,2,1,4),(2,3,1,6),(1,1,1,1),(1,1,0,¢))

) Y Y

1 2 1 4 1 2 1 4
2 3 16 011 2
1 1 11 001 -1
1 1 0 ¢ 000 t—2
4dlat+#2
Mamy wiec dim(W; + Ws) = 5 dlz . 7_A 5 Zatem R* = W, @ W, wtedy i tylko wtedy gdy

{(1,2,1,4),(2,3,1,6),(1,1,1,1),(1,1,0,¢)} jest baza R, czyli gdy t # 2.

Zadanie 3.
Niech W C R* bedzie opisane ukladem réwnarn

- ZL’1+I2+ZE3+QL‘4:0
' Ty — X3 + 21’4 =0
Znalez¢ (przez podanie bazy) podprzestrzern W’ C R* taka, ze R* = W @ W',

Rozwigzanie:
Musimy znalez¢ baze przestrzeni rozwiazai uktadu U i dopekni¢ ja do R%.

11 1 1 1 0 -1 2

1 0 —1 2 01 2 -1
(x3 — 2wy, —2x3 + T4, 23,24) = x3(1,—2,1,0) + 24(—2,1,0,1), zatem baza W to na przyktad
{(1,-2,1,0),(=2,1,0,1)}. Dopelniamy ja do bazy przestrzeni R* na przyklad wektorami (1,0, 0, 0)

i (0,1,0,0) (dowolne wektory byle byly liniowo niezalezne z wektorami bazy W). Niech wiec
W’ = 1lin((1,0,0,0), (0, 1,0,0)).
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Cwiczenia 15

Powtorzenie
Elementarne typy zadan z podstaw algebry
1. Zbadacd, czy a € lin(ag, ..., ay).

Zadanie
Niech oy = (1,0,1,2), a0 = (1,3,0,1), 3 = (1,1,1,1). Czy 5= (1,2,0,4) € lin(ay, ag, a3)?

Rozwigzanie:
Jesli B € lin(ay, ag, ag) to (1,2,0,4) = a; - (1,0,1,2) + ay - (1,3,0,1) + a3 - (1,1,1,1) dla pewnych
ai, as,az € K. Mamy wiec uktad rownan

ay +ay +az =1 1111 1111
3a2+a3:2 03 1 2 0101
ay + as = 0 “l1to10 70010

211 1 0001

2a1+a2+a3:1

Uktad jest sprzeczny, zatem [ nie jest kombinacja liniowa wektorow oy, as, as.
2. Zbadaé, czy uktad wektoréw aq, ..., ay jest liniowo niezalezny.

Zadanie
Czy a1 = (1,1,1,0),a0 = (0,1,2,3), 3 = (0,1, 1, 1) jest liniowo niezalezny?

Rozwigzanie:

Sposob 1

Ten uktad jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy wiersze macierzy A utworzone z tych
wektorow sa liniowo niezalezne, czyli gdy wiersze macierzy schodkowej B otrzymanej z A ele-
mentarnymi operacjami na wierszach sa liniowo niezalezne, czyli gdy macierz B nie ma wiersza
Zerowego.

1 11
A=10 1 2
011

—= W O

1 11
~ 0 1 2
0 01

N W O

Zatem wektory sg liniowo niezalezne.

Sposéb 11
Wektory aq, as, a3 sa liniowo zalezne, wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie ajaq + asas + azas = 0
ma niezerowe rozwiazanie.

3. Zmalez¢ baze przestrzeni lin(ay, . .., ay).

Niech A € M,,«m(K) bedzie macierza o wierszach ay, ..., «, oraz B to macierz schodkowa
otrzymana z macierzy A elementarnymi operacjami na wierszach, wtedy V' = lin( wiersze A) =
lin( wiersze B) = lin( niezerowe wiersze B). Niezerowe wiersze macierzy B sg liniowo nieza-
lezne, czyli jest to baza W.
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Zadanie Niech W =lin((1,3,1,2),(1,1,1,1),(3,5,3,4)). Znalez¢ baze przestrzeni W.

Rozwiazanie:
1 3 1 2 1 3 1 2
1111 ~10 2 01
3 5 3 4 0000
Zatem baza W to na przyktad {(1,3,1,2),(0,2,0,1)}.

4. Znalez¢ baze przestrzeni rozwigzan uktadu jednorodnego réwnan liniowych.

Zadanie
Dany jest uklad réwnan liniowych w R®

- $1+I2+22}3—I‘4+5L’5:0
| @1+ 220 + 5as + x4 + 225 = 0
Zmalez¢ baze rozwiazan tego ukladu.

Rozwigzanie:

11 2 —1 1 —1 —3 0

1 2 5 O 1 1
(34324, —3w3— 214 — x4, T3, 74, 25) = 23(1,—3,1,0,0)+24(3,—2,0,1,0)+25(0,—1,0,0,1). Zatem
baza to {(1,—3,1,0,0), (3, —2,0,1,0), (0,—1,0,0,1)}.

5. Zmalez¢ wspolrzedne wektora a w bazie oy, . .., a,.

Zadanie
Znalez¢ wspohrzedne wektora (4, —6,1,1, 1) w bazie {(1,-3,1,0,0), (—3,2,0,1,0),(0,—1,0,0,1)}.

Rozwigzanie:
Mamy (4,-6,1,1,1) = a; - (1,-3,1,0,0) + ay - (—3,2,0,1,0) + a3 - (0,—1,0,0,1) dla pewnych
ai,as, a3 € R. Daje nam to uktad rownan

(a1 + 3ay = 4

a1 1 90y = 1 3 0 4 1001

—3a; — 2a3 — a3 = —6 -3 -2 -1 —6 0101 ap =1

da; =1 ~l1 0 0 1|~001 1] ~<la=1

4 = 1 0o 1 0 1 0000 a5 = 1
B o 0 1 1 0000

\&3—1

Zatem wspotrzedne wektora (4, —6, 1,1, 1) w bazie {(1, —3,1,0,0), (-3,2,0,1,0), (0,—1,0,0,1)} to
1,1,1.

6. Obliczy¢ rzad macierzy A € M, xn(K).
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Zadanie
1 210
Oblicz rzad macierzy (2 1 0 1
1111
Rozwiazanie:
1 210 121 0
2101 ~(010 —1
1111 001 1

Macierz ma trzy niezerowe wiersze, zatem r(A) = 3.
7. Opisa¢ podprzestrzenn W C K" jednorodnym uktadem réwnan liniowych.

Zadanie
Opisz podprzestrzein W = lin((1,1,1,1),(1,2,1, 3),(2,3,2,4)) C R?* jednorodnym ukladem réwnari
liniowych.

Rozwigzanie:

Mamy réwnanie opisujace ayx; + as®s + azxs + asxy = 0 oraz szukamy aq, as, as, as. Musza one
speliaé¢ uktad réwnan

CL1+CL2—|—CL3+CL4:0 1 1
CL1+2CL2—|—CL3+3CL4:0 1 2
2 3

a9 = —261,4
2&1 + 3@2 + 2&3 + 4(1,4 =0

Rozwiazanie ogolne uktadu to na przyktad (—as—+aq, —2ay4,as,a4) = az(—1,0,1,0)+ay4(1,—2,0,1).
Zatem uktad opisujacy W to

-1+ T3 = 0

r1 — 29+ x4 =0

8. Zmalez¢ baze i wymiar Wy + W5 dla zadanych podprzestrzeni Wy, Wy z V.

Zadanie
Niech W, =1in((1, 3,1,4),(0,2,0,3)) C V oraz W, = 1in((1, 1, 3,5),(2,2,4,6)) C V, gdzie V = R*%.
Zmalez¢ baze 1 wymiar Wy + Ws.

Rozwigzanie:
Zawsze zachodzi lin(ay, ..., o) +1in(By, ..., Bm) = lin(ay, ..., an, 1, - .., Bm), zatem mamy Wy +
Wy = lin((1,3,1,4), (0,2,0,3), (1,1,3,5), (2,2,4,6))

1 31 4 1 31 4
020 3 020 3
1135710012
2 2 4 6 00 0 0

Zatem baza W7 + W5 to na przyktad {(1,3,1,4),(0,2,0,3),(0,0,1,2)}, czyli dim(W; + W,) = 3.
9. Znalez¢ baze i wymiar Wy N W, dla zadanych podprzestrzeni Wy, Wy z V.

o7



Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa I Marysia Nazarczuk

Zadanie
Niech Wy = lin((1,3,1,4),(0,2,0,3)) C V oraz Wy = lin((1, 1, 3,5), (2,2,4,6)) C V, gdzie V = R®.
Zmnajdz baze i wymiar podprzestrzeni Wy N Ws.

Rozwigzanie:

Mamy dim W; = 2 oraz dim Wy = 2 oraz dim(W; + Ws) = 3, zatem dim(W; N W,) = dim W, +
dim Wy —dim(W; +Ws) = 242 —3 = 1. Aby znalez¢ baze W1 N Wy, nalezy znalez¢ uktad rownan
opisujacy Wj i uktad rownan opisujacy Ws. Nastepnie bierzemy uktad ztozony ze wszystkich
rownan z Wy i Wy, Opisuje on przestrzen Wi N Wy, Nastepnie znajdujemy baze danego uktadu.
Wynosi ona (1,1,1,1).

10. Dane sa podprzestrzenie Wy, Wy C V. Zbada¢, czy V = W; & Wh.

Zadanie
Niech W; € R* opisane jest ukladem réwnan

Ti+ T+ a3 +14=0
1'3—{—2.’134:0

oraz niech Wy = lin((1,1,1,-1),(1,2,0,1)). Czy Wy & Wy = R*?

Rozwigzanie:

Wiemy, ze gdy ay, ..., jest baza Wi € V oraz (y,..., 0, jest baza Wo € V to V. =W, & W,
wtedy i tylko wtedy gdy aq, ..., ax, B1,. .., Bm jest baza V. Wyznaczamy baze W7 i W,. Wektory
(1,1,1,-1),(1,2,0,1) sa liniowo niezalezne, zatem jest to baza Ws. Dla W; mamy natomiast baze
{(-1,1,0,0),(1,0,—2,1)}. Sprawdzamy, czy Wy & Wy = V. = Wy + W,y. Mamy W; + W, =
lin((1,1,1,-1),(1,2,0,1),(—1,1,0,0), (1,0, -2, 1)).

1 1 1 -1 11 1 1
1 2 0 1 01 -1 2
11 0 ol foo 1 -1
1 0 -2 1 00 0 1

Mamy dim W; = 2 oraz dim W, = 2 oraz dim(W; + W) = 4, zatem prawdziwa jest rownosé
dim(Wy + Ws) = dim Wy + dim Wy, zatem W, @ Wy = R*.

11. Dla danej podprzestrzeni W C V podaé przyklad takiej podprzestrzeni W’ C V| ze V =
W aew'.

Zadanie
Niech W C R* bedzie opisana réwnaniem x; — x5 + 23 — 24 = 0. Podaé¢ W/, W"” C R* przy czym
W' 4 W" takie, ze R* =W @ W' oraz R* =W @ W".

Rozwigzanie:

Wyznaczmy baze W. Mamy x1 —zo+x3—24 = 0 & Xy = 29 —x3+ 14, zatem w przestrzeni W leza
wektory postaci (zo—x3+a4, To, T3, 24) = x2(1,1,0,0)+x3(—1,0,1,0)+24(1,0,0,1). Zatem baza W
to {(1,1,0,0),(=1,0,1,0),(1,0,0,1)} oraz dim W = 3. Dopelniamy baze W do bazy R* wektorem
liniowo niezaleznym z pozostatymi. Niech wigc W’ = lin((1,0,0,0)) oraz W” = lin((0, 1, 0,0)).
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O cialach

1. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych o wspoétezynnikach w K.
2. Ciato licz zespolonych

a) Zmajdowanie postaci trygonometryczne;

b) Dla z € C znajdowanie 2" w postaci a + bi

c¢) Skicowanie podzbioréw D C C

d) Znajdowanie pierwiastkow z liczb zespolonych

e) Rozkladanie wielomianéw na czynniki stopnia 1 w C
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Cwiczenia 16

Przeksztalcenie liniowe

Definicja: Funkcje¢ ¢ : V' — W nazywamy przeksztalceniem liniowym jesli V,, gev Vack
a) ¢(a+pP) = ¢(a)+ o(f)
b) ¢(a-a) =a-¢(a)

Zadanie 1.

Wykazaé, ze ¢ : V. — W jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ai, ..., € V oraz dla kazdego ay,...,a; € K zachodzi ¢p(ayay + ... + apay) = ard(a) + ... +
apd(ay).

Rozwigzanie:

< Mamy tu szczegélny przypadek. Gdy a3 = o, ap = f oraz a; = ay = 11 k = 2, to mamy
dla+p) = d(ar +az) = d(ar) + ¢az) = d(a) + ¢(B). Gdy oy = aworaz a; = a i k =1, to mamy
¢la-a) = dlaran) = amd(an) = ag(a).

= Stosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 mamy ¢(aaq) = a1¢(aq). Mamy wiec spetnione
dla k i dowodzimy dla k + 1. Mamy ¢((a1aq + ... + arag) + arr10p41) = Plarag + ... + apag) +
Plap10p41) = ard(on) + ... + apd(ou) + dlapi1ags1) = adlar) + ... + apd(on) + app10(tr).

Zadanie 2.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™. Niech V;_y _, ¢(g;) = (a1j,...,am;). Znalezé
wzOr na ¢ w zaleznosci od a;; € K.

Rozwigzanie:

Mamy ¢((z1,xa,...,2,)) = ¢(x181 + Toga + ... + Tpen) = T10(e1) + T2P(e2) + ... + pp(ey,) =
a:l(an, asyy ... ,aml) —|— $2(a12, asgo, . .. ,am2) —|— e —|— xn(aln, Aony - - - ,amn) = (anxl —|— 19T —|— Ce +
A1pnLn, A21T1 + 229 + ...+ AonTpn, -« .y, Am1T1 + Q279 + ...+ amna:n).

Zadanie 3.

Sprawdzi¢, ze dla kazdych a;; € K funcja ¢ : K™ — K™ zadana wzorem ¢((x1, ..., %p)) = (a1121+
cooF ATy, ooy Ty F .+ GppTy) jest przeksztalceniem liniowym.

Rozwiazanie:

Niech o = (s1,...,8n), B = (t1,...,tn). Wowezas o + = (81 + t1,...,8, + t,,), czyli mamy
QZS(O[—F/B) = gb((sl —|—t1, ey Sy +tn)) = (CLU(Sl +t1) +CL12(82 —f-tg) +... —|—a1n(sn —I—tn), ce am1<81 +
t)+. . A amn(Sntts)) = (ar1s1t+anti+. . .+anSn+taintn, -y GmiS1+amiti+. . .+ mnSn+amnty) =
(@111 + .. Q1nSny <o vy Q1S1 + <o+ QnsSn) + (annts + d+ aiptn, <oy Gmits + oo F Qpptn) =

() + (). Analogicznie ¢(a - o) = a - ¢(a), zatem ¢ jest przeksztalceniem liniowym.

Zadanie 4.
Zbadaé¢ czy dana funkcja ¢ : R3 — R? jest przeksztalceniem liniowym

a) o((x1,z9,x3)) = (bary — 229 — 23,21 + T3 — 4ag)
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b) ¢((z1,x2,23)) = (207 + 322 + 23+ 1,27 — 29 — 23+ 4)
¢) O((z1,20,23)) = (2 + 229 + 3, 21 + 313)

d) o((z1, 29, 23)) = (x1 + (x +2+1)? — 22 + 23 — 1,01 + 29 — 73)

Rozwigzanie:

a) Tak, bo jest dana wzorem ¢((x1,x2,23)) = (1121 + 1222 + a13%3, A21T1 + A20Ts + 223x3).

Uwaga: Jesli ¢ : V — W jest przeksztalceniem liniowym, to ¢(0) = 0.
Dowodd: ¢(0) = ¢(0-«) =0- ¢(a) =0 dla dowolnego a € V.. [

b) Nie, bo ¢((0,0,0)) = (1,4) # (0,0).

c¢) Nie, bo niech a = (1,0,0),58 = (1,1,1), wowczas o + 8 = (2,1,1). Mamy wiec ¢(a) =
(1,1),0(8) = (4,4) oraz ¢(a + ) = (7,3), przy czym ¢(a) + ¢(8) # ¢(a + B).

d) Tak, bo ¢((x1, z2,x3)) = (21 + 229 + 23, 11 + T2 — T3).

Uwaga: Niech ag,...,a, to baza V oraz dane sg dowolne 1, ..., 5, € W. Wowczas istnieje
doktadnie jedno przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢(a1) = B, ..., d(ayn) = B.

Zadanie 5.
Znalez¢ wzor na przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R3 takie, ze ¢((0,1)) = (1,2,3),¢((1,3)) =
(4,5,2).

Rozwigzanie:
Ogolny wzor wyglada nastepujaco ¢((x1, x2)) = (a1171 + T12%2, ag1x1 + a22x9, a31x1 + azaTs).

Sposéb 1
Podstawiamy «; = (0,1), as = (1,3) do ogdlnego wzoru. Dostajemy uklad szesciu réwnan z
szescioma niewiadomymi. Rozwigzujemy.

Sposéb 11 Jak Wiemy, wzOr na ¢ tatwo dostaé, gdy dane sa wartosci ¢ na bazie standardowe;j.
(47 572) (1 2 3) (17 —1, _7) Stad ¢((IE1,ZL’2)) = gb(fL‘l(l,O) + 1’2(0, 1)) =Ty gb((l,O)) + Xy
¢((0,1)) (]_ —1 —7)—|—I2<1,2,3) = (Il,—I17—7[L'1)+(ZL‘2,2[L'2,3I2) = (I1+$2,—l’1+21‘2,—7l‘1+
3.732).

Zadanie 6.

Niech Vi, Vs beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K. W zbiorze Vi x Vo = {(aq,a0) | oy €
Vi, a0 € Vo} wprowadzamy dzialania (o, as) 4+ (81, 82) = (aq + f1, a0 + o) oraz a - (aq, an) =
(a-aq,a-az). Wykaz, ze Vi x V4 z tymi dzialaniami jest przestrzenia nad K.

Rozwigzanie:
Niech (g, 31) € Vi x V4 oraz (ag, ) € Vi x Vo ia € K. Wowcezas (a1, 51) + (g, 52) = (a1 +

62




Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa I

ag, b1+ PB2) € Vi xVyoraz a- (ayg, f1) = (a-aq,a-51) € Vi X Va, zatem Vj x V5 jest podprzestrzenia
nad K.

Zadanie 7.

Niech V,W to przestrzenie liniowe nad K. Dana jest funkcja ¢ | V. — W. Niech G4 =
{(a,p()) | @« € V} C V x W, gdzie G to wykres funkcji ¢. Wykazaé, ze funkcja ¢ : V. — W
jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres Gy jest podprzestrzenia tej
przestrzeni V' x W.

Rozwigzanie:
Wezmy (o, p()) € V x W oraz (B, ¢(5)) € V x W, wtedy (a, ¢(a)) + (8, ¢(8)) = (o + 5, ¢(a) +
¢(8)) = (a+p,é(a+P)) € Gy. Dlaa € K mamy (o, p())-a = (a-a, ¢(a)-a) = a-a, p(a-a)) € Gy
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Cwiczenia 17

Baza i jadro przeksztatcenia

Pytanie: Dane sg przestrzenie liniowe V, W nad cialem K oraz wektory aq,...,ar € V oraz
Bi,..., 0, € W. jak sprawdzi¢, czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W takie, ze

Vici2, k O(ou) = 57

Metoda: Rozpatrujemy podprzestrzen Vo = lin(aq, ..., ) € V. Z ukltadu a, ..., ap wybieramy
baze «;1, 9, ..., q;s przestrzeni V. Definiujemy przeksztatcenie liniowe ¢g : Vo — W przez
warunek: ¢g(ay1) = Bi1, do(uz) = Piz, - - -, do(s) = Pis. Wowcezas przeksztatcenie liniowe ¢ : V' —
W takie, ze Vi:mmk (,75(041) = 61 istnieje = Vi:mmk Qb()(Oéi) = /Bz

Dowod:

= Gdyby takie ¢ istnialo, to mielibySmy ¢|y;, = @9, bo przeksztalcenia te sa réwna na bazie
przestrzeni V.

<  Przypusémy, ze ¢p spelia Vi_io  r ¢o(ov) = f;. Dopelniamy uklad liniowo niezalezny
i1, - Qs do bazy i1, ..., s, V1, - - -, Y Drzestrzeni Vi definiujemy ¢ na tej bazie: ¢(ay) =
Bit, -, ¢(aus) = Bis oraz ¢(7;) = cokolwiek dla j =1,2,...,r

Zadanie 1.
Niech oy = (1,1,2,3), ag = (2,4,5,8), ag = (4,6,9,14), ay = (1,3,3,5). Czy istnieje przeksztal-
cenie liniowe ¢ : R4 — R4 takie, ze gb(al) (1,1), o(a2) = (2,3), ¢(as) = (4,5) , Pp(ay) = (1,2)7

Rozwigzanie:
Zmajdzmy baze przestrzeni uktadow wektorow oy, as, as, ay.

112 3 1123
2 45 8 0111
46 9 14| {0 0 0 0
123 5 000 0

Zatem dim(ayq, g, a3, ay) = 2 oraz baza to {(1, 1,2, 3),(2,4,5,8)}. Niech dana podprzestrzen to Vj.
Definiujemy ¢ : Vo — R% Mamy ¢o(a;) = (1,1) oraz ¢o(as) = (2,3). Pytamy sie czy ¢o(az) =
(4,5)7 Mamy g = 201+, zatem ¢g(ag) = do(201 + ) = 2-Pg(1) +Po(ae) = 2-(1,1)4+(2,3) =

(4,5). Pytamy sie, czy ¢o(aq) = (1,2)? Mamy oy = ao—avq, zatem ¢o(ay) = ¢o(ae—ay) = ¢o(ae)—
do(a1) = (2,3)—(1,1) = (1,2). Zatem takie przeksztalcenie ¢ istnieje. Definiujemy je nastepujaco.
Dopelniamy wektory (1,1,2,3),(2,4,5,8) do bazy R* wektorami (1,0,0,0), (0,1,0,0). Nastepnie
zadajemy ¢((1,1,2,3)) = (1,1), ¢((2,4,5,8)) = (2,3), #((1,0,0,0)) = (0,0), ¢(0,1,0,0)) = (0,0)
(byle co).

Zadanie 2.

Dane jest przeksztatcenie liniowe ¢((z1, x2, x3)) = (21 + 22 — x3, 201 + X2 + 323, 321 + 209 + 223, 1 +
4x3). Znalez¢ bazy dwoch podprzestrzeni obrazu i jadra przeksztalcenia ¢.

Rozwigzanie:
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Znajdzmy baze podprzestrzeni jadra ¢. Mamy (x1, 29, x3) € ker(¢) < ¢((x1, x2,23)) = (0,0,0,0).

T14+ x93 —23=0
207 + 29+ 323 =0 T = 4x3
311+ 270 + 225 =0

1 +4x3 =10

Ty = DX3

Zatem (4xs, bxs, x3) = x3(4,5,1), czyli baza przestrzeni ker(¢) to {(4,5,1)}.

Uwaga: Niech ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym i niech a4, ..., ®, to baza V,
wowcezas im(¢) = lin(o(aq), ..., ¢(ay)).
Dowéd:

C Niech a = aja1 + ... + apa, (bo aq,. .., jest baza V') oraz niech ¢(«a) € im(¢), wtedy
(o) = gplaray + ... + apan) = ar¢(an) + ... + and(an) € lin(d(an), . . ., ¢(an)).
D Niech v = a1¢(a1) + ... + anp(ay) = d(araq + ... + apar,) € im(¢). O

Znajdujemy baze przestrzeni obrazu ¢. Mamy im(¢) = lin(¢((1,0,0)), ¢((0,1,0)),#((0,0,1)) =
lin((1,2,3,1),(1,1,2,0),(—1,3,2,4))

1 1
1 2
3

ORI
I )

11
~ 10 1
0 0

O = N
O = O

—1

Zatem im(¢) = lin((1,1,2,0),(1,2,3,1)). Ponadto dimker(¢) = 1 oraz dimim(¢) = 2, czyli zgadza
sig, bo dim R? = dim ker(¢) + dim im(¢).

Definicja: Zatozmy, ze V. = Wy @& Ws, gdzie Wi, W5 to podprzestrzenie zawarte w V. Dla
kazdego o € V istnieje zatem oy, € W, oraz ay; € W, jednoznacznie wyznaczone, takie, ze
a = ay + . Definiujemy ¢ : V — V: dla kazdego a zachodzi ¢(a) = ay. Takie ¢ jest rzutem
(=rzutowaniem) na W, wzdtuz Ws.

Zadanie 3.
Sprawdzi¢, ze takie ¢ jest przeksztalceniem liniowym.

Rozwigzanie:
Niech o € A oraz 1 € B przy czym oy + 1 € A® B, zatem ¢(a + ) = ag + f1 = ¢(a) + o(B).
Dlaa € K mamy a- ¢(a) =a-a3 = ¢(a-a), boa-a; € A.

Zadanie 4.

Niech ¢ : V' — V bedzie takim przeksztatceniem liniowym, ze ¢ o ¢ = ¢. Wykazaé, ze ¢ jest
rzutem, to znaczy ze istnieje Wy, Wy C V takie, ze V.= W; @& W, oraz ¢ jest rzutem na W, wzdtuz
Ws.

Rozwigzanie:
Niech Wi = im¢ oraz Wy = ker¢. Wykazemy, ze V = W; & W,. Niech a € ker¢ N img,
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czyli @« = ¢(B) dla pewnego 3, bo a € im¢. Ponadto ¢(a) = 0, bo o € kerp. Mamy ¢(«a) =

o(0(B)) = ¢(B) = a, czyli a = 0. Zatem ker ¢ Nim¢ = {0}. Mamy wykazac, ze dla kazdego

a € V istnieje oy € kero i ag € img, ze a = a3 + ay. Wezmy ay = ¢(a) € im¢ oraz ag =

a— ¢(a) € kerg, bo ¢(a — d(a)) = p(a) — ¢(d(a)) = a — a = 0. Wowcezas dla kazdego v € V'

mamy o = ¢(a)+a — ¢(a). Zatem o € Wy + Wy, Dla takich Wy i Wy rzut na W wzdtuz Wy
M~ Se—S—

ews €Wy
przyporzadkowuje kazdemu oo € W wekor a; = ¢(«), czyli rzut na Wy wzdtuz Wy jest to ¢.
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Cwiczenia 18

Monomorfizmy, epimorfizmy, izomorfizmy

Definicja: Niech ¢ : V — W to przeksztalcenie liniowe
e ¢ jest monomorfizmem, jesli ¢ jest réznowartosciowe
e ¢ jest epimorfizmem, jesli ¢ jest "na”

e ¢ jest izomorfizmem, jesli ¢ jest roznowartosciowe i jest "na”

Uwaga:
e ¢ jest monomorfizmem < ker ¢ = {0}
e ¢ jest epimorfizmem < im¢ = W

Dowéd:
= a€kerg = ¢(a) =0=¢(0) = a =0, zatem ker ¢ = {0}

< Niech ¢(a) = ¢(8) = (@) — $(8) = 0= da—f) =0=>a—fekerp={0} > a—f =

0 = a = 3, zatem ¢ jest monomorfizmem.

Zadanie 1.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R?* — R3, ¢((z1, 22)) = (21 + 79, 11 — T2, 271 + 372)

a) Czy ¢ jest monomorfizmem?

b) Czy ¢ jest epimorfizmem?

Rozwiazanie:

a) Mamy ker ¢ = {(z1,22) | ¢((z1,22)) = (0,0,0)}, zatem mamy uklad réwnan

ZL‘1+$2:0
$1—$2:0 :>x1:x2:()
2$1+3$2:0

Zatem ¢ jest monomorfizmem.

b) GLUPIE PYTANIE! Nie istnieje epimorfizm ¢ : R — R3.

Uwaga: Niech ¢ : V' — W to przeksztaltcenie liniowe
e ¢ jest monomorfizmem = dim V' < dim W
® ¢ jest epimorfizmem = dim V' > dim W

Dowo6d: Wiemy, ze dim V' = dim ker ¢ +dimime¢. Jezeli ¢ jest monomorfizmem, to dim ker ¢ =
0, zatem dim V' = dim im¢, ale im¢ C W, zatem dimim¢ < dim W. Jezeli ¢ jest epimorfizmem,
to dimim¢ = dim W, bo im¢ = W, zatem dim V' = dim ker ¢ + dim W, czyli dimV > dim W.
Ponadto jezeli ¢ jest izomorfizmem, to dimV =dim W. [0
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Zadanie 2.
Niech ¢ : R® — R? bedzie przeksztalceniem liniowym, ¢((xy, T2, 23)) = (271 + 9 + 23,71 =
—T9 + 21’3)

a) Czy ¢ jest epimorfizmem?

b) Czy ¢ jest monomorfizmem?

Rozwigzanie:

a) Mamy im¢ = lin(d(g1), ¢(e2), ¢(e3)), gdzie £1, €2, €3 to baza standardowa R?. Mamy ¢(g;) =
(2,1),0(e2) = (1,—1), (¢ ) = (1,2). Mamy dim(lin((2,1), (1, —1),(1,2))) = 2, poniewaz
lin((2,1),(1,-1),(1,2)) = lin((1 ) (0,1)) = R?, zatem ¢ jest epimorfizmem.

b) Nie, bo nie istnieje monomorfizn ¢ : R? — R2.

Zadanie 3.
Dla jakich ¢ € R przeksztalcenie liniowe ¢ : R?* — R? @((21, 22, 3)) = (21 + 229 + 323, 271 + Sxo +
r3, 1 + 32 + tx3) jest izomorfizmem?

Rozwiazanie:

Uwaga: Niech ¢ : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym i niech dimV = dim W = n.
Woéwcezas ¢ jest monomorfizmem < ¢ jest izomorfizmem < ¢ jest epimorfizmem.

Dowéd: ¢ jest izomorfizmem = ¢ jest monomorfizmem i ¢ jest izomorfizmem = ¢ jest epimor-
fizmem sa oczywistymi inkluzjami. Pokazemy ¢ jest monomorfizmem = ¢ jest epimorfizmem.
Jesli ¢ jest monomorfizmem, to mamy dim W = dim V' = dimker ¢ + dimim¢ = 0 + dim im¢,
zatem dim W = dimim¢, czyli W = im¢, zatem ¢ jest epimorfizmem. Pokazemy ¢ jest epi-
morfizmem =- ¢ jest monomorfizmem. Jezeli ¢ jest epimorfizmem, to dimW = dimV =
dim ker ¢ + dim im¢ = dim ker ¢ + dim W, zatem dim ker ¢ = 0, czyli ker ¢ = {0}, zatem ¢ jest
monomorfizmem. Skoro ¢ jest monomorfizmem oraz ¢ jest epimorfizmem to tez jest izomorfi-
zmem. []

Sprawdzmy kiedy ¢ jest monomorfizmem. Mamy ker ¢ = {0}, czyli ¢((x1, 22, x3)) = (0,0,0)

1+ 279 +3w3 =10 1 230 12 3 0
221 +dx0 + 23 =10 251 0/~(01 =5 0
1 3 ¢ 0 00 t+2 0

$1+3I’2+t$320
Mamy ker ¢ = 0 gdy t # —2.

Spos6b II Mamy im¢ = lin((1,2,1),(2,5,3), (3, 1,¢)). Wyliczamy, ze dimim¢p = 3 < ¢ # —2.

Zadanie 4.
Niech ¢ : V' — W bedzie izomorfizmem, zatem ¢ jest roznowartosciowa i "na”, czyli ¢ jest bijekcja.
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Niech ¢ : W — V bedzie bijekcja odwrotna do ¢, czyli ¥(5) = « & ¢(a) = p. Czy takie ¢ jest

przeksztalceniem liniowym?

Rozwigzanie:

Tak, bo: Niech (1,8, € W. Pytamy si¢ czy ¢(81 + B2) = ¥(B1) + ¥(B2)? Niech ¢(81) = o
oraz 1 (fB2) = o, czyli ¢(an) = B oraz ¢p(ao) = B2. Pytamy sie czy (581 + B2) = a1 + ag, czyli
czy ¢(aq + an) = [y + Ba, czyli czy ¢(aq) + ¢(ae) = P1 + P2. Ale tak przeciez jest. Tak samo
pokazujemy, ze ¥ (a - ) = a - Y(p).

Zadanie 5.
Poda¢ przyktad monomorfizmu ¢ : V' — V| ktory nie jest izomorfizmem (czyli V' jest nieskoriczenie
wymiarowa).

Rozwigzanie:
Niech ¢ : R® — R*®, ¢(a;) = b;, gdzie b; = a;_; dla i > 2 oraz by = 0. Inaczej niech
o((ar,as,...)) =(0,a1,as,...).

Zadanie 6.
Poda¢ przyktad epimorfizmu ¢ : W — W, ktéry nie jest monomorfizmem.

Rozwigzanie:
Niech ¢ : R® — R*>, ¢(a;) = b;, gdzie b; = a;41 dla kazdego i. Inaczej niech ¢((ay,as,...)) =
(ag, as, .. )

Jaki jest najwazniejszy izomorfizm na swiecie ALGEBRY?

Uwaga: Niech A = {ay,...,a,} to baza przestrzeni V nad K. Kazda taka baza A zadaje
izomorfizm ¢ : V' — K". Dla kazdego i = 1,...,n zachodzi ¢(«;) = &;, czyli mamy ¢(x10q +
co xpay) = (21,29, ..,T,) € kK", bo (100 + .. F 2py) = d(T100) + .+ P(xpan) =
T10(a1) + ... + zpd(a,) = X161 + Tago + ... + Tpen = (X1, Ta, .. ., Tp).

Niech V,W to przestrzenie liniowe nad K, czyli dimV = dimW = n. Niech ¢ : V — K",
Y : W — K™ oraz niech ¢’ : K™ — W takie, ze ¢’ jest odwrotne do v, wowczas

izomorfizm

izomorfizm !
e Sl (G U

Zadanie 7.
Wykazaé, ze jesli ¢ : V' — W jest izomorfizmem oraz ¢ : W — Z jest izomorfizmem, to ¢ o ¢ :
V — Z jest izomorfizmem.

Rozwigzanie:

Jezeli ¢ jest monomorfizmem oraz 1 jest monomorfizmem, to 1 o ¢ jest monomorfizmem, bo
Y(o(a)) = P(p(B)) = dla) = ¢(B) = a = 5. Jezeli ¢ jest epimorfizmem oraz 1 jest epimorfi-
zmem, to 1) o ¢ jest epimorfizmem, bo z tego, ze v € Z i 1 jest epimorfizmem wynika, ze v = ()
dla pewnego § € W. Z tego, ze ¢ jest epimorfizmem wynika, ze § = ¢(«) dla pewnego a € V.
Wowcezas v = ¥(F) = (p(a)) = o ¢p(a). Zatem o ¢ : V — Z jest izomorfizmem.
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Zadanie 8.
Wykazaé, ze ¢ : V. — W jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢p : W — V
liniowe, takie, ze 1) o ¢ = idy (zaldézmy, ze dim V' oraz dim W sa skoriczone)

Rozwigzanie:

= Niech A = {ay,...,a,} to baza przestrzeni V, wtedy uklad wektorow ¢(aq), p(as), ..., ¢(ay)
w W jest liniowo niezalezny. Dopeliamy go do bazy ¢(«y), ¢(az), ..., ¢(an), B, - - -, B przestrzeni
W. Definiuje ¢ : W — V na bazie W, ¥(é(a1)) = a1, ¥(d(az)) = ag, ..., (¢(an)) = o, oraz
Y(p1) = byle co ..., 1¥(B,) = byle co (na przyktad wektor zerowy). Oczywiscie ¥ o ¢ = idy .

< Istnieje v : W — V takie, ze 1o ¢ = idy. Gdyby ¢(a) =0, to o () = ¥(o(a)) = ¢(0) = 0,
ale id(a) = «, zatem ker ¢ = {0}.
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Cwiczenia 19

Macierze przeksztaltcen liniowych

Definicja: Nad cialem dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W. Niech A = {ay, ..., an}
to baza V oraz niech B = {1, ..., 8} to baza W. Macierz przeksztatcenia ¢ w bazach A, B
to M(¢)i = [aij] S Man(K) taka, ze Vj=1,2 77777 n QZS(OZJ') == Z aijﬂi. To 7Znaczy

i=1

ai;y ... Qip

Am1 - Amn

Jj-ta kolumna to wspotrzedne wektora ¢(c;) w bazie B.

Zadanie 1.

Dane jest przeksztalcenie liniowe: ¢ : R® — R? ¢((z1, T9, 13)) = (221 + 2o — 323, 71 + X9 + HT3)
oraz bazy A= {a; = (1,2,3),a2 = (1,1,1),a3 = (0,1,0)} i B={f1 = (2,1), 62 = (1,0)}. Oblicz
MG,

Rozwigzanie:
Mamy ¢(ay) = (—=5,18) = 18 - (2,1) — 41 - (1,0), ¢(an) = (0,7) = 7-(2,1) — 14 - (1,0) oraz

d(og) = (1,1) = 1-(2,1) — 1 (1,0), zatem mamy M($)5 = _1;31 _714 _11  Gaybysmy micli

Zadanie 2.

Niech A = {(1,1),(1,0)} oraz B = {(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}. Niech ¢ : R* — R? bedzie takim
5 2

przeksztatceniem liniowym, ze M(¢)5 = |1 7|. Znalezé wzor na ¢.
3 3

Rozwiazanie:
Dla kazdego j wyliczamy ¢(«;). Mamy warto$¢ ¢ na bazie A, zatem umiemy znalezé wzor.

(b((l,l)) :5~(1,1,1)+1~ (1,0,1)+3-(1,1,0) = (9,8,6)
o((1,0)=2-(1,1,1)+7- (1,0, 1)+3-(1,1,0) = (12,5,9)
Na wektorze (0,1) mamy
¢((07 1)) = ¢((17 1) - gb((l,())) = (9’876) - (12’ 579) = (_3737 _3)

Stad
Qb((flfl,l‘g)) =T qb((l,())) + I * ((O, 1)) == (121’1 — 3ZE2,5ZE1 + 31’2,9l‘1 — 3ZE2)

Zadanie 3.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R3 — R?, ¢((z1, 29, 23)) = (221 + 22 — 323,71 + o + 5a3).

Zmalezé M ()%t
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Rozwigzanie:
Mamy ¢((1,0,0)) = (2,1) = 2-(1,0) +1-(0,1), ¢((0,1,0)) = (1,1) = 1-(1,0) + 1 - (0,1) oraz

¢((0,0,1)) = (=3,5) = =3 (1,0) + 5 (0,1), zatem mamy M (¢)3; = E 1 _53]

Definicja: Dane jest przeksztatcenie liniowe ¢ : V' — W. Rzedem przeksztatcenia ¢ nazywamy
liczbe 7(¢) = dim ime.

Zadanie 4.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R3 — R?) ¢((x1, 22, 23)) = (21 + T2 + 3, 271 + 379 + 43, 11 +
2x9 + 3x3). Oblicz r(¢).

Rozwigzanie:
Znajdujemy obraz przeksztalcenia im¢ = lin(¢(e1), ¢(e2), ¢(e3)) = lin((1,2,1), (1,3,2), (1,4, 3))

[ S
NGV RN V)

1
2| ~
3

o O =
S =N
O = =

Zatem dimime¢ = 2, czyli r(¢) = 2.

Zadanie 5.
Niech ¢ : V' — W to przeksztalcenie liniowe A = {aq,...,a,} to baza V oraz B = {f,...,n}
to baza W. Wykaza¢, ze r(¢) = r(M(¢)5).

Rozwigzanie:
Mamy r(M(4)5) = dimlin(kolumny macierzy M($)5) oraz r(¢) = dimlin(d(ay),..., ¢(an)).
Mamy dwie przestrzenie liniowe:

e lin(kolumny macierzy M(¢)5) C K™

o lin(p(ay),...,o(a,)) CW

Uwaga: Niech ¢ : W — Z bedzie izomorfizmem, wowczas dla kazdej podprzestrzeni W; C W
przeksztalcenie ¥|y, : Wi — ¢(W7) jest izomorfizmenmn.

Niech wiec ¢ : W — K™ bedzie izomorfizmem oraz ¢(W;) = lin(kolumny macierzy M(¢)5) C K™
i Wy =lin(é(ay), ..., ¢(a,)) € W. ¢ przyporzadkowuje kazdemu f € W jego wspohrzedne w bazie
B, czyli (x1 1+ . .4+ 2mPm) = (21, ..., Tpm). Wtedy dla kazdego 1 < j < n mamy ¢(¢(a;)) = j-ta
kolumna macierzy M (¢)%. Zatem mamy izomorfizm ¢ |in(s(ar),...é(an)) @ In(P(cr), ..., ¢(an)) —

lin(kolumny macierzy M(¢)5), skad wynika teza.

Zadanie 6.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R3 — R3, ¢((xq, 22, 23)) = (21 + 229 + 3,27, + 19 = 3).
Podaé¢ przyklad takich baz A = {a1, as, s} przestrzeni R3 oraz B = {B;, 82} przestrzeni R?, ze
011
B _
M(¢)A_ |:1 1 2:|'
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Rozwigzanie:

Mamy ¢(ay) = 0- By +1- 2 = Ba, ¢(a2) = 1 + P2 oraz ¢(as) = B1 + 2 - P2. Niech na przyktad
a; = (1,0,0), wtedy 52 = ¢(a1) = (1,2). Niech na przyktad as = (0,1,0), wtedy 1 = ¢(ag)— 52 =
(2,1)—(1,2) = (1, —1). Szukamy takiego oy = (1, o, x3), ze P(a3) = f1+202 = (1, —1)+2-(1,2) =
(3,3). Mamy wiec uktad rownan

2$1+$2+LE3:3

— _ 1
w1+2w2+x3—3 o 1'1—1—?.1'3
I2:1—§$3

Niech wiec x5 = 3, wowczas 1 = 0 oraz x5 = 0, zatem az = (0,0,3). Musimy sprawdzi¢, czy
wektory aq, o, ag sa liniowo niezalezne oraz czy (i, 8 sa liniowo niezalezne. Gdyby tak nie bylo,
to musimy inaczej dobiera¢ wektory.
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Cwiczenia 20

Macierze operacji elementarnych

Zadanie 1.
e Lo
Obliczyé¢ A - B, gdzie A = 10 2 oraz B= |3 0
2 5 1 bl
Rozwigzanie:
Mamy
3 21 11 10 2
1 4 3 3 0l = 16 -2
1 0 2 1 1 3 -1
2 51 18 1

Twierdzenie: Dane sa przeksztalcenia liniowe ¢ : V. — W oraz v : W — Z oraz A =
{a1,...,a,} to baza B={f,...,n} to baza W iC = {7,...,%} to baza Z. Woéwczas

M(y o ¢)5 = M)g - M(¢)5

Zadanie 2.
Niech A = {ay, a9, a3} to baza przestrzeni V oraz B = {f, B2, 83, f1} to baza przestrzeni W.
1 3 2
. o o . s 125 3.
Niech ¢ : V' — W bedzie takim przeksztalceniem liniowym, ze M (¢)3 = 16 —1 Niecha € V
1 8 7
1=y + ag + ag oraz niech ¢(a) = by By + bafy + b3fB3 + byfy. lle wynosi by?
Rozwigzanie:
Twierdzenie: Niech ¢ : V — W to przeksztalcenie liniowe oraz niech A = {ay,...,a,} to

baza Vi B = {f1,...,0Bm} to baza W. Jezeli @ € Vi a = s10q4 + ... + sy, oraz ¢(a) =
tlﬂl + ... +tmﬁm to
S1 tl
M@)a- || =

Sn Vo

Zatem by = 2+ 5+ 3 = 10 (suma drugiego wiersza macierzy M (¢)5).

Zadanie 3.
Wezmy dwie bazy przestrzeni R®, A = {(1,2,3),(0,1,4),(0,0,1)}, B={(1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)}.

Znalez¢ macierz C' € Msy3(R) o nastepujacej wlasnosci V,egs jezeli o = sjaq + saan + szaz =
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S1 t
1181 +tafBa + 1303, to C- [ s2| = |12
53 i3

Rozwiagzanie:
Zastosujemy powyzsze twierdzenie dla id : R® — R3. Mamy

id(ay) = ay = (1,2,3) = —1-(1,1,0) +3- (1,1,1) — 1- (1,0,0)
id(c) = oy = (0,1,4) = =3 (1,1,0) + 4 - (1,1,1) — 1-(1,0,0)
id(as) = as = (0,0,1) = —1-(1,1,0) +1-(1,1,1) +0- (1,0,0)
Zatem
-1 -3 -1
M@Gd)5=13 4 1
-1 -1 0

Na przyklad niech a = 5a; + 2as + 4ag = (5,10,15) + (0,2,8) + (0,0,4) = (5,12,27) = —15 -
(1,1,0) +27-(1,1,1) = 7-(1,0,0), skad macierz C' spelnia warunki, bo

-1 -3 -1 5 —15
3 4 1|02 =127
-1 -1 0 4 -7
Zadanie 4.
Niech ¢ : V. — W oraz ¢ : W — Z to przeksztalcenie liniowe, gdzie dimV =4, dim W = dim Z =
110 12 1 4
3. Niech M(¢)g = |2 1 4|, M(@5 =12 3 0 5 | Wspolrzedne wektora o w bazie A
31 2 11 -1 -3

wynosza 1,2, 1,2. Oblicz wspotrzedne wektora (i o ¢)(a) € Z w bazie C.

Rozwigzanie:
Sposob 1
Wyliczamy M (¢ o ¢)5
1 10 12 1 4 35 1 9
2 1 4 23 0 5| =|8 11 -2 1
31 2 11 -1 -3 7 11 1 11
Dalej mamy
35 1 9 ; 32
8 11 -2 1 1= 30
7 11 1 11 5 52

Sposéb 11
Najpierw wyliczamy wspohrzedne wektora ¢(a) w bazie B, a nastepnie obliczamy wspolrzedne
wektora 1 (¢p(a)) w bazie C
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1 2 1 4 ; 14
23 0 5 = 18
11 -1 -3 9 —4
1 10 14 32
2 1 4]-118] = {30
3 1 2 —4 52
Wspotrzedne wektora (¢ o ¢)(«) w bazie C to 32,20, 52.
Operacje elementarne a mnozenie macierzy
Definicja: Dla kazdej macierzy A € M,, ., (K) zachodzi:
1 |
1 a {2
E}j(a) = :
1
1
j

E7(a) - A = macierz powstala z A przez dodanie do i-tego wiersza j-tego wiersza pomnozonego
przez a.

1

1 !

—————————————— 0 1 i
T 1
TU -
1
---------- 1 (s K7
o1
i 1]
i J

—t

V1 () I SRR — s J——— i

I (c) - A = macierz powstala z A przez przemnozenie i-tego wiersza przez c.
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Uwaga: Dana jest macierz A € M, y,,(K), wowczas r(A) = n wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A mozna elementarnymi operacjami na wierszach sprowadzi¢ do macierzy jednostkowej I.

Dowédd:

Kazda macierz A € M, (K) mozna sprowadzi¢ elementarnymi operacjami na wierszach do
macierzy schodkowej zredukowanej B € M,,,(K). Mamy r(A) = r(B), stad r(A) = n <
r(B)=n< B=1. O

Whniosek: Niech A € M,y (K). Jezeli r(A) = n, to A jest iloczynem macirzy operacji
elementarnych.

Dowéd: Skoro r(A) = n, to istnieja macierze operacji elementarnych Py, Ps, ..., P takie, ze
Py-...Py- P;-A = I (mnozenie macierzy jest taczne, poniewaz przeksztalcenia liniowe sa taczne,
a to jest ztozenie). O

Jezeli P jest macierza operacji elementarnych, to istnieje macierz P’ taka, ze P'- P = I. Dla
P = Ejj(a) mamy P’ = Ejj(—a), dla P =T;; mamy P’ = T};, dla P = I;;(c) mamy P’ = I;; (1).

Zadanie 5.

. . 1 2]. . . .
Przedstawi¢ macierz A = [2 5] jako iloczyn macierzy operacji elementarnych.

Rozwigzanie:
Zeschodkujmy macierz A

1 2 1 2] —2w. 10
2 5| —2w 0 1 0 1

A= E ﬂ : {(1) ﬂ = En(2) - E1a(2)

Zatem

Mamy réwniez

[(1) ﬂ ' {_12 ﬂ A =1=E;(-2) En(-2)-A
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Cwiczenia 21

Przestrzenie przeksztaltcen liniowych

Definicja: Niech V, W to przestrzenie liniowe nad K.

L(V,W)={¢:V — W | ¢ jest przeksztalceniem liniowym}

Uwaga: Dla kazdego niepustego zbioru X zbior F(X, W) = {funkcje X — W'} jest przestrze-
nig liniowa, gdzie (f + g)(c) = f(a) + g(a) oraz (a- f)(a) £ a- f(a). (0 w F(X,W) jest to

funkcja f: X — W taka, ze dla kazdego o € X zachodzi f(a) = 0.

Zadanie 1.
Wykazaé, ze L(V, W) jest przestrzenia liniowa nad K.

Rozwigzanie:
L(V, W) jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej F'(V, W), bo:

e Wezmy ¢,1 € L(V,W). Czy ¢ + 9 jest liniowe?

— Wezmy a, 8 € V, wowezas (¢ + ) (a+ 8) = dla+ B) + v(a+ 8) = é(a) + ¢(8) +
Y(a) +9(B) = (¢ + ) (a) + (¢ + ¥)(B)

— Wezmy a € Vice K, wowcezas (p+)(c-a) = ¢(c-a)+Y(c-a) =c-¢p(a) +c-(a) =
¢ (¢(a) + () = ¢ ((¢ +¢)(a))

Zatem ¢ + 1) jest liniowe
e Wezmy ¢ € L(V,W)ice K. Czy c- ¢ jest liniowe?

— Weimy «, § € V, wowezas (¢-¢)(a+) = c-d(a+f) = c-(d(a)+(8)) = c¢-¢(a) +c-6(f)

— Weimy o € Via € K, wowczas (¢- ¢)(a-a) =c-a- ¢(a)

Zatem c - ¢ jest liniowe

Zadanie 2.
Niech A = {ay,...,a,} bedzie baza V, B = {f1,...,Bm} bedzie baza W. Definiujemy funkcje
P L(V,W) = Myyn(K), ze P(¢) = M(¢)5. Wykazac, ze

a) P jest przeksztalceniem liniowym

b) P jest izomorfizmem

Rozwigzanie:

a) P jest liniowe, bo:
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o Niech ¢,¢ € L(V, W), wowczas P(¢ + ) = M(¢ + )5 = M(¢)5 + M ()5 = P(¢) +
P(3). Musimy udowodni¢, ze M (¢)5 + M (¢)5. Niech wiec ¢(;) = a1jB1+. ..+ amiBm
Qa1
oraz ¥(a;) = b1+ ... + bm;fm. Zatem j-ta kolumna macierzy M (¢)5 wynosi
CLmj
blj
natomiast j-ta kolumna macierzy M (¢)5 wynosi | : |. Mamy wiec (¢ + ¢)(a;) =

b
o(oy) + (o) = (ar; + b1j)B1 + ... + (amj + bmj)Bm, skad j-ta kolumna macierzy
ay; + nyj a1 bi;
M (¢ + )5 wynosi : = | : |+ || Czylikazda kolumna macierzy
Ui + by Uy b
M (¢ + )% jest suma odpowiednich kolumn macierzy M (¢)5 oraz M(¢)5.
e Niech ¢ € L(V,W) oraz c € K, wowczas P(c- ¢) = M(c-¢)5 =c- M(¢)5 = c- P(9).

b) P jest izomorfizmem, bo:

e P jest monomorfizmem, bo: Niech P(¢) = 0, czyli dla kazdego j zachodzi ¢(o;) =
0-61+...40- 5, =0, czyli ¢ jest przeksztalceniem zerowym, zatem ker(P) = {0}
e P jest epimorfizmem, bo: Niech A = [a;;] € My« (K) jest takie, ze dla kazdego j
zachodzi ¢(ay,) & arjBi+. . A amiBm. Wtedy M(¢)5 = [ai;], czyli P jest epimorfizmem.
Zadanie 3.
Obliczy¢ wymiar M, .., (K)

Rozwigzanie:
dim M5 (K) = m - n, bo przyktadowa baza przestrzeni macierzy M, ., (K) to:

{Afu }.l =1,...,m iﬂ'-{?j = ]_

i=l....m 0 | o

Lgdys=1i,t=
0,gdy s#1i V t#j

Latwo wida¢, ze ta baza ma m - n elementow, ponadto A = [a;;]| = > a;; M;;.
Y]

CZYH Ml] = [mst], gdzie Mgt — {

Wniosek: Jesli dimV = n, dimW = m, to dim L(V, W) =~ M,xn(K) = m-n = dimV -
dim W.

Fakt: Jezeli G : Z — W jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, to kazda baza A =
{ai,...,a,} przestrzeni Z wyznacza baze {G(ay), ..., G(ay,)} przestrzeni W. Na odwrot: kazda
baza B = {f1, ..., Bn} przestrzeni W wyznacza baze {G~'(B1),...,G 1 (Bn)} przestrzeni Z.
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Zadanie 4.
Przy izomorfizmie P : L(V,W) — M,,x,(K) jakiej bazie przestrzeni L(V, W) odpowiada baza
{M;;}:; przestrzeni M, (K)?

Rozwigzanie:
Jest to baza {¢;;}i;, gdzie ¢;; : V' — W jest przeksztalceniem linjowym

B dlak =
¢(O‘k)_{o dla k # j

Zadanie 5.

Niech V, W to przestrzenie liniowe nad K. Niech V; C V,W; C W to podprzestrzenie. Niech
Z ={¢p € L(V,IW) | Vacy, o(a) € Wi} to jest podprzestrzern w L(V,W). Niech dimV = 7,
dimV; = 3, dimW =4, dim W; = 2. Obliczy¢ dim Z.

Rozwigzanie:

Niech ay, ag, ag to baza V. Dopeliamy ja do bazy A = {ay, s, as, au, a5, ag, ar} przestrzeni V.
Niech 1, B2, 83 to baza W;. Dopelniamy ja do bazy B = {1, B2, 53, B4} przestrzeni W. Wowczas
izomorfizm P : L(V,W) — Myx7(K) taki, ze P(¢) = M(¢)5 spehia

¥k K x ok k%
: R S T T

P(Z) = < macierze postaci: 00 0 % % # %
00 0 * * % x

bo ¢(ay) € Wy = lin(py, B2) oraz ¢(ay) = a1 f1+asf2+0-53+0-5,. Zatem dim P(Z) = dim Z =
28 = 6 = 22, bo P zadaje izomorfizm Z — P(Z).

Zadanie 6.

Niech VW to przestrzenie liniowe nad K. Niech V; C V,W; C W to podprzestrzenie. Niech
Z ={¢p € L(V,W) | Yaen, ¢(a) = 0} to jest podprzestrzen w L(V,W). Niech dimV = 7,
dimV; = 3, dimW =4, dim W; = 2. Obliczy¢ dim Z.

Rozwigzanie:
Izomorfizm P : L(V,W) — Myy7(K) jest taki, ze P(¢) = M(¢)5 spehnia

00 0 % % x x

. 100 0 * *x x %

P(Z) = < macierze postaci: 00 0 % * % x*
0 0 0 % * *x =%

Zatem dim P(Z) = 28 — 12 = 16, skad dim Z = 16, bo P zadaje izomorfizm Z — P(Z).
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Cwiczenia 22
Funkcjonaty

Zadanie 1.
Niech V, W to przestrzenie liniowe nad K. Niech A = {ay,...,a,} to baza V, B ={f,...,0n}
to baza W oraz dene jest przeksztalcenie liniowe ¢ : V — W. Wykazaé, ze

a) ¢ jest epimorfizmem < r(M(¢)5) = dim W

b) ¢ jest monomorfizmem < r(M(¢)5) = dim V

Rozwigzanie:
a) ¢ jest epimorfizmem < img = W < dimim¢g = dimW & r(¢) = dimW & r(M(¢)5) =
dim W

b) ¢ jest monomorfizmem < dimker¢ = 0 & dimV — dimim¢ = 0 < dimV = dimim¢ <
dimV = dimr(¢) < r(M(¢)5) = dimV

Definicja: V przestrzen liniowa nad K. Wtedy L(V, W) & V* nazywamy przestrzenia sprze-
zong (=dualna) do V. Elementy V* nazywamy funkcjonatami.

Uwaga: dimV =n=dimV* =n

Niech A = {ay, ..., a,} bedzie baza V. Baza sprzezona do A jest to baza A* = {1, ...,1,} gdzie

dla kazdego 7 =1,...,n
1, gdyi=j
%’(Oéi) = . .
0, gdy i # j
Zatem dla kazdego j zachodzi ¢j(a10q+. . .+a,o,) = a; (j-ta wspohrzedna wektora a;ay+. . .4+a, 0,

w bazie A).

Zadanie 2.
Niech A = {(1,1,0), (0,1,1), (1,1,1)} to baza R3. Dany jest funkcjonal ¢ € (R3)* ¢ ((xy, 22, 23)) =
221 + x9 + brs. Znalezé wspodhrzedne funkcjonatu 1) w bazie A*.

Rozwigzanie:

Uwaga: Niech A = {ay,...,a,} to baza V. Dany jest funkcjonal ¢ : V- — K. Wspolrzedne
Y w bazie A* wynosza (1), ..., U (ay).

Dowod: Niech A* = {4y,...,1,} oraz niech ¢ = a11p1 + ... + a,b,. Chcemy pokazac, ze
Vic1,..m a; = P(oy). Wyliczamy wartos¢é tego wyrazenia na wekotrze «;. Mamy ¢(a;) =

(@191 + ... + anthn) () = arp(ay) + ... +atp(ey) + ... + anthn(ey) = a;pj(ay) = a;. O

Te wspotrzedne wynosza ¥ (o) = 3, ¥(az) = 6, ¥(az) = 8.
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Zadanie 3.

Dla bazy A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)} znalez¢ wzory na funkcjonatu ¢; dla j = 1,2,3 z bazy
A*.

Rozwigzanie:

Sposéb 1

Mamy ¢1(a) = a1x1 = asx2 + azzs oraz Yi(ar) = 1, P1(az) = 0, ¢i(az) = 0, mamy wiee

a1+a2:1
a2+a3:O
a1~|—a2+a3:0

Skad a; = 0, ay = 1, ag = —1, zatem ¢;(a) = x5 — x3 (Reszta analogicznie)
Sposéb 11

1 101 1 00 O

0110 ~1]010 1

1 110 0 01 -1

Zatem (o) = x191(€1) + Xaa(e2) + x3¥i(e3) =21 -0+ 29 - 1 + 23 - (—1) = 22 — 3.

Sposéb 111

110|100 100 0 -1 1
01 1]010~f010] 1 1 =1
111]001 001 ] -1 1
Skad
¢1(($1,902,$3)) =Ty — X3
Y1 (21,22, 23)) = —21 + 29
(21, 22, 23)) = 21 — g + 23
Zadanie 4.

Obliczy¢ 3 - (xo — x3) + 6(x1 + z2) + 8(x1 — 22 + x3).

Rozwigzanie:
Mamy 3 - (x9 — x3) + 6(z1 + 22) + 8(x1 — z2 + x3) = 221 + 2 + 5x3, bo wykazalismy, ze dla
Y((x1, T2, 23)) = 221 + X9 + by mamy 1 = 3 - ¢y + 6 - ¢y + 8 - Y3 (zadanie 2 i zadanie 3).

Definicja: Niech ¢ : V' — W to przeksztalcenie liniowe. Przeksztatcenie sprze¢zone (dualne)
do ¢ jest przeksztalceniem ¢* : W* — V* zadane jako Vyew+ ¢*(¢)) =1 o ¢

Zadanie 5.
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R?* — R3, ¢((x1, 12, 23)) = (51 + T2 — 3,71 + 29 + 13) Oraz
dany jest funkcjonal ¢ : R? — R, ¢ € (R?)*, gdzie ¥((y1,y2)) = 3y + 2yo. Znalezé wzor na ¢*(v).
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Rozwigzanie:

Mamy ¢*(¢) = ¥ o ¢, czyli ¢*(v) = ¢ o ¢((@1,22,23)) = V(b1 + 22 — 23,21 + T2 + 23)) =
16x1 + 529 — 3.

Zadanie 6.

Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R — R? ¢((x1, 72, 23)) = (51 + T2 — 73,71 + 29 + 13) oraz
bazy A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}, B = {(1,1),(1,0)}. Mamy ¢* : (R*)* — (R3)*. Obliczy¢
M(gb*);;‘:.

Rozwigzanie:

Twierdzenie: ) .
M(¢x)g. = (M(9)3)

Mamy 6((1,1,0)) = (6,2) = 2- (1,1) + 4 - (1,0) oraz ((0,1,1)) = (0,2) = 2- (1,1) — 2- (1,0) oraz

2 4
S((1,1,1)) = (5,3) = 3-(1,1)+2- (1,0), zatem M(¢)5 — E 2 g],czth(Qﬁ*)é:: 2 _2].
3 2

Zadanie 7.

Niech ¢ € (R®)*, ¥((x1, 9, w3) = 11 + 19 + 213 oraz ¢ : R — R2, ¢((x1, 7, 73)) = (51 + T2 —
T3, 71 + To + 13) oraz ¢* : (R3)* — (R3)*. Czy ¥ € im(¢*)?

Rozwiazanie:

Sposoéb 1

Zalozmy nie wprost, ze istnieje f € (R?)* takie, ze ¢*(f) = 1, czyli ze f o ¢ = 9. Niech

f((x1,22)) = a172 + asxe. Wowczas mamy xq + x2 + 223 = (21, 22, 23)) = f(o((x1, 22, 73)) =
aj - (bxy + xo — x3) + ag - (x1 + 2 + x3). Otrzymujemy uktad rownan

5a1+a2:1
a1+a2:1
—ap +ay =2

Jest to uklad sprzeczny, zatem ¢ ¢ im(¢*).

Sposob 11
Gdyby istniato f € (R?*)* o wspolrzednych by, by w bazie B* takie, ze ¢*(f) = 1, to ¢ musialoby
mie¢ w bazie A* wspolrzedne aq, aq, as spetniajace

al * bl
| = 20 [
as 2

Wspotrzedne wektora ¢ w bazie A* wynosza (a;) = 2,9 (ay) = 3 oraz ¥(az) = 4. Czyli chcemy
wiedzieé¢, czy istnieja by, by takie, ze

—921 . {21}

9 2
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czyli czy uktad réwnan

2b1 +4b2 - 2
261 - 2b2 - 3
3b1 + 2by = 4

jest niesprzeczny. Uklad ten jest jednak sprzeczny, zatem v ¢ im(¢*).
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Cwiczenia 23

Zadanie 1.
Niech A = {a1, as, a3} bedzie baza przestrzeni V. Niech 8 = a3 + as + 2a3, 52 = 204 + 3as + ag,
B3 = as — az. Czy By, Ba, B3 jest baza przestrzeni V7

Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy 1, [2, [3 sa liniowo niezalezne. aif; + agfs + azfz = 0 < ay(ag + az + 2a3) +
CLQ(2O&1 + 30&2 + Oég) + CL3(O&2 - 043) =0« (a1 + 2&2)041 + (a1 + 3&2 + CL3)O&2 + (2&1 “+ ag — CL3)O&3 =0.
Wektory aq, as, az sa liniowo niezalezne, zatem

CL1+26L2:O
CL1+3CL2+CL3:0
2a1+a2—a320

Jedynym rozwigzaniem tego uktadu jest a; = as = ag = 0, zatem wektory 1, B2, 83 nie sg liniowo
niezalezne, czyli nie sa tez baza przestrzeni V.

Zadanie 2.
Niech A = {a1,a9,..., 04} to baza V nad cialem K. fy,...,5, € V oraz Vi_y__, Bi = wiioq +
oo Wiy, Wtedy niech Yy, w; = (w1, Wia, . .., win) € K™ Wowczas:

a) [i,..., [P jest liniowo niezalezny < wy, ... ,w, jest liniowo niezalezny
b) Bi,..., B, rozpina V < wy, ..., w, rozpina K"

c) Bi,..., 0, jest baza V & wy, ..., w, jest baza K™

Rozwigzanie:

Jezeli aq, ..., ay, jest baza przestrzeni V nad ciatem K, to funkcja P : V' — K™ przyporzadkowujaca
kazdemu wektorowi o € V wektor w € K" bedacy ciaggiem wspotrzednych wektora o w bazie
ai, ..., qp jest izomorfizmem V nad K™.

Mamy v1,...,n w; = P(ﬁz)

(Dowdd a))
¢ V. — W jest izomorfizmem fi,...,3, € V. Wtedy (i,...,05, jest liniowo niezalezny <
&(P1),--.,¢(Bn) jest liniowo niezalezne.

= Mamy ciag implikacji
algf)(ﬁl) + ...+ akgb(ﬁn) 0

P(a1fr) + ...+ dlarBn) =0
dlarfr+ ... +apfn) =0
a151+...+akﬁn:0

ag=ay=...=a,=0

< Wiemy, ze istnieje izomorfizm ¢ : W — V taki, ze ) o ¢ = idy oraz ¢ o = idy,. WoOwcezas
mamy ¥ (¢(5;)) = f; dla kazdego i = 1, ..., n. Teraz stosujemy = do .
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Czy (K™)* ma jakas "fajna” baze? st = {e1,...,¢,} to baza standardowa w K™. Co to jest st*?
Jest to st* = {41,..., 9, }, gdzie dla kazdego i = 1,...,n zachodzi ¥;((x1,...,2,)) = z;.

Zadanie 3.
Niech st* = {1y, %9,13} to baza (R*)* sprzezona do st. Niech ¢ € (R3)*, o((z1,xo,73)) =
b5x1 + 2w9 — Tx3. Znalezé wspodlrzedne funkcjonatu ¢ w bazie standardowe;j.

Rozwigzanie:
Szukane wspoétrzedne to 5,2, —7, bo mamy ¢ ((xy, x2, x3)) = 511 ((z1, 22, x3)) + 2¢2((21, 22, 23)) —
T3((w1, T2, x3)), lub inaczej, wiemy ze wspotrzedne funkcjonatu ¢ w bazie st* to ¢ (1) = 5, 1(e3) =

2, w(é’g) =—T.

Zadanie 4.

Niech A = {ai,as,a3} to baza V oraz B = {f, fs, s, S1} to baza W nad cialem R. Niech
1 0 1

¢ 'V — W to przeksztalcenie liniowe takie, ze M((ﬁ)ﬁ = g 1 ; . Niech 8 = 1 + B2 + fs.
01 -1

Czy B € img?

Rozwigzanie:

Mamy

Plar) = B+ 282 + 353
P(az) = B2 + P3 + s
P(ag) = 1+ P2+ 2085 — Ba

Wowczas 8 € im¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje a € V' takie, ze ¢(a) = 8 = b1 + P2 + Bs.
Niech a = z101 + 2900 + x3003. Wowezas « istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja z1, 2o, 23 € R
takie, ze

1
1
2

S W N =
e )
O ===

-1
Czyli czy uktad réwnan
T +x3=1
201+ 29+ 23 =1
3x1+ 10+ 223 =1

$2—$3:0

jest niesprzeczny. Ten uklad jest jednak sprzeczny, zatem [ ¢ ime.

Twierdzenie: ¢ :V — W to przeksztalcenei liniowe, wowczas: dla ¢* : W* — V*
e ¢* jest monomorfizmem < ¢ jest epimorfizmem

e ¢* jest epimorfizmem < ¢ jest monomorfizmem
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Dowo6d: Przypadek gdy dimV = n, dimW = m. Niech A = {a,...,a,} to baza V oraz
B=1{p,...,B} to baza W, wowczas M(¢)5 € Myyxn(K).

¢* jest monomorfizmem < r(M(¢*)4.) = dimW* = dim W = r(M(¢)5) & ¢ jest epimorfi-
zmem.

Analogicznie ¢* jest epimorfizmem < r(M(¢*)3. ) = dimV* = dimV = r(M(¢)5) < ¢ jest
monomorfizmem. [J

Definicja:
VXV = (V") =L(V" K)

V izomorfizm z V* .
V* izomorfizm 2 V™ = V izomorfizm z V*V*

Ale mozna lepiej! Rozpatrzmy funkcje D : V' — V** = L(V* K),Vaev D(a) € L(V*, K), czyli
D(a) : V¥ — K definiujemy Vyev+ D(a)(v) = ()

a) D(a):V* — K jest liniowe, czyli faktycznie D(«) € L(v*, K)

)
b) przeksztalcenie V' — V** jest przeksztalceniem liniowym
¢) D jest zawsze monomorfizmem

d) jesli dim V jest skoriczony, to D jest izomorfizmem

Dowéd:
a) Dlaczego D(«a) : V* — K jest liniowa? Niech 91,19 € V*, wowczas D(a) (¢ + ) =

(Y1 + P2) () = (@) +ha(@) = D(e)(4h1) + D(a)(y2) oraz D(a)(a - 1) = (a-1)(a) =
a- (@) = a- D(a)(¥r)

b) Dlaczego D : V — L(V* K) jest liniowa? D(a+ 5)(%) = ¥(a+ 8) = (o) + ¥(B)
D(a)(¥)+D(B)(¢) = (D()+D(8))(¢) oraz D(a-a)() = ¢(a-a) = a-¢(a) = a-D(a)(¥)

c) Zalozmy, ze D(a) = 0, czyli D(a) : V* — K jest przeksztalceniem zerowym, czyli
Vyevs D(a)(y) = 0.
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Cwiczenia 24

Wyznaczniki

Twierdzenia o wyznacznikach
0. A=[a] € Mix1(K)=detA=a

1. Ae MnX(K) = Aij & M(n—1|><(n—1)(K)
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