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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa II

Cwiczenia 1
Macierze rownowazne

Twierdzenie: Niech K to cialo. Dane sa dwie macierze A, B € M,,«,(K). Nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

1. Istnieje macierz odwracalna C' € M« (K) i macierz odwracalna D € M, y,(K), ze
B=C-A-D.

2. Macierz B jest otrzymana z macierzy A ciagiem operacji elementarnych na wierszach lub
kolumnach.

3. Istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A, A’ w K" i bazy B, B’ w K™,
ze A= M(¢)8 i B=M(p)5.

4. r(A) =r(B).
Dowé6d:

(1) & (2) Skoro macierze C' i D sa odwracalne, to mozemy przedstawi¢ je jako iloczyn ma-
cierzy operacji elementarnych. Mnozac macierz A z lewej strony przez C', wykonujemy operacje
elementarne na wierszach, a mnozgc macierz A z prawej strony przez D wykonujemy operacje
elementarne na kolumnach, otrzymujac macierz B.

(3)= (1) B= M(¢)5 = M(id)% -M(¢)5- M (id)% . Niech wiec C = M (id)§ oraz D = M(¢)4,,
wowezas B=C-A-D.

(1) = (3) Definiujemy ¢ : K™ — K™ warunkiem: M (¢)% = A. Niech A = st oraz B = st,
czyli mamy A = M(¢)5. Definiujemy baze A’ warunkiem M (id)%, = D oraz definiujemy baze
B’ warunkiem M (id)8 = C, czyli M(id)8, = C~'. Wtedy B =C - A-D = M(id)5 - M(¢)5 -
M (id)% = M(9)5-

(1) = (4) Mnozenie przez macierz odwracalna nie zmienia rzedu macierzy.

(4) = (1) Niech r(A) = r(B) = k. Definiujemy ¢ : K™ — K™ przez M(¢)5 = A, wtedy
istniejg bazy A i B takie, ze

k
e N,

1
k { T . 0
M(9)

B —
=
0 0

gdzie k = r(A) = r(¢). Definiujemy ¢ : K™ — K™ warunkiem M (¢)% = B. Wtedy istnieja
bazy A’ i B’ takie, ze
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k
- HH -
1
k { "o . 0
M@)5 =
0 0

Zatem M(¢)5 = M()5,. Ale M(¢)5 = M(zd)st M((b) M(id)f}{. Niech wiec C; = M (id)5
oraz Dy = M (id)%. Mamy réwniez M ()5, = M(id)5 - M ()% - M(id)%,. Niech wigc Cy =
M (id)st/ oraz Dy = M (id)3},. Wowezas niech C’ 021 Cy oraz D = D;' - D;. Mamy wiec
B=C;'-Ci-A-Dy'-D=C-A-D. O

Twierdzenie: Niech ¢ : K" — K™ to przeksztalcenie liniowe oraz r(¢) = k, wowczas istnieja
bazy A € K" oraz B € K™ takie, ze

b
—N
1
k { . 0
M(¢)
0 0

Dowoéd: Mamy dim(im¢) = k = dim(ker ¢) = n — k. Niech wiec ag1,...,a, bedzie baza
ker ¢. Dopeliamy to do bazy przestrzeni K" wektorami liniowoniezaleznymi oy, . . . , ay. Chcemy
pokaza¢, ze ¢(ov),...,¢(ax) sa liniowo niezalezne. Wezmy ay - ¢p(ay) + ... + ax - ¢(a) = 0
dla ay,...,a; € k, wowezas ¢(ajaq + ... + agag) = 0, czyli a1 + ... + apay € ker ¢, czyli
a0 + ..+ g = Apr10gs1 + - -+ oy, czyli o 4. ago — ap1 gy — - — apay, =0,
czylia; = ... = a = a1 = ... = a, = 0, zatem wykazalismy, ze ¢(a), ..., ¢(ay) sa liniowo
niezalezne. Niech A = {ay,...,a,}. Niech B = {5y,..., 5.}, gdzie 51 = ¢(aq), ..., Bk = d(ag).
Dopelniamy f, ..., B do bazy B wektorami fBiiq,...,[0,. U

Zadanie 1.

11 21
Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R3 zadane warunkiem M ()%= [1 2 3 4
0113

a) wykaza¢, ze r(¢) = 2,

1 000
b) znalez¢ baze A € R* i B € R? takie, ze M(¢)5 =10 1 0 0
0000

Rozwigzanie:

a) Mamy r(¢) = 2, bo wy — w; = ws.
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b) Mamy ¢((z1, z2, x3,24)) = (21 - (1,0,0,0) +25-(0,1,0,0) +x3-(0,0,1,0) + x4 - (0,0,0,1)) =
z1-(1,1,0) + 2o (1,2,1) +25-(2,3,1) + x4 - (1,4,3) = (x1 + 29 + 203 + x4, 1 + 229 + 323 +
dxy, k9 + x3 + 3x4). Mamy dim ker(¢) = 4 — dimim(¢) =4 — r(¢) =4 — 2 = 2. Znajdujemy
baze jadra.

$1+£B2+2{L’3+1’4:0
1+ 229 + 323 + 474 = 0

$2+LE3+3I4:0

Rozwiazaniem tego uktadu jest
(—x3 4 224, —3 — 324, 23, 14) = —x3(1,1,—1,0) + 24(2,-3,0, 1)

zatem baza ker ¢ to na przyktad {(1,1,—1,0),(2,—3,0,1)}. Dwa wektory liniowo niezalezne
z baza jadra to na przyktad (0,0, 1,0),(0,0,0,1). Niech ay = (0,0,1,0), a0 = (0,0,0,1), g =
(2,-3,0,1),a4 = (1,1,—1,0). Wowczas niech 51 = ¢(aq) = (2,3,1), 5y = ¢(ae) = (1,4, 3)
oraz niech f5 = (0,0, 1).

Definicja: A, B € M,,x,(K) mowimy, ze sa rownowazne jesli zachodzi jeden (czyli wszystkie)
warunek z pierwszego twierdzenia. Jest to relacja rownowaznosci w zbiorze macierzy M, s, (K).

Definicja: Przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V nazywamy endomorfizmem przestrzeni V. Jesli
A={ay,...,a,} jest baza V, to macierz M (¢$)%4 nazywamy macierza endomorfizmu ¢ w bazie

A.

Twierdzenie: Dane sg macierze A, B € M,,«,(K). Nastepujace warunki sg réwnowazne:
e Istnieje macierz odwracalna C taka, ze B=C"'- A.-C

e Istnieje endomorfizm ¢ : K" — K" i bazy A, B w K" takie, ze M(¢)4 = A oraz M(¢)5.
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Cwiczenia 2

Macierze podobne

Problem: Dane sa macierze A, B € M, y,(K). Jak zbada¢ czy macierze A i B sa podobne.

Zadanie 1.
Bierzemy przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R3, ¢((x1, 22, 73)) = (21 — x9 + 23, 221 + 279 — 3,71 —
5r3). Dana jest baza A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Obliczyé¢ M(¢)4.

Rozwigzanie:
Zatem
-4 1 1
M@i=|7 3 1
1 1 -1
Zadanie 2.
1 -1 1
Niech A = M(¢)%t = |2 2 —1| iniech B = M(¢)%, gdzie A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
1 0 =5

Macierze A i B sa wiec podobne. Znalez¢ macierz C taka, ze B=C"1. A C.

Rozwigzanie:
Mamy C' = M (id)%, bo wowcezas B = M(¢)4 = M (id)2 - M(¢)%t - M (id)*

Zadanie 3.

. 2l o, 2 1], . g
NlechA—[3 4],0—{1 1]1nlechB—C’ A-C

a) obliczy¢ macierz B

b) macierze A i B sa podobne. Poda¢ przyktad endomorfizmu ¢ : R?* — R3 oraz baz Ai B w R3,
7e A= M(¢)4 oraz B = M(¢)5

Rozwiazanie:

a) Obliczmy macierz odwrotna do C

1

B:C‘l-A-C'Z[_ll _ﬂ'{é ﬂﬁ ﬂ:m Iﬂ

7

Zatem C~1 = { 1 _21} Wowcezas
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b) Niech A = {(1,0),(0,1)} i niech ¢((z1,22)) = (21 + 222,37z + 4x2). Wtedy faktycznie
M(p)st = [:1)) i = A. Baza B bedzie zadana warunkiem C' = M(id)5. Wtedy mamy
M(9)8 = Mid)E, - M(6)% - M(id)3t. Woweras B = {(2,1), (1, 1)},

Zadanie 4.

Wykazaé, ze relacja podobienstwa macierzy w M, ., (K) jest relacja rownowaznosci.
1. Zwrotnosé: A~ A bo A=1"1-A-1

2. Symetryczno§é: A~ B, czyli B=C"'-A-C,skaddla D =C"!'mamy A= D"'-B-D, bo
B=C1' A.-C,ezyliC-B-C'=C-C'"A-C-C'=I]-A-IT=A zatem B~ A

3. Przechodniosé: Al ~ Ag, A2 ~ A3 = Al ~ Ag, bo Al =Ct. A2 - C oraz A2 =D 1. Ag -D
zatem Ay =C"'-D'-A;-D-C=(D-C)'-A3-(D-C)

Definicja: Niech ~ to relacja rownowaznosci w zbiorze X. Funkcje f : X — Y nazywamy
niezminnikiem relacji ~ jesli Yy, sex (21 ~ 22) = f(z1) = f(x2).

Zadanie 5.
Podaj przyktad niezmiennikow relacji podobienstwa macierzy.

Rozwigzanie:
e slad, bo: B=C"1-A-Coraz tr(B)=tr(C'-A-C)=tr(A-C-C ) =tr(A-I) =tr(A)
e 1z3d, bo: mnozenie przez macierz odwracalng nie zmienia rzedu

e wyznacznik, bo: na mocy twierdzenia Cauchy’ego, jesli B = C~!- A - C, to mamy det B =
det(C7'-A-C)=detC™'-det A-detC =detC-detC~'-A=1-det A=det A

Uwaga: V4 gen, (k) t1(A- B) =tr(B - A)

Definicja: Niech ¢ : V — V to endomorfizm. oo € V' jest wektorem wlasnym ¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢(«) = a - a dla pewnego a € K, a # 0. Wtedy a nazywamy wartoscia wlasna ¢.

Zadanie 6.
Wykazaé, ze dla ¢ : V' — V nie istnieje o € V, @ # 0 takie, ze ¢(a) = a-aip(a) =b-a dlaa #b.

Rozwiazanie:
Gdyby a-a=b-a, to (a—b)-a =0. Skoro a # b, to a—b # 0, wiec (a —b)-a =0 = a =0, wiec
mamy sprzecznosé, bo a # 0.
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Definicja: Niech ¢ : V — V to endomorfizm oraz a € K. Definiujemy zbior

Vi ={a eV |¢la)=a-a}

Viey = {0} &< a nie jest wartosciag wlasng ¢. V(o) # {0} < a jest wartoscia wlasng ¢ i wtedy
Vie) = {0} U {wektory wlasne o wartosci wlasnej a}.

Uwaga: ¢ : V — V jest endomorfizmem. Niech A = {ay,...,a,} to baza V oraz niech
I T
M(¢)4 = A. Wowezas @ = 2101 + ... + Ty € Vigy S da) =a-asA- | 1 | =a- | | &
T T
T ‘g1 x1 0
Al =al- || & A—-a-I)- || =|!]| Zatem V) # {0} & det(A—al) =0, gdzie
Tn T T 0

a jest wartoscig wlasng ¢.

Definicja: Dana jest macierz A = M, «,(K) wowczas wa(A\) = det(A — \I) to wielomian
charakterystyczny macierzy A.

1—A 2

Przyklad: Dla A = [1 2] mamy wa(\) = det [ 5 4

— (1_ )\ 9.2 — \2_£5) _
3 4 }—(1 A)(4—N)—2-3 = *=5\-2.
Zadanie 7.
Dany jest endomorfizm ¢ : R? — R?, ¢((z1,22)) = (221 — 22, 221 + 5x5). Znalezé wartosci wlasne
i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wtasnych.

Rozwigzanie:
Bierzemy baze standardowa A = st. Wowczas M (¢)4 = M(¢)3 = B _51} Zatem wa(\) =
det [2 5 A 5__1>J =2-XN)bB-A)+2=(A—3)(N—4), czyli wartosci wtasne to 3 i 4. Dalej

2—-3 -1 T .
mamy (z1,T3) € Vis) & 9 5_3| ch =1 & -1 — 29 =0 & 17 = —29. Mamy wiec

(1, —21) = x1(1, 1), zatem baza V(3) to {(1,—1)}, czyli V(3 = lin((1, —1)). (z1,22) € Vo) &

2—4 —1 i 0 T2 1
{ 5 5_4| [@ = [O} & =211 — 19 = 0 & 1y = —2. Mamy wice (21, —22,) = (1, -2),
zatem baza Vi to {(1,—2)}, czyli V(4 = lin((1, —2)).

Zadanie 8.
Dany jest endomorfizm ¢ : R? — R? ¢((x1,22)) = (71 + T2, —21 + 333). Znalez¢ wartosci wlasne
i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wtasnych.

Rozwigzanie:

Niech A = M(¢)*t = { =A

-1 3-A

_11 il))] , wowczas wy(A) = det [

} = (1-N(B=A)+1 = (A-2)%

9



Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa 11 Marysia Nazarczuk

Wartos¢ wlasna macierzy A to 2. (z1,22) € V(o) & {_11 ﬂ . Bl - 8 S -4y =0& 1, =
2

To. Mamy wie¢ (z1,21) = 21(1, 1), zatem baza V() to {(1,1)} oraz Vj5) = lin((1,1)).

Zadanie 9.
Niech A € M, «,(K). Wykazaé, ze jesli jedyna macierza w M, «,(K) podobna do A jest A, to
A=a-I dla pewnego a € K.

Rozwiazanie:

Sposoéb 1
Wezmy macierz operacji elementarnej 7;;

1

i 7

Wowcezas T;; = (T;;)~". Macierz A jest podobna tylko do macierzy A, gdy dla kazdej macierzy
odwracalnej C' zachodzi C~!- A-C = A. Mamy wiec TJI AT T, - A-T,; = A, czyli mamy

a a

a; Llj

* a; * a;

a’ﬂ- a’Tl

Skad a; = a; dla kazdego 4, j. Zatem macierz A jest postaci
A=

Pozostaje pokazaé, ze poza przekatna sa same zera. Mamy E;;(1) - E;;j(—1) = I,,, zatem E;;(1) =

10
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Mamy
I 1 g Qjj ] i
A= (i ksl fj s
@ji Ajk Ajj i
L J f ! J
oraz
- g + Léﬁ (L + LLJ';‘: OI-U' + LI-J;J' — Q5 — a-ﬂ - i
E;(1)-A-Eij(—-1) = @i Ak akj — ki k
@j; ajk 5 — Ay i

i k J
Zatem mamy miedzy innymi a;; + a;i = a, czyli ajr = 0 dla kazdego 7, k, j # j. Mamy wiec

T 0

=10,

] =a - [ dla pewnego a € K

Sposéb 11

Niech ¢ bedzie endomorfizmem takim, ze M(¢)5t = A. Skoro jedyna macierza podobng do A
jest A, to dla kazdej bazy A przestrzeni V zachodzi M(¢)4 = M(¢)% = A. Dla kazdej macierzy
odwracalnej C' istnieje baza A przestrzeni V taka, ze M(id)% = C. W takim razie, dla kazdej
macierzy odwracalnej C' mamy A = M(¢)%4 = M(id)4 - M(¢)st - M(id)5f = C71 - A - C, czyli
A=C"1. A C dla kazdej macierzy odwracalnej C. Zatem C-A=A-C = A=a-1I.

Praca domowa
Dla kazdego z ponizszych endomorfizméw ¢ znalezé wartosci wlasne i bazy odpowiadajgcych im

przestrzeni wtasnych.
a) ¢:R? = R? ¢
b) ¢:R? — R2 ¢&(
:R3— R3¢

d) ¢:R>—=R3, ¢
¢ : R = R o

(w1, 22)) = (221 — 29, —71 + 272)

(71,9)) = (521 + g, =71 + 322)

(1,22, 23)) = (x1 — T2, 1 + 329 + X3, 273)

(x1, T, 23)) = (41 + X9, 371 + 229, Tx1 — TT9 + S3)

(1,29, 3,24)) = (=621 — xg + 223,321 + 29 + x4, — 1421 — 229 + B3, —14)

11
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Cwiczenia 3

Diagonalizowalnosé

Zadanie 1.
Poda¢ przyktad macierzy A, B € M, ,(R) takiej, ze

a) r(A) =r(B), det(A) = det(B), tr(A) # tr(B)
b) r(A) =r(B), tr(A) = tr(B), det(A) # det(B)

o
N—
—+
—~
—~
s
N—
I

tr(B), det(A) = det(B), r(A) # r(B)

o[ ol
o[ o g
ol o=l

Zadanie 2.
Poda¢ przyktad niepodobnych macierzy A, B € M, «,(R) takich, ze r(A) = r(B), tr(A) = tr(B),
det(A) = det(B).

Rozwiazanie:
A= [(1) ﬂ oraz B = ; ﬂ . Macierz A nie jest podobna do B, bo jedyng macierza podobng do

Ijest ,boC~'-1-C=C"1.C=1.

Definicja: Mowimy, ze macierz A = [a;;] € My,xn(K) jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego i # j zachodzi a;; # 0, czyli
11 0
0 - a’???f.

A=

Zadanie 3.
Wykazaé, ze jesli ¢ : V' — V jest endomorfizmem i A = {ay,...,a,} jest baza przestrzeni V,
to M(p)7% jest diagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i = {1,...,n}, o; jest wektorem
wlasnym ¢.

13
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Rozwigzanie:

a1 0 (f)((.‘t‘l) =ap1-1+0-a+...+0-a, =anm
A= . EN :
Qnn,

(.-'5(&'1?.) =0- Qq + 0- Qg+ ...+ Opp * Oy = QppQy

Definicja: Endomorfizm ¢ : V' — V n wymiarowej przestrzeni V' nad K jest diagonalizowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza A = {ay,...,a,} przestrzeni V zlozona z wektorow
wlasnych ¢ lub rownowaznie, gdy macierz M (¢$)5 dla dowolnej bazy B jest podobna do macierzy
diagonalnej nalezacej do M, (K).

Definicja: Macierz A € M, ,(K) nazywamy diagonalizowalna nad K wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest podobna do macierzy diagonalnej nalezacej do M, ., (K).

Twierdzenie: (Warunek konieczny diagonalizowalnosci endomorfizmu) Jezeli endomorfizm
¢ : V. — V nad K jest diagonalizowalny, to w,(\) rozkltada sie w K na czynniki stopnia
pierwszego.

Dowod: Niech baza A = {ay,...,a,} bedzie zlozona z wekotrow wlasnych ¢. Wowczas

an

czyli wg(A) = (@11 — A)(aze — A) - ... - (@, — A). O

Przyktad: Endomorfizm ¢ : R* — R?, ¢((x1,22)) = (—x2,21), czyli obrot o I nie jest diagonali-
zowalny, bo M (@)% = [(1) _01}, czyli wy(A) = det l_l)\ :/1\} = A\? + 1 nie ma pierwiastkow w R,

czyli nie ma wartosci wtasnych.

Zadanie 4.

Poda¢ przyklad endomorfizmu ¢ : R? — R? ktory ma warto$é¢ wlasna, ale nie jest diagonalizowalny
(rownowaznie: poda¢ przyktad macierzy A € Moyo(R), ktora ma wartosé wlasna w R, ale nie jest
diagonalizowalna nad R).

Rozwigzanie:
Jest to na przyklad endomorfizm ¢ : R? — R? ¢((x1,22)) = (71 + 29, 272) lub réownowaznie
macierz A = {(1) ﬂ, poniewaz wy(A) = (1 — \)?, czyli jedyna wartoScia wlasng jest 1. Gdyby

A = {ay,...,a,} bylo baza zlozona z wektorow wlasnych ¢, to ¢(a) = 1- a1 1 ¢p(ag) =1 - ao,
czyli ¢ = id. Ale ¢ # id, czyli mamy sprzecznosc.

14
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Twierdzenie: (Podstawowe twierdzenie o diagonalizowalnosci) Nad K dany jest endomorfizm
¢:V —V, gdzie dimV = n. Niech ay,...,as € K to parami rézne wartosci wtasne ¢. Wtedy
¢ jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dim V(,,) +dim Vis,) +... +dim V{4,) = dim V.

Whniosek: (Warunek dostateczny diagonalizowalnosci endomorfizmu) Jezeli ¢ : V' — V| gdzie
dim V' = n, ma n réznych wartosci wlasnych, to ¢ jest diagonalizowalny.

Zadanie 5.

Czy macierz A = [_21 _21} € Msy2(R) jest diagonalizowalna nad R? Jezli tak, to poda¢ przyktad
macierzy C' € My,»(R) takiej, ze C~1- A - C jest diagonalna oraz obliczy¢ C~1- A - C.
Rozwiazanie:

wy = det [2__1)\ -1 } =(2—-X)?—=1=(A—1)(\— 3), zatem wartosci wlasne to 11 3, zatem

2 -\
1 -1 _%1

macierz A jest diagonalizowalna. (x1,22) € V1) & = [8] & 1y = X9, zatem

~1 1] |2
. -1 -1 1 0 .
Viy =1in((1,1)). (z1,22) € Vo) & IETY I I B & 11 = —Tg, zatem Vjy) = lin((1, —1)).
Niech B = {(1.1), (1, ~1)}. Niech €' = M(id)i}, wowezas O~ = || _11] 1 eayli O AL C =

Lg g}bo C™HA-C=M(id)g, - M(¢)3; - M(id)g = M () = B g}

15
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Cwiczenia 4

Potegowanie macierzy diagonalizowalnych

Zadanie 1.
Niech ¢ : V' — V to endomorfizm i niech A = {a, ..., a,} to baza V taka, ze A = M(¢)4. Wykaz,
ze ¢ jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest diagonalizowalna nad cialem K.

Rozwigzanie:

= Niech B = {,..., 3.} to baza zlozona z wektoréw whasnych ¢. Macierz M (¢)5 jest diagonalna
i podobna do macierzy M(¢)4 = A.

< Wiemy, ze istnieje macierz C' = M, «,(K), ze C~'- A-C = B, gdzie B jest diagonalna. Niech
baza B = {fi, ..., B} bedzie zadana warunkiem C' = M (id)3. Wtedy M ()8 = M (id)5 - M (¢)4 -
M (id)§ = B, czyli B jest ztozona z wektoréw whasnych ¢. [J

Zadanie 2.
Czy endomorfizm ¢ : R — R3, ¢((z1, 2o, 13)) = (41 + 29, 371 + 229, Tx1 — T2 + H23) jest diago-
nalizowalny?

Rozwigzanie:

1 0
M@= |3 2 0
7 -75

Zatem wy(\) = det(M(4)sh — X)) = (5 — N)?(1 — ), czyli wartosci whasne to 51 1.
-1 1 0 T

0
3 =3 0| |zo]| = |0 &2 =2 (i)‘/(g)) :hn((l,l,()),(0,0,l))
7T =70 T3 0

N W W
— =
= O O

I 0
3 =0 =-3
w| = 0] 2T ST Ly = lin((1, -3, - 7))
T3 0 Txy —Try+4=0 T3 = —Tx1

dim Vis) + dim V{3) = 3 = dimR?, zatem ¢ jest diagonalizowalny.
Niech B ={(1,1,0),(0,0,1),(1,-3,—7)}, wowczas

500
M(@5=10 5 0
0 01
Zadanie 2.
4 1 0
Czy macierz A = |3 2 0] jest diagonalizowalna nad R. Jesli tak, to poda¢ przyktad macierzy
7 =75

C € M3y3(R), ze C~! - A C jest diagonalna.
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Rozwigzanie:
Macierz A jest oczywiscie diagonalizowalna, po endomorfizm ¢ : R® — R3 ¢((zy, x9, 23)) = (4dxy +
To, 3x1 + 229, Tx1 — Txo + bx3) jest diagonalizowalny.

Niech C = M(id)jt dla B = {(1,1,0),(0,0,1),(1,-3,=7)}, bo B = M(¢)5 jest diagonalna i
M(¢)g = M(id)g - M(¢)% - M(id)g.

Zadanie 3.
Niech A, B € M« (K). Wykazaé, ze jesli A i B sa podobne, to V,,ey A™ i B™ tez sa podobne.

Rozwigzanie:
Mamy A = C~!- B-C dla pewnej odwracalnej macierzy C'. Wowcezas A™ = (C~1-B-C)™ = (C~!-
B-C)-(C—-B-C)-...-(C~V.B-C) = C-'.B-I.B-I-.. ..I.B-C = C~'.B-B-....B-C = C~'.B".C.

Moéwimy, ze macierz C' realizuje podobienistwo miedzy macierzami A i B.

Zadanie 4.
100
Niech A € M;.3(R). Zatozmy, ze A jest diagonalna i jest podobna do macierzy B = [0 2 0
0 0 1
Oblicz tr(A'").
Rozwigzanie:
Mamy
1 0 o0
BlO — 0 210 0
0o 0 1%
zatem tr(A'Y) = tr(BY) =142 +1=1+1024 + 1 = 1026.
by 0 by ol™ [ 0
Ogolnie jesli A ~ , bo tr(A™) =b"+ ...+, bo = :
0 by, 0 bn 0 b
Zadanie 5.
Niech A = {:é 2] . Oblicz A%,
Rozwigzanie:

Mamy ws(A) = (=1 —=A)(6—A) +12 = (A —3)(A — 2), zatem wartosci wlasne to 2 i 3. Wyliczamy,
ze Vigy = lin((2, 3)) oraz V(g = lin((1,2)). Niech B = {(2,3), (1,2)}.

_ st __ -1 2 o B _ 2 0 . st 2 1 o 2 1
A= M(gb)st - |:_6 6:| ) B = M(QS)B - |:0 3:| s C = M(Zd)lg = |:3 2:| ,Zatem C = |:_3 9 :|
Mamy B=C"1-A-C,czyli A=C-B-C™! wowczas A0 = . 100 . =1 zatem

1000 2 1 21000 0 2 -1 21002 _ 31001 _21001 + 2. 31001
A = 3 2 : 0 31000 ’ -3 2 = 3.91001 _ 9 31001 _ g 91000 +4. 31000
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Zadanie 6.
Niech x; = 1, x5 = 2 i niech indukcyjnie z,,1 = 3x, + 4x,_1. Stosujac diagonalizacje macierzy
obliczy¢ wzor na X, 1.

Rozwigzanie:

3 4 e | _ 3Ty +4Tp_1| | Tnsr
1 0 Too1| Tn | 2

Niech wiec A = 3 4 wowezas A | | = [T , czyli R L I R ey [ 2 .
1 0 Tp_1 Tn Tn T 1

Znajdzmy wiec wzor na A"~

A—1I\= FTA _ﬂ
waA) = (3=N)(=A) —4=A—4)(A+1)
(21,79) € Vigy & {_11 B } - { } = { } 71 = 4z9 & Vigy = lin((4, 1))
(21,22) € VL) & ﬁ ﬂ {ij _ m &= —a3 & Vg = lin((1, -1))

4
0

4 1 10 1 [501 1
1 -1 0175051 —4

n—1
ZatemC_lzé-[l _14} wowezas AV =C-Br .07 = {4 1][4 0 1{1 11-1,

Niech B = {(4,1),(1,—1)}, wowczas B = M(¢)5 = [ _OJ oraz C' = M(id)§ = [4 1 ]

Znajdujemy C~!

1 1 =1/ 0 (=1t

Zadanie 7.
Wykaz, ze macierze A, B € M, (K) sa podobne

a 1 0 a 0
a 1 a
A: 7_B:
1
0 a 0 1 a

Rozwigzanie:
Wezmy endomorfizm ¢ € End(K") i A = {ay,...,a,} taka, ze M(¢)4 = A, czyli 7e (o) =
a-oq,Plan) =a-ay+ a,...0(a,) =a-a, + a, 1. Niech B ={p,...,0.}, gdzie 5; = a_it1,
wowezas ¢(B1) = a- 1+ Ba, ¢(Ba) = a- Ba+ B3,...,¢(Bn1) = a Bu1 + Bn, d(Bn) = a - By, czyli
M(¢)5 = B. Wowcezas A = M(¢)%4 = M (id)3 - M(¢)5 - M (id)5, gdzie M (id)g = M (id)5

1

M (id)j =
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Zadanie 8.
Wykaz, ze A ~ AT dka A € M,y (K).
Rozwigzanie:
Wiemy, ze
1
E = e E_]

zatem J = E-J- E. Udowodnimy teraz, ze A; ~ A% gdzie A; to macierz postaci Jordana. Niech

Ey
Ey
EA = . — Ezl
Ey,

gdzie E; to macierz postaci F rozmiaru takiego jak i-ta klatka Jordana w macierzy A;. Zatem
A;=E'Aj-Ey.

Whiosek z twierdzenia Jordana jest taki, ze dla kazdej macierzy A istnieje macierz w postaci
Jordnana do niej podobna. Zatem A = C~1-A;-C & A; = C-A-C7L. Mamy wiec AT =
(Cil'AJ'C)T = CT'A?;'(Cfl)T = OT'EA'AJ'EA«C*l)T = CT-EA-O~A-071-EA~(071)T.
Zatem biorac D = CT - Ey-Cmamy AT =D-A- D' A=D1 AT. D, czyli A~ AT. O
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Cwiczenia 5

Twierdzenie Jordana

Zadanie 1.
Niech A € M, (K) i B € My, (K). Niech

gdzie dla i = 1,2,...,8, A; € My, «n,(K), czyli ny +ny + ... +ns = n. Niech § : {1,...,s} —
{1,..., s} bedzie permutacja (bijekcja) i niech

Asqy
B_ As2)
As(s)
Wykazaé, cze macierze A i B sa podobne.
Rozwigzanie:
Niech V' to przestrzen liniowa nad K oraz niech A = {ay,...,a,} to baza V. Definiujemy ¢ :

V — V warunkiem M(¢)4 = A. Chcemy znalezé B przestrzeni V taka, ze M(¢)5 = B. Mamy
A=A UAU...UA,, gdzie Ay ={ay,...,qn}, Ay = {an 11, -, Qnyin, } idt. Wowcezas niech
B = Asq1y U Asy U ... U As(s). Zatem A i B sy podobne. [

Zadanie 2.
Niech
1 23 00 79 0 00
4 5 6 00 31000
A=|7 8 9 0 0 B=10 01 2 3
000729 0 0 456
00031 007 89

Znalez¢ macierz C' € Msy5(R), 22 C7' - A-C = B.

Rozwigzanie:

Niech A = M(¢)%, gdzie A = st = {e1,¢62,63,64,65} przy czym A; = {e1,62,63} 1 Az = {e4,65}.
Wiemy, ze A i B sa podobne, zatem niech B = M(¢)8 = M(id)5 - M(¢)4 - M(id)g, gdzie B =
{e4,€5,€1, 69, 3}. Wtedy biorac C' = M (id)4 mamy B = C~'- A . C, zatem

00100 00010
00010 00001
C=M(dz=10 000 1| C'=MGd5=1]1 00 0 0
10000 01000
01000 00100
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Twierdzenie: (Jordana) Niech ¢ : V' — V to endomorfizm i niech V' bedzie n-wymiarows
przestrzenia nad ciatem K. Jesli wg(A) = (c1 — ) - ...« (¢, — ), gdzie ¢; € K, to istnieje baza
A przestrzeni V', ze

i d; 1

J d 1
M($)4 = o , gdzie J; =

Whiosek: Jedli dwie macierze w postaci Jordana réznia sie tylko kolejnoscia klatek, to sa
podobne.

0100
. 0010 ) 0 bl D2 - .
Niech P = 00 0 1l Obliczmy P°, P*, P? ... oraz r(P") dlai=0,1,2,....
00000
1 000 0100 0010 00 01
odef [0 1 0 Of 1 |00 10 > 10 0 01 3 |00 00
P_0010_[’P_()OOl’P_OOOO’P_OOOO
0001 0000 0000 0000
Dla i > 4, P" jest macierza zerowa. Zatem r(P°) = 4,r(P') = 3,r(P?) = 2,r(P3?) = 1 oraz
r(PY) =0dlai> 4.
21 00
. 0210 ) < ) ) L.
Niech Q) = 00 2 1 . Obliczmy r(Q") dlai =0,1,2,.... Skoro na przekatnej sa wyrazy rozne
000 2

od zera, to po przemnozeniu macierzy, rzad si¢ nie zmienia, zatem 4 = r(Q%) = r(Q') = .. ..

Ogolnie, jesli

a 1 0 0 0

0O a 1 0 0

0O 0 a 1 0

0O 0 0 a 1

0O 0 0 0 a
b 0 0
A= 0O b 1 0
0 b 1

to
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S=A4A—al =

[0

0

0

0
0

0

o= oo

b—a

0

1
b—a
0

0
1
b—a

0

0

b—a

b—a
0
0

1 0
b—a 1
0 b—a

czyli r(SY) =12, r(S') =11, r(S?) =10, r(S®) =9, r(S?) =8, r(S%) =7 itd.

a—b 1 0 0 0
0 a—-b 1 0 0
0 0 a—b 1 0
0 0 0 a—-b 1
0 0 0 0 a-—b
T—A—bl = 01 0 0
00 1 0
00 0 1
00 0 0
01 0
00 1
00 0

czyli r(T°) =12, r(T) =10, r(T?) =8, r(T?) =6, r(T*) =5 itd.

Uwaga: Jesli A jest wartoscia wlasna macierzy A, to Vpen r((A —al)™ ') —r((A —al)™) to
liczba klatek w A; o wartosci wlasnej a majacych rozmiar co najmniej m.

Uwaga:
A~B=V., A—cl~B—cl
C~D=C"~D"
Zadanie 4.
Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy A (czyli taka macierz w postaci Jordana Ay, ze A ~ Ay).
1 2 1 0 O
-2 5 1 0 0
A=]10 0 3 0 O
1 -1 1 2 -1
-1 1 -1 1 4
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Rozwigzanie:
1—-Xx 2 1 9\ 1

wa(A)=det | =2 5—-X 1 -det { } =[(1=XNGB=-XNB=XN)+43-=N)]-[(2-

1 4-A
0 0 3—-A

NA=N+1=B=-2> - (A=3)2=(3-N)°
-2 2 1 0 O
-2 2 1 0 O

A-3I=]10 0 0 0 O

1 -1 1 -1 -1

r((A—3I)°) =r(I) =5 oraz r((A — 3I)! =2, zatem sa 5 — 2 = 3 klatki rozmiaru co najmniej 1.

0000 O
0000 O
(A=30)*>=10 0 0 0 0
0000 -2
0000 2
r((A—3I)") =2 oraz r((A—3I)%) = 1, zatem jest 2—1 = 1 klatka rozmiaru co najmniej 2. Zatem

31000 30000 30000
03100 03100 03000
Ay;=10 0 3 0 0| lub A;=10 0 3 1 0| lub A;=10 0 3 1 0
00030 00030 00031
00003 0000 3 0000 3
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Cwiczenia 6

Zastosowania twierdzenia Jordana

Zadanie 1.

Dane sa 4 macierze Myy4(R):
0 21 0 1 1 1 -1 5 =3 0 0 0 2 0 0
-2 4 0 0 -1 3 0 0 3 -1 0 0 -2 4 0 O

A= 0 O5—3’B_ 0 0 0 2 , O = 0 0 1 l’D_ 1 1 1 1
0 0 3 —1 0 0 -2 4 0 0 -1 3 1 1 -1 3

Znalez¢ klasy rownowaznosci relacji podobienstwa w zbiorze czteroelementowym {A, B, C, D}.

Rozwigzanie:

Uwaga: Kazda macierz A jest podobna do swojej postaci Jordana A ;. Macierze w postaci
Jordana sa podobne < réznig sie co najwyzej kolejnoscig klatek. Zatem A i B sg podobne <
ich postaci Jordana A;, B; réznig sie co najwyzej kolejnoscig klatek.

Znajdujemy posta¢ Jordana dla kazdej macierzy

2

2

2

A (A-2)
wp(\) = AT — 88X\ +24)\% — 32X\ + 16 = (A — 2)?
A (A-2)
A (A—2)

22

Wartos¢ wlasna dla kazdej macierzy to 2. Dla macierzy A mamy:

-2 21 0
-2 20 0
A-20= 0 0 3 -3
0 0 3 -3

r((A—2I)°% —r((A—2I)') =4—3 =1, zatem jest 1 klatka rozmiaru co najmniej 1. Dla macierzy
B mamy:

-1 1 1 -1
11 0 0
3_21_00—22
0 0 -2 2

r((B—2I)°%) —r((B —2I)') =4 —2 =2, zatem sa 2 klatki rozmiaru co najmniej 1.
—1
9 —1
(B—-2I) =

o O O O
o O NN O
S O = =

0
0
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r((B—20)")—r((B—2I)*) =2—1=1, zatem jest 1 klatka rozmiaru co najmniej 2. Dla macierzy
C mamy:

3 -3 0 0
3 -3 0 0
C=2=1y ¢ 1
0 0 -1 1

r((C—20)%) —r((C —2I)') =4 — 2 = 2, zatem sa 2 klatki rozmiaru co najmniej 1.

0000
o2 (0000
(C=207"=1y 0 0 0

0000

r((C—20)Y —r((C —2I)?) =2 — 0 = 2, zatem sa 2 klatki rozmiaru co najmniej 2. Dla macierzy
A mamy:

0
0

[\
— = N N
— = O O

-1
—1

r((D—20)° —r((D —2I)") =4 — 2 = 2, zatem sa 2 klatki rozmiaru co najmniej 1.

0 000
o2 |0 000
(D=207=1_4 4 o 0
—4 400

r((B—20)Y) —r((B—2[)%) =2—1=1, zatem jest 1 klatka rozmiaru co najmniej 2.
Zatem

Ay =

OO O
S O N
o N = O
SO O
S O N
O = O
S O O N
S O N =
SN OO
o = OO

p

|
OO O N
S O N
O = O
N O OO

Czyli podobne sg macierze B i D.

Zadanie 2.
Czy macierze rzeczywiste Mayo(R) : A = {(1) _01} oraz B = [_1 _52} sa podobne?

Rozwigzanie:

Ich wielomian charakterystyczny jest rowny w(A) = A? + 1. Nie sa diagonalizowalne nad R ale sa
diagonalizowalne nad C, bo A +1 = (A —4)(A +1), czyli w C sg dwie rézne wartosci wlasne. Stad
istnieje macierz Myy»(C) odwracalna C, ze B = C71AC. Ale czy istnieje macierz rzeczywista,
odwracalna D, ze B = D"'AD?
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Twierdzenie: Niech K to podciato ciala L oraz niech A, B € M, ., (K). Jedli istnieje od-

wracalna macierz C' € M, y,(L) taka, z2 B = C 'AC, to istnieje tez odwracalna macierz
D € M,yn(K), z2e B=D"'AD.
Dowéd:

Skoro C~1-A-C = B, to AC' = C'B. Musimy zatem wykaza¢, ze istnieje D € M,,»,(K), 72e AD =
DB. Niech D = [d,;], wowczas mamy po prostu uklad n? rownari z n? niewiadomymi. Niech wiec
macierze Dy, Do, ..., Dy sa macierzami stanowiacymi baze przestrzeni rozwiazan tego uktadu w
K™ . Cheemy pokazaé, ze jest to tez baza przestrzeni rozwiazan tego uktadu w L™ . Pokazemy
najpierw, ze jesli U jest jednorodnym uktadem réwnan o n niewiadomych i wspotezynnikach w
ciele K oraz K jest podciatem ciata L, to wektory wy,ws, ..., ws € K™ bedace bazg przestrzeni
rozwigzan tego ukladu w K" sa tez baza rozwiazan tego uktadu w L". Jest tak dlatego, ze po
pierwsze wymiar przestrzeni rozwiazan nad K inad L sa takie same i wynosza n—r(A), gdzie A
jest macierza wspotezynnikow uktadu U. Po drugie uktad wq, ws, ..., ws € K™, ktory jest liniowo
niezalezny w K" jest tez liniowo niezalezny w L™ (bo macierz o wierszach wy, ws, ..., ws ma
taki sam rzad niezaleznie czy rozpatrujemy ja w K czy w L. Ten rzad to rozmiar najwiekszej
podmacierzy kwadratowej o niezerowym wyznaczniku). Zatem kazda macierz D € M,y (K)
speliajaca AD = DB jest postaci x1Dy + ... + z,D, dla pewnych x,...,x, € K. Zatem
wystarczy dobrac x1,...,x, tak aby D byla odwracalna. Gdyby xz1,. ..,z nie istnialy w K, to
wowczas dla kazdych xq, ..., x5 € K zachodziloby det(x1Dy + ... 4+ xsDs) = 0. Ale det(z1D; +
... 4x5Dy) jest wielomianem zmiennych x1, . . ., x5 0 wspotczynnikach w K (widaé to na przyktad
ze wzoru permutacyjnego na wyznacznik). Zatem gdyby dla kazdych wartosci xy,...,z, € K
wyznacznik bylby zerowy, to wielomian ten miatby wszystkie wspolczynniki réwne zero. Ale
wielomian ten nie moze mie¢ wszystkich wspotczynnikow réwnych zero, bo ma rozwiazanie w
ciele L (wiemy, ze istnieje macierz odwracalna C' € M,y (L) taka, ze AC = C'B, czyli macierz ta
jest postaci y1 D1 +. .. +ysDs dla pewnych yy, ..., ys € L. Ale wtedy det(y1 D1+ ... +ysDs) # 0
co jest sprzeczne z tym, ze wielomian ten ma wszystkie wspotczynniki zerowe). O

Wiemy wiec, ze dla macierzy A, B istnieje odwracalne D € My, o(R) takie, ze DB = AD. Rozwia-

zujac uktad rownan DB = AD dostajemy na przyktad D = E 8} .
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Cwiczenia 7

Baza Jordana i jej zastosowania

Zadanie 1.
Dany jest endomorfizm ¢ : R? — R3, ¢((xy, 22, 23)) = (221 — 2o + 3, T2 + T3, —71 + 373). Znalezé
baze Jordana dla ¢.

Rozwigzanie:
Macierz ¢ w bazie standardowej to

A=M@)y=|0 1
-1 0

Policzmy jej posta¢ Jordana. Wielomian charakterystyczny to: w(\) = (2 — \)3. Zatem

0 -1 1
A=-2I=|0 -1
-1 0 1

r((A—20)% —r((A—20)') =3 —2=1, wiec jest jedna klatka. Zatem posta¢ Jordana macierzy
A to macierz

Ay =

S O N
N = O

1
2
0

Baza Jordana dla ¢ jest to taka baza W = (wy,wq, w3), ze M(p)W, = Ay, czyli ¢p(w;) = 2wy,
d(we) = wy + 2wy, ¢(ws) = wy + 2ws. Wektor w; jest zatem wektorem wlasnym ¢ o wartosci
wtasnej 2, czyli jego wspolrzedne spetniaja uktad réwnan liniowych o macierzy wspotczynnikow
A — 21 i kolumnie wyrazow wolnych zerowej.

0 -1 1 Ty 0
-1 0 1 T3 0

Czyli n.p. w; = (1,1,1). Wektor wy wyliczamy z réwnosci ¢(ws) = wy + 2we, czyli ¢p(wy) —
2wy = wy. Oznacza to, ze wspotrzedne wektora wy speliajg uktad réwnan liniowych o macierzy
wspolezynnikow A — 27 i kolumnie wyrazéow wolnych w; = (1,1, 1).

(@)
|
—_
—_
8
[\
Il
— =

—1 0 1 I3

Czyli n.p. wy = (0,0,1). Wektor ws wyliczamy z roéwnosci ¢(ws) = we + 2ws, czyli f(ws) —
2wz = wy. Oznacza to, ze wspolrzedne wektora ws spetniaja uktad réwnan liniowych o macierzy
wspOltezynnikow A — 27 i kolumnie wyrazéw wolnych wy = (0,0, 1).

0 -1 1 T 0
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Czyli n.p. w3 = (0,1, 1). To daje przyklad bazy Jordana dla ¢.

Zadanie 2.

1
Dana jest macierz A € M3.3(R), A= 1| 0 1|. Dla dowolnego naturalnego m obliczy¢ A™.
3

Rozwigzanie:
Macierz A = M(¢)% jest podobna do macierzy

AJ:M(f)%:

S O N

1
2
0

N — O

Co wiecej dla macierzy zamiany wspolrzednych C' = M(id)3l, mamy A; = C™' - A - C, czyli
A=C-A;-C7'. Mamy W = {(1,1,1),(0,0,1),(0,1,1)}, zatem otrzymujemy

100
C=M(@id), =110 1
111

Ponadto z A = C - A; - C7! otrzymujemy A™ = C' - A" - C~1. Zatem zadanie sprowadza si¢ do
obliczenia A'}'. Zauwazmy, ze A; = 21 + D, gdzie

D =

o O O

1
0
0

S = O

Macierz 21 jest macierza diagonalna z 2 na przekatnej, wiec jest przemienna z kazda macierza
z Msy3(R), w szczegdlnosci z macierza D. Stad A} = (21 + D)™. Wyliczamy to z dwumianu
Newtona. Jak wiemy jest to suma wyrazéw postaci (21)™~%. D¥ z odpowiednimi wspétczynnikami.
Ale D¥ jest niezerowe tylko dla k = 0, 1, 2. Dokladniej:

1 00 010 00 1
D=0 1 0|,D'=1|0 0 1|,D?*=1]0 0 0
001 000 000

Wspotezynniki przy (21)™ % D* dla k = 0, 1, 2 wynosza kolejno 1, m, m(";_l). Zatem (2] + D)™ =
Q20" +m - (2)"' - D 4 ™2 orym-2. g2,
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Cwiczenia 8

lloczyny skalarne

Definicja: V przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych R. Iloczyn skalarny na prze-
strzeni V' jest to funkcja (, ) : V x V — R, ktora jest:

1. dwuliniowa (to znaczy liniowa ze wzgledu na kazda zmienna, czyli dla kazdego v € V
funkcje (v, ) : V — R oraz (,v) : V — R sa liniowe),

2. symetryczna (to znaczy dla kazdych v, w € V mamy (v, w) = (w,v)),

3. dodatnio okreslona (to znaczy dla kazdego niezerowego v € V' zachodzi (v, v) > 0).

Przyktlady:

1. Standardowy iloczyn skalarny na R"

<(l’1, S ,Q?n>, (yb s ;yn>> =T1Y1+ ...+ YnYn = leyl
=1

Np. ((1,3,2),(5,2,4)) =5+6+8 =19
2. Na R? Czy to jest iloczyn skalarny?

a) ((1,72), (y1,2)) = 1192 NIE, bo nie jest symetryczny
b) ((x1,22), (Y1,¥2)) = 191 + T1Yy2 + T2y1 + 22y2  NIE, bo nie jest dodatnio okreslone, bo
c) ((x1,22), (Y1,y2)) = T1y1 + T1Y2 + Toy1 + 222y TAK, 1, 2, 3 spelnione. Warunek 3. jest
spetniony dlatego, ze {(x1,z2), (21, 12)) = (1) + 22179 + 2(x2)? = (21 + 22)% + (22)? a
to jest zawsze > 0, przy czym rowne zero tylko dla (0,0).
3. Przestrzen Hilberta [?

wektory: nieskoniczone ciggi rzeczywiste sumowalne z kwadratem, tz. ciag (z;) jest w [ wtedy

i tylko wtedy, gdy > (z;)? jest skoriczona.
i=1

Definicja: W przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym moéwimy, ze wektory v, w sa pro-
stopadte, jesli (v, w) = 0. Oznaczamy to: v L w.
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Zadanie 1.
W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym

a) Czy wektory (2,5,6), (3,4,—5) sa prostopadte?

b) Dla jakich t rzeczywistych wektory (4, —1,3), (2,t,5) sa prostopadle?

Rozwiazanie:
a) Niesg, bo2-3+5-4—5-6=—-4#0

b) 8—t+15=23—t=0xt=23

Definicja: W przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym dlugoscia wektora v nazywamy
liczbe ||v|| = v/ (v, v).

Zadanie 2.
W R? ze standardowym iloczynem skalarnym

a) Obliczy¢ ||(3, —1,2)]|

b) Znalez¢ takie a € R, ze wektor a(5, —2,1) ma dtugos¢ 1.
Rozwigzanie:

a) [13,-1,2)[l = v((3,-1,2),(3 =3+ (-1 +2° =Vl

b) [l(a(5,=2,1)[| =1« ¢<a(5, —2,1),a(5, -2, 1)) = 1 & a = -

Zadanie 3.
Wykazaé¢, ze w przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym dla kazdego niezerowego wektora v
wektor ﬁv ma dtugosé 1.

Rozwigzanie:

Z definicji: |||| ||v|| = HvH v, Hv|| ||v||

Definicja: W przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym niech W bedzie podprzestrzenia.
Dopehienie prostopadte podprzestrzeni W jest to zbior wszystkich wektorow w V' prostopadtych
do kazdego wektora w W. Oznaczenie na dopeienie prostopadte podprzestrzeni W to W+,

Uwaga: W+ jest podprzestrzenia V.
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Zadanie 4.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W = lin((1, 1,1, 1)). Znalez¢ baze W+.

Rozwigzanie:

<(l’1, ZEQ,I3,1’4), (1, ]_, 1, 1)) =0 T+ To+ T3+ 24 = 0
czyli W = lin((1,0,0, —1), (0,1,0, 1), (0,0, 1, —1)).

Twierdzenie: Jesli przestrzen V z iloczynem skalarnym jest skonczenie wymiarowa, to dla
kazdej jej podprzestrzeni W mamy: V = W & W+,
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Cwiczenia 9

Iloczyny skalarne

Czy zawsze dla podprzestrzeni W w przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym zachodzi V' =
W @ WL, Wiemy, ze jest twierdzenie mowiace, ze tak jest, gdy V jest skoriczenie wymiarowa (przy
czym mozna wykazaé, ze tak naprawde wystarczy, zeby W byla skoriczenie wymiarowa). Niech
V = I? oraz W = takie ciagi, ze kazdy jest réwny zero od pewnego miejsca. Wowcezas W+ = 0,
wicc V £ W @ W+,

Definicja: Uktad wektorow vy, ..., vp w przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym nazy-
wamy ukladem prostopadlym (ortogonalnym), jesli dla kazdego ¢ # j mamy (v;,v;) = 0, czyli
v; L v;. Méwimy, ze taki uklad jest ortonormalny, jesli ponadto wszystkie jego wektory majg
dhugosé 1.

Uwaga: Jesli uktad vy, ..., v, zltozony z niezerowych wektoréow jest prostopadtly, to jest on
liniowo niezalezny.

Definicja: Mowimy, ze baza vy, ..., v, przestrzeni liniowej V' z iloczynem skalarnym jest pro-
stopadta (ortogonalna), jesli jest ona uktadem prostopadlym. Baze prostopadla nazywamy or-
tonormalng jesli wszystkie jej wektory maja dhugosé 1.

Przyktad:
Baza st jest baza ortonormalng dla R" ze standardowym iloczynem skalarnym.

Twierdzenie: Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen z iloczynem skalarnym ma baze pro-
stopadta.

Zadanie 1.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W bedzie opisana réwnaniem 1 +zo+z3+24 =
0. Znalez¢ baze prostopadta przestrzeni W.

Rozwigzanie:

Wyznaczmy najpierw baze W: x1 + 29 + 23 + 14 = 0 & 19 = —x1 — 3 — x4, zatem mamy
(x1,—x1 — 3 — T4, x3,74) = x1(1,—1,0,0) + 23(0,—1,1,0) + x4(0,—1,0,1), skad mamy W =
lin((1,-1,0,0),(0,—1,1,0),(0,—1,0,1)) oraz dim W = 3.

Bierzemy dowolny niezerowy v; € W, n.p. v; = (1,—1,0,0). Szukamy takiego v, € W, ze vy L wy.
Jesli vy = (21, 9, 3, 24), to daje to uktad dwoch réwnan na vy:

r1+ 29+ 23+ 24 =0 (bo jest w przestrzeni W)
x1 — 22 =0 (bo jest prostpadly do v;)

Zatem n.p. vo = (0,0,1,—1). Szukamy takiego v3 € W, ze vg L w; oraz vy L wvy. Jesli vg =
(1, e, 3, x4), to daje to uktad trzech rownan na vs:
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r1+ 22+ 23+ 24 =0 (bo jest w przestrzeni W)
x1 —xo =0 (bo jest prostopadty do vy)
z3 — x4 =0 (bo jest prostopadly do vy)

Zatem n.p. vz = (1,1, —1,-1).

Twierdzenie: Niech V przestrzen z iloczynem skalarnym ( , ). Niech vy, ..., v, baza prosto-
padta V. Wtedy dla kazdego wektora v € V' jego wspotrzedne w tej bazie to:

<U7U1> <U7U2> <'U7Un>
</U17/U1>7 </U27/U2>7'”’ <'Un,Un>
Dla bazy ortonormalnej wspotrzedne wektora v wynosza (v, v1), (v, v2), ..., (v, v,).

Zadanie 2.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W bedzie opisana rownaniem z; +zo+x5+2, =
0. Znalez¢ baze ortonormalng przestrzeni W.

Rozwigzanie:
Baza ortogonalna przestrzeni W to {(1,—1,0,0),(0,0,1,—1), (1,1, -1, —1)}. Wystarczy zatem po-
dzieli¢ kazdy wektor z tej bazy przez jego dtugo$é. Dostajemy baze

\)

1 1 1
—(1,-1,0,0), —(0,0,1,-1), =(1,1, -1, -1
{251:-1.0,0), F0.0,1,-1), 5 )}

Definicja: V przestrzen z iloczynem skalarnym. Jesli dim V' jest skonczony, to mowimy, ze V'
jest przestrzenia euklidesowsa liniowa. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni V. Wtedy
V =W & W+=. Rzut na W wzdtuz W+ nazywamy rzutem prostopadlym na W.

Zadanie 3.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W bedzie opisana rownaniem x; +zo+x5-+7, =
0. Znalez¢ rzut prostopadly wektora (1,1,1,0) na przestrzen W.

Rozwigzanie:
Ogolnie jesli vy, ..., v jest baza prostopadla przestrzeni W, to

W CIL) B L I L)
<U17 U1> <1)27 U2> <'Uk7 Uk?>
jest rzutem prostopadtym v na W.

W przypadku, gdy dimV = n oraz ponadto vy, ..., v, jest baza prostopadla W+, to wowczas

Uk

V1, ..., Uk, Ukt - - -, Up jest baza prostopadia V', wiec
v,V v,V U, Up
GV CIL I UL
<U17 U1> <U2a UQ) <Un7 Un>

Suma pierwszych k skladnikéw nalezy do W, suma pozostatych n — k nalezy do W=.

36



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa II

W zadaniu mamy wiec

’U/ — <U7U1> vy + <U’U2> vy + <qu3> vy =

(v1,v1) (va, va) (v, v3)

0 1 1 1
= —(1,-1,0,0) + =(0,0,1,-1) + —(1,1,—1,-1) = —(1,1,1, -3
2( Y Y Y )+2( ) Y ) )+4( Y Y Y ) 4( ) Y Y )

Mozna inaczej: Skorzystamy z tego, ze W+ jest wymiaru 1. Korzystajac z tego, ze V. =W @ W+,
jesli w jest rzutem v na W+, to v’ = v—w. Baza W+ jest n.p. (1,1, 1, 1). Niech wiec vy = (1,1,1,1).
Skoro

v = <U,'U1> vy + <U7U2> U2+ <U7U3> Vs <U7U4> v
(v1,v1) (vg, vg) (vs,v3) (Vg,v4)
to mamy
?}/ _ <U7U1> vy + <U,’U2> vy + <U,’03> V3 = — <U,’U4> vy =
(v1,v1) (v, v2) (v, v3) (v4,v4)
1
=(1,1,1,0) — §(1,1, 1,1) = ~(1,1,1,-3)
4 4
Zadanie 4.

W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W bedzie opisana réwnaniem 1 +zo+z3+24 =
0. Znalezé wzor na przeksztalcenie ¢ : R* — R* bedace rzutem prostopadltym na przestrzen W.

Rozwigzanie:
Metoda jest jak Zadaniu 3. tylko zamiast (1,1, 1,0) bierzemy dowolny wektor (x1, 9, x3, x4).

((961, X2,T3, 5U4), (1, 1,1, 1)>

= - S(1,1,1,1) =
¢<<$1,I2,$3,[E4)) ($1,$2,I3,$4) <(1717171)’(171’1,1)> (7 D) )
T+ 22+x3+T
= ($1,$27I3,I4) — ( ! 2 4 3 4) . (1, 1, 1, 1) =
= <$1,$2,$3,ZL’4) ——(Il+$2+$3+I’4,l’1+£U2+l’3+ZE4,I1+$2+JI3+Z‘4,ZL’1+JI2+$3+JI4) =

4

1
= Z(?)[El — T9 — X3 — T4, — X1 +3ZL‘2 — X3 — Ty, —T1 —I2+3I3 — Xy, —T1 — T2 —I3+31’4
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Cwiczenia 10

Kryterium Sylvestera

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, niech h : V x V — K bedzie przeksztalce-
niem, ktore jest liniowe ze wzgledu na kazda zmienna. Niech vy, ..., v, bedzie uktadem wektorow
przestrzeni V. Dla kazdych ¢, j oznaczmy h(v;, v;) = a;;.

Wowcezas dla kazdych wektoréw v = xyvy + ... + 2,0, Oraz w = y1v1 + . .. + Y,v, Mamy:

n

h(v,w) = Z Qi LY

1,j=1

Mielismy juz ten wzoér w szczegbdlnym przypadku, gdy K = R i h byt iloczynem skalarnym.

Oznaczmy przez A macierz n x n o wyrazach a;; = h(v;, v;).

W przypadku, gdy h jest iloczynem skalarnym macierz A nazywamy macierza Grama ukladu

wektorow vy, ..., v, 1 oznaczamy G(vy,...,v,) a jej wyznacznik nazywamy wyznacznikiem Grama
uktadu wektorow vy, ..., v, i oznaczamy W (v, ..., v,).
n n
Suma ) a;;jx;y; moze by¢ wyliczona za pomoca mnozenia macierzy. Mianowicie ) a;;x;y; jest
i,j=1 i,j=1
iloczynem trzech macierzy: wiersza dtugosci n o wyrazach z, ..., z,, macierzy A oraz kolumny o
dhugosci n o wyrazach yq,...,y,
n Y1

Zaijxiyj:[acl [Bn]A :

ni=1 Yn
Zadanie 1.

1 11
W R3 7z iloczynem skalarnym ( , ) i baza vy, v, v3 mamy: G(vi,vs,v3) = [1 2 1]|. Niech v =
1 1 5

U1 + U2 + U3, W = V1 + V3. Obliczyé <v,w>.

Rozwigzanie:
1 11 1 1
(vwy=1[1 1 1]-|1 2 1|-(0| =[3 4 7]-[0] =10
115 1 1
Uwaga:
1. W(vy,...,vx) jest zawsze nieujemny,
2. W(vy,...,v5) >0 vq,...,0; jest liniowo niezalezny
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Zadanie 2.
W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym obliczy¢ W (vy, ve) dla vy = (1, —2,1), v9 = (—=2,4,7).

Rozwigzanie:
(vj,v1) =14+4+1=6
(v1,v9) = —2—=8+r=r—10
(vg,v9) =4+ 16 + 1% =12+ 20
6 (r —10)
(r—10) (r*+420)|
Wyznacznik Grama jest rowny W (v, v9) =5 - (r + 2)2.

Zatem macierz Grama to

Dla r = —2 wektory vy, v9 sa liniowo zalezne, bo wyznacznik Grama sie zeruje.

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad K i niech vy,...,v, bedzie baza przestrzeni V. Wiemy
juz, ze jesli h : V x V' — K jest przeksztalceniem, ktore jest liniowe ze wzgledu na kazda zmienna,
to dla kazdych wektoréw v = xyvy + ... + x,0, oraz w = y1v; + . .. + Y, v, Mamy:

h(v, w) = Z Qi TiYj

i,j=1

gdzie a;; = h(v;, v;).
Na odwrot: dla kazdej macierzy A = [a;;] rozmiaru n x n wzoér

h(v, w) = Z QijTiY;

i,j=1

dla v = z1v; + ... + 2,0, oraz w = y1v1 + ... + Y, v, zadaje przeksztatcenie h: V x V. — K| ktore
jest liniowe ze wzgledu na kazda zmienna.

Czyli przy zadanej bazie vy, ..., v, przestrzeni V istnieje bijekcja:
{macierze n x n o wyrazach z K} «— {przeksztalcenia V" x V' — K ktore sa liniowe ze wzgledu
na kazda zmienna}

Definicja: Mowimy, ze przeksztalcenie h : V' x V' — K jest symetryczne, jesli dla kazdych
v,w € V mamy h(v,w) = h(w,v).

Przyktad h symetrycznego i przykitad h niesymetrycznego:

symetryczne: h((z1, T2, ..., %), (Y1, Y2, - -, Yn)) = T1Y1 + T2Y2
niesymetryczne: h((z1, 2, ..., Tn), (Y1,Y2s -+, Yn)) = T1Y1 + T1Y2

Problem 1.
W powyzszej bijekcji jakie macierze odpowiadaja przeksztalceniom symetrycznym?

Takie macierze, ktorych posta¢ A jest rowna AT, czyli takie macierze, w ktorych a;; = aj;. Bo
skoro h(v;,v;) = a;j, to h(v;,v;) = h(v;,v;) © a;; = a;;. W druga strone (A symetryczna, to h
symetryczna) trzeba skorzysta¢ z liniowosci na kazda zmienna.
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Problem 2.
Niech K = R. W powyzszej bijekcji, jakie macierze symetryczne odpowiadaja iloczynom skalar-
nym?

Definicja: Dla macierzy A rozmiaru n x n niech A®) oznacza macierz i x i powstala z A przez
usuniecie ostatnich n — ¢ wierszy i kolumn.

Przyklad:
123 Ly

A= |4 5 6/, wtedy AW =[1], A® = CA® = 4
789 45

Macierz A odpowiada iloczynowi skalarnemu wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i = 1,2,....n
macierz A®¥) ma dodatni wyznacznik.

Twierdzenie: (Kryterium Sylwestera) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad R i niech
A ={a,...,a,} bedzie jej baza. Dla macierzy symetryczej A = [a;;] € Myxn(R) rozpatrujemy
funkcje h : V x V — R zadang dla kazdych wektoréw postaci v = x1aq + ... + z,04, Oraz w =

Y101 + . ..+ Ypay, wzorem: h(v,w) = > a;jx;y,. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:
i,5=1

1. funkcja h jest iloczynem skalarnym na przestrzeni V'

2. det AW >0dlai=1,2,...,n

Zadanie 3.
h:R? x R — R jest zadane wzorem: h((z1, T2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T1Y2 + 2T1y3 + Toy1 +
troys + Tays + 2x3y1 + T3yo + Dasys. Dla jakich t € R h jest iloczynem skalarnym?

Rozwigzanie:
11 2
Temu przeksztatceniu odpowiada macierz |1 ¢ 1|. Mamy det(A®) =1 > 0, czyli OK. Dalej
2 15
det(A®) =t — 1 oraz det(A®) =t — 2. Czyli h to jest iloczyn skalarny wtedy i tylko wtedy, gdy

t> 2.
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Cwiczenia 11

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Zadanie 1.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W bedzie podprzestrzenia opisang ukladem
rownan

$1+21’2—J}3+I4:O
{L‘1+35L‘2+ZL’3—$4:O

i niech W, = 1in((2,5,0,0), (¢t + 2,4 + 3t,—2 + ¢, (t — 2)?)). Dla jakich wartosci parametru ¢ € R
a) Wt Q WJ'(?

b) Wt - WJ'

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw W. Mamy W = lin((5, -2, 1,0), (=5,2,0,1)). Wyznaczamy W+. Otrzymu-
jemy W+ =1in((1,0, -5,5), (0, 1,2, —2)). Uklad réwnan opisujacy W+ to

U:{5~x1—2‘x2+x320 @U:{xg—i—mzo

—5'$1+2'I2—$4:0 5'I1—2'ZE2—I4:O

a) Aby W, C W+, to wektory (2,5,0,0) oraz (t+2,4+3t, —2+t, (t—2)?) musza by¢ rozwigzaniem
uktadu U, czylit =1 lub t = 2.

b) Aby W, = W+ musi zachodzi¢ dim W, = dim W+, czyli t = 1.

Konstruowanie bazy prostopadlej do dowolnej przestrzeni euklidesowej W
1. Wybieramy dowolny niezwrowy wektor w; € W
2. Zmajdujemy wektor wo € W taki, ze wy L w;
3. Zmajdujemy wektor ws € W taki ze ws L ws oraz ws L w;

4. Powtarzamy czynnos¢ az do wy, gdzie k = dim W

Jest tez inna metoda pozwalajaca majac baze vy, ..., vy przestrzeni W dostaé¢ z niej algorytmicznie
baze prostopadta wy, . .., wy, przestrzeni W. Nazywa sie ortogonalizacja Grama-Schmidta (w skrocie
G-8S). Jest nieprzyjemna do liczenia recznego, ale ma wazna interpretacje geometryczna.

Opiera sie na ponizszej Uwadze.

43



Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa 11 Marysia Nazarczuk

Uwaga: Niech wy, ..., w, bedzie baza prostopadta podprzestrzeni Z w przestrzeni liniowej V'
z iloczynem skalarnym. Wtedy dla kazdego v € V' wektor

(v, un) o (v, W) w
<w17w1> ! <wk7wk>

nalezy do Z+.

Dowédd: Ten wektor jest prostopadty do kazdego w; dlai =1, ...k, bo wyliczajac jego iloczyn
skalarny z w; dostajemy 0.

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Z rozktadu v = v’ +v” | gdzie

U/ = —<U7w1> wy — ... — —<U’wk> W
<U)1, ’UJ1> <wk7 wk>
V= — <U=w1> L — B <U=wk> w
(w1, wy) (W, wg)

wynika wiec, ze v’ jest rzutem prostopadlym wektora v na Z, a v” jest rzutem prostopadltym
wektora v na Z+.

To daje dla kazdej bazy vy, ..., v, przestrzeni euklidesowej liniowej W algorytmiczng konstrukcje
bazy prostopadtej wy, ..., wy przestrzeni W.
Mianowicie:

Przyjmujemy w; = vy oraz dla ¢ > 1 definiujemy (indukcyjnie) w; = rzut prostopadly wektora v;
na przestrzen (lin(wy,...,w;_1))*, czyli

(vi, 1) (v5, wi_1)
Wy =0 — VW, — ... — 7V W;—1
(w1, wy) (i1, wi—1)
Zauwazmy przy tym, ze dla kazdego ¢ mamy lin(wy,...,w;) = lin(vy,...,v;), bo z powyzszego
wzoru na w; oraz indukcji otrzymujemy, ze w; nalezy do lin(vy, ..., v;).

Zadanie 2.

W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W = lin((1,1,0,1),(1,0,1,0), (0,1,1,1)). Zna-
lez¢ baze przestrzeni W otrzymana z bazy (1,1,0,1),(1,0,1,0),(0,1,1,1) ortogonalizacja Grama-
Schmidta.

Rozwigzanie:
Oznaczmy v; = (1,1,0,1), vo = (1,0,1,0), v3 = (0,1,1,1). Wtedy:

w1, = U1

1 1
Wa = (1707 170) - 5(17 1,0, 1) = 3(27 —-1,3, _1)

2 1 1
wy = (0,1,1,1) = S(1L1,0.1) = (21,3, -1) = 2(-4,2.4.2)
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Twierdzenie: Niech vy, ..., v bedzie ukladem wektoréw przestrzeni euklidesowej liniowej V.
Niech vy = w + z, gdzie w € lin(vy,...,v,_1) oraz z € lin(vy,...,vp_1). (To znaczy w jest
rzutem prostopadtym wektora vg na lin(vy, ..., vx_1), a 2 jest rzutem prostopadtym wektora vy
na lin(vy, ..., vp_1)%.) Wowezas W (vy, ..., v5) = W(vr, ..., vp_1)(2, 2).

Zadanie 3.

Niech vy, ..., vy bedzie uktadem wektorow w przestrzeni euklidesowej (V,( , )) takim, ze uktad
U1, ...,Ux_1 jest ortonormalny i wyznacznik Grama uktadu vy,...,v; wynosi 25. Niech z bedzie
rzutem prostopadlym wektora v, na przestrzen lin(vy, ..., vp_1)*t. Ile wynosi dtugosé wektora 2?

Rozwiazanie:
Uktad vy,...,v5_1 jest ortonormalny, wiec wyznacznik macierzy Grama jest rowny 1. Mamy wiec
25 = W(vy,...,v5) = W(vy,...,v6-1)(z, 2), zatem (z,z) = 25, czyli ||z|| = 5.

Zadanie 4.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym niech v; = (1,2,1), vo = (0,1, -2), v3 = (0,¢,1).
Niech z bedzie rzutem prostopadltym wektora vs na lin(vy, v9)+. Dla jakich ¢ € R wektor z ma
najmniejsza dtugosé?

Rozwigzanie:

W(vy,v9,v3) = W(vy,v9)(z, 2). Stad ||z|| jest minimalne wtedy i tylko wtedy gdy W (vq,vs,vs)
6 0 (2t +1)

jest minimalne. Macierz Grama tego uktadu to 0 5 (t —2) |. Zatem wyznacznik

2t+1) (t—2) (1))
Grama jest rowny: 30(t* +1) —5(2t +1)? — 6(t —2)? = 4t* + 4t + 1 = (2t + 1)?. Jest on minimalny
wtedy gdy t = —3.
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Cwiczenia 12

k wymiarowa objeto$¢ réwnolegtoscianéw w przestrzeniach euklidesowych

Definicja: Niech vy, ...,v; bedzie liniowo niezaleznym uktadem wektoréw w przestrzeni eu-
klidesowej V. Zbior R(vy,...,vx) = {tiv1 + ... + tgvp : t; € [0,1] dla¢ =1,..., k} nazywamy
k wymiarowym réwnolegloscianem rozpietym na uktadzie wektorow vy, ..., vg. (czyli bierzemy
wszystkie kombinacje liniowe uktadu vy, ..., vg, w ktorych wspoétezynniki naleza do przedziatu

[0,1]).

Co to jest dla k = 17 Odcinek o koncach 0, v,

Co to jest dla k = 27 Rownoleglobok o podstawie R(v;) i wysokosci rownej dlugosci wektora z,
gdzie z jest rzutem prostopadlym v, na lin(v; )+

Co to jest dla k = 37 Rownolegtoscian 3 wymiarowy o podstawie R(vy,vs) 1 wysokosci rownej
dtugosci wektora z, gdzie 2z jest rzutem prostopadlym vz na lin(vy, v)=.

Definicja: Niech R = R(vy,...,vx) bedzie k wymiarowym rownolegloscianem. k& wymiarowa
objetoscia rownolegloscianu R nazywamy liczbe dodatnia ug(R) = /W (vy, ..., vg).

Zadanie 1.
W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym obliczy¢ uz(R) dlaR = R((1,0,1), (1,0, —1),(1,1,1)).

Rozwigzanie:

pa(R) = /W((1,0,1),(1,0,—-1),(1,1,1)) = |det =4 =2

N O N
[enll \V N aw]
w o N

Dlaczego ta definicja u jest uogédlnieniem znanych nam pojeé¢ dla k =1,2,37

Twierdzenie: Niech vy, ..., v, bedzie ukladem wektoréw przestrzeni euklidesowej liniowej V.
Niech vy = w + 2, gdzie w € lin(vy, ..., v5_1) oraz z € lin(vy, ..., vx_1)". Wowezas

W(vy,...,v5) = W(vy,...,v5-1)(z2, 2)

Zatem mamy

W) = VWl el
czyli
pr(R(vi, ..o, op)) = pe—1 (R, .o vpen) - |[2]]

Zatem indukcyjnie: py = pg_1(postawy) razy wysokosé.

Zauwazmy, ze dla kazdego izomorfizmu f : V' — V mamy: jesli R = R(vy,...,v), to f(R) =
R(f(v1),..., f(v)). Bo dla kazdych tq, ..., t; zachodzi: f(tyv1+...+tpvr) = tif(v1)+. .. +tef(vr).
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Definicja: V przestrzen euklidesowa liniowa. Méwimy, ze liniowy izomorfizm ¢ : V. — V
zachowuje objetosé k wymiarowych rownolegloscianow, jesli dla kazdego k wymiarowego row-
nolegtoscianu R zachodzi i (R) = pug(6(R)).

Zadanie 2.
Niech ¢ : R? — R? bedzie dane wzorem ¢((x1,22)) = (221 + 332, 71 + 42). W R? standardowy
iloczyn skalarny. Czy ¢ zachowuje miare

a) 1 wymiarowych réwnolegloscianow?

b) 2 wymiarowych rownolegloscianow?

Rozwiazanie:

a) Zachowywa¢ miare 1 wymiarowych réownolegtoscianéw to zachowywaé dtugosé wektorow!
Zatem ¢ nie zachowuje miary 1 wymiarowych rownolegloscianow, bo dla v = (1,0) mamy

loll =1, [l¢(v)]] = V5.
b)

Twierdzenie: Niech f : V — V bedzie izomorfizmem n wymiarowej przestrzeni linio-
wej z iloczynem skalarnym. Wtedy dla kazdego n wymiarowego réwnolegtoécianu R mamy:

pn(f(R)) = [det(f)] - pn(R).

Whniosek: Dla dim V' = n, izomorfizm f : V' — V zachowuje miare n wymiarowych réwnole-
gloscianow < |det(f)| = 1.

2 3

det(f) = det(M(f)3) = det L 4

} =8 — 3 = 5. Zatem NIE
Podaj przyktad ¢, ktoére nie zachowuje dtugosci, ale zachowuje ps.

Niech ¢ : R? — R? bedzie dane wzorem ¢((x1,72)) = (5z1, t22). W R? standardowy iloczyn
skalarny. Czy ¢ zachowuje miare

a) 1 wymiarowych réwnolegtoscianow? NIE

b) 2 wymiarowych réwnolegtoscianow? TAK

Zadanie 3.

Dla jakich rzeczywistych t przeksztalcenie ¢ : R* — R3 dane wzorem ¢((z1, 22, 73)) = (321 +
To, 4w + 3, tx1 + 29 + 223) jest izomorfizmem podwajajacym miare 3 wymiarowych rownolegto-
Scianow?
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Rozwigzanie:
310

Mamy 1, (¢(R)) = | det(¢)|u,(R) oraz det |4 0 1| =t — 11, zatem |det(¢)| =2 < ¢ = 13 lub
t 1 2

t=9.

Definicja: Mowimy, ze dwie bazy A = vq,...,v, oraz B = wy, ..., w, przestrzeni liniowej V
nad ciatem R sa zgodnie zorientowane, jesli wyznacznik macierzy zamiany wspo6trzednych od A
do B jest dodatni, tzn. det(M (id)5) > 0.

To jest relacja rownowaznosci w zbiorze baz przestrzeni V.

Zadanie 4.
Czy bazy A= {(2,1),(5,3)} oraz B = {(8,3), (1,4)} przestrzeni R? sa zgodnie zorientowane?

Rozwigzanie:
Mozna policzy¢ macierz zamiany wspotrzednych od A do B, ale mozna prosciej:

e [25 2 5]
M(zal)A—{1 3], det{1 3]—1>O

M (id)s = E ﬂ , det [2 ﬂ =29>0

Stad A i st zgodnie zorientowane, B i st zgodnie zorientowane = A i B zgodnie zorientowane.
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Cwiczenia 13

Tloczyn wektorowy, izometrie

Kazdy uktad liniowo niezalezny w przestrzeni liniowej V' moze byé¢ dopelniony do bazy przestrzeni
V. Takich dopelnien jest wiele.

Czy w jakim$ przypadku istnieje algorytm wybierania pewnego dopelnienia, czyli metoda, ktora
przy danym uktadzie liniowo niezaleznym wyznacza jednoznacznie jego dopetienie do bazy?

W szczegbdlnym przypadku, jesli V' jest zorientowana n wymiarows przestrzenia euklidesowa i

uktad vq,...,v,_1 W przestrzeni V jest liniowo niezalezny, to iloczyn wektorowy vy X ... X v,_1
jest dopetnieniem uktadu vy,...,v,_1 do bazy przestrzeni V.
Definicja: Niech V bedzie zorientowana n wymiarowa przestrzenia euklidesows i uktad
v1,...,U,_1 W przestrzeni V bedzie liniowo niezalezny, to iloczyn wektorowy v; X ... X v,
jest to wektor v, € V taki, ze:
a) v, jest prostopadty do vy,..., v, 1,
b) ||Un|| = \/W(Ula D 7UTL—1)7
c) baza vy, ..., v, 1, v, jest dodatnio zorientowana (to znaczy zgodnie z zadana orientacja V).
(Dla vy, ..., v,_1 liniowo zaleznych przyjmujemy v; X ... X v,_; = wektor zerowy).
Zadanie 1.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym i orientacja przeciwng do standardowej niech v, =
(1,0,1), v3 = (2,1, —1) obliczy¢ vy X vs.

Rozwigzanie:
Szukamy wektora vz spelniajacego a), b), ¢) z Definicji. Jesli v3 = (x1, 22, 23), to mamy

r1+2x3=0 T = I3
=
2!E1+I’2—ZL‘3:0 1'2:31E3

Zatem vz € lin((—1,3,1)). Zatem vz = (—1,3,1) jest to wektor speliajacy a). Wektor ten nie
spehia jednak warunku c), poniewaz baza {vy,vs, (—1,3,1)} jest przeciwnie zorientowana. Spet-
nia go jednak wektor (1,—3, —1). Policzmy wyznacznik Grama ukltadu vy, vo. Mamy W (vy,v) =

det E é} =12 — 1 = 11. Wektor v3 = (1, —3, —1) spelnia warunek b), poniewaz ||(1, =3, —1)|| =

V11, zatem vy X vy = (1, -3, —1).
Inna metoda.
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Twierdzenie Jesli uq,us, us jest dodatnio zorientowana, ortonormalna baza zorientowane;j
przestrzeni euklidesowej liniowej V' oraz jesli vy = ajuy + asus + azus, vo = byuy + boug + b3us,

to
} Uy + det [al aQ] U3

_ az as . ay
V1 X U9 = det [ b3:| u; — det { b by

as
by b1 b3

u; = (1,0,0), us = (0,1,0), ug = (0,0, —1) jest dodatnio zorientowana, ortonormalna baza prze-
strzeni euklidesowej V' (bo zadana orientacja jest przeciwna do standardowej).

&1:1, GQZO, CL3:—1
by=2 by=1, by=1

wyznaczniki tych trzech macierzy wspotczynnikéow to kolejno: 1, 3,1 czyli

v X vy = 1(1,0,0) — 3(0,1,0) + 1(0,0, —1) = (1, -3, —1)

Definicja: Dla ¢ = 1,2 niech (V;,( , );) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa (to znaczy
dla i = 1,2 V; jest skoriczenie wymiarowa przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym ( , );).
Mowimy, ze przeksztalcenie liniowe ¢ : Vi — V5 zachowuje iloczyn skalarny, jesli dla kazdych
wektorow v, w nalezacych do Vi mamy (v, w); = (¢(v), p(w))s.

To jest rownowazne zachowywaniu dlugosci wektorow, czyli dla kazdego v € Vi mamy ||v||; =
| f(v)]|2, bo dla kazdych v, w mamy (v + w,v + w) = (v,v) + 2(v,w) + (w,w), czyli (v,w) =
s(Jlv +w|]* = [[v]|* = ||w|[*). Mianowicie "dlugosci wyznaczajg iloczyn skalarny".

Definicja: Dla i = 1,2 niech (V;, (, );) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa. Mowimy, ze
przeksztalcenie liniowe ¢ : Vi — V5 jest izometria (Vi, (1, )1) na (Va, (, )2), jesli

a) ¢ jest izomorfizmem V) na V5
b) ¢ zachowuje iloczyn skalarny

Jesli (Vi,(, )1) = (Va,(, )2), to izometrie¢ ¢ : Vi — V5 nazywamy izometria przestrzeni

(Vh < ) >1)

Uwaga: W powyzszej definicji, jesli dimV; = dim V3, to b) = a). Bo b) zawsze implikuje
monomorfizm, bo f(v) =0=||f(v)||=0=|jv||=0= v =0.

Definicja: Rzeczywista macierz kwadratowa A nazywamy ortogonalng, jesli ATA = 1.
Rownowaznie: jesli kolumny (wiersze) macierzy A tworza ortonormalny uklad wektorow w R”
ze standardowym iloczynem skalarnym.
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o) ]y o) sin) |

Uwaga: Kazda macierz ortogonalna 2 x 2 jest postaci {sin(t) cos(2) sin() — cos(?)

Bo kolumny w A to wektory w R? ze standardowym iloczynem skalarnym majace dtugosé 1 i
prostopadte do siebie.

Zadanie 2.
-1 t 2

Niech A = % 2 —1 2| Dla jakich s,t rzeczywistych macierz A jest ortogonalna?
2 2 s

Rozwiazanie:

Szukamy takich s,t, ze AT - A =1, czyli

-1 2 2 1 -1 3t 2 1 00 -1 2 2 -1 3t 2 9
3t -1 2 '3 2 -1 2(=1010|& |3t -1 2(-12 -1 2|=10
2 2 3s 2 2 3s 001 2 2 3s 2 2 3s 0

1

Daje nam to na przyktad uktad réwnan
=3t+2=0
6s+6t—2=0

co spelnione jest dla t = % oraz s = —x.

W=

Twierdzenie: Dla i = 1,2 niech (V;, (, );) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa. Niech .4
bedzie baza ortonormalna V; i niech B bedzie bazg ortonormalng V5. Przeksztatcenie liniowe
¢ : Vi — Vi jest izometria (V1, (, )1) na (Va, (, )2) < macierz M(¢)5 jest ortogonalna.

Zadanie 3.
Niech ¢ : R* — R? bedzie przeksztalceniem liniowym zadanym wzorem: ¢((x1, 22, 23)) = (—321 +
trs+ %1’3, %:r;l — %.772 + %l’g, %xl + %xg +sx3). Dla jakich s, t rzeczywistych ¢ jest izometria przestrzeni

R3 ze standardowym iloczynem skalarnym?

Rozwigzanie:
Macierz tego przeksztalcenia to macierz z poprzedniego zadania, wiec przeksztalcenie f jest izo-
metrig < macierz jest ortogonalna < s = —%,t = %
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Cwiczenia 14

[zometrie cigg dalszy

Zadanie 1.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest podprzestrzeri W = lin((1,0,1), (1, 1,0))
z orientacja zadana przez baze A = {(1,0,1),(1,1,0)}. Znalez¢ wzor na izometrie f : R® — R3
bedaca obrotem wokot W+ o kat 5

Rozwigzanie:

Definicja: Niech (V,( , )) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa i niech W C V' bedzie jej
2-wymiarowa podprzestrzenia zorientowana. Przeksztalcenie liniowe f : V — V takie, ze f|w
jest obrotem o kat 6 w przestrzeni W, a f|y1 jest identycznoscia na przestrzeni W+ nazywamy
obrotem o kat 6 wokot przestrzeni W=, Jedli A = (ay,...,q,) jest taka baza przestrzeni V,
ze A" = (a1, as) jest baza ortonormalna przestrzeni W zorientowana zgodnie z orientacja W,
natomiast (as, ..., ;) jest dowolna baza przestrzeni W+, to

md= |3 .0

gdzie Oy = M(f|w)ﬁ; _ {COS@ —smé)}

sinf cos®

Znajdzmy baze prostopadla podprzestrzeni W. W jest opisana rownaniem
T, — Xy — T3 = 0

Niech v; = (1,0, 1). Wektor prostopadty do tego wektora bedzie spetial uktad rownarn

r1 — Tog — T3 = 0

T+ x3 = 0
Wektor spelniajacy ten ukltad to na przyktad vy = (1,2, —1). Zatem baza B = {(1,0,1), (1,2, —1)}
jest baza prostopadta przestrzeni W. Mamy

(1,0,1) =1-(1,0,1) 4+ 0-(1,1,0)
oraz
(1,2,—-1) =1-(1,0,1) + 2 (1,1,0)

1
0
B = {\%(1,0, 1), \%(1,2,—1)}. Niech v; = \%(1,0,1) oraz vy = %(1,2, —1). Izometria f bedzie
obrotem wokot W+. Wyznaczmy zatem W+, Sa to wektory speliajace uktad rownar

x1+l’320
131+2I2—l’3:0

25
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Speknia je na przyktad wektor vz = (1,—1, —1), zatem W+ = lin((1, —1, —1)). Macierz obrotu o

0 —
1 0
Przeksztatcenie f|y 1 jest identycznoscia, zatem f(v3) = v3. Mamy wiec

f (%(1,0,1)) _ %(1,2,—1)

1 1
f (%O,Q, —1)) = —E(l,o, 1)
f((17 -1, _1)> = (17 -1, _1)

Jest teraz rzecza standardowa znalezé¢ wzor na przeksztalcenie f.

5 to . Przeksztalcenie f|y jest obrotem o kat 7, zatem f(vi) = vy oraz f(v2) = —uvi.

Zadanie 2.

Niech f : V — V bedzie izometria n wymiarowej przestrzeni euklidesowej V. Niech v bedzie
takim wektorem z V, ze f(v) # v. Niech W = lin(f(v) — v)*. Niech g : V — V bedzie symetrig
prostopadla wzgledem W. Wykazaé, ze (go f)(v) = v.

Rozwigzanie:

Mamy pokazaé, ze g(f(v)) = v. Skoro f jest izometria, to zachowuje dtugosé wektoréw i iloczyn
skalarny, zatem (f(v), f(v)) = (v,v) < (f(v), f(v)) = (v,v) =0 < (f(v) —v, f(v)+v) = 0. Zatem
f(v) — v jest prostopadle do f(v) + v dla dowolnego v € V. Zatem f(v) +v € W. Jako, ze g jest
symetria wzgledem W, totez g(f(v) +v) = f(v) 4+ v, zatem

f)+v=g(f(v) +v) = (g0 f)(v) +g(v)
Z drugiej strony mamy g(f(v) —v) = —(f(v) —v) = —f(v) + v, czyli
—f) +v=yg(f(v) —v) = (g0 f)(v) = g(v)

Dodajac rownania stronami i dzielac przez 2 otrzymujemy

v=_(g0f))

Zadanie 3.
Niech V bedzie 2 wymiarowsa przestrzenia euklidesowa liniowa ze standardowym iloczynem skalar-
nym i niech wy, we bedzie jej baza ortonormalng. Niech f : V' — V bedzie endomorfizmem, ktory

O _
1 0
takich, ze f jest ztozeniem symetrii prostopadtych wzgledem nich.

w bazie wy,ws ma macierz } . Poda¢ przyktad podprzestrzeni 1 wymiarowych Wy, Wy € V/

Rozwigzanie:
Nie mamy niezerowego wektora v takiego, ze f(v) = v. Wezmy wiec v; = w; oraz niech W, =
lin(f(vy) —v1)*. Wowezas dla przeksztalcenia g : V — V bedacego symetrig prostopadta wzgledem
W1 mamy

go flu) =u
Wektor v, = wsy jest prostopadly do wektora v;. Przeksztalcenie g o f mozemy przestawic¢ jako
zlozenie symetrii prostopadlych. Niech Wy = lin(v), wéwezas skoro g(f(v1)) = vi, to (g o f)|wy
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jest albo identycznoscia, albo minus identycznoscia (bo jest to przeksztalcenie jednowymiarowe;
przestrzeni). Gdyby (g o f)‘WQL byto identycznoscia, to g(f(ve)) = va < g(ve) = f(va) = —wvy,
ale z drugiej strony g(v2) = g(f(v1)) = v1, mamy wigc sprzecznos¢. Zatem (g o f)|y,: jest minus
identycznoscia. Zatem

go f(v2) = —vy

Skad g o f jest symetria prostopadta wzgledem W5 = lin(vy).
Mamy wiec f = g o h, gdzie g jest symetrig prostopadta wzgledem

Wy = lin(f(wy) — wy)* = lin(f(w1) +w) = lin(wy + wy)
oraz h = g o f jest symetrig prostopadta wzgledem

Wy = lin(w )

Zadanie 4.
Endomorfizm f : R3 — R3 jest zadany wzorem: f((z1, 2o, 73)) = (—3, T2, 71). Przedstawi¢ f jako
ztozenie co najwyzej trzech symetrii prostopadtych wzgledem podprzestrzeni wymiaru 2.

Rozwiazanie:
Wezmy baze standardows, przestrzeni R3. Wowczas mamy

fler) = €3, f(e2) = €2, fle3) = —&1

Zatem mamy f(g9) = e5. Niech wigc W = lin(ey), czyli W+ = lin(e,3). Przeksztalcenie f|y 1
mozemy wiec przedstawié¢ jako zlozenie symetrii prostopadtych fly. = g2 o g1. Przeksztalcenie

1 0

flw> w bazie {e1,e3} ma macierz { ] , zatem na mocy zadania 3. mamy

g1 = symetria prostopadta wzgledem lin(e;)
g2 = symetria prostopadta wzgledem lin(e; + €3)
Stad: f = fo 0 f1, gdzie:
f1 = symetria prostopadta wzgledem lin(eq, &)

fo = symetria prostopadla wzgledem lin(e; + €3, €5)
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Cwiczenia 15

Przeksztatcenia samosprzezona

Definicja: (V,( , )) przestrzeii euklidesowa liniowa. Przeksztalcenie liniowe f : V' — V nazy-
wamy samosprzezonym, jesli dla kazdych v, w € V' zachodzi: (f(v),w) = (v, f(w)).

Zadanie 1.
W R? zadany jest iloczyn skalarny ((xy,x2), (y1,¥2)) = T1y1 + T1y2 + Toy1 + 222ys. Czy przeksztal-
cenie liniowe f : R* — R? zadane wzorem f((z1,72)) = (2, 1) jest samosprzezone?

Rozwigzanie:
Twierdzenie charakteryzujace przeksztatcenia samosprzezone mowi:

Twierdzenie: f : V — V jest przeksztalceniem samosprzezonym przestrzeni euklidesowej
liniowej (V, (, )) < macierz przeksztalcenia f w bazie ortonormalnej tej przestrzeni jest syme-
tryczna.

Przyktadowa baza ortonormalna dla zadanego iloczynu to A = {((1,0),(1,—1)}. W bazie A ma-
cierz ma posta¢ M(f)4 = {_11 _01} Nie jest to macierz symetryczna, zatem f nie jest samo-
sprzezone.

Zadanie 2.

[ : R? — R? zadane wzorem f((z1, To, x3)) = (51 +To+ 813, 71 + 213, 371 + 279 +t23). Dla jakich

rzeczywistych r, s, t, przeksztalcenie f jest przeksztalceniem samosprzezonym R? ze standardowym
iloczynem skalarnym?

Rozwigzanie:

Baza standardowa jest dla przestrzeni ze standardowym iloczynem skalarnym baza ortonormalna.
5 1 s

Macierz f w bazie standardowej to: M(f)5 = |r 0 2|. Przeksztalcenie f jest samosprzezone
3 2t

wtedy i tylko wtedy gdy ta macierz jest symetryczna, czyli gdy r = 1, s = 3, t dowolne.

Twierdzenie: Niech f : V — V bedzie samosprzezonym przeksztatceniem przestrzeni euklide-
sowej liniowej (V, (, )). Wowezas istnieje baza ortonormalna tej przestrzeni zlozona z wektorow
wtasnych przeksztalcenia f.

Zadanie 3.
W R? ze standardowym iloczynem skalarnym znalez¢ baze ortonormalng zlozong z wektorow wta-
snych przeksztalcenia f: R3 — R3, f((z1, 79, 23)) = (=223, 219, —211).
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Rozwigzanie:
Wielomian charakterystyczny przeksztalcenia to wp(\) = —(A — 2)? - (X + 2), zatem wartosci
wlasne to 2 1 —2. Mamy V{3) = lin((—1,0,1),(0,1,0)) oraz V5 = lin((1,0,1)). Baza B =

{\%(1,0,—1), (0,1,0), \%(1,0,—1)} jest ortonormalna i sklada si¢ z wektorow wlasnych prze-
ksztatcenia f. Wowczas

0
0

Wyszla macierz diagonalna - jak powinnal

Whniosek: Dla kazdej macierzy symetrycznej rzeczywistej A istnieje macierz ortogonalna C'
taka, ze macierz C~tAC jest diagonalna.

Zadanie 4.
0 0 =2

Niech A= | 0 2 0 |.Znalez¢ macierz ortogonalna C' € Ms,3(R) taka, ze macierz C~tAC jest
-2 0 0

diagonalna.

Rozwigzanie:

Ta macierz A to macierz przeksztalcenia f z poprzedniego zadania w bazie standardowej. Macierz
C to jest macierz zamiany bazy z bazy B do standardowej C' = M(f)3.

Zadanie 5.

Czy prawdziwa jest odwrotnosé powyzszego wniosku: Jesli dla macierzy kwadratowej rzeczywistej
A istnieje macierz ortogonalna C' taka, ze macierz C1AC jest diagonalna, to macierz A jest
symetryczna.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze dla pewnej macierzy ortogonalnej C' mamy: C~*AC = B = macierz diagonalna. Wtedy
A = CBC™!. Ale C jest ortogonalna, czyli CTC' = I = macierz jednostkowa. Stad CT = C~!.
Zatem A = CBCT. Mamy pokazaé¢, ze A jest symetryczna, czyli ze CBCT jest symetryczna.
Najpierw przypomnijmy jak iloczyn macierzy zachowuje si¢ przy transponowaniu. (XY)T = Y7 .
XT. To teraz zastosujmy to do C BCT. Macierz B jest diagonalna, zatem B = BT. Mamy A =
CBCT, zatem

AT = (OBCT)T = (BCT)TCT = (CT)"BTC" = C(CB)" = CB"CT = CBC" = A

Zatem powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe.
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Cwiczenia 16

Iloczyny skalarne-remanenty

Definicja: f : V — V przeksztalcenie liniowe. Podprzestrzetn W przestrzeni V nazywamy
f-niezmiennicza, jesli dla kazdego w € W mamy: f(w) € W.

Izometrie i przeksztalcenia samosprzezone to ROZNE klasy przeksztatcen. Ale maje jedna ceche
wspolna. Jest ona zwiazana z pojeciem podprzestrzeni niezmiennicze;j.

Zadanie 1.
(V,(, )) przestrzen euklidesowa liniowa, f : V' — V przeksztalcenie liniowe, v wektor wtasny f
Niech W = (lin(v))*. Zal6ézmy, Ze przeksztalcenie f

a) jest izometria
b) jest samosprzezone.
Wykazaé, ze W jest podprzestrzenia f-niezmiennicza.

Rozwigzanie:
v jest wektorem wlasnym f, czyli f(v) = av dla pewnego a € R. Niech w nalezy do W czyli
(v,w) = 0. Mamy wykazac, ze f(w) nalezy do W, czyli (v, f(w)) = 0.

a) f jest izometria, wiec |a| = 1, w szczegdlnosci a jest rézne od 0. Skoro f jest izometria,
to mamy 0 = (v,w) = (f(v), f(w)) = (av, f(w)) = a(v, f(w)). a jest rézne od 0, zatem

(v, f(w)) = 0.
b) Jesli f jest samosprzezone, to (v, f(w)) = (f(v),w) = (av,w) = a{v,w) =a-0=0.

Zadanie 2.

Niech (V, (', )) bedzie przestrzenia euklidesowa liniowa i niech f : V' — V bedzie przeksztalceniem
liniowym. Zalézmy, ze istnieja dwie f-niezmiennicze podprzestrzenie Wy oraz Wy w V' takie, ze V
jest suma prosta Wy oraz W oraz f ograniczona do W; jest izometria W; — W, dla i = 1,2. Czy
wynika stad, ze f: V — V jest izometrig?

Rozwigzanie:

f nie musi by¢ izometrig. Niech f: R* — R? f((x1,22)) = (21 — 279, —22) jest przeksztalceniem
liniowym przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Woéwczas dla W, = lin((1,0))
i Wy = lin((1,1)), przeksztalcenie f|y. jest izomeria dla ¢ = 1,2. f jednak nie jest izometria,
poniewaz iloczyn macierzy M (f)5t i (M (f)3)T nie jest rowny 1.

Aby f byla izometrig, to W7 i W5 musza by¢ prostopadle, poniewaz wystarczy pokazaé¢, ze f
przeprowadza baze ortonormalna V' w baze ortonormalna V. Ale tak jest, jesli za baze V' wezmiemy
baze ortonormalna W, i baze ortonormalng W.

Przypomnienie:
Niech (V,(, )) bedzie n wymiarowa przestrzenia euklidesowa i niech Z bedzie jej n — 2 wymiarowa

podprzestrzenia. Jesli w 2 wymiarowej podprzestrzeni W = Z+ jest zadana orientacja, to obrotem
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o kat t wokol Z nazywamy przeksztalcenie liniowe f: V' — V' | ktore jest identycznoscia na Z oraz
przeprowadza W w W w taki sposob, ze dla pewnej (réwnowaznie kazdej) dodatnio zorientowanej,

ortonormalnej bazy B przestrzeni W przeksztalcenie f ograniczone do przeksztalcenia W — W

: : cos(t) —sin(t)
ma w bazie B macierz {sin(t) cos(t)

poniewaz przy oznaczeniach z poprzedniego zadania mamy Wy, = W oraz Wy = Z, wiemy ze W i
Z sa prostopadte i f obciete do kazdej z nich jest izometrig.

} Oczywiscie obrot jest izometria przestrzeni (V,( , )),

Zadanie 3.

(V,(, )) to n wymiarowa przestrzen euklidesowa liniowa, f : V — V izometria r6zna od identycz-
nosci. Wykazaé, ze f jest obrotem wtedy i tylko wtedy, gdy dim V(1) = n — 2 oraz det f = 1. (gdzie
V(1) oznacza jak zwykle przestrzeni wlasna f o wartosci wlasnej 1)

Rozwigzanie:

= Zalozmy, ze f jest obrotem o kat ¢ (rozny od 2k - 7, bo f nie jest identycznoscia) wokot
podprzestrzeni Z wymiaru n — 2. Wowczas V(;) = Z, wigc dimV{;) = n — 2. Ponadto, niech B
bedzie baza V, w ktorej dwa pierwsze wektory to dodatnio zorientowana baza Z*, nastepnych

cos(t) —sin(t)} .

B Sy ie ostaci
n — 2 to baza Z. M(f)z ma w lewym gérnym rogu macierz 2 x 2 postaci [sin(t) cos(t)
B=1.

pozostalej czesci przekatnej jedynki (reszta wyrazow macierzy jest 0). Stad detf = detM (f)z =

< Zalozmy, ze dimV(;) = n — 2 oraz detf = 1. Wtedy f ograniczone do 2 wymiarowej podprze-
strzeni f-niezmienniczej W = Z+ ma wyznacznik 1, wiec jest obrotem w przestrzeni W, wiec f
jest obrotem wokoét Z.

Definicja: Niech ( , ) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V. Niech «,  beda niezero-
wymi wektorami przestrzeni V. Liczbe 6 € [0, 7] taka, ze

(o, B)
e[ - 1181l

nazywamy (niezorientowanym) katem miedzy wektorami « i f3.

= cosf

Zadanie 4.
Dla jakich r rzeczywistych kat miedzy wektorami v = (1,—r,1) i w = (1,1,7) jest najmniejszy
przy standardowym iloczynie skalarnym?

Rozwigzanie:
1

Otrzymujemy cos(t) = CIL wiece kat ¢ jest najmniejszy dla r = 0. Dla r = 0 mamy cos(t) = 3,

wigc t = . cos(t) = \/Tg’ zatem kat miedzy wektorami to %

6.
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Cwiczenia 17

Formy dwuliniowe

Definicja: V przestrzen liniowa nad cialem K. Przeksztalcenie dwuliniowe h : V x V — K
nazywamy forma dwuliniowa na przestrzeni V. Jest to uogoélnienie pojecia iloczynu skalarnego.

Definicja: Macierza formy dwuliniowej h : V x V — K w bazie B = {vy,...,v,} przestrzeni
V nazywamy macierz G(h, B) = [h(v;, v;)] rozmiaru n x n. To znaczy dla kazdych i,j =1,...,n
wyraz ij tej macierzy wynosi h(v;, v;).

Zadanie 1.
Forma dwuliniowa h : R? x R? — R jest zadna wzorem h((z1, To, x3), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + 271y3 +
2x3Yy1 — TolYs + Tx3ys. Zmalezé:

a) G(h, st)
b) G(h,B) dla B =(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)

Rozwigzanie:
1 0 2]
a) G(h,st)= ({0 —1 0
2 0 7

—_

2
3

11 2 3]
b) G(h,B) = { 0 1
1

Dzieki macierzom form dwuliniowych tatwo oblicza¢ wartosci form na parach wektorow:

Zadanie 2.
Forma dwuliniowa i : V' x V — R ma w bazie B = vy, v, v3, v4 przestrzeni V macierz

101 3
0210
GhB)=13 1 1 ¢
100 4

Niech v = 201 + vy + 20y, W = V9 + v3 — vy. Obliczy¢ h(v, w).

Rozwigzanie:

hv,w)=12 1 0 2]

—_w O =
O~ N O
SO = =
- O O W
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bo
Twierdzenie: Jesli v ma w bazie B wspotrzedne ¢y, ..., c,, a w ma w bazie B wspotrzedne
dl,...,dn, to
di
h(uw) — [cl Cn] . G(h, B) o
dn
Zadanie 3.
1 0 2 1 2 3
Dane sa macierze A = |0 —1 0|, B = |2 0 1]|. Czy istnieje macierz odwracalna C' &
2 0 7 3 11

M;3y3(R) taka, ze B = CTAC?

Rozwigzanie:

Jesli dla jakies formy dwuliniowej macierz A to G(h,.A) a macierz B to G(h,B) to istnieje taka
macierz C' odwracalna rowna M (id)3. Macierze A i B to macierze z zadania pierwszego i sa one
nad ta sama forma dwuliniowa wiec istnieje taka macierz C' = M (id)3, ze B = CTAC. A to baza
standardowa, a baza B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

Definicja: Macierze A, B rozmiaru n X n o wyrazach z ciata K sa kongruentne nad K, jesli
istnieje macierz odwracalna C' rozmiaru n x n o wyrazach z ciata K taka, ze B = CTAC.

Kongruencja jest relacja rownowaznosci w zbiorze M., (K):
zwrotnoéé : A = ITAI
symetria: B = CTAC = (CT)VBOEY = A= (CENTBOEY = A

przechodnio$é: B = CTAC oraz A = DTED = B=CTDTEDC = (DC)TE(DC)

Niezmiennik relacji kongruencji macierzy, ktory pozwalatby, przynajmniej w pewnych przypadkach,
stwierdzi¢, ze dane macierze nie sa kongruentne to na przyktad rzad macierzy. Jezeli macierze sa
kongruentne, to maja ten sam rzad.

Zadanie 4.
10 10
i pu— pu— ?
Czy macierze A [0 2] , B [0 O] sa kongruentne na R
Rozwigzanie:

Nie, bo maja rézne rzedy.
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Twierdzenie: Jesli macierze A, B z M,,,(K) sa kongruentna nad K, to det(A) - det(B) jest
kwadratem w K, tzn. istnieje d € K, ze det(A) - det(B) = d*.

det(CT) - det(A) - det(C) = det(A) - (det(C))? = det(A) -

Dow6d: B = CTAC = det(B) =
= (det(A) - det(C))%.

det(B) = (det(A))? - (det(C))?

Zadanie 5.

A= [(2) (1)] , B = B ﬂ . Czy macierze A, B s kongruentne nad ciatem liczb wymiernych Q7

Rozwigzanie:
NIE, bo det(A) = 2, det(B) = 3, ale det(A) - det(B) = 6 nie jest kwadratem w Q.

Zadanie 6.
2 0 30 . .
A= 0 1l B = 0 1l Czy macierze A, B sa kongruentne nad ciatem R?
Rozwigzanie:
0 .
TAK, bo biorac C' = {O 1} gdzie ¢ = % mamy B = CTAC
Zadanie 7.

Ao [g [i)] B= {—03 ﬂ . Czy macierze A, B sg kongruentne nad ciatem R?

Rozwiazanie:
NIE, bo det(A) - det(B) = —9 oraz v/—9 nie nalezy do R.

Zadanie 8.

A= B (1)] , B = {_03 ﬂ . Czy macierze A, B sa kongruentne nad cialem liczb zespolonych C?

Rozwigzanie:

TAK, sa kongruentne nad liczbami zespolonymi, wystarczy wzia¢: C' = [6 (1)] .

Zadanie 9.
10 -1 0 . :
A {O 1}, B = { 0 _1} . Czy macierze A, B sa kongruentne nad ciatem R?

Rozwiazanie:
NIE! det(A) - det(B) = 1, wiec to nie wyklucza kongruencji, ale gdyby B = CTAC dla pewnej
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C11 C12
Co1  C22
11 mamy —1 = (¢17)? + (co1)?. Sprzecznosé.

macierzy rzeczywistej] C' = [ ], to wobec A = I = macierz jednostkowa, dostajemy B =

99

CTC. Patrzac na wyraz

Ograniczymy sie teraz do przestrzeni skoriczenie wymiarowych i form symetrycznych (tzn. takich,
ze h(v,w) = h(w,v) dla kazdych v, w).

Definicja: Pare (V,h), gdzie V jest skornczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad K a
h:V xV — K jest forma dwuliniowa symetryczng nazywamy przestrzenia dwuliniowa. Jest
to oczywiscie uogodlnienie pojecia przestrzeni euklidesowej liniowej.

Definicja: Mowimy, ze przestrzen dwuliniowa (V) h) jest nieosobliwa, jesli dla pewnej (row-
nowaznie: kazdej) bazy B przestrzeni V macierz G(h,B) jest odwracalna. Mowimy, ze pod-
przestrzen W przestrzeni dwuliniowej (V, h) jest nieosobliwa jesli przestrzen (W, h'), gdzie b’/
jest ograniczeniem h do W x W, jest nieosobliwa. Kazda przestrzen euklidesowa liniowa jest
przestrzenia dwuliniowa nieosobliwa i kazda jej podprzestrzen jest nieosobliwa.

Zadanie 10.
Poda¢ przyktad przestrzeni dwuliniowej nieosobliwej, (V, h) majacej podprzestrzen osobliwa wy-
miaru 1.

Rozwigzanie:
Niech V' = R? oraz h((x1,z2), (Y1,92)) = 21y2 + T2y1, wowezas G(h, st) = [(1) (1)], wiec (V) h) jest
nieosobliwa. Dla W = lin((1,0)) mamy A((1,0), (1,0)) = 0, zatem (W, h) jest osobliwa.
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Cwiczenia 18

Przestrzenie dwuliniowe

Zadanie 1.
Forma dwuliniowa h : R3 x R?® — R jest zadana wzorem:

h((w1, w2, 73), (Y1, Y2, y3)) = 221y1 + 1212 + T1Y3 + 1Toy1 + 3Ty + T3y1 + T3Y3
Dla jakich liczb rzeczywistych r:

a) Przestrzent dwuliniowa (R3, ) jest nieosobliwa?

b) Podprzestrzen W = lin(ey, e9) przestrzeni (R?, h) jest nieosobliwa?

Rozwigzanie:
2 r 1

a) G(h,st) = |r 3 0|, detG(h,st) = 6 —3 —r?> = 3 — r% Stad: (R®h) jest nieosobliwa
1 01

S3-r24£0er#+/3.

b) Wyznacznik macierzy G(h, (e1,£2)) = [z

T] jest rowny 6 —r?. Podprzestrzen jest nieosobliwa

3
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz odwracalna, czyli gdy 6 — 12 # 0 < r # +/6.

Zadanie 2.
Niech (R3, h) przestrzen dwuliniowa z Zadania 1 a). Dla jakich r istnieje w tej przestrzeni niezerowy
wektor v taki, ze dla kazdego w € R? zachodzi: h(v,w) = 07

Rozwigzanie:
Chcemy sprawdzi¢ dla jakich r przestrzen (R, h) jest osobliwa, poniewaz

Twierdzenie: Przestrzenn dwuliniowa (V) h) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego niezerowego v € V istnieje w € V, ze h(v,w) jest niezerowe.

Rownowaznie

Twierdzenie: rzestrzeri dwuliniowa (V, h) jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nie-
zerowy v € V taki, ze dla kazdego w € V', h(v,w) = 0.

7 powyzszego twierdzenia mamy r = ++/3.

Zadanie 3.

W = lin(ey, 5) podprzestrzeni z Zadania 1 b). Dla jakich r rzeczywistych zachodzi: R?® jest suma
prosta W i W+?
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Rozwigzanie:
V jest sumg prosta W i Wt wtedy i tylko wtedy, gdy W jest nieosobliwa, czyli gdy macierz
G(h, (e1,e2)) jest odwracalna co jest rownowazne temu, ze r # £+/6.

Definicja: Wektory v, w przestrzeni dwuliniowej (V, h) sa prostopadie, jesli h(v,w) = 0. Pi-
szemy wtedy: v L w.

Zadanie 4.
Dla jakich rzeczywistych s wektory v = (1,1), w = (1, s) sa prostopadle w przestrzeni dwuliniowej
(R?,h), gdzie h((z1, 22), (Y1, y2) = T1y1 + 22192 + 2Toy1 — T2Yys?

Rozwigzanie:
R((1,1),(1,s)) =14+2s+2—s =3+ s, wiec dla s = —3 wektory sa prostopadte.

Definicja: W przestrzeni dwuliniowej (V, h) dla podzbioru X € V' oznaczamy:

X+t ={veV:h(,w) =0 dlakazdego w € X}

Zadanie 5.
W (R3, h), gdzie h((z1, o, x3), (Y1, Y2,Y3)) = T1Y1 — T2y2 + 2T2y3 + 223y, znalezé baze przestrzeni
(lin(v))* dla v = (1,0,1).

Rozwiazanie:
(71,9, 23) € (1in(1,0,1))* & h((zy, 72, 23),(1,0,1)) =0 & z; + 225 = 0. Zatem

(lin(1,0,1))* = lin((—2,1,0), (0,0,1))

Definicja: W przestrzeni dwuliniowej (V) h) wektor v jest izotropowy, jesli h(v,v) = 0.

Zadanie 6.

W przestrzeni dwuliniowej (R?,h), gdzie: h((x1, 22, 23), (Y1, Y2, y3)) = T1ys + Tay2 + T3y1 + T3y3
znalez¢ wszystkie wektory izotropowe bedace postaci (¢, 1, —t) dla pewnego ¢ rzeczywistego.
Rozwiazanie:

h((z1, 22, %3), (71, To, 23)) = 22123 + 25 + 3. Stad h((t, 1, —t), (t,1,—1)) = =22+ 1+ 1> = —t* + 1,
zatem (t,1, —t) jest izotropowy gdy —t* +1=0&t = +1.

Komentarz: W przestrzeni dwuliniowej (V, h) dla niezerowego wektora v € V' mozliwe jest:
a) v nieiztropowy, tzn. h(v,v) # 0;

albo
b) v izotropowy, tzn. h(v,v) = 0.
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Wsréd niezerowych wektoréw izotropowych mozliwe jest:
a) istnieje w € V, ze h(v, w) niezerowe;

albo
b) dla kazdego w € V', h(v,w) = 0.

Im dalej w doét na tej liscie, tym bardziej sytuacja jest rézna od tej, jaka jest w przestrzeniach
euklidesowych. Mozna w zalezno$ci od gustu powiedzie¢, ze na tej liScie im dalej w dol, tym
dziwaczniej albo tym ciekawiej.

Definicja: (V, h) przestrzen dwuliniowa. Uktad wektorow vy, ..., v, nazywamy prostopadlym,
jesli dla kazdych ¢, j réznych zachodzi: h(v;,v;) = 0. Baze vq,. .., v, przestrzeni V nazywamy
prostopadta, jesli jest ona uktadem prostopadtym.

Zadanie 7.
Poda¢ przyktad przestrzeni dwuliniowej (V, h), ktora nie ma bazy prostopadtej. TO JEST SUPER
WAZNY PRZYKLAD

Rozwigzanie:
Niech K = Z,, V = K? oraz h((x1,72), (y1,y2)) = T1y2 + Toy1

Wtedy dla kazdego v = (1, x2) mamy h(v,v) = 2x129 = 0, bo W Zs jest 2 = 0. Stad kazdy wektor
w tej przestrzeni dwuliniowej jest izotropowy. Zatem gdyby B = {v;,v2} bylo baza prostopadta,
to G(h,B) = |

0 8 - sprzeczno$é, bo to by oznaczalto, ze h jest zerowe, a nie jest, bo na przyktad
h((1,1),(1,0)) = 1.

Definicja: Cialo K ma charakterystyke 2, jesli w K zachodzi 1 4+ 1 = 0. Przyktad: K = Z.

Twierdzenie: Kazda przestrzen dwuliniowa nad cialem charakterystyki réznej od 2 ma baze
prostopadla.

Zadanie 8.
Zmnalez¢ baze prostopadla przestrzeni (R3, h), gdzie:

h((21, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1Y2 + Toy1 — Tayz + Tays + T3y

Rozwiazanie:
Zanim zaczniemy liczy¢ ustalmy jaka jest metoda i na jakich podstawach teoretycznych sie opiera.

Uwaga: Jesli vy,..., v jest uktadem prostopadtym wektoréw nieizotropowych, to:
a) uktad ten jest liniowo niezalezny,

b) podprzestrzen lin(vy,...,vy) jest nieosobliwa, wiec V' jest suma prosta lin(v, ..., vg) i
lin(vy, ..., v)".
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Metoda znajdowania bazy prostopadte;j:

Bierzemy wektor nieizotropowy v;. Wtedy V jest suma prosta lin(vy) i lin(vy)t. W lin(v;)* bie-
rzemy wektor nieizotropowy vy. Wtedy V jest suma prosta lin(vy, vo) i lin(vy, vo)t. W lin(vy, v)*
bierzemy wektor nieizotropowy vs, etc.

Jesli nie ma wektora nieizotropowego, to kazda baza jest prostopadta. Jesli charakterystyka ciata
K jest r6zna od 2 i wszystkie wektory w W sa izotropowe, to h jest zerowa na W i kazda baza jest
prostopadtal

Jestesmy gotowi szuka¢ bazy prostopadlej. Wektor nieizotropowy to na przyktad v; = (0,1,0).

Wybieramy wektor nieizotropowy w lin(v;)t. Taki jest na przyklad vo = (1,1,0). W lin(vy, ve)*
nie ma nieizotropowych. Bierzemy tam byle jaki, na przyktad vs = (1,0, —1).
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Cwiczenia 19

Macierze kongruentne

Twierdzenie: Kazda przestrzen dwuliniowa nad cialem K charakterystyki réznej od 2 ma
baze prostopadta.

Whiosek: Kazda macierz symetryczna o wyrazach z ciala K o charakterystyce réznej od 2
jest kongruentna nad K z macierza diagonalna. Bo jesli A jest macierza symetryczng n x n
to bierzemy forme dwuliniowa h na K" zadang warunkiem G(h,st) = A i dla przestrzeni
dwuliniowej (K", h) znajdujemy baze prostopadta B. Wtedy macierz G(h, B) jest diagonalna i
kongruentna nad K do A

Metoda znajdowania bazy prostopadtej przestrzeni dwuliniowej (V) h) nad cialem charakterystyki
roznej od 2.

Postepujemy krok po kroku:

Bierzemy wektor nieizotropowy v;. Wtedy V' jest suma prosta lin(vy) i lin(vy)t. W lin(v;)* bie-
rzemy wektor nieizotropowy vy. Wtedy V jest suma prosta lin(vy, v2) i lin(vy, vo)t. W lin(vy, vg)*t
bierzemy wektor nieizotropowy vs, etc.

To znaczy w kazdym kroku: jesli w lin(vy, ..., v;)" jest wektor nieizotropowy, to go bierzemy za
viy1 1 Tozpatrujemy lin(vy, ..., v, vi0) . Jesli w lin(vy, ..., v;)% sa tylko wektory izotropowe, to
forma h jest zerowa na lin(vy, ..., v;)*, wiec kazda baza lin(vy, ..., v;)" jest prostopadla i te baze
dolaczamy do vy, ..., v; i dostajemy baze prostopadta (V. h).

Przyktad:

Znalez¢ baze prostopadla przestrzeni (R3, h), gdzie:

h((21, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1Y2 + Tay1 — TaYz + Tays + T3y

Rozwigzanie:

Bierzemy dowolny wektor nieizotropowy np. v; = (0,1,0). Wybieramy wektor nieizotropowy w
lin(v;)*+. Taki jest np. v = (1,1,0). W lin(vy, v2)* nie ma wektoréw nieizotropowych. Bierzemy
tam byle jaki, np. vy = (1,0, —1). B = vy, v3, v3 jest szukang baza prostopadla przestrzeni (R3 h).

Zadanie 1.
Dla rozpatrywanej w powyzszym przykladzie przestrzeni (R3 h) oraz znalezionej tam bazy B
znalez¢ macierz G(h, B).

Rozwigzanie:
Wszystkie wyrazy poza przekatna beda zerowe (bo baza jest prostopadla), pozostaje wyliczy¢
wyrazy na przekatnej, ktore wychodza —1, 1,0, zatem

—1

G(h,B) = | 0
0

o = O
o o O
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Zadanie 2.

0 1 0
Dla macierzy A= |1 —1 1| znalez¢ macierz diagonalng B kongruentng nad R do A.

0 1 0
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze A = G(h,st) dla h z poprzedniego zadania. Dla bazy B z poprzedniego zadania

-1 0 0
mamy G(h,B) = | 0 1 0|. Zatem macierze A = G(h, st) oraz G(h,B) = B sa kongruentne

0 00

-1 0 0
nad R, przy czym B= | 0 1 0] jest diagonalna.
0 00
Zadanie 3.
0 1 0 -1 0 0
Dla macierzy A = [1 —1 1| oraz B = | 0 1 0| znalez¢é macierz rzeczywista C taka, ze
0 1 0 0 00
B=CTAC.
Rozwigzanie:
Skoro A = G(h, st) oraz B = G(h,B) dla h,B z poprzedniego zadania, to B = CTAC dla C =
01 1
M(id)§. Unas: C = M(id)g =11 1 0 |.
00 —1
Zadanie 4.
1 01 1 21
Dla jakich ¢ macierze A = |0 1 0| oraz B = |2 ¢ 0] sa kongruentne nad ciatem liczb
1 01 1 0 3

zespolonych?
Rozwigzanie:

Twierdzenie: Macierze symetryczne, zespolone (w szczegolnosci rzeczywiste) A, B sa kongru-
entne nad cialem liczb zespolonych wtedy i tylko wtedy, gdy (A) = r(B).

U nas r(A) = 2. Macierz B ma podmacierz } rzedu 2, wiec 7(B) > 2. Zatem dla tej macierzy

11
1 3
B mamy r(B) = 2 & det(B) = 0. Wyliczamy: det(B) = 3t —t — 12 = 2t — 12, zatem det B = 0 &
t=06.

Zadanie 5.
1 1 1 00 1

Czy macierze rzeczywiste A= |1 —1 1| oraz B= [0 1 0] sa kongruentne nad cialem R?
1 1 0 1 00

Rozwigzanie:
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Twierdzenie: Macierze symetryczne, rzeczywiste A, B sa kongruentne nad R wtedy i tylko
wtedy, gdy dla macierzy diagonalnych A’, B takich, ze A’ kongruentna nad R z A, B’ kongru-
entna nad R z B zachodza 3 rownosci:

e liczba wyrazéw dodatnich na przekatnej w A’ réwna jest liczbie wyrazow dodatnich na
przekatnej w B’

e liczba wyrazéw ujemnych na przekatnej w A’ rowna jest liczbie wyrazéw ujemnych na
przekatnej w B’

e liczba zer na przekatnej w A’ rowna jest liczbie zer na przekatnej w B’

Rownowaznie: 7(A) = r(B) oraz s(A) = s(B), gdzie dla dowolnej macierzy symetrycznej rze-
czywiste] A jej sygnatura s(A) jest zdefiniowana jako s(A) to liczba wyrazow dodatnich na
przekatnej w A’ minus liczba wyrazéow ujemnych na przekatnej w A’, gdzie macierz A’ jak
WYyZzZej.

Szukamy zatem macierzy A’, B’ dla naszych A, B.

Niech h bedzie forma na R? zadang warunkiem

11 1
Gh,st)y=A= |1 -1 1
1 1 0

h((21, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T1Y2 + Toys — Tayo + T1Y3 + T3y + Tays + T3y
Wezmy v, = (1,0,0). Wtedy h(vy,v1) = 1, czyli v; jest nieizotropowy. lin(v;)* jest opisane réwna-
niem z; + x5 + x5 = 0. Wezmy vy = (1, —1,0). v, nalezy do lin(v;)t oraz h(ve,v2) = —2, czyli vy
jest nieizotropowy. lin(vy, v;)" jest opisane uktadem rownan: xy + x5 + 3 = 0 oraz x5 = 0. Wezmy
v3 = (1,0, —1). vz nalezy do lin(vy, v)* oraz h(vs,v3) = —1. Stad dla A = {vy, v, v3} mamy

1 0 0
A =Gh,A) =10 -2 0
0 0 -1

Analogicznie znajdujemy dla macierzy B baze prostopadta B = {(0,1,0),(1,0,1),(1,0,—1)}. Ma-
cierz formy dwuliniowej w tej bazie to
10 0
B =102 0
0 0 —2
Zatem A i B nie sa kongruentne nad R, poniewaz maja rézne sygnatury. Sa jednak kongruentne

nad C, poniewaz maja takie same rzedy.

Zadanie 6.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, h), gdzie

G(h, st) =

)
—_ O =
)
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Poda¢ przyktad podprzestrzeni W w R?, ze R? jest sumg prosta W i W+,

Rozwiazanie:
W musi by¢ nieosobliwa. Wystarczy wzia¢ lin od jakiego§ wektora nieizotropowego, zatem na
przyktad W = lin((1, 1,0)).
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Cwiczenia 20

Podprzestrzenie przestrzeni dwuliniowych

Zadanie 1.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, h), gdzie

G(h,st) =

)
—_ O =
)

Podaé¢ przyklad podprzestrzeni W € R3, ze R? nie jest suma prosta W i W+, ale dim(W) +
dim(W)+ = 3.

Rozwiazanie:
Mamy

h((z1, T2, 23), (Y1, Y2, Y3)) = Tay1 + T1Y2 + T3y + T2y3
Wystarczy, zeby W byla osobliwa oraz speliata dimW + dimW+ = 3, wiec na przyklad W =

lin(1,0,0). Mamy dim(W) = 1, natomiast W+ jest opisane réwnaniem zo = 0, wiec dim(W+) = 2.

Zadanie 2.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, h), gdzie

010
G(h,st)= |1 0 1
010

Poda¢ przyklad podprzestrzeni W w R3, ze dim(W) + dim (W) # 3.

Rozwiazanie:

Jesli W = 1in((1,0,0)), to (y1, y2, y3) nalezy do W+ wtedy i tylko wtedy gdy yo = 0, czyli Wt =
lin((1,0,0),(0,0,1)). Zatem dimW +dimW+ = 1+2 = 3. Niech W = lin((1, 0, 0), (0,0, 1)). Wtedy
W+ jest opisane ukladem réwnan x, = 0 oraz zo = 0 (bo wektor (z1, 29, z3) musi byé prostopadty
do (1,0,0) oraz (0,0,1)) czyli dimW + dimW+ =2+ 2 =4 +# 3.

Mozna tez tak: W = lin((1,0, —1)), wowczas dim(W) = 1, W+ = R3, wiec dim(W+) = 3.
Zadanie 3.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, 1), gdzie

010
G(h,st)= |1 0 1
010

Poda¢ maksymalny wymiar podprzestrzeni nieosobliwej w (R?, h).

Rozwiazanie:
dimW # 3 poniewaz det G(h, st) = 0. Wiec 3 wymiarowa przestrzen bedzie osobliwa. Mamy jednak
W =lin(ey, &7) 1 jest to podprzestrzen nieosobliwa. Zatem maksymalny wymiar to 2.
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Zadanie 4.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, 1), gdzie

G(h, st) =

o = O
_ o =
o~ O

Opisa¢ wszystkie wektory izotropowe w (R?, h).
Rozwigzanie:

h((ﬂ?l, Xa, 563), (131, X, xg)) = 2131.’172 + 2.T2$3 = 2372(231 -+ 5133)

Stad (x1, 22, x3) izotropowy wtedy i tylko wtedy, gdy zo = 0 lub 27 = —x3.

Zadanie 5.
Dana jest przestrzen dwuliniowa (R3, 1), gdzie

G(h, st) =

o = O

1
0
1

O = O

Opisa¢ wszystkie calkowicie zdegenerowane podprzestrzenie w (R, h), to znaczy takie podprze-
strzenie W, ze h ograniczona do W jest zerowa.

Rozwigzanie:
Niech W bedzie podprzestrzenia calkowicie zdegenerowana w (R3 h). Kazdy wektor w W jest
izotropowy, wiec W C W7 U W, gdzie

Wi = {(21,72,23) : 12 =0} oraz Wy = {(21,72,23) : 1+ 23 =0}

W nie moze zawiera¢ dwoch wektorow wy, wo takich, ze wy lezy w Wi i nie lezy w W5 oraz ws lezy
w Wy 1 nie lezy w Wi (bo wtedy w; + ws nie lezy w sumie teoriomnogoscowej Wy i Ws). Czyli W
musi by¢ w catosci zawarte w Wy lub Ws.

Definicja: V' przestrzen liniowa nad cialem K. Funkcje ¢ : V — K nazywamy formg kwa-
dratowa na V, jesli istnieje forma dwuliniowa h : V x V — K taka, ze dla kazdego v € V
mamy: g(v) = h(v,v). Jesli charakterystyka ciata K jest rézna od 2, to formy kwadratowe to
praktycznie to samo co formy dwuliniowe symetryczne.

Doktadniej: istnieje bijekcja
{ formy dwuliniowe symetryczne na V' x V'} <— { formy kwadratowe na V'}
Formie dwuliniowej h przypisujemy forme kwadratows q taka, ze dla kazdego v € V' mamy:

Q(U) = h(?}, U)

Formie kwadratowej ¢ przypisujemy forme dwuliniows h w taki sposob:

(v, w) = 3(alv +w) — a(v) — g(w)
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poniewaz wystarczy policzy¢ h(v + w, v + w). Mamy
h(v + w,v+w) = h(v,v) + h(v,w) + h(w,v) + h(w,w) = h(v,v) + 2h(v,w) + h(w, w)

a stad .
h(v,w) = §(h(v + w, v+ w) — h(v,v) — h(w,w))

Definicja: Macierza formy kwadratowej ¢ : V. — K w bazie B = {vy,...,v,} przestrzeni
V' nazywamy macierz odpowiadajacej jej formy dwuliniowej symetrycznej h. Oznaczamy ja
G(q, B). To znaczy: G(q,B) = G(h,B). Wynika stad, ze dla kazdych baz B, B’ przestrzeni V
macierze G(q, B) 1 G(q, B') sa kongruentne nad K.

Zadanie 6.
Znalez¢ macierz formy kwadratowej ¢ : R® — R, q((z1,79,73)) = 23 + 27129 + 222 W bazie
standardowej oraz w bazie B = {(1,1,1),(1,0,0),(0,1,—1)}.

Rozwigzanie:
Formie kwadratowej ¢ odpowiada forma dwuliniowa symetryczna

h((21, 22, 3), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T1Y2 + Tay1 + 223Y3

zatem
1 10 5 2 -1
G(q,st) =G(h,st)= |1 0 0| oraz G(¢,B)=GHh,B)=|2 1 1
0 0 2 -1 1 2

Definicja: Przedstawienie formy kwadratowej ¢ : V' — K w postaci q(z1v1 + ... + 2,v,) =
ai1(z1)? + ... + an(2,)?, gdzie B = {vy,...,v,} jest baza przestrzeni V, nazywamy postacia
diagonalng formy ¢. Jest to rownowazne powiedzeniu, ze macierz G(q, B) jest diagonalna.

Wiemy, ze dla kazdej formy dwuliniowej symetrycznej h nad ciatem charakterystyki # 2 istnieje
baza, w ktorej G(h, B) jest diagonalna (baza prostopadla). Zatem nad ciatem charakterystyki
# 2 kazda forma kwadratowa ma posta¢ diagonalna.

Zadanie 7.
Znalez¢ posta¢ diagonalng formy kwadratowej g : R® — R, q((x1, 2, 23)) = 22179 + 2.

Rozwiazanie:
Wystarczy znalezé baze prostopadla dla formy dwuliniowej symetrycznej h odpowiadajacej formie
q. Mamy

h((x1, 22, 23), (Y1, Y2,Y3)) = T1Y2 + T2y1 + T3Ys3

zatem

G(h,st) = G(q, st) =

O = O
o O =
— o O
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Znajdzmy baze prostopadla przestrzeni (V, h). Niech v; = (0,0,1). Mamy h(vy,v1) = 1, wiec vq jest
nieizotropowy. lin(v;)*1 jest opisane réwnaniem z3 = 0. Niech vy = (1,1,0). Mamy h(vq,v3) = 2,
wiec vy jest nieizotropowy. lin(vy, v;)+ jest opisane uktadem réwnan zz = 0 oraz x1 + x5 = 0. Niech
v3 = (1,—1,0). Mamy h(vs,vs3) = —2. Zatem

q(z101 + 20y + 23v3) = 27 + 2(22)? — 2(23)?

dla bazy vy, vq, v3 jak wyzej jest postacia diagonalng rozpatrywanej formy kwadratowej q.

Zadanie 8.
Czy forma ¢ z Zadania 7. jest

a) dodatnio okreslona

b) dodatnio potokreslona
¢) ujemnie okreslona

d) ujemnie potokreslona

e) nieokreslona

Rozwigzanie:
Znajdujemy posta¢ diagonalna ai(21)% + ... + an(2,)* formy q.

Wowczas:
e ¢ dodatnio okreslona < wszystkie a; sa dodatnie
e ¢ dodatnio potokreslona < wszystkie a; sa nieujemne
e ¢ ujemni okre$lona < wszystkie a; sa ujemne

e ¢ ujemnie potokreslona < wszystkie a; sa niedodatnie

g nieokreslona <istnieje a; dodatnie i istnieje a; ujemne

Dla formy z Zadania 7. mamy a; = 1,as = 2, a3 = —2, zatem ta forma jest nieokreslona.
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Cwiczenia 21

Przestrzenie afiniczne

Definicja: Niech V to przestrzen liniowa nad ciatem K. Niech py, ..., px naleza do V' oraz niech
ag, - . ., ar naleza do K, przy czym ag + ...+ a; = 1. Wtedy sume agpo + . . . + appr nazywamy
kombinacja afiniczna wektoréw py, . .., pr z wagami ao, . . ., ay.

(Czyli jest to specjalny przypadek kombinacji liniowej taki, ze suma wspotczynnikow wynosi 1).

Zadanie 1.
W R3 niech py = (1,1,0), p; = (0,1,1), p, = (1,1,1). Znalezé kombinacje afiniczna pg, p1, p2 z
wagami 2, 3, —4.

Rozwiazanie:

2p0 + 3p1 - 4]93 = (_27 17 _1)

Zadanie 2.
Czy p = (1,1,1) w R3 jest kombinacja afiniczng py = (1,0,1), p; = (1,0,0), p» = (0,1,0)?

Rozwigzanie:
Nie, poniewaz py, musi by¢ z waga jeden, wiec nie otrzymamy sumy wag rownej 1.

Bardziej szczegbotowo mozna tak:

Czy istnieja ag, a1, as rzeczywiste takie, ze ag(1,0,1) 4+ a1(1,0,0) 4+ a2(0,1,0) = (1,1,1) oraz ag +
a; +ay =17

To daje uktad 4 réwnan:

ag+a; =1
CLQIl
CLOZ].

ap+ay; +az =1

7 pierwszych trzech réwnan wynika, ze ag = 1, a1 = 0, ap = 1, co jest sprzeczne z réwnaniem
czwartym.

Inny spos6b rozwigzania Zadania 2.

Mamy ]ﬁ = q — p. Zatem mamy: p + ]ﬁ =q.

Uwaga: p jest kombinacjg afiniczng po, ..., pr wtedy i tylko wtedy, gdy wektor ﬁ jest kom-
binacja liniowa wektorow popi, . . . , PoPi.

Dowéd: Niech ag+...+a, =1. Wtedy: p=appo+ ... +axgpr ©p=(1—ay — ... —ag)po +
ap1+ ...+ axpr & p—po = a1(p1 — po) + - - . + ax(pk — po)  Pob = @1Popi + - - - + axPoDi.
Na odwrot: majac wspotezynniki aq, ..., ar spelniajace ostatnia réwnosé definiujemy: ag =
1—a; —...—ag iz powyzszych rownowaznosci dostajemy pierwsza réwnosc.
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Wystarczy teraz prawdzi¢, czy pop jest kombinacja liniowa po,pi i pops. Mamy pop = (0,1,0),
Doph = (0,0,—1), DoDs = (1,—1,1). Wida¢, ze (0, 1,0) nie jest kombinacja pozostatych dwoch.

Zadanie 3.
Dla jakich rzeczywistych ¢, p = (2,t,1,0) w R* jest kombinacja afiniczna py = (1,1,1,1), p;
(1,0,1,0), p» = (0,0,1,1)?

Rozwigzanie:
Mamy pop = (1, —1,0,-1), Doph = (0,—1,0,-1), Dops = (—1,—1,0,0), zatem wektor Dop jest
kombinacja wektorow m , ng; dlat =1.

Definicja: Dla pg,...,pr w V niech af(po, ..., pr) oznacza zbior wszystkich kombinacji afinicz-
nyCh Po, - - -, Pk-

Uwaga: Podzbior af(pg,...,pr) jest zamkniety na kombinacje afiniczne, to znaczy: jesli
Qo - - -, ¢m naleza do af(py, ..., pr), to kazda ich kombinacja afiniczna tez.

Definicja: Niepusty podzbiér H przestrzeni liniowej V' nazywamy przestrzenia afiniczng w V/,
jesli H spelnia jeden z (rownowaznych) warunkow:

1. H jest zamkniety ze wzgledu na kombinacje afiniczne,

2. H jest postaci g+ W ={p+v : ve W}, gdzie W jest podprzestrzenia przestrzeni V',

3. Jesli V = K™, to H jest zbiorem rozwigzan uktadu réwnan liniowych o n niewiadomych i
o wspotezynnikach w K.

Przestrzen liniowa W z 2. nazywamy przestrzenia styczna do H i oznaczamy T(H ).

Zadanie 4.

Niech py = (0,0,1,1), py = (1,—1,0,2), po = (0,1,0,1), p3 = (1,0,—1,2). Przedstawi¢c H =
af(po, p1,p2,p3) W postaci H = p+ W = {p+wv : v € W}, gdzie W jest podprzestrzenia
przestrzeni R*.

Rozwigzanie:
Punkt p jest kombmauc‘]aé afiniczng pg, p1, p2, czyli p = agpy + a1p1 + a2p2 + agps. Rownowaznie

mamy ﬁ = a1p0p1 + agpops + aspops, czyli p = po + a1popi + G2POP2 + a3pop3 Stad

H = Po + lln(popi7p0p;7p0pé) = (07 07 ]-7 1) + hIl((]., _17 _17 ]-)7 (07 17 _17 0)7 (17 Oa _2a 1))
Zadanie 5.
Zmalez¢ uktad réwnan opisujacy
H = po + lin(vy, v9,v3) = (0,0,1,1) + lin((1,-1,-1,1),(0,1,—1,0),(1,0,—2,1))
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Rozwigzanie:

W =1lin((1,-1,—-1,1),(0,1,—1,0),(1,0,—2,1)) = lin((1, =1, —1,1), (0, 1, =1, 0))

W jest opisane jednorodnym ukladem réwnan liniowych:

£L‘1+$2+£L‘3+£€4:0
(L’l—l’4:0

Podstawiajac po = (0,0,1,1) do tych rownan dostajemy uktad opisujacy pg + W:

{ZE1+$2+ZE3+$4:2

5(71—.%'4:—]_

Zadanie 6.
W R? dane sg proste Ly = (0,1,1) +1in((1, —1,1)) oraz Ly, = (2,0,1)+1in((1,3,0)). Znalez¢ prosta
L przechodzaca przez punkt p = (2,1,4) i przecinajaca proste Ly i Lo.

Rozwiazanie:
Niech L; = py +lin(vq), gdzie p; = (0,1,1) oraz v; = (1, —1,1). Skoro prosta L przecina prosta L,
i przechodzi przez punkt p, to L lezy w plaszczyznie H zawierajacej Ly i p. Wektor v = zﬁ lezy
w plaszczyznie H. Mamy
Pl =p—p=(-2,0,-3)
zatem
H = p; +lin(v,v;) = (0,1,1) + 1lin((1, —1,1), (2,0, —3))

Przeciecie prostych Lo i L lezy w plaszezyznie H. T(H) = lin((1,—1,1),(—2,0, —3)) opisane jest
rownaniem
3ZL‘1—|—$2 —2{23'3 =0

skad H opisane jest réwnaniem
3.1'1 + X9 — 2:13'3 =-1

Kazdy punkt prostej Ly jest postaci (2,0,1)+¢-(1,3,0) = (2+1,3t, 1) dla pewnego rzeczywistego
t. Punkt prostej Lo lezacy w plaszczyznie H bedzie spetniat réwnanie

5
3.(248)+3t—2=—let=—>"

6
Zatem punkt przeciecia Ly 1 H to ¢ = (%, —1765, 1). Prosta L to prosta przechodzaca przez punkty
piq. Zatem
3 7
L=p+lin(74) = (2,1,4) +lin ((5 - _3))
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Cwiczenia 22

Afiniczna niezalezno$é

Pytanie: Czy zawsze istnieje prosta przechodzaca przez punkt p i przecinajaca proste Ly i Ly?

Szukana prosta nie zawsze istnieje. Moze sie zdarzy¢, ze prosta Ly jest rownolegta do plaszczyzny
H wyznaczonej przez punkt p i prosta L;. Moze sie tez zdarzy¢, ze prosta Ly przecina ptaszczyzne
H, jednak prosta przechodzaca przez punkty p i ¢ jest rownolegla do prostej L; (prosta L jest
rownoleglta do plaszczyzny wyznaczonej przez punkt p i prosta Lo).

Definicja: Mowimy, ze punkty po, ..., pr W przestrzeni afinicznej H nad cialem K sg afinicznie
zalezne (inaczej: sa w polozeniu szczegdlnym), jesli ktorys z tych punktow jest kombinacja
afiniczna pozostatych.

Moéwimy, ze punkty po, . .., pr W przestrzeni afinicznej H nad cialem K sa afinicznie niezalezne
(inaczej: sa w polozeniu ogoélnym), jesli zaden z tych punktéow jest nie kombinacja afiniczna
pozostatych.

Uwaga: Punkty po,...,pr sa afinicznie niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory
DoPi, - - -, PoPk & liniowo niezalezne.

Zadanie 1.
Czy uklad punktow py = (2,3,1),p1 = (3,4,2),p2 = (2,3,2),p3 = (2,4,2) w R? jest afinicznie
niezalezny?

Rozwigzanie:
Wektory pop; = (1,1,1), Dops = (0,0,1), Doph = (0,1,1), sa liniowo niezalezne, wiec uktad punk-
tOW po, p1, P2, p3 jest afinicznie niezalezny.

Zadanie 2.
Dla jakich rzeczywistych t uktad punktow py = (4,6,t),p1 = (2,4,1),p2 = (1,2,0),p3 = (2,3,1) w
R? jest afinicznie zalezny.

Rozwiazanie:
Mamy papg = (2,3,t — 1), papi = (0,1,0),]72_]9_3> = (=1,—1,—1). Aby wektory te byly liniowo
zalezne tot — 1 =2 =1 = 3.

Definicja: Uktad punktéw py, ..., p, w przestrzeni afinicznej H nad ciatem K taki, ze punkty

Do, - - - » P s afinicznie niezalezne oraz H = af(py, . . ., p,) nazywamy baza punktows przestrzeni
H.
Uktad po; vy, . . ., v, taki, ze pg nalezy do H oraz vy, ..., v, jest baza przestrzeni T'(H ) nazywamy

uktadem bazowym przestrzeni afinicznej H.

Uwaga: Uktad pg,...,p, jest baza punktowa przestrzeni H wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
Po; ]Tpl, ..., Popr jest uktadem bazowym przestrzeni H.
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Zadanie 3.
H = {(x1, 29, 73,74) : T — 39 + dxz — 24 = 1} € R*. Znalez¢ bazg punktowa i uklad bazowy
przestrzeni H.

Rozwiazanie:
Mamy
H =(1,0,0,0) +1in((3,1,0,0),(=5,0,1,0),(2,0,0, 1))

wiec uktad bazowy to
((1,0,0,0);(3,1,0,0), (—5,0,1,0),(2,0,0,1))

Stad baza punktowa to

((1,0,0,0), (4,1,0,0), (—4,0,1,0), (3,0,0, 1))

Definicja: Jesli uktad punktow py, ..., p, jest bazg punktows przestrzeni H oraz p = agpg +

..t aup, dlaag+ ...+ a, =1, to uktad wag ay, . . ., a, nazywamy wspotrzednymi punktu p w
bazie punktowej po, ..., pn.

Jesli uktad po; vy, ..., v, jest uktadem bazowym przestrzeni afinicznej H oraz p = pg + z1v; +
... + Ty, to uktad wspoétezynnikow x4, ..., z, nazywamy wspoétrzednymi punktu p w bazie
punktowej po; v1, ..., Up.

Uwaga: ay,...,a, sa wspotrzednymi punktu p w bazie punktowej po,...,p, wtedy i tylko
wtedy, gdy aq,...,a, sa wspolrzednymi wektora ]ﬁ w bazie popi, ..., popy przestrzeni T'(H)

czyli gdy aq,...,a, sa wspotrzednymi punktu p w ukltadzie bazowym pg; popi, - - ., Popr prze-
strzeni H.
Zadanie 4.

H = {(x1, 29, 73,74) : 71 —3To+5x3—214 = 1} € R% Znalezé¢ wspotrzedne punktu p = (2, 3,2, 1)
z H w bazie punktowej (1,0,0,0), (4,1,0,0), (—4,0,1,0),(3,0,0, 1) przestrzeni H.

Rozwigzanie:
Mamy
T(H)={(x1,29,3,24) : 21 — 322 + dx3 — 224 = 0}

zatem T'(H) jest opisane rownaniem
Ty = 3ZE2 — 5£L'3 + 21’4

Skad baza T(H) to {(3,1,0,0),(=5,0,1,0),(2,0,0,1)}. Wektor pop = (1,3,2,1) ma w tej bazie
wspotrzedne: 3,2, 1. Stad wspolrzedne w naszej bazie punktowej to: —5,3,2, 1.

Definicja: Niech pg; vy, ..., v, bedzie uktadem bazowym przestrzeni afinicznej H nad ciatem
K. Funkcje u : K™ — H taka, ze u((ty,...,t,)) = po+tiv1+. . .+t,v, nazywamy parametryzacja
przestrzeni H.
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Zadanie 5.
Znalez¢ parametryzacje prostej w R? przechodzacej przez punkty (1,1,3) i (2,5, 3).

Rozwigzanie:
Prosta przechodzaca przez punkty (1,1,3) 1 (2,5,3) to

H = (1,1,3) +lin((1,4,0))
czyli parametryzacja prostej H to (1,1,3) +¢(1,4,0) = (1 +¢,1 + 4¢, 3)

Zadanie 6.

Znalez¢ parametryzacje przestrzeni H = {(x1, 22, 73, 74) € R* : 2y — x4 = 2}.

Rozwiazanie:

Uktad bazowy przestrzeni H to (2,0,0,0);(1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0), zatem parametryzacja
przestrzeni H to u(ty, ta,t3) = (2,0,0,0)4+%1(1,0,0,1)4+%2(0,1,0,0)+t3(0,0,1,0) = (2-+ty, ta, t3, t1).

Przeksztalcenia afiniczne

Definicja: Niech H, M to przestrzenie afiniczne nad ciatem K. Mowimy, ze funkcja f : H — M
jest przeksztalceniem afinicznym, jesli f spelnia jeden z ponizszych (réwnowaznych) warunkow:

1. Dla kazdych punktéw pg,...,pr z H i kazdych wag ag, ..., a; mamy:

flaopo + ... + arpr) = aof(po) + ... + arf(pr)

(to znaczy f zachowuje kombinacje afiniczne)

2. Istnieje przeksztalcenie liniowe F': T(H) — T(M) takie, ze dla kazdego punktu p € H i
kazdego wektora v € T'(H) mamy: f(p +v) = f(p) + F(v).

Przeksztalcenie F' z 2. nazywamy pochodnag przeksztalcenia f i oznaczamy f’.

Uwaga: Kazde przeksztalcenie afiniczne f: K™ — K™ mozna zapisa¢ wzorem:

fl(z1,. . xn) = (@11 4+ ...+ a1pTp + b1, o @11 + - -+ Q@ + by

dla pewnych a;;,0; z K.

Zadanie 7.
Znalez¢ wzor na przeksztalcenie afiniczne f : R® — R? spetniajace: f((1,2,1)) = (2,5), f((2,2,1)) =
(3,6), f((1,3,1)) = (2,6), f((1,2,2)) = (1,6)
Rozwigzanie:
Mamy
F(1,2,1)) = F((0,2,1) + (1,0,0)) = £((0,2,1)) + £(1,0,0)

oraz

f<<2’ 2, 1)) = f((ov 2, 1) + (27 0, O)) = f((o’ 2, 1)) + f,((2’ 0, 0)) = f((ov 2, 1)) +2- f,<<1’ 0, 0))
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Zatem po odjeciu stronami mamy

f’((l,0,0)) = f((2727 1)) - f((1727 1)) = (376) - (2’ 5) = (17 1)

Mamy
f((lv 2, 1)) = f<<17 2, 1))
f<<1737 1)) = f((17 2, 1) + (07 170)) - f((1?27 1)) + f/((O, 170))
Skad
f/((ov 170)) = f((1737 1)) - f((1727 1)) = (276) - (2’ 5) = (07 1)
Mamy
f((L 2, 1)) = f((lv 2, 1))
f((lv 2, 2)) = f((17 2, 1) + (07 0, 1)) = f((l’ 2, 1)) + f,((ov 0, 1))
Skad
f/((0707 1)) = f((L 272)) - f((L 2, 1)) = (176) - (27 5) = (_17 1)
Mamy wiec

[ ((x1, 2, 23)) = (21 — 23, 71 + 22 + T3)

Przeksztalcenie afiniczne f mozemy zapisa¢ w ogdlnej postaci jako
f((l’h T, ZL’3)) = (ZEl — I3 + bl, T + ) + T3 + bg)
Po podstawieniu f((1,2,1)) = (2,5) dostajemy b; = 2 oraz by = 1, zatem

f((z1,m9,23)) = (x1 — 23+ 2,21 + T3 + 23 + 1)
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Cwiczenia 23

Przeksztalcenia afiniczne

Zadanie 1.
Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K i niech f :V — W bedzie przeksztalce-
niem afinicznym. Wykazaé, ze dla kazdego v € V' zachodzi f'(v) = f(v) — f(0).

Rozwigzanie:
Z definicji f'(v) + f(p) = f(p + v) wiec dla p = 0 zachodzi f'(v) = f(0+ v) — f(0).

Zadanie 2.
Wykazaé, ze dla przeksztatcenia afinicznego f: K™ — K™ danego wzorem:

f(z1,. . xn) = (@@ + .o+ a1y + 01, o @m1Z1 + - oo @y, + bpy)

zachodzi:
(. m)) = (@i + oo+ ATy - o G T1 A+ ey QT

Rozwiazanie:
Korzystajac z zadania 1. mamy

f(z1,. . 20) = f((z1,. .., 20)) — £((0,...,0))

czyli:

(1, m) = (a1 + oo 4 @10Zn + b1, oo Q11 + oo+ Q@ + b)) — (b1, b)) =

=(anx1+ ...+ a1, . Qa1 + . F QG y)

Twierdzenie: Niech po, ..., p, bedzie bazg punktowa przestrzeni afinicznej H i niech qq, . .., ¢,
bedzie dowolnym ukladem punktéw przestrzeni afinicznej M. Wtedy istnieje doktadnie jedno
przeksztatcenie afiniczne f : H — M takie, ze f(p;) = ¢ dlai=0,... n.

Zadanie 3.
[ : R? — R?3 jest przeksztalceniem afinicznym speliajacym warunki: f((2,3)) = (1,2,1), f((3,4)) =
(2,5,3), £((3,3)) = (3,4,2). Znalez¢ wzor na f.

Rozwigzanie:
Niech bo = (27 3)7 b1 = (374)7 b2 = (37 3) Wtedy

M:(374>_(273) = (171)’ m:(373)_(2’3):<170)

Stad

AN \

f/((L 1)) = f/(m) = f(pO)f(p15 = (1’ 2, 1)(27 9, 35 = (17372)
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\

f/((l,O)) = f/(l_)()—p—;) = f(po)f(p25 = (17 2, 1)<3747 25 = (2727 1)

A stad

F1(0,1) = f((1,1)) = f((1,0)) = (=1,1,1)

Zatem

F'((1,w2)) = f'(21(1,0) + 22(0,1)) = 21 f'((1,0)) + 22f'((0,1)) = 21(2,2,1) + 22(=1,1,1) =

= (221 — 29,221 + X2, 71 + T2)

Przeksztalcenie afiniczne f mozemy zapisa¢ w ogdlnej postaci jako
f((21,22)) = (221 — w9 + by, 221 + 2 + bo, 71 + 22 + b3)

Podstawiajac f((2,3)) = (1,2,1) dostajemy (1,2,1) = (1 + b1, 7 + bo,5 + b3), czyli by = 0,by =
—5,b3 = —4, skad

f((z1,22)) = (221 — @9, 221 + 29 — 5,21 + 29 — 4)

Zadanie 4.
Niech M = {(x1, 29, 23) € R® : 3z; + x5+ 223 = 6}. Znalez¢ wzor na przeksztalcenie f : R® — R3
takie, ze f((3,2,1)) = (1,0, —5) oraz f(M) = {(4,2,4)}.

Rozwigzanie:
Wyrazenie f(M) = {(4,2,4)} oznacza, ze dla kazdego p € M zachodzi f(p) = (4,2,4).

Mamy
M = (17 1a ]-) + hn((lv _37 O)a (07 _27 1))

zatem baza punktowa M to na przyktad {(1,1,1),(2,—-2,1),(1,—1,2)}. Majac dane wartosci prze-
ksztatcenia afinicznego f : K™ — K™ na bazie punktowej, umiemy znalezé wzor na f. Niech wiec

f((la L, 1)) = (47274)

f((27 -2, 1)) = (47 2, 4)
f((17 _172)) = (47274)
f((37 2, 1)) = (17 0, _5)

Zadanie 5.
Niech L = (3,1,4) +1in((1,2,1)). Poda¢ przykltad takiego przeksztalcenia afinicznego f : R® — R3,
ze f((1,1,1)) = (0,1,3) oraz f(p) = (1,0,5) dla kazdego p nalezacego do L.

Rozwiazanie:
Baza punktowa L to na przyktad {(3,1,4), (4,3,5)}. Baza punktowa przestrzeni R? to na przyklad
{(3,1,4),(4,3,5),(1,1,1),(1,0,0)}, bo dla pg = (1,0,0),p1 = (3,1,4),p2 = (4,3,5),p3 = (1,1,1)
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wektory popt, Pops, Dol sg liniowo niezalezne. Zatem szukane przeksztalcenie f bedzie na zadane
na bazie punktowe;j

Twierdzenie: Niech H, M beda przestrzeniami afinicznymi na cialem K, niech F': T(H) —
T (M) bedzie przeksztalceniem liniowym i niech py nalezy do H oraz gy nalezy do M. Wtedy
odwzorowanie f : H — M zadane: f(p) = qo+ F (ﬁ) dla kazdego p z H jest przeksztalceniem
afinicznym.

Zauwazmy, ze wowczas f(pg) = qo oraz f' = F. Oznacza to, ze przeksztatcenie afiniczne H — M
moze by¢ zadane przez podanie jego pochodnej F' oraz warto$ci f w jednym punkcie py.

Definicja: Niech H bedzie przestrzenia afiniczng i niech T'(H) bedzie suma prosta Wi i Ws.
Niech Hy; = p; + Wy i niech Hy = py + W

Przeksztalcenie afiniczne f : H — H takie, ze f(p1) = p1 oraz f’ jest rzutem na Wi wzdtuz Wy
nazywamy rzutem na H; wzdtuz Hs (lub wzdtuz W5).

Przeksztalcenie afiniczne g : H — H takie, ze g(p1) = p; oraz ¢’ jest symetria wzgledem W,
wzdhuz Wy nazywamy symetriag wzgledem H; wzdtuz Hy (lub wzdhuz Wh).

Zadanie 6.
Znalez¢ rzut punktu p = (1,1 ) na plaszczyzng M = {(z1, 9, 23) € R® : xy + 319 + 13 = —4}
wzdhuz prostej L = (3,2,1) + lin((2, 1, 3)).

Rozwiazanie:
Niech f : R3 — R? bedzie rzutem na plaszczyzne M = {(xy, x5, 23) € R® : 2y + 329 + 13 = —4}
wzdtuz prostej L = (3,2,1) + lin((2, 1,3)). Chcemy obliczy¢ f((1,1,0)).
Znajdzmy przeksztalcenie f': R — R? bedace rzutem na plaszczyzne T'(M) = {(331, T9,73) € R :
x1 + 3x9 + x3 = 0} wzdluz prostej T'(L) = lin((2,1,3)). Mamy 7' (M) = lin((1,0,—1), (0,1, —3)),
zatem [’ zadane jest

f,((la 0, _1)) = (1’ 0, _1)

f/<<0? 17 _3)) = (Oa 17 _3>

f/((Zv 1, 3)) = <O7 0, 0)

Majac wzor na f' i wiedzac, ze dla kazdego p € M mamy f(p) = p, czyli na przykltad f((—4,0,0)) =
(—4,0,0) znajdujemy wzor na f, skad po podstawieniu (1, 1,0) do wzoru na f otrzymujemy rzut
punktu p = (1,1,0) na ptaszczyzne M.
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Cwiczenia 24

Przestrzenie euklidesowe afiniczne

Zadanie 1.
Niech f: H - M ig: M — N beda przeksztalceniami afinicznymi przestrzeni afinicznych nad
cialem K. Wykazaé, ze

a) g o f jest przeksztalceniem afinicznym,
b) (go f) =g of.

Rozwigzanie:

a) Dla dowolnych punktow py, ..., p z przestrzeni H i wag ag, ..., ax z ciala K mamy:
go flaopo + ...+ arpr) = g(f(aopo + - .. + arpr)) = glaof(po)) + ... + arf(pr)) =

ao g(f(po)) + - +ar g(f(pk)) = ao go f(po) + ...+ ar go f(pr)

Czyli g o f zachowuje kombinacje afiniczne.

b) Dla dowolnego punktu p € H i kazdego wektora v € T'(H) mamy:

goflp+v)=g(flp+v)=9(f(p)+ f(v)=9f(p)+g of(v)

Stad (go f) =g o f

Zadanie 2.

Niech f : R* — R? to symetria wzgledem M = {(z1, T2, 23) | 21+ 72423 = 4} wzdluz lin((0, 1, —2)),
g : R® - R3 to jednoktadno$¢ o srodku (1,2,3) i skali 5, oraz h : R® — R? to przesuniecie
rownolegte o wektor (4,1, 3). Znalezé wzér na hogo f.

Rozwigzanie:
[’ to symetria wzgledem T'(M) = {(x1, x2, x3) | 21+ 22+2x3 = 0} = lin((1, —1,0), (0,1, —1)) wzdluz
lin((0, 1, —2)), zatem

f,((lv —1, O)) = (1’ —1, O)

f/<<07 17 _1)) = <07 17 _1>
f,<(0’ L, _2)) = (O’ -1, 2)

skad
f/((o? 07 1)) = (07 27 _3)

f/((07 L, 0)) = (07 3, _4)
f1((1,0,0)) = (1,2, —4)

f' zadane jest wiec wzorem
f,((l'l, T2, ZL’3)) = ([El, 21‘1 + 31’2 + 21’3, —4ZE1 — 41‘2 — 35(33)
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Korzystajac z tego, ze f((1,2,1)) = (1,2,1) mamy

f((z1, 22, x3)) = (21,221 + 329 + 223 — 8, —4xy — 429 — 323 + 16)

g jest jednokladnoscia o srodku (1,2,3) i skali 5, zatem ¢’ jest jednoktadnoscia o skali 5, czyli
9'((x1, 29, 23)) = 5(w1, 22, T3)

Skad
g((xlax2ax3)) = g((17273) + (1‘1 - 17'272 - 2,$3 - 3)) =

= (1,2,3) + 5(1’1 — 1,&72 — 2,1‘3 — 3) = (51’1 — 4, 5$2 — 8, 5273 — 12)
Skoro h to przesuniecie o wektor (4,1, 3), to dane jest wzorem

h((z1, 2, x3)) = (v1 + 4,22 + 1,23 + 3)

Teraz tatwo znalez¢ wzor na ho go f.

Definicja: Pare (H,(, )), gdzie H jest przestrzenia afiniczna nad R oraz ( , ) jest iloczynem
skalarnym na T'(H) nazywamy przestrzenig euklidesowa afiniczna

Zadanie 3.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym znalez¢ rzut prostopadly punktu p = (2,3,2) na
prosta L = (1,0,1) +1lin((2,1,1)).

Rozwigzanie:

Mozemy znalezé wzor na f : R — R? bedacy rzutem prostopadtym na L wzdtuz T'(L)*. Nastepnie
podstawiamy p = (2,3, 2) otrzymujac rzut punktu p na prosta L.

Mozemy tez poprowadzié¢ ptaszczyzne M prostopadta do L przechodzaca przez punkt p. Wowcezas
rzut prostopadly punktu p na prosta L to punkt przeciecia L i M.

Lemat: W R" ze standardowym iloczynem skalarnym dla
L =po+lin((ay,...,a,))

mamy
T(L>J— = {(xla oo 7$n> | ary+...+a,x, = O}

Lemat: W R" ze standardowym iloczynem skalarnym dla
M ={(xy,...,z,) | 121 + ... + apx, = b}

mamy
T(M)* =1lin((ay,...,a,)
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T(M) jest prostopadlte do T'(L), zatem jest opisane réwnaniem
201 + a9+ 23 =0

Punkt (2, 3,2) nalezy do plaszczyzny M, zatem M jest opisana rownaniem
201 + a9+ 23 =9

Dowolny punkt lezacy na prostej L to (1,0,1) +¢-(2,1,1) = (2t + 1,¢,t + 1). Punkt przeciecia
prostej L i ptaszczyzny M spelnia wiec rownanie

2-2t+1)+t+(t+1)=9t=1

Zatem szukany punkt to (3,1,2).

Definicja: W przestrzeni euklidesowej afinicznej (H, ( , )) odlegloscia punktow p, ¢ nazywamy
dhugosé wektora pg. Oznaczenie: d(p, q). Czyli d(p, q) = ||pd||-

Zadanie 4.
W R? ze standardowym iloczynem skalarnym na prostej L = (1,1,1) +1in((0, 1,0)) znalez¢ punkty,
ktorych odlegtosé od punktu p = (2,1,3) wynosi v/6.

Rozwigzanie:
Parametryzacja L to z(t) = (1,1 + ¢, 1), zatem odleglos¢ dowolnego punktu prostej, od punku p
Wynosi

d(2(t),p) = |[(L, ~t.2)[| = V1 + 2 + 4=V +5
Punkt (z(t) lezy w odleglosci v/6 od punktu p, gdy

d(2(t),p) =V6 = V2 +5=V6et=1V —1

Definicja: Niech (H, (, )) to przestrzen euklidesowa afiniczna, M to podprzestrzen afiniczna w
H | natomiast p to punkt w H. Odlegtoscia punktu p od podprzestrzeni M nazywamy odleglosé
punktu p od jego rzutu prostopadtego na M. Oznaczenie: d(p, M).

Zadanie 5.
W R? ze standardowym iloczynem skalarnym obliczyé¢ odleglo$é punktu p = (2,3,2) od prostej
L =(1,0,1)+lin((2,1,1)).

Rozwigzanie:
Rzut prostopadly p na L to p' = (3,1,2). Zatem odlegtos¢ punktu p od prostej L to odleglosé
punktu p od punktu p’, czyli

d(p,p/) - H<17 _270)H = \/5
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Cwiczenia 25

Izometrie w przestrzeniach afinicznych

Odlegto$é¢ punktu od podprzestrzeni afinicznej to odlegtosé¢ tego punktu od jego rzutu prostopa-
dlego na te podprzestrzen.

Zadanie 1.
W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym obliczy¢ odleglosé punktu p = (5,2,2) od podprze-
strzeni M opisanej rownaniem: xy + 3xo + 223 = 1.

Rozwigzanie:
Zmajdujemy rzut prostopadtly na ptaszczyzne

M = (1,0,0) +1in((3, —1,0), (2,0, —1))

Dowolna prosta prostopadta do M to T(M)* = lin((1,3,2)). Zatem prosta prostopadta do M
przechodzaca przez punkt p to
(5,2,2) +1in((1,3,2))

Punkt przeciecia tej prostej i ptaszczyzny M to dowolny punkt z prostej
p(t) = (5,2,2) +t(1,3,2) = (5+1¢,2+ 3t,2 + 2t)
spelniajacy rownanie ptaszczyzny, czyli
G54+t)+32+3t)+22+2t)=1<t=-1
Zatem rzut punktu p na plaszczyzne M to p’ = (4, —1,0). Odlegtos¢ tego punktu od punktu p to
1(1,3,2)|| = V1+9+4 =14

Mozna tez skorzystac¢ z twierdzenia

Twierdzenie: W R” ze standardowym iloczynem skalarnym odlegtosé¢ punktu p = (y1,...,yn)
od podprzestrzeni M opisanej niezerowym réwnaniem a,xy + ... + a,x, = b wynosi

larys + ... + any, — b|

at+...+a2

Zatem odlegltos¢ punktu p od plaszczyzny M wynosi

5+6+4—1] 14
_Brora-1]_ V14

W)= e Vit

Zadanie 2.
1 0 1

W R3 ze iloczynem skalarnym zadanym macierza G({ , );st) = [0 1 0| obliczy¢ odleglogé
1 0 2

punktu p = (2, =5, —4) od podprzestrzeni M opisanej rownaniem: z; + 33 + 2x3 = 1.
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Rozwigzanie:
Mamy
M = (1,0,0) + lin((—3,1,0),(—=2,0,1))

Ponadto T(M)* jest opisane ukladem réwnan

0 = <(l’1,$2,l’3), (—3, 1, O)> = —3ZE1 — 31‘3 + To
0= ((w1,72,73),(—2,0,1)) = =221 — 223 + 71 + 213

Zatem T'(M)* = 1in((0,3,1)). Punkt p(t) = (2, =5, —4)+(0,3,1) = (2,3t —5,t —4), czyli dowolny
punkt lezacy na prostej prostopadtej do M przechodzacej przez punkt p, nalezy do M | gdy

24303t —5)+2t—4)=1&t=2

Zatem rzut punktu p na plaszczyzne M to p’ = (2,1,—2). Odlegtos¢ tego punktu od punktu p
Wynosi

d(p, M) = d(p.p') = ||p7]] = 1|(0,6,2)]| = V36 + 8 = Vil

Zadanie 3.
W R? ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé na paraboli (z2)? = x; punkt lezacy najblizej
prostej L = af((—1,0),(0,2)).

Rozwiazanie:
Mamy T'(L) = lin((1,2)), stad T'(L) jest opisane rownaniem 2z, — xo = 0, zatem L jest opisane
réwnaniem 2z, — x5 = —2. Nasza parabola jest to zbior punktow (¢%,t), gdzie ¢ jest rzeczywiste.

Dla kazdego (21, z2) mamy
221 — 22+ 2
d((21,22), L) = %
Stad
2P —t42] 22—t 42

V5 V2

Wyrazenie to jest najmniejsze dla t = }1, zatem szukany punkt jest to (1—16, }1)

d((t*,t),L)

Zadanie 4.
W R? niech M; = af((0,0, —5),(1,0,—4), (1,1, -5)), My = af((0,1,0), (1,1,1),(0,2,2)). Znalezé
My N M,y podajac jej baze punktows lub uktad bazowy.

Rozwigzanie:
Opiszmy M; uktadem réwnan
r1 — X2 — XT3 = 5

Opiszmy My uktadem rownan
T+ 2.T2 — T3 = 2

Zatem uktadem opisujacym przestrzeri My N My jest
T1 — T9g — X3 = 5
T+ 2I2 — T3 = 2
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Skad mamy
M, N M, = (4,-1,0) + lin((1,0, 1))

Uklad bazowy tej przestrzeni to (4, —1,0); (1,0, 1), natomiast baza punktowa tej przestrzeni to
(4,-1,0), (5,—1,1).

Zadanie 5.
Uktad punktéw po, p1, pa, p3 jest baza punktowa R3. Niech ¢y = (1, 1,0), ¢1 = (0,2,0), g2 = (3,0, 1),
g3 = (r,1,5). Dla jakich r € R istnieje izomorfizm afiniczny f : R® — R? taki, ze f(p;) = ¢; dla
i=0,1,2,37

Rozwigzanie:

Wiemy, ze f : H — M jest izomorfizmem afinicznym wtedy i tylko wtedy, gdy f’ jest izomorfizmem
liniowym, czyli gdy f przeprowadza baze punktowa w baze punktows dla dim M = dim H = n.

Zatem izomorfizm f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy qo, ¢1, g2, g3 jest baza punktows przestrzeni
R3, czyli gdy qoqt = (—1,1,0), W0 = (2,-1,1), Q00 = (r —1,0,5) sa liniowo niezalezne.

-1 1 0 1 -1 0
2 -1 1|~ |0 1 1
r—1 0 5 0 0 6-—r

Wektory sa wiec liniowo niezalezne, gdy r # 6. Zatem f jest izomorfizmem afinicznym dla r # 6.
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Cwiczenia 26
Odlegtosci miedzy punktami

Definicja: Niech (H,( , )) to przestrzen euklidesowa afiniczna, po,...,pr to uklad punktow
afinicznie niezaleznych w H. Zbior

S =Spo,---,pr) ={aopo+ ... +agpx | ao+ ... +ax =1 A a; > 0}

nazywamy k wymiarowym sympleksem o wierzchotkach py, ..., ps.

W szczegolnodci:
S(po,p1) = odcinek o koricach pg, p;

S(po,p1,p2) = trojkat o wierzchotkach po, p1, 2

k wymiarowsa miara (k wymiarowa objetoscia) k wymiarowego sympleksu S = S(po,...,pk)
nazywamy liczbe

1
voli(S) = =/ W (BB, - Foi)

gdzie W (pop1, - . ., popk) oznacza wyznacznik Grama tych wektorow.

Zadanie 1.
Obliczy¢ 3 wymiarowa miare sympleksu S = S((2,1,5),(3,2,5),(3,1,6),(3,1,5)).

Rozwigzanie:

Niech py = (2,1,5), p1 = (3,2,5), po = (3,1,6), p3 = (3,1,5). Policzmy wyznacznik Grama

\

wektorow pop1, Pop2, PoP3
W(p()phpop%popé) - det G((L 17 0)7 (17 07 1)7 (17 O, 0)) =1

Zatem 3-wymiarowa objetos¢ sympleksu S to

VOlg(S):l'lz !

Zadanie 2.

W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym niech S bedzie czworo$cianem o podstawie S((1, 0, 0),
(0,1,0),(0,0,1)) i wierzchotku p lezacym w plaszczyznie z; = 5 na okregu o $rodku (5,0,0) i
promieniu 1. Dla jakiego p objetos¢ sympleksu S jest najwieksza?

Rozwigzanie:
Objetos$é¢ czworoscianu bedzie najwieksza, gdy odlegto$é punktu p od podstawy bedzie najwieksza.
Plaszczyzna wyznaczona przez punkty (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) to

M = af((17070)7 (Oa 1a0)7 (0707 1)) = {(1'1,1‘2,1173) | Tyt Tyt 3= ]'}

Punkt p lezacy na plaszczyznie opisanej rownaniem x; = 5 i okregu o srodku w punkcie (5,0,0) i
promieniu 1 to na przyklad
p(s) = (5,cos(s), sin(s))
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dla dowolnego s. Odlegtosé tego punktu od ptaszczyzny M wynosi

_ [5+cos(s) +sin(s) —1] 1 |4 + cos(s) + sin(s)|
VIt1+1 V3

Chcemy zmaksymalizowaé wiec wyrazenie

d(p(s), M)

cos(s) + sin(s) = v/2 - sin (5 + %)
a to jest najwigksze dla s = 7. Wowczas p = <5, \/Li’ %)

Zadanie 3.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane jest przeksztalcenie afiniczne f : R3 — R3,
f((z1,29,23)) = (221 + xo + 5,311 + 22 + 3 — 4,521 + 223 + 2). Dla jakich rzeczywistych s
przeksztalcenie f zachowuje miare 3 wymiarowych réwnolegloécianow?

Rozwiagzanie:
f zachowuje miare 3 wymiarowych réwnolegtoscianow wtedy i tylko wtedy, gdy f’ zachowuje miare
3 wymiarowych rownolegloscianow, czyli gdy | det(M(f')%)] = 1. Mamy

M(f)s =

»w W N

1
1
0

N — O

Zatem |det(f')| =|s—2|,czyli|s —2| =1 s=3 V s=1.

Definicja: Niech (H,(, )) to przestrzeni euklidesowa afiniczna. Odwzorowanie f : H — H
nazywamy izometria jesli spetniony jest jeden z ponizszych (réwnowaznych) warunkow:

1. f jest afiniczne i f': T(H) — T(H) jest izometria liniowa,

2. f zachowuje odleglo$é¢ punktéw, to znaczy dla kazdych p, ¢ € H mamy

d(p,q) = d(f(p), f(q))

Zadanie 4.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym niech L = (0,1,0) + lin((1,0,0)), p = (3,0,0),
M = (6,0,0)+1in((0,0,1)), ¢ = (r,0, 3). Dla jakich r rzeczywistych istnieje izometria f : R3 — R3
taka, ze f(L) = M oraz f(p) = q?

Rozwigzanie:

[zometria zachowuje odleglosci, zatem taka izometria istnieje, gdy d(p, L) = d(q, M'). Wyznaczmy
odlegtosci punktu p od prostej L. Uklad (0,1,0);(1,0,0) jest prostopadtym uktadem bazowym
prostej L. Ponadto p = (3,0,0) = (0,1,0) + (3, —1,0), zatem rzut punktu p na prosta L to

((3,-1,0),(1,0,0))
((1,0,0),(1,0,0))

P =(0,1,0) + (1,0,0) = (3,1,0)
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Odlegtosé punktu p od punktu p’ wynosi wiec

VEB=32+0-12+0-02=vV1=1

Wyznaczmy odlegtosé punktu ¢ od prostej M w zaleznosci od parametru r. Uktad (6,0,0); (0,0, 1)
jest prostopadtym uktadem bazowym prostej M. Ponadto ¢ = (r,0,3) = (6,0,0) + (r — 6,0, 3),
zatem rzut punktu ¢ na prosta M to

((r—6,0,3),(0,0,1))

¢ =600+ ((0,0,1),(0,0,1))

(0,0,1) = (6,0, 3)

Odlegtosé punktu ¢ od punktu ¢’ wynosi wiec

V6 =72+ (0—-0)24+(3-32=+/(6-7)2=6—7|

Zatem
dip,L) =d(g M) =6 —r|=1<r=7V r=5

Zadanie 5.
W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym zbadac ile jest izometrii f : R?* — R? spelniajacych
£((0,0,1)) = (0,1,0), f(af((0,0,0),(0,1,0)) = af((0,0,0), (0,0, 1)).

Rozwigzanie:
Oznaczmy p = (0,0,1), ¢ = (0,1,0), L = af((0,0,0),(0,1,0)) oraz M = af((0,0,0),(0,0,1)).
Wowcezas

L =1in((0,1,0)) oraz M =1in((0,0,1))

Rzut prostopadty punktu p na prosta L to p’ = (0,0,0). Rowniez rzut prostopadly punktu ¢ na
prosta M to ¢' = (0,0,0). Ponadto mamy

d(p, L) = d(q, M) =1

zatem istnieje co najmniej jedna taka izometria. Ponadto mamy f(p’) = ¢/, poniewaz punkt p’
jest najblizszym punktem na L dla punktu p oraz ¢’ jest najblizszym punktem na M dla punktu
q. Dalej, niech p; bedzie punktem na prostej L w odleglosci 1 od punktu p’. Niech ¢; i ¢} beda
punktami na prostej M w odlegtosci 1 od punktu ¢/, wowezas f(p1) = ¢ lub f(p1) = ¢}. Niech
po bedzie punktem na prostej L' przechodzacej przez p’ i prostopadlej do af(p,p'p) lezacym w
odleglosci 1 od p'. Niech g9, ¢5 beda punktami na prostej M’ przechodzacej przez ¢', prostopadte;
do af(q, ¢, ¢1) lezacymi w odlegosci 1 od ¢'. Wowcezas f(pa) = g2 lub f(p2) = ¢,. Punkty p,p’, p1, p2
to baza punktowa R3. Wartosci f na tej bazie wynosza f(p) = ¢, f(p') = ¢, f(p1) = ¢ lub
f(p1) = q; oraz f(p2) = g2 lub f(p2) = ¢5, zatem sa cztery takie izometrie.
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Cwiczenia 27

Zadanie 1.
Niech (V,(, )) to przestrzen euklidesowa liniowa. Wykazaé, ze dla kazdych wektorow v,w € V
zachodzi:

v+w Lv—ws ||| =]l
Rozwigzanie:
Mamy
(v+w,v—w)=(v,v) — (v,w) + (v,w) — (w,w) = (v,v) — (W, w)
Zatem
v+w Llv—we vtwv—w) =0 (v,v) = (w,w) < ||| = ||lw]|

Udowodniliémy wiec, ze rownolegtobok jest rombem wtedy i tylko wtedy, gdy jego przekatne sa
prostopadte.

Definicja: Niech (V,( , )) to przestrzen euklidesowa liniowa. Mowimy, ze przeksztalcenie
liniowe F' : V. — V zachowuje prostopadto$é¢ wektoréw, jesli dla kazdych wektorow v, w € V

zachodzi
v1lw= F(v) L F(w)

Zadanie 2.
Niech (V,(, )) to przestrzen euklidesowa liniowa. Wykazaé, ze jesli przeksztalcenie liniowe F' :
V' — V zachowuje prostopadlo$é¢ wektorow, to dla kazdych wektorow v, w € V' zachodzi

o]} = llwl| = [[F@)[| = [|F(w)]]

Rozwigzanie:
Wiemy, ze
vl = l|lw|]| ¢ v+w Lov—w

Skoro f zachowuje prostopadto$é wektorow, to
v+wlv—w=Fv+w) L Fv—-—w)< Fv)+ F(w) L Fv)—F(w)

Zatem mamy
[vl| = [[wll = [[F@)I| = [[F(w)]|

Zadanie 3.
Niech (V,(, )) to przestrzen euklidesowa liniowa. Wykaza¢, ze jesli monomorfizm F' : V — V
zachowuje prostopadto$é wektorow, to F' jest ztozeniem liniowej izometrii i jednoktadnosci.

Rozwiazanie:

Skoro F' jest monomorfizmem, to jest izomorfizmem, poniewaz V jest skonczenie wymiarowsg
przestrzenia. Stad jesli vy,...,v, jest baza ortonormalna V', to F(v1),..., F(v,) jest baza pro-
stopadta V', poniewaz F' zachowuje prostopadtos¢ wektorow. F zachowuje dlugo$é wektorow,
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wiec skoro wszystkie wektory vy, ..., v, mialy rowna dlugos¢ (mianowicie 1), to wszystkie wek-
tory F(v1),..., F(v,) rowniez maja jednakowa dtugos¢. Niech dlugosé tych wektorow to a > 0.
Niech G = %F , wowczas (G przeprowadza baze ortonormalng vy, ..., v, na baze ortonormalng
1F(v1),...,2F(v,). Zatem G jest izometria. Wowcezas F = a - G jest zlozeniem izometrii liniowe;
G oraz jednokltadnosci o skali a.

Przypomnienie:

Przeksztalcenie afiniczne f : H — H jest izometria przestrzeni (H, ( , )) wtedy i tylko wtedy, gdy
f'T(H) — T(H) jest izometria liniowa, czyli gdy dla kazdej bazy ortonormalnej B przestrzeni
T(H) macierz M(f")5 jest ortogonalna.

Kazda macierz ortogonalna 2 x 2 jest postaci

[cos(t) —sin(t)} b [cos(t) sin(t)]

sin(t)  cos(t) sin(t) — cos(t)

Zadanie 4.
Wykazaé, ze kazda macierz ortogonalna 3x3 jest podobna do macierzy postaci:
cos(t) —sin(t) 0 cos(t) sin(t) 0
M, = |sin(t) cos(t) 0 lub My = [sin(t) —cos(t) 0
0 0 r 0 0 r

gdzier =1 1lubr = —1.

Rozwigzanie:

Niech A to macierz ortogonalna rozmiaru 3 x 3. Niech F' : R* — R3 bedzie endomorfizmem
zadanym w bazie standardowej macierza A. Woéwczas wielomian charakterystyczny macierzy A
jest wielomianem charakterystycznym trzeciego stopnia, czyli ma pierwiastek, wiec F' ma wartosé
wtasna. Niech ta warto$¢ wtasna to r. Niech v bedzie dowolnym wektorem wlasnym F' o wartosci
wlasnej r, czyli F'(v) = rv. Skoro A jest ortogonalna, to F jest izometrig liniowa przestrzeni R? ze
standardowym iloczynem skalarnym. Zatem |r| = 1. Niech C = {w;, ws} bedzie baza ortonormalna
przestrzeni lin(v)t. Skoro F(v) = rv, czyli F(lin(v)) = lin(v), to F(lin(v)*t) = lin(v)*, poniewaz
F zachowuje prostopadlosé. Niech G : lin(v)* — lin(v)*", G = Flyy,), wowczas G jest izometria,
wiec jej macierz w bazie C jest macierza ortogonalng rozmiaru 2 x 2 postaci

[cos(t) —sin(t)} Lub [cos(t) sin(t)]

sin(t)  cos(t) sin(t) — cos(t)

Stad dla bazy B = {w;,ws, v} macierz M(F)5 jest postaci M; lub M. Ale A jest podobna do
M(F)E, poniewaz A = M(F)st.

Zadanie 5.

W R? ze standardowym iloczynem skalarnym rozpatrzmy izometrie afiniczne f spelniajac warunki
£((0,0,0)) = (0,0,1) oraz f'(lin((1,2,1),(0,1,0)) = lin((1,2,1),(0,1,0)). Opisaé te izometrie po-
dajac ich wartos$ci na wybranym uktadzie bazowym.

Rozwigzanie:
Niech wy, ws bedzie baza ortonormalng przestrzeni W = lin((1,2,1),(0,1,0)), czyli na przyktad
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wy = \/Lg(l, 0,1) oraz wy = (0,1,0). Niech w3 bedzie baza ortonormalng przestrzeni W+, czyli na

przyklad w, = \%(1,0, —1). Wtedy w bazie B = {w;, wq, w3} przeksztalcenie f’ ma macierz M

lub My z poprzedniego zadania. Ponadto dla py = (0,0,0) mamy f(po) = (0,0,1).
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Cwiczenia 28

Hiperpowierzchnie

Twierdzenie: (Klasyfikacja wlasciwych hiperpowierzchni (krzywych) stopnia 2 w R?) Kazda
wlasciwa hiperpowierzchnia stopnia 2 w R? jest afinicznie izomorficzna z jedng z nastepujacych
krzywych:

{(z1,20) €eR* | — 27 +1=0}
Jest to para prostych réwnoleglych.

{(z1,22) €ER?*| — 23 — 23 +1=0}

Krzywa tego typu afinicznego nazywamy elipsg.

{(z1,72) ER?* | 2] — 23 +1=0}
Krzywa te nazywamy hiperbola.

{(z1,22) € R? | 2} — 23 = 0}

Jes to para prostych przecinajacych sie.

{(z1,72) € R? | 27 + 25 = 0}
Krzywa te nazywamy parabola.

Twierdzenie: (Klasyfikacja wlasciwych hiperpowierzchni stopnia 2 w R?) Kazda wlasciwa
hiperpowierzchnia stopnia 2 w R? jest afiniczna z jedna z nastepujacych hiperpowierzchni:

{(z1, 29, x3) c R? | —xf#—l:O

Jest to para ptaszczyzn réwnoleglych.

{(Z’l,$2,$3) €R3 ‘ _553—33%—1-1:0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy walcem eliptycznym.

{(331,1'2,1’3) € Rg | x% —x%_{_l — 0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy walcem hiperbolicznym.
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{<xlax27x3) ER?) | _.T%—SEg—Q}g)—i—l:O}

Hiperpowierzchnie te nazywamy elipsoida.

{(z1,29,23) ER® | 23 — 23 — 25 +1 =0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy hiperboloida jednopowltokows.

{(z1,29,23) ER® | 23+ 25 — 25 +1 =0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy hiperboloida dwupowltokows.

{(z1, 72, 23) € R® | 2 — 23 =0}

Jest to para plaszczyzn przecinajacych sie.

{21, 22, m5) € R | 2% + 75 — 5 = 0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy stozkiem eliptycznym.

{(z1,z2,23) € R® | 2 + 23 = 0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy walcem parabolicznym.

{(z1, 22, 23) € R? | x? —I—x% + z3 =0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy paraboloida eliptyczna.

{(z1, 22, 23) € R3 | a:% — x% + x5 =0}

Hiperpowierzchnie te nazywamy paraboloida hiperboliczng.

Zadanie 1.
Krzywa X € R? w standardowym uktadzie bazowym (0,0); (1,0), (0,1) jest opisana réwnaniem:
513i+2x3—6x109—211+1 = 0. Znalez¢ réwnanie opisujace X w uktadzie bazowym (1,1); (1,1), (1,2).

Rozwiazanie:
Niech (y1,y2) to wspohrzedne punktu (z1, z5) w zadanym uktadzie bazowym. Mamy

(‘rl,x?) = (17 1) + y1(17 1) + y2(1v 2)

czyli x4 =y +yo + 1 oraz xs = y; + 2y + 1. Podstawiamy te réwnania do réwnania wyj$ciowego
5% + 222 — 62115 — 271 + 1 = 0 i dostajemy

Sy +ye F D2 4+2( + 2y + 12 =6y + o F D) (i + 202+ 1) =201 e+ 1) +1=0
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co po uproszczeniu daje nam
yity; —1=0

To zadanie jest przyktadem najwazniejszego typu obserwacji jakie bedziemy robi¢ w zwiazku z
hiperpowierzchniami. Mamy hiperpowierzchnie X opisang w standardowym ukladzie bazowym
jakim$§ rownaniem. Aby zrozumie¢ jak wyglada X opisujemy ja rownaniem w innym ukladzie
bazowym, ktory jest dobrany tak, aby to nowe réwnanie byto prostsze.

Zadanie 2.
Krzywa Y € R? jest w uktadzie bazowym (2, 1);(1,1), (1,0) opisana rownaniem z;z5 — 3z +5 = 0.
Znalez¢ rownanie opisujace Y w uktadzie bazowym (4,2);(1,2), (3,5).

Rozwiazanie:
Znajdujemy wspotrzedne yq, yo w drugim uktadzie bazowym

(27 1) + xl(la 1) + 1‘2(1, 0) = (47 2) + yl(lv 2) + y2(3’ 5)

Stad

24+ +xe =4+ 11+ 3y

1+21 =242y, + 5y
Czyli

{1’1 =142y + 5y,
T2 =1—y1 — 2y
Dostajemy
(14+2y1 +5y2) (1 — 91 — 2y2) = 3(1 —y1 — 2y2) +5=10

Przypomnienie:
Jesli B = {vy,...,v,} 1 C = {wy,...,w,} sa bazami przestrzeni liniowej V nad cialem K oraz

101 + ...+ U, = 1wy + - .-+ Ypw,, to mamy rownanie macierzowe:

gdzie C' = M (id)8 (zwana macierza zamiany wspotrzednych od C do B)

Zadanie 3.

Niech po; B i qo;C (gdzie B = {vq,...,v,},C = {ws,...,w,}) beda uktadami bazowymi przestrzeni

afinicznej H. Niech pg + z1v1 + ... + 2,0, = qo + y1w1 + . . . + Ypw,. Znalezé rownanie macierzowe
I n

wyrazajace zaleznos¢ | : | od
Tn Yn

Rozwigzanie:

Niech qo = po + d1v1 + ... + dpv,. Wowcezas

Do+ 11 + .+ XU, = po + divy + ..o F dpu, + Y1y + . YWy,
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Zatem
po+ (1 —dy)vr + ...+ (2, — dp)vp = po+ aws + . .. + Ypwy,

czyli
(x1 —dy)vr + ..o+ (T, — dp)vp = 1wy + ... + Ypwy,
Macierzowo mamy
Ty —dy Y1
: =C-|:
Tp — dy, Un
gdzie C' = M (id)5. Zatem otrzymujemy
Ty Y1 dy
=0
Ty, Yn dn,

Zadanie 4.
Okredli¢ typ afiniczny nastepujacej krzywej w R?

X = {(z1,72) € R? | 2] — 525 + 22179 + 271 — 1029 = 0}

Rozwiazanie:

Zmieniajac uktad bazowy, upraszczamy roéwnanie opisujace X tak, az dostaniemy réwnanie z listy.
Pozbywamy si¢ wyrazéw mieszanych (postaci z;x; dla i # j), to znaczy diagonalizujemy forme
kwadratowa 2 —5x3+2x1 7. Odpowiada jej forma dwuliniowa h o macierzy (w bazie standardowej)

A= [1 _15} Przyklad bazy prostopadlej dla formy h to C = {(1,0),(—1,1)}. Wowczas mamy
10 . . et |11 T {10
G(h;C) = [0 —6}’ czyli dla C = M (id)§ = [0 _1} mamy C* AC' = [0 —6} Mamy
{xl] _C. [yl] _ [yl +yz]
T3 Y2 Y2
czyli zo = y1 + Y2, 2 = —yo. Podstawiajac do rownania opisujacego X dostajemy:

y% —6y§ + 2y + 12y, =0

Pozbywamy sie wyrazéw stopnia pierwszego.
yi — 6ys + 2y + 12y, = 0

Wtedy
() +1)?=1-6(y2—1)* +6=0
Czyli
(y1 + 1) =6(ya —1)* +5=10
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Podstawiajac
n=pn+tLzn=yp-1

mamy
27— 62 +5=0

Juz widaé, ze X jest hiperbola.
Jesli chcemy dojs¢ doktadnie do rownania z listy, to dzielimy nasze rownanie przez 5:

1 6

i bierzemy s; = \/ngl 189 = \/EZQ.

111






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z geometrii z algebra liniowa II

Cwiczenia 29

Hiperpowierzchnie c.d.

Zadanie 1.
Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni

X = {(x1, 29, 73) € R® | 27 + 525 + 2423 + 4a129 + 621273 + 202975 + 225 — 19 = 0}

Rozwiazanie:
Macierz czesci kwadratowej réwnania opisujacego wynosi

1 2 3
A=12 5 10
3 10 24

Przykltad bazy prostopadtej dla formy zadanej macierza A to v; = (1,0,0),ve = (=2,1,0),v3 =
(5,—4,1). Wowczas dla B = {vy, vg, v3} mamy

1 -2 5
C=M@Gdz=10 1 -4
0 0 1
10 0
oraz CTAC = [0 1 0 |.Przyjmujac
00 —1
Ty Y1 1 -2 5 U1
i) :C Yo | = 0 1 —4 Yo
T3 Ys 0 0 1 Ys

mamy
r1 = Y1 — 2y2 + Sy3
To = Yo — 4y3
T3 =Ys

Podstawiajac do rownania opisujacego X dostajemy:
xf + 5x§ + 24x§ + 4x129 + 62123 + 202903 + 209 — 19 =
=yl +ys — Y3+ 2(y2 —4ys) —19=yi +y5 —y3 +2y2 — 8y; — 19 =
=Y+ (e +1)’ =1 (ys+4)? +16 - 19 =27 + 25 — 25 — 4
Mamy przy tym:

=z
Yo =23 — 1
Y3 =23 — 4
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wiec
Ty =y1 —2y2 +5ys = 21 — 220+ 2+ 523 — 20 = z; — 229 + 5z3 — 18
Iz=y2—4y3:z2—1—4z3+16:,22—423+15
T3 =1ys =23 — 4

czyli macierzowo:

T 1 -2 5 21 —18
T3 0 0 1 23 —4

Zadanie 2.
Rozwiaza¢ Zadanie 1. metoda Lagrange’a (uzupeianie do kwadratow).

Zadanie 3.
Niech Y; = {(z1, 79, 13) € R? | 22129 + 42173 + 22973 + 871 + ¢ = 0}. Dla jakich rzeczywistych ¢
hiperpowierzchnia Y; ma ten sam typ afiniczny co hiperpowierzchnia X z Zadania 17

Rozwigzanie:
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Cwiczenia 30

Powtoérzenie wiadomosci

Zadanie 1.
Dla endomorfizmu ¢ : R* — R* zadanego wzorem

O((z1, 9, 3, 24)) = (=924, X1 + 2474, B9 — 2224, T3 + 814)

znalez¢ wartosci wlasne i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wtasnych.

Rozwigzanie:
Wezmy baze standardows przestrzeni RY. Woéwczas

000 -9

@ |1 00 24
MOG= g 1 0 —2
001 8

Woéwecezas, korzystajac z rozwiniecia Laplace’a dla pierwszego wiersza, mamy

-2 0 0 -9

Y
wo)=det | 0 0 2 o ey et | 1A 22|+
0 0 1 8-\ 01 8-4A
1 -\ 0
F=DM=9) - det [0 1 =X = (N[N (=A)(S = A) + 24 — (—=22)(=N)] + (=1)(=9) =
0 0 1

=2t — 823 + 2227 — 241 + 9 = (z — 3)*(z — 1)?

Wartosci wlasne endomorfizmu ¢ to 11 3.

PRl I ) I
($1,$2,x3,$4) € ‘/(1) A 0 1 —1 —922 ’ T3 = 0 < § T2 = 151y
o 0 1 7 T4 0 Ty = =Ty

(=924, 1524, = T4, 24) = 24(—9,15, =7, 1), zatem Vjy) = lin((—9,15, =7, 1)).

R B T
(./1,'171‘2,1;3,134) S ‘/(3) = 0 1 _3 —99 : T3 = O = Lo = 7:64
o 0 1 5 T4 0 T3 = =514

(=324, T4, =54, 24) = 24(—3,7,-5,1), zatem V(g = lin((-3,7, =5,1)).

Zadanie 2.
Czy endomorfizm ¢ : R?* — R? dany wzorem

¢(<$1, T2, [Eg)) = (—7[L’1 + 2[)’22 + 6[1)37 —41’1 + 23172 + 31’3, —81'1 + 25(72 + 71’3)
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jest diagonalizowalny? Jesli tak, to poda¢ przyktady bazy A ztozonej z wektorow wtasnych endo-
morfizmu ¢ i znalezé M (¢)7.

Rozwigzanie:
Wezmy baze standardows przestrzeni R?. Wowczas

M(g)g=|—4 2 3

Zatem

—T—X 2 6
we(A) =det | =4 2—X 3 | =(=T—=A)(2=A)(7T— ) — 48 — 48 + 48(2 — A)+
-8 2 T—)

F6(7T+ AN +8(7T—A) = =N +2X7 = A= )\ - 1)
Zatem wartosci wlasne tego endomorfizmu to 1 i 0.
Iy

6
3| - To| =
6 XT3

8 2
(z1,29,23) € V) & |—4 1

& 1o = 4dr] — 323

o O O

(w1,421 — 323, 23) = 21(1,4,0) + 23(0, =3, 1), zatem V(y) = lin((1,4,0), (0, =3, 1)).

72 6] [=n] o b
(1, 9,23) € Vigy & |—4 2 3| - |2a| = |0 @{ e
-8 2 7| |3 0 T2 = 3%
(xg, %l’g},l’g) = %:133(2, 1,2), zatem V() = lin((Q, 1,2)).
V' = Vio) + V1), poniewaz wektory (2,1 (1,4,0),(0,—3,1) sa liniowo niezalezne. Niech wiec
1 00
A=1{(1,4,0),(0,-3,1),(2,1,2)}, wowczas M (¢ 01 0].
0 00
Zadanie 3.
Niech
1 2 0 5 0 13 1 -1 5
Ai=1—-1 4 0|, A,=10 5 0], A3=12 4 6
5 —5 3 -2 0 =5 0 0 3

Dla kazdej z powyzszych macierzy A;, ¢ = 1,2, 3 zbada¢, czy A; jest diagonalizowalna nad R oraz
czy A; jest ciagonalizowalna nad C.

Jesli A; jest diagonalizowalna nad K (dla K = R lub C), to znalez¢ taka macierz odwracalng
C; € M3y3(K), ze macierz C; ' A;C; jest diagonalna.

Rozwigzanie:
Obliczmy wartosci wlasne dla kazdej macierzy.
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1 2 0
Niech A} = M(¢1)%=|-1 4 0|, wowczas wg, (A) = —(A — 3)*(\ — 2), zatem wartosci wlasne
5 =5 3
tej macierzy to 312 dla K =R oraz K = C.
5 0 13
Niech Ay = M(¢2)t= | 0 5 0 |, wowczas wg,(A) = (5 — A)(A\? + 1), zatem wartosci wlasne
-2 0 =5
tej macierzy to 5 dla K = R oraz 5,4, —i dla K = C.
1 -1 5
Niech A3 = M(¢3)% = [2 4 6. wowczas wg,(N) = —(2A3)?(\ —2), zatem wartosci wlasne tej
0 0 3

macierzy to 312 dla K =R oraz K = C.

Dla kazdej macierzy obliczamy bazy odpowiadajacych im przestrzeni wtasnych w odpowiednim
ciele. Nastepnie sprawdzimy, czy macierz jest diagonalizowalna.

-1 2 0 T 0 = O
(1,29,23) € Vi & | =1 2 0| - |z2| = |0] & { ! °
5 -5 1| | 0 Ty = —5T3
(229, w2, =5x9) = 22(2,1, =5), zatem Vi(9) = lin((2,1, =5)).
-2 2 0 T 0
(33'1,1'2,373) € ‘/1(3) & | -1 1 O] |x| = |0] ©x1 =29
5 -5 0 T3 0

(1,21, 23) = 21(1,1,0) + 23(0,0,1), zatem V;3y = lin((1,1,0), (0,0,1)).

Vi) + Vi) = 3, zatem macierz A, jest diagonalizowalna nad ciatem liczb rzeczywistych i zespo-
lonych.

0 0 13 1 0
0 O 0 x| = |0 © a1 = 3 =10
-2 0 —10 T3 0

(0, 25,0) = 22(0,1,0), zatem Vy(s) = lin((0, 1,0)).

(21,20, 73) € Vo) =

5—1 0 13 1 0 by = (5,
T1,T2,T3) € Vo) <= —1 clxe| = =
Vi 0 5-4i 0 0 ! 2
20 —5—i| |z 0 z2 =0

(— (5;@)1,3’ 0, $3> = —3x3(5 41,0, —2), zatem Vo) = lin((5 + 7,0, —2)).

541 0 13 T 0 Ty — (5—z)x
(.Tl, Ta, .CI§'3> € ‘/2(_@) 4 0 541 0 | Xyl = 0] & { ! 2
2 0 —5+i| |xs] [0 7 =0

<—(5;i):c3, O,x3> = —%x3(5 — 1,0, —2), zatem V5 = lin((5 — 4,0, —2)).
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Macierz Ay ma w ciele liczb rzeczywistych tylko jedna podprzestrzen wtasna, ktérej wymiar jest
rowny 1, zatem macierz A, nie jest diagonalizowalna w ciele liczb rzeczywistych. Mamy Va5 +
Vogy + Vo—iy = 3, zatem macierz A 2 jest diagonalizowalna w ciele liczb zespolonych.

-1 -1
(21, 29,23) € V30 & | 2 2
0 0
(21, —21,0) = 21(1, —1,0), zatem V1) = lin((1,—1,0)).

5 T 0 T — —x
6] - |zo| = |0 @{ ! 2
1 ZIs3 0 1’320

-2 -1 5 T 0 O = 1
(w1, 09,23) EVay = | 2 1 6] |z = |0 & { ! 2
0 0 0] |xg 0 z3 =0

(21, —221,0) = 21(1, =2,0), zatem Vi) = lin((1, —=2,0)). Vi) + Va3 = 2, zatem macierz Az nie
jest diagonalizowalna ani nad cialem liczb rzeczywisrych, ani nad ciatem liczb zespolonych.

Znajdzmy teraz taka macierz odwracalng Cj, ze C; ' A;C; jest diagonalna.

2 00
Niech B; = {(2,1,-5),(1,1,0),(0,0,1)} oraz niech B; = M(qﬁl)gi =10 3 0f, wowczas macierz
00 3
2 10
C, = M(gbl)sgtl = 1|1 1 0| spetia warunek B, = C;'A4,C.
-5 0 1
5 0 0
Niech By = {(0,1,0), (5+14,0,—-2), (5—1,0, —2)} oraz niech By = M(@)gj =10 4 0|, wowczas
00 —
0 547 5—1
macierz Cy = M(¢2)y, = |1 0 0 spetnia warunek By = Oy ' A5C,.
0 -2 —2
Zadanie 4.
Dana jest macierz A = [g 73] Dla jakich liczb catkowitych m spelniajacych warunek |m| < 20
macierz A jest diagonalizowalna nad
a) Q
b) R
c) C
Rozwiazanie:

Rozpatrzmy ogoélnie, dla jakiego m macierz jest diagonalizowalna.

Niech A = M(¢)st = [g Tg], wowczas wy(A) = det [_3/\ in)\} = (A4 V3m)(A — V/3m), zatem

wartosci wlasne ¢ to v3m i —v/3m.

(21, 22) € Vigm) & [_\é% —\773_77%] ' [2] - {O
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(03,22) = baa(v/Fm,3), zatem Vi ) = lin((V3.3)).

v3m
3

T2

W el L] -

(:Cl,xQ) G ‘/(_\/%) <:> |: 3 \/% . x2 0:| <:> 'Tl —_ —

(—\é%m,m) = %xg(—\/3m,3), zatem V_ ) = lin((—+v/3m, 3)).

Aby A byta diagonalizowalna, to wektory (v/3m, 3), (—v/3m, 3) musza by¢ liniowo niezalezne, czyli
m # 0.

a) Nad cialem liczb wymiernych

(vV3m,3) € Q* & V3m e Q< m e {3,12}

b) Nad cialem liczb rzeczywistych

(V3m,3) eR* & V3meR&3m >0 m>0<me {1,2,...,19,20}

¢) Nad ciatem liczb zespolonych

(V3m,3) e C* & vV3me Ceme {-20,-19,...,-1,1,2,...,19,20}

Zadanie 5.
Niech A, x,(K) bedzie macierza majaca doktadnie jedna wartosé¢ wtasng w K. Wykazaé, ze A jest
diagonalizowalna nad K wtedy i tylko wtedy, gdy A jest diagonalna.

Rozwigzanie:

Twierdzenie: Macierz A € M, ., (K) jest diagonalizowalna nad cialem K, wtedy i tylko wtedy,
gdy

e wielomian charakterystyczny macierzy A ma n (niekoniecznie roznych) pierwiastkow

e dla kazdej wartosci wtasnej macierzy A mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektorow
wlasnych, ile wynosi krotnosé tej wartosci wtasnej jako pierwiastka wielomianu charakte-
rystycznego

Niech wartos¢ wlasna macierzy A € M, «,(K) to a. Zatem jesli A = M (¢)5k, gdzie ¢ = End(V) jest
diagonalizowalna, to ma n pierwiastkow rownych a, czyli wa(\) = (a — A)". Moge zatem wybraé n
liniowo niezaleznych wektorow wlasnych. Niech B = {ay, ..., a,} to te wektory wlasne. Wowczas
dla;) =a-a; dlai € {1,...,n}. Wowcezas dla kazdego o« € V mamy « € lin(ay, ..., «,), zatem

mamy o = a1 + ...+ a,Q,, czyli
Pla) = dplaroq + ...+ apo,) = arp(on) + ...+ apdplay =a1-a- o+ ...+ ay-a-a, =0 -«

Zatem A= M (o)t =a-1.
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Jesli macierz jest w postaci diagonalnej, to oczywiscie jest diagonalizowalna, bo jest podobna do
samej siebie. [

Zadanie 6.
1 -3 0 3

Znalez¢ posta¢ Jordana macierzy A = _02 :g (1) 133 € Myxa(R).
-1 -4 0 8

Rozwiazanie:
Obliczmy wielomian charakterystyczny dla danej macierzy. Z rozwiniecia Laplace’a dla trzeciej
kolumny mamy
1—-X =3 0 3
-2 —6-X 0 13

_ oy 1\4
wa(A) = det 0 s 1_y 3 |7 (A=1)
—1 —4 0 8— A\
Zatem wartos¢ wlasna tej macierzy to 1. Dalej mamy
0 -3 0 3
o |-2 =70 13
(A=1I) = 0 -3 0 3
-1 -4 0 7
r((A—=1)°) —r((A—1I)') =4 -2 =2, zatem mamy dwie klatki rozmiaru co najmniej 1.
39 0 —18
. 130 -6
(A1) = 39 0 —18
1 3 0 —6
r((A—1D)" —r((A—1)?)=2—1=1, zatem jest jedna klatka rozmiaru co najmniej 2. Zatem
1 100
01 10
Ar=1901 0
0 0 01
Zadanie 7.
Dla jakich r € R nastepujace macierze A;, Ay € Myy4(R) sa podobne?
3 =1 0 0 3 1 2 1
1 1 0 0 1 10 1
A=10 05 3]0 BT 12
r 0 3 —1 0 00 2
Rozwigzanie:
Obliczmy wielomian charakterystyczny dla kazdej macierzy
3—A -1 0 0
wy, (N) = det Lol=A 0 0 = (A —2)?

T 0 5—A -3
T 0 3 —1-A
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3—A 1 2 1
B 1 1-x 0 1 | )
wa,(A) = det 1 1 9-y 1|7 (A—2)

0 0 0 2—-2A

Dla macierzy A, znajdzmy jej posta¢ Jordana.

1 1 2 1
o |1 -1 01
A=207=1\ 1 1 o
0 0 0 0

r((Ay —2I)°%) — r((Ay — 2I)') = 4 — 2 = 2, zatem sg dwie klatki rozmiaru co najmniej 1.

02 2 0
02 2 0

p— 2:
(Ao =207 =15 5 5 ¢
00 0 0

r((A—20)") —r((A—2I)%) =2—1=1, zatem jest jedna klatka rozmiaru co najmniej 2. Zatem

2100

0210

Ar=10 0 2 0

00 0 2

Dla macierzy A; znajdzmy jej posta¢ Jordana.

1 -1 0 0
ot |1 -1 0 0
Ai=2D7 =1 g 3 3
r 0 3 =3

r((A; —20)°%) —r((A; — 2I)') = 4 — 2 = 2, zatem sg dwie klatki rozmiaru co najmniej 1.

0 0 0O

Com2_ |0 0 00
(A1 —20)" = r —r 0 0
r —r 0 0

2—1=1 dlar#0
2—-0=2 dlar=0
najmniej 2, natomiast dla r = 0 mamy dwie klatki rozmiaru co najmniej 2. Chcemy aby macierz
A; byla podobna do macierzy A,, czyli aby jej posta¢ Jordana byta taka sama (z dokladnoscia
do kolejnosci klatek). Zatem posta¢ Jordana macierzy A; musi mieé¢ jedna klatke rozmiaru 3 x 3 i
jedng klatke rozmiaru 1 x 1. Tak bedzie, gdy r # 0.

r((Ay —20)Y) —r((A; —21)?) = Dla r # 0 mamy jedna klatke rozmiaru co

Zadanie 8.
Zmalez¢ bazy Jordana dla nastepujacych endomorfizméw ¢; : R3 — R3
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a) ¢1((x1,z9,23)) = (221 + 29 + 323,21 + T2 — b3, —X1 + T2 + 623)
b) <Z52((3717372,553)) = (4551 — x9,471,8711 — 4o + 21:3)

Rozwiazanie:

a) Zmajdzmy macierz przeksztalcenia w bazie standardowe;j

2 1 3
A=Mg)g={1 1 -5
-1 1 6
Wowczas jej wielomian charakterystyczny to
2—X 1 3
wy,(\)=det | 1 1-X -5 |=-(\-3)*

-1 1 6— A

Znajdzmy posta¢ Jordana dla danej macierzy

-1 1 3
(A4 =3D)'=]1 -275
-1 1 3

r((A; —31)°) — r((A; — 3I)') = 3 —2 =1, zatem jest jedna klatka rozmiaru co najmniej 1.
Zatem

1 0

3 1

0 3

Wyznaczmy teraz baze Jordana. Wiemy, ze as € ker(¢, — 3id)3 \ ker(¢; — 3id)?. Wyznaczmy
zatem ker(¢ — 3id)? oraz ker(¢; — 3id)>.

Macierza ker(¢; — 3id)? jest

Bs = (A, —3I)% =

o O O

0
0
0

o O O

Szukamy takiego wektora v, ze Bs-v = 0 (przy czym v traktujemy jako wektor kolumnowy o
wspolczynnikach w bazie standardowej). Te réwnanie spetnia oczywiscie kazdy wektor, zatem
ker(¢; — 3id)® = R3.

Macierza ker(¢; — 3id)? jest

-1 0 1
By= (A —3id*=|2 0 -2
-1 0 1

Szukamy takiego wektora w, ze By -w = 0 (przy czym w traktujemy jako wektor kolumnowy
o wspotrzednych w bazie standardowej). Niech w = (z1, z2, x3)

2 0 =2 -|x2| =10 &2 = T3
-1 0 1 T3 0
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zatem ker(¢; — 3id)? = lin((1,0, 1), (0,1,0)).

Zatem wektor nalezacy do ker(¢1 — 3id)® \ ker(¢, — 3id)* to na przyktad as = (1,0,0). Dalej
mamy

Qg = (¢1 — SZd)(Oég) = (—1, 1, —1)
a1 = (¢1 — SZd)(CYQ) = (—1,2, —1)
Zatem przykladowa baza Jordana to J = {(—1,2,-1),(-1,1,—1),(1,0,0)}.

b) Znajdzmy macierz przeksztalcenia w bazie standardowe;

4 -1 0
8 —4 2
Woéwczas jej wielomian charakterystyczny to
44—\ —1 0
wy,(N)=det | 4 X 0 |=-(\-2)
8 -4 2-)
Znajdzmy posta¢ Jordana dla danej macierzy
2 -1 0
(A —2D)' =14 -2 0
8 —4 0

r((Ay —21)°%) — r((Ay — 21)') = 3 — 1 = 2, zatem sa dwie klatki rozmiaru co najmniej 1.
Zatem

Agy =

S O N
e SN =
N OO

Wyznaczmy teraz baze Jordana. Wiemy, ze o € ker(¢o — 2id)? \ ker(¢ — 2id)'. Wyznaczmy

zatem ker(¢py — 2id)? oraz ker(¢py — 2id)!.

Macierza (¢o — 2id)?* jest

By = (Ay —21)* =

o O O

0
0
0

o O O

Szukamy takiego wektora v, ze By -v = 0 (przy czym v traktujemy jako wektor kolumnowy o
wspohrzednych w bazie standardowej). Te rownanie spelnia oczywiscie kazdy wektor. Zatem
ker(¢y — 2id)? = R3.

Macierza (¢o — 2id)* jest

2 -1 0
By =(Ay—20)*= 14 —2 0
8 —4 0
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Szukamy takiego w, ze By - w = 0 (przy czym w traktujemy jako wektor kolumnowy o
wspohrzednych w bazie standardowej). Niech w = (21, x9, 3)

2 -1 0 1 0
4 =2 0f - |xa| = |0] & 221 = 29
8 —4 0 T3 0

zatem ker(¢o — 2id)' = lin((1,2,1),(0,0,1)). Zauwazmy, ze ker(¢, — 2id)! = V{y), zatem
wektor as moze by¢ wybrany jako dowolny niezerowy wektor nie wilasny. Niech wiec na
przykltad as = (0, 1,0). Wowczas mamy

ap = (¢2 — 2Zd)(0é2) = (—1, —1, —4)

Wektor a3 mozemy dobraé¢ do wektora a; jako liniowo niezalezny wektor wtasny przeksztal-
cenia. Niech wiec na przyktad asz = (0,0, 1).

Zatem przykladowa baza Jordana to J = {(—1,—2,—4),(0,1,0),(0,0,1)}.

Zadanie 9.
Dla macierzy Aj, Ay € M3.3(R) obliczy¢ A" dla m € N

3 1 3 4 2 2
A=11 2 =5, Ay=|-1 71
11 7 117

Zadanie 10.
Niech A € M,,»,(R). Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

e Istnieje k € N takie, ze A* jest macierza zerows

o wa() = (—1)"A"

Rozwiazanie:

Niech A € M, 5, (R), wowczas A € M,,«,,(C). Rozpatrzmy wiec macierz A w ciele liczb zespolonych.
Wiemy, ze dla kazdej macierzy A € M, «,(C) istnieje macierz w postaci Jordana A ;. Macierz ta jest
podobna do macierzy A, zatem istnieje taka macierz odwracalna C' € M,,»,(C), ze A = C~1A;C.

= Skoro A jest podobne do Aj, to A* jest podobne do A% i macierz C realizuje podobiefistwo
miedzy macierzami A i A;. Skoro istnieje takie k € N, ze A* jest macierza zerowa, to jako ze C
nie jest macierza zerowa, to réwniez A% jest macierza zerowa. Skoro macierze A i A; sa podobne,
to ich wyznacznik jest taki sam. Réwniez ich wielomian charakterystyczny jest taki sam. Jesli wiec
macierz A; miataby dowolng klatke Jordana odpowiadajaca niezerowej wartosci wlasnej, to nie
istnieje k € N, takie ze A% jest macierza zerowa. A zatem A; ma na przekatnej same zera. Czyli
jej wielomian charakterystyczny to wa,(A) = det(A; — AI) = (=A\)" = (—=1)"A\". Zatem roéwniez
wa(A) = (=1)" A"
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Twierdzenie: Niech A, B € M, (K). Nastepujace warunki sg rownowazne:
e macierze A, B sa podobne

e istnieje ¢ € End(K") oraz bazy A, B przestrzeni K" takie, ze A = M($)%4 oraz B =
M(¢)g

Twierdzenie: (O triangularyzowalnosci) Niech V' bedzie przestrzenia skonczenie wymiarowa
nad ciatem K oraz niech ¢ € End(V'). Nastepujace warunki sg rownowazne:

e w,(\) rozklada si¢ na czynniki liniowe

e istnieje baza A, w ktorej macierz M (¢)*4 jest gérnotrojkatna. Macierz ta ma na przekatnej
wszystkie pierwiastki swojego wielomianu charakterystycznego.

< Niech A = M(¢)%. Jesli wa(\) = (=1)"\", to istnieje baza B, w ktorej macierz M (¢)5
jest gornotrojkatna. Macierz ta jest podobna do macierzy A. Macierz M(¢)5 ma na przekatnej
wszystkie pierwiastki swojego wielomianu charakterystycznego i jako, ze wa(\) = wg()), totez
wp(\) = (=1)"\", czyli wartosci wlasne macierzy M (¢)% to 0. Czyli macierz M (¢)8 jest macierza
gornotrojkatna i ma na przekatnej same zera. Istnieje wiec takie k € N, ze M(¢)5 jest zerowa.
Skoro M (gb)gk jest podobna do A%, to réwniez A* jest macierza zerowa.

Zadanie 11.
Niech ( , ) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V. Wykazaé, ze dla dowolnych o, 8 € V
zachodzi

a) [{a,B) =|la|| - ||8]| & wektory a, 5 sa liniowo zalezne

b) ||+ Bl = ||la|| + ||8]| & istnieje t > 0 takie, ze a« =t lub 8 = t«

Rozwiazanie:

a) Jesli ktorys z wektorow «, 5 jest zerowy, to teza jest oczywista. Zaltozmy wiec, ze wektory nie
sa zerowe. Rozwazmy funkcje zmiennej rzeczywistej ¢t dang wzorem

f(t) = |[ta + pI?

Mamy wiec
Ft) = al]* + 2t(a, B) + ||

Funkcja f(t) jest wiec tréjmianem kwadratowym przyjmujacym wartosci nieujemne, zatem
wyroznik tego wielomianu jest niedodatni. Mamy wiec

4o, B) =4+ [[al]* - IBI[F < 0 (o, B)* < [lal* - [|BI* & [{e, B)] < [la]| - ]18]]

Jesli w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnosé, to wyr6znik trojmianu f(t) jest rowny zero,
zatem istnieje takie to # 0, ze f(ty) = 0, czyli toa + 5 = 0, czyli wektory «, 8 sa liniowo
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zalezne. 7 drugiej strony, jesli o, 5 sa liniowo zalezne, czyli « = a - 8 dla pewnego a € R, to
mamy

(a-B,8) =a-(B,8) = /a*- (B,B) - /{(B,8) = V{a-B,a-B)-/{B,8) = |la]| - ||8]]

b) Mamy ciag rownowaznych rownosci
[l + Bl = [lal| + 115]]
o+ BIIF = [l + 2 - [led] - 1181 + 1817
llall* +2 - (o, B) + 1BI1* = lled|* + 2 - [l - [|B]] + 118]]*
(o, B) = llal] - ||A]]

Wartosé (o, 5) musi by¢ nieujemna. Z podpunktu a) wiemy, ze wektory a oraz 3 sa liniowo
zalezne, czyli a = t3. Jedli t < 0, to mamy

(o, B) = (8, 8) = 1(B, 5) <0

Zatem musi zachodzié¢ t > 0. W druga strone implikacja jest oczywista, bo dla a = t3, gdzie

t > 0 mamy
118+ Bl = ¢ + DBl = tlIBll + 181l = |[£6]] + [|A]

Zadanie 12.
2 0 21
o ) 4 . 01 ¢ 0
DlaJalehtERWZOr <($17$27$37$4)>(yla?/2a93>y4)>: Z aijxiyﬁgleeA:[aij]: 2 t 6 0

ij=1

1 0 0 3

zadaje iloczyn skalarny na R*?

Rozwigzanie:
Niech ( , ) zadane w zadaniu to funkcja f. Aby funkcja f byta iloczynem skalarnym na R*, to musi
zachodzi¢ warunek det A® > 0 dla i = 1,2, 3, 4. Sprawdzmy wiec dla jakiego t € R prawdziwa jest
ta nieréwnosé.

Policzmy wyznacznik macierzy A®. Mamy

2 0 21
01 ¢t 0
(4) — — _5¢?
det A det 5t 6 0 5t° + 18
1 0 0 3

Zatem

2 2
det AW > — o 524+18>0at € (—3\/;3\/;)

Policzmy wyznacznik macierzy A®). Mamy

2 0 2
det A® =det [0 1 t| = —22+8
2 t 6
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Zatem
det A® >0 22 +8> 9t € (-2,2)

Wyznaczniki macierzy A® i A®) sg niezalezne od wartosci parametru ¢, zatem dla t € (—3 %, 3\/g>
4

wzor ((x1, To, 23, 24), (Y1, Y2, U3, Ys)) = Y a;;x;y; zadaje iloczyn na R*.
ig=1

Zadanie 13.
Niech W = lin((1,0,0,1),(0,1,1,0),(2,0,1,0)) i niech Z bedzie podprzestrzenia opisana uktadem
réwnarn

£1+$2+I3+[E4:0

1+ 229 + 313 — 4y =0

Zmalez¢ baze prostopadta przestrzeni W oraz baze ortonormalna przestrzeni 2

a) w R? ze standardowym iloczynem skalarnym

b) w R* z iloczynem skalarnym danym wzorem

((z1, 72,23, 74), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = 20191 + T1ys + Toyp + 223Yy3 + Tay1 + 274y,

Rozwiagzanie:

a) Znajdzmy najpierw baze prostopadla przestrzeni W. Niech ay = (1,0,0,1), ap = (0,1,1,0),
az = (2,0,1,0). Wektory te sa liniowo niezalezne. Znajdzmy uktad réwnar opisujacy pod-
przestrzen W. Mamy réwnanie opisujace a1x; + asxo + azrs + asry = 0 oraz szukamy
ay, as, as, ay. Musza one spetniaé¢ uktad réwnan

a1 +as =0 as = 2a,
a2+a3:0 = a3:—2a1
201 +a3 =0 ay = —aq
Rozwiazanie ogdlne ukladu to na przyktad (ai,2a;, —2a;,—a1) = a1(1,2,—2,—1), zatem

uktad opisujacy W to
T, + 229 — 223 — x4 =0

Bierzemy dowolny niezerowy wektor $; € W na przyktad g; = (1,0,0,1). Szukamy takiego

Po € W, ze By L By. Jesli By = (21, 22, 23, 24), to daje nam to uktad dwoch rownan na fo

$1+2[E3—2ZL‘3—ZE4:0
[E1+IL"4:0

Zatem na przyklad B = (0,1, 1,0). Szukamy takiego 53 € W, ze B3 L By oraz 3 L [;. Jesli
Ps = (x1, %2, T3, T4), to daje to uklad trzech rownan na f;

L1+ 209 — 2203 — x4 =0
171+IE4:O

l'2+933:0
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Zatem na przyktad 3 = (2,—1,1, —2). Baza prostopadta przestrzeni W to

{(1,0,0,1),(0,1,1,0), (2, —1,1,—2)}

Znajdzmy baze ortonormalng przestrzeni Z. W tym celu znajdZzmy najpierw baze ortogonalna
tej przestrzeni. Wyznaczmy najpierw baze przestrzeni 2

r1trat+ar3t+ars=0 R Ty = —2x1 — 2y
I1+2$2+3ZL’3—4$4:0 % %

Zatem baza Z to na przyktad {(7,0,—5,—2),(0,7,—6,—1)}. Bierzemy dowolny niezerowy
wektor v; € Z na przyktad v = (7,0, =5, —2). Szukamy takiego o € Z, ze v L ;. Jesli
Y2 = (x1, X2, T3, 14), to daje nam to uktad dwoch réwnai na 7,

x1+$2+x3+x4:0
x1+2x2+3x3—4m420
7![‘1—51’3—2174:0

Zatem na przyklad v, = (16, —39, 22, 1). Baza prostopadla przestrzeni Z to
(7,0, -5, —2), (16, —39,22, 1)}

Aby wyznaczy¢ baze ortonormalna, podzielimy kazdy wektor przez jego dlugosé. Policzmy
dhugos¢ wektora ;. Mamy

71l] = V72 + 02 + 52 + 22 = V/T8

Policzmy dtugos¢ wektora v,. Mamy

I[72]] = V162 + 392 + 221 + 12 = /2262

Zatem baza ortonormalna przestrzeni Z to

1 1
——(7,0,—5,—2), ———(16, —39, 22, 1
{\/78( ) \/2262( )}

Zadanie 14.

W R* ze standardowym iloczynem skalarnym niech W = lin((1,1,1,1),(0,1,0,1),(1,1,1,0)). Zna-
lez¢ baze przestrzeni W otrzymana z bazy (1,1,1,1),(0,1,0,1),(1,1,1,0) ortogonalizacja Grama-
Schmidta.

Rozwigzanie:
Oznaczmy oy = (1,1,1,1), as = (0,1,0,1), a3 = (1,1,1,0). Wowczas

/81 =0 = (1717171)

_ (g, Br)
B, B

1 1
52 = : 51 = (07 1a07 1) - §<1a 17 17 1) = §<_17 1a _1a 1)
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_{os,By) o as B)
3T B0 f2) 2T (BB

Zatem baza prostopadta przestrzeni W to {(1,1,1,1), %(—1, 1,—-1,1), %(0, 1,0,—-1)}.

Bs =«

1 3 1
: 51 = (17 17 170) + Z(_L 17 _17 1) - 1(17 17 17 1) = 5(07 1707 _1)

Zadanie 15.
W R* ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé wzoér na przeksztalcenie

a) bedace rzutem prostopadtym na W = lin((1, -1, —1,1))

b) bedace symetria prostopadta wzgledem W

Rozwigzanie:

a) Wyznaczmy najpierw baze prostopadta przestrzeni W. Jako, ze podprzestrzen W jest jedno-
wymiarowa, to szukana baza to (1,—1,—1,1). Zatem mamy

(1, m,23,24), (1, -1, —1,1))
(1,-1,-1,1),(1,—1,—1,1))

(w1, 22, T3, 74)) = (1,-1,-1,1) =

:$1—$2—I3+JZ4<1 11 1):
4 ) ) )

1
:Z(wl—SL’Q—$3+$4,—$1+$2+LE3—134,—Q31+$2+$3—.T4,$1—132—.T3+$C4>

b) Wyznaczmy najpierw baze prostopadta do przestrzeni W+. Mamy
W+ ={acR*| a Ll B dlakazdego 3 € W}
WJ_ = {(1'1,1'2,373,.1'4) € R4 | 1 — Tg — XT3 + Ty = O}

W+ =1lin((1,1,0,0),(1,0,1,0),(—1,0,0,1))

Wyznaczmy teraz baze prostopadta przestrzeni W+. Bierzemy dowolny wektor 3; € W+ na
przyktad B, = (1,1,0,0). Szukamy takiego B, € W, ze By L By. Jedli Bo = (1, 72, T3, 74),
to daje to uktad réwnan na [,

x1—$2—x3+x4:0
l’l—f—[EQ:O

Zatem na przyklad B = (0,0,1,1). Szukamy takiego B3 € W, ze 83 L B oraz B3 L B.
Jesli B3 = (z1, w9, 3, 24) to daje nam to uklad rownar na [

£L‘1—ZE2—?L’3+ZL‘4:0
a:l—i-xQ:O

T3+ x4 = 0
Zatem na przyktad B3 = (1,—1,1,—1). Baza prostopadla przestrzeni W+ to
{(1,1,0,0),(0,0,1,1), (1,—1,1,-1)}
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Mamy wiec
<({E17$2,l’3,l‘4>,(17—17—171)>
= -(1,—-1,—-1,1)—
1/1((.1’1,%2,373,374)) <<17_17_171)> ( ) ) ) )
1,1,0,0 0,0,1,1
(1, @9, 53, 24), (1,1,0,0)) C(1,1,0,0) — (71,2, 73,74),(0,0,1,1)) (0,0,1,1)—
<(1,1,0,0),(1,1,0,0)> <(0,0,1,1),(0,0,1,1)>
_<(I1,{E27$3,CE’4),(1,_1,1,_1)> . (1 1.1 _1> _
<(17_1717_1)7<]-7_1717_1)> 7 Y
= e ;x3+x4(17_17_17 ) - o +x2(171a0a0)_
_.T3—|—SL’4(O’O’171) _ T —l’2+$3 —;1:4(1’_1’17_1) _
2 4
1
:5(—1’1—$2—$3+x4,—$1—.’132+x3—$4,—$1+$2—$3—5E4,l’1—x2—$3—.’ﬁ4)
Zadanie 16.

Przeksztalcenie f : R? — R? jest zadane wzorem f((z1,22)) = (txy + txe, —txzy + s12). Dla jakich
s,t € R przeksztalcenie f jest izometrig przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym?

Rozwiazanie:
Macierz tego przeksztalcenia to

t t

N

Szukamy zatem takiego s,t € R, ze AT - A = I. Mamy
N [ I

A A_Lf 3] {—t s]_

Daje nam to uktad réwnan

2t2:1 1 1
§=——= §=—=
2 st =0 @{ {5 \/{ {5
t=—-5 t=15

s2+t2=1

Zatem przeksztalcenie f jest izometriag wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest ortogonalna, czyli

Zadanie 17.

Niech (V,(, )) bedzie 2-wymiarowa, zorientowana, przestrzenia euklidesowa. Zal6zmy, ze prze-

ksztatcenie liniowe f : V' — V w pewnej ortonormalnej, dodatnio zorientowanej bazie B przestrzeni
cos(t) —sin(t) o -

sin(t)  cos(t) dla pewnego t € R. Wykazaé, ze wowczas f w KAZDEJ

V' ma macierz A; = {
ortonormalnej, dodatnio zorientowanej bazie przestrzeni (V. (, )) ma macierz A;.

Rozwigzanie:
Wiemy, ze przeksztalcenie liniowe f : V' — V w pewnej otronolmalnej, dodatnio zorientowane;j
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cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)
wiec dowolna ortonormalna dodatnio zorientowana baze C przestrzeni V. Chcemy pokazaé, ze
przeksztalcenie liniowe f : V' — V ma w tej bazie macierz A;. W tym celu pokazemy, ze M (id)§ =
Az, dla pewnego kata t,. Mamy

M(id)lcg _ [xn 9612} N {Oél = 1151 + 22152

To1 T2 g = T1231 + 22232

bazie B = {ay, an} przestrzeni V ma macierz A; = [ ] dla pewnego t € R. Wezmy

Dalej mamy
(aq, 1) = (21101 + 2152, T1101 + T2102) = x11(01, 1181 + 21 82) + o1 (B2, 1151 + T212) =

= 37%1<517 B1) + x11791 (01, B2) + 1211 (B2, B1) + $§1<52, Ba)
Jako, ze (o, 1) = 1 oraz (B, 51) =1, (b1, B2) =0, (B2, f1) =0, (B2, f2) = 1, totez mamy
Mamy analogicznie
mgQ + x%Q =1
oraz
Ti1 - T12 + T - Toe =0

lloczyn macierzy M (id)% oraz macierzy transponowanej do niej wynosi wiec

i argag = [0 2o fon o) [ s (10

2 2
Ti2 Too| |T21 To2 T12 - 11 + T * Toy Tiy + 122 01

Pokazalismy wiec, ze macierz M (id)% jest ortogonalna. Zatem skoro bazy B oraz C sa dodatnio
zorientowane, totez det(M (id)G) > 0, czyli jest to macierz obrotu, czyli M (id)§ = A,,. Dalej mamy

M(f)e=Ay, A - Al =A - T=A

Pokazalismy wiec, ze f w kazdej ortonormalnej, dodatnio zorientowanej bazie przestrzeni (V, (, ))
ma macierz A;.

Zadanie 18.

W R3 ze standardowym iloczynem skalarnym niech f : R® — R? bedzie zadane wzorem f((xy, xo, 13)) =
%(—:1:1 + 229 4 213, 201 — X9 + 223, 221 + 219 — x3). Przestawi¢ f jako zlozenie co najwyzej trzech
symetrii prostopadtych wzgledem podprzestrzeni wymiaru 2.

Zadanie 19.
Dla jakich r € R przeksztalcenie f : R® — R? zadane wzorem f((x1, 72, 23)) = (23,0,7z1) jest
przeksztalceniem samosprzezonym przestrzeni R? z iloczynem skalarnym

(21, 22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + Toya + 223Y3 + T1Y3 + T3y

Rozwigzanie:
f jest przeksztalceniem samosprzezonym, gdy dla kazdych (z1, 22, 23), (Y1, Y2, y3) € R? zachodzi

<(l‘17 T, .I‘3), (y?n 07 Tyl)) = <(ZL’3, O’ txl)v (yl, Y2, y3)>
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czyli
T1ys + 2231t + 1Ty + T3ys = T3Y1 + 2r71y3 + T3y3 + 1y

T1Y3 + 2T3rY1 = T3y1 + 21YsT1
Aby réownosé ta zachodzita, dla kazdych x;, y;, to musi zajs$¢

l‘lyg(l — 2T) = 0
31 (2r —1) =0

Skad otrzymujemy r = 3.

Zadanie 20.

Przeksztalcenie liniowe f : R* — R* jest zadane wzorem f((x1, Zo, 23, 74)) = (x4, 23, T2, 71). Dla R*
ze standardowym iloczynem skalarnym, znalezé baze ortonormalna ztozona z wektorow witasnych
przeksztalcenia f.

Rozwiazanie:
Macierz tego przeksztalcenia w bazie standardowej to

0001
B s« (00 00
A= M(f)st - 0100
1 000
Zatem
-2 0 0 1
0O =Xx 0 O
A=M=19 1 _x 0
1 0 0 =X
czyli
-2 0 0 1
det(A-An=det [ 0 O D =y

Dalej mamy

-1 0 0 1 T
0 -1 0 0 Ty
0 1 —-1 0] |as
1 0 0 -1 T4

4 T1 = T4
(21,72, 3, 74) € R(y) & & {x .
2 = T3

o O O O

Zatem R‘(ll) =lin((1,0,0,1),(0,1,1,0)).

1 0 01 1 0
01 00 T 0 T1 = —T4
4 2] _
($1,$27x3,1'4> € R(—l) <~ 0 1 1 0 T3 O A {ZL'Q = —I3
1 0 01 Ty 0
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Zatem R‘({l) = lin((1,0,0,—1),(0,1,—1,0)). Mamy

H(lvoaovl)H = H(LO?O?_DH = H(0>17170)H = H(O717—1’0)H = \/5

Zatem baza ortonormalna ztozona z wektorow wtasnych to

1
—1{(1,0,0,1),(1,0,0,—-1),(0,1,1,0),(0,1,—-1,0
ﬁ{( ) ( ) ( ) ( )}
Zadanie 21.
Forma dwuliniowa h na przestrzeni R* jest zadana warunkiem
6 2 4 1
2 2 21 .
G(h, A) = 49 3 1 , gdzie A = {(1,1,1,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(0,0,0,1)}
1111

a) Znalez¢ G(h, st)

b) Dla W; = lin((1,1,0,2),(1,0,0,t)) znalezé baze i wymiar przestrzeni W, w zaleznosci od
teR.

Rozwigzanie:

a) Mamy G(h,st) =CT - A-C, gdzie

10 0 O 1 0 -1 0
0 -1 1 0 0 -1 1 0
— P VA s T
C=M(d)g = 11 0 0 ,ezyli CF = 01 0 -1
0 0 —-11 0O 0 0 1
zatem mamy
1 100
1100
G(h, st) = 00 10
0001

b) Majac G(h, st) tatwo wyznaczy¢ forme h, mamy

h((z1, 22, 23, Z4), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1y1 + T1Y2 + Toy1 + Tayo + T3Y3 + Tals

Dalej mamy
h((x1, x9, x3,24),(1,1,0,2)) = 221 + 229 + 223

h(($1,$2,$3, 1‘4), (1, 0, O,t)) =1+ 22+ 1txy

Zatem przestrzen Wi opisana jest ukladem réwnan

5L'1—|—$2+£L‘4:O
I1—|—$2+tl‘4:0
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Dla t # 1 mamy
(—.1’2,332, xs3, O) = xZ(_L 17 07 O) + .]73(0, 07 1? O)

Zatem W =1lin((—1,1,0,0),(0,0,1,0)). Dla ¢ = 1 mamy
(_CCQ — Ty, T2, T3, I4> = IQ(_]-) 17 07 O) + 1'3(0, Oa ]-) 0) + CC4<_]-7 07 07 ]-)
Zatem Wi = lin((—1,1,0,0),(0,0,1,0),(—=1,0,0,1)).
Zadanie 22.
W przestrzeni dwuliniowej (R*, h), gdzie

h((x1, T2, 3, T4), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1Ys + T2y + T3y2 + T4

podprzestrzen Z, opisana jest uktadem réwnan

T3 = 0
Sx1 + X4 = 0
Dla jakich s € R zachodzi R* = Z, & Z7

Rozwigzanie:

Twierdzenie: Niech (V,h) bedzie przestrzenia dwuliniowa nad cialem K i niech W bedzie
podprzestrzenia przestrzeni V. Nastepujace warunki sg rownowazne:

1. V=WeWwt

2. W jest nieosobliwa

Musimy zbada¢ wiec dla jakiego s podprzestrzen Z; jest nieosobliwa.

Definicja: Mowimy, ze przestrzen dwuliniowa (V) h) jest nieosobliwa, jesli dla pewnej (réwno-
waznie kazdej) bazy A przestrzeni V macierz G(h,.A) jest odwracalna.

Wyznaczmy baze podprzestrzeni Z, w zaleznosci od s. Mamy
(xlv T, X3, Jf4> = (xla T2, 07 —1'18) - xl(]w 07 07 _S> + xQ(Oa 17 07 0)

Zatem Z = lin((1,0,0,—s),(0,1,0,0)). Niech v; = (1,0,0, s) oraz vy = (0,1,0,0), wowczas

h(vy,v1) = —2s
h(’l)hvg) =0
h(?}g,’ljl) =0
h(’Ug,Ug) =0
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Zatem dla A = {vy,v,} mamy

G(h, A) {—25 01

0 0

Nie istnieje wiec takie s € R, ze macierz ta jest odwracalna, zatem nie istnieje taki s € R, ze
podprzestrzenn Z, jest osobliwa, zatem nie istnieje takie s € R, ze R* = Z, @ Z7.

Zadanie 23.
Znalez¢ baze prostopadla przestrzeni dwuliniowej (R?*, h), gdzie h jest dana wzorem

h((x1, 22, 3, 24), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1Y2 + T1Ys + oY1 + Toys + T3y2 + T3Ys + T4l + Tays

Obliczy¢ rzad i sygnatuece formy h.

Rozwigzanie:

Definicja: W przestrzeni dwuliniowej (V) h) wektor v jest izotropowy, jesli h(v,v) = 0.

Bierzemy nieizotropowy wektor. Niech vy = (x1, 29, x3, 24).
h((x1, o, x3,24), (21, T, X3, 24)) # 0 < x129 + oy + 3wy + T417 # 0
Zatem nieizotropowy wektor to na przyktad v; = (1,1,1,1). Wyznaczmy teraz lin(v;)*.
R((1,1,1,1), (z1, 29, 3,24)) =0 <= 21 + 29 + 23+ 24 =0

Zatem lin(vy)* = lin((1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)). Wybieramy nieizotropowy wektor z
lin(v;)*. Takie jest na przyktad vy = (0,0, 1, —1). Wyznaczmy teraz lin(v, v)*.

h<<1a ]-7 17 1)7 (an .’EQ,IE37$4)) =0 21 + 22+ T3+ x4 = 0

h((0,0,1,=1), (w1, 22, 23,24)) =0 & —21 + T2 — 23+ 24 =0

Zatem lin(vy,v2)t = lin((1,0,—1,0),(0,1,0,—1)). W lin(v;,v2)* nie ma nieizotropowych weko-
trow, zatem wybieramy dowolny vy = (1,0, —1,0) oraz vy = (1,0, —1,0). Zatem przyktadowa baza
prostopadla przestrzeni dwuliniowej (R*, k) to

A=1{(1,1,1,1),(0,0,1,—1),(1,0,—1,0), (0,1,0, —1)}

Definicja: Niech (V) h) bedzie przestrzenia dwuliniowa. Rzedem przestrzeni (V, h) nazywamy
rzad macierzy G(h,.A) dla dowolnej bazy.

Dla przestrzeni (R, h) oraz bazy A macierz G(h, A) ma zera poza przekatna. Wystarczy wiec
obliczy¢ wyrazy na przekatnej. Mamy

h((1,1,1,1),(1,1,1,1)) = 8

1((0,0,1,-1),(0,0,1, —1))
h((1,0,-1,0),(1,0,—1,0))

2
0
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h((0,1,0,—1),(0,1,0,—1)) =0

Zatem
8 0 00
0 -2 0 0
G(h, A) = 0O 0 00
0 0 00

Definicja: Niech (V) h) bedzie przestrzenia dwuliniowa nad ciatem R. Sygnatura przestrzeni
(V, h) nazywamy liczbe r(A) — r_(A), gdzie dla pewnej prostopadlej bazy A r,(A) oznacza
liczbe dodatnich elementéw na przekatnej, natomiast r_ (A) oznacza liczbe ujemnych elementow
na przekatne;j.

Rzad formy h to r(h) = 2, natomiast sygnatura wynosi s(h) = 0.
Zadanie 24.

1 2
Niech A= |2 1
0 3

= w O

11
, B= 1|1 r
0 1

N = O

a) Dla jakich r € C macierze A, B sa kongruentne nad C?

b) Dla jakich r € C macierze A, B sa kongruentne nad R?

Rozwigzanie:

a)

Zadanie 26.
W RS rozpatrzmy przestrzen afiniczng H opisang ukladem réwnan

1+ 229+ 23+ 304 + 225 = 6
2$1+3$2+4$3—[E4—2I5:—4
5x1 4+ 929 + Txs + 8x4 + 45 = 14

a) Zmalez¢ baze punktowa przestrzeni H.

b) Znalez¢ uklad bazowy przestrzeni H i parametryzacje przestrzeni H.

¢) Znalezé wspolrzedne barycentryczne punktu (1, —2, 1,2, 1) w otrzymanej w a) bazie punktowe;.
d) Znalezé¢ wspohrzedne punktu (1,—2,1,2,1) w otrzymanym w b) uktadzie bazowym.

Rozwiazanie:
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a) Znajdzmy najpierw uktad bazowy przestrzeni H.

1 = —dx3+ 1lxs + 1025 — 26

1+ 229 + 23+ 304 + 225 =6
201 +3x9 +4x5 — x4 — 205 = —4 &
S {x2:2x3—7az4—6x5+16
521+ 919 + Txs + 8xy + 45 = 14

Zatem
T(H) =lin((-5,2,1,0,0), (11,-7,0,1,0), (10, —6,0,0, 1))

czyli réwniez

H = (—26,16,0,0,0) + lin((—5,2,1,0,0), (11, —7,0,1,0), (10, —6,0,0, 1))

0),(11,-7,0,1,0),(10,—6,0,0,1), zatem baza

Uktad bazowy to (—26,16,0,0,0); (—5,2,1,0,
),(~15,9,0,1,0), (—16,10,0,0,1).

1,0
punktowa to (—26,16,0,0,0), (—31,18,1,0,0

b) Skoro uktad bazowy H to (—26,16,0,0,0);(-5,2,1,0,0),(11,-7,0,1,0), (10,—6,0,0, 1), to
parametryzacja przestrzeni H to

u(ty, ta, t3) = (—26,16,0,0,0) + t1(—5,2,1,0,0) + t(11, —7,0,1,0) + t5(10, —6,0,0,1) =
= (=26 — 5t1 + 11ty + 10t5, 16 + 2t1 — Tty — Gts, t1, Lo, t3)

¢) Mamy (1,-2,1,2,1) = —3 - (—26,16,0,0,0) + 1 - (—31,18,1,0,0) + 2 - (—15,9,0,1,0) + 1 -
(—16,10,0,0, 1), zatem wspolrzedne barycentryczne punktu (1, —2, 1,2, 1) w bazie punktowej
to —3,1,2,1.

d) Mamy (1,-2,1,2,1) = 1-(=26,16,0,0,0) + 1 - (=5,2,1,0,0) + 2 - (11,—7,0,1,0) +
2

1.
(10, —6,0,0, 1), zatem wspotrzedne punktu (1,—-2,1,2,1) w uktadzie bazowym to 1, 1,2, 1.

Zadanie 27.

Czy istnieje prosta w R* przechodzaca przez punkt p = (2,-1,2,0) i przecinajaca zaréwno
prosta L = (1,0,2,0) + lin((1,0,—1,0)) jak i ptaszczyzne H = (7,0,0,0) + W, gdzie W =
lin((1,0,—1,0), (5, —1,0,—1)). Jesli tak, to poda¢ parametryzacje takiej proste;j.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy plaszcezyzne H', w ktorej leza punkt p oraz prosta L. Niech p; = (1,0,2,1) oraz
v1 = (1,0,—1,0), wowczas v = ppt = (1,0,2,0) — (2,—-1,2,0) = (—1,1,0,0), zatem

Hl =M + hn(vb U) = (17 07 27 O) + hn((17 07 _17 O)J (_17 17 07 0))

Uktad opisujacy T'(H’) to

.CL'1—|—$2+.I'3:0
.’174:0

Zatem H' opisana jest uktadem
1+ To+ 23 = 3
Ty = 0
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Dalej mamy lin((1,0,—1,0), (5,—1,0,—1)) = lin((1,0,—1,0), (0,—1,5,—1)), zatem uklad opisu-

jacy T(H) to
ZEQ—JZ4:O
$1+5$2+$3:O

xg—x4:O
ZE1+5Z‘2+J]3:7

Szukana prosta lezy w obu ptaszczyznach, zatem musi spetniaé¢ uktad opisujacy H' oraz H

Zatem H jest opisane uktadem

$1+£L‘2+$3:3
x4 =0 N T+ x3=3
ZEQ—ZE4:0 ZL’1—|—(L’3:7
ZL‘1+5ZL‘2+?II3:7

Uktad ten jest sprzeczny, zatem taka prosta nie istnieje.

Zadanie 28.
Dane sg dwie przestrzenie afiniczne H,, H, € R* opisane ukladami réwnan:
I T+ 20 +x3t+x4 =1 . - Ty + To+ a3+ 204 =3
. 2$1+31’2+21’3+31’4:4 . 5$1+8$2+5J}3+S$4:t
Dla jakich wartosci s, t € R zachodzi HiNHy # (07 Dla kazdej takiej pary s, t obliczy¢ dim(H;NHy).
Rozwigzanie:
)i 2xe gty =1 N rT1=—x3—3T4+5
b 2$1+3$2+2$3+3l’4:4 1’221’4—2
Zatem

H, = (5,-2,0,0) +1lin((-1,0,1,0),(—3,1,0,1))

Dalej mamy

H, I1+l’2+$3+2x4:3 o $1:—x3+%x4—0—%
2! 9%, + 8x9 + dx3 + sy =1 x2:%x4:%

Zatem

24—t t—15 s—16 10 —s
H; = —.0,0 li 1,0,—1,0 0,1
2 ( 3 ) 3 ) 7>+1n((7 ) 7)7( 3 ) 3 ) 7))

Zeby Hy N Hy # 0 to uktad powstaly przez polaczenie uktadéw opisujacych H; oraz Hy ma byé
niesprzeczny.

r1+ 2+ w3+ =1
21 +32 +; +43 4 1+ @3 38 =5
T x T Ty =
HlﬂHQ: 1_}_ —i +32 43 = ZEQ—J]4:—2
T To+ T4 =
e ! (s—=T)xg=t—9

5£B1 +8:B2+5!E3+S$4 =t
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Uktad ten bedzie sprzeczny gdy s = 7 oraz t # 9, uktad nie bedzie sprzeczny dla s =71t =9 lub
dla s # 7 i t dowolnego.

Dla s =71t =9 mamy dim(H; N Hy) = 2, natomiast dla s # 7 i ¢t dowolnego dim(H; N Hy) = 1.
Ponadto dla s =71t =9 mamy

H1 H2 HlﬂHQ = (5,—2,0,0)—l—hn((l,O,—l,O),(—3,1,0,1))

Zadanie 29.
W R* dana jest hiperplaszczyzna H = {(x1, 2o, 3, 74) € R? | 1 — 25 + 23 + 224 = 1} oraz prosta
W = lin((1,1,0,1)).

a) Niech f:R* — R* bedzie rzutem na H wzdluz W. Znalez¢ wzor na f.

b) Niech g : R* — R* bedzie symetria wzgledem H wzdluz W. Obliczy¢ g((1,1,1,4)).

) ) )

Rozwigzanie:
a)
H = (1,0,0,0) +lin((1,1,0,0), (1,0, —1,0), (2,0,0, 1))
czyli
T(H) =lin((1,1,0,0),(1,0,-1,0),(2,0,—1,0))
Jedli f : R* — R* jest rzutem na H wzdhuz W, to f' : R* — R* jest rzutem T(H) wzdhuz
T(W).
T(W) = lin((1,1,0,1))

Mamy T(H) & T(W) = R*, zatem skoro f’ jest rzutem T'(H) wzdtuz T'(W), to mamy

£((1,1,0,1)) = (0,0,0,0)

((1,1,0 0)) = (1,1,0 0)
f((1,0,-1,0)) = (1,0, —-1,0)
f((20() 1)):(200 1)

Zatem

f/((L 07 O? 0)) = %(f/((z 07 07 _1)) + fl((17 17 07 1)) - f/((17 17 07 O))) = %(17 _17 07 _1)

f'((0,1,0,0)) = f'((1,1,0,0) — f'((1,0,0,0)) = %(1,3,0, 1)

f/((()?Ov 1’0)) = f/(<1a 07070)) - f,((laov _170)) =
f’((O, 0,0, 1)) = 2f/((1, 0,0, O) — f/((2, 0,0, —1)) = (—1, —1,0, O)

(=1,-1,2,-1)

N | —

Mamy wiec
f,((.l’l, To, T3, ZL’4)) = ZElf,((]_, O, 07 0)) + Igf/((07 1, O, O)) + $3f,(<0, O, 17 0)) + l’4f/((07 0, O, ].))
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1
' (xy, w9, w3, 4)) = §($1 + 9 — w3 — 2w4, —11 + 3Ty — T3 — 224, 273, —T1 + Ty — T3)

Przeksztalcenie f bedace rzutem na H wzdtuz W bedzie dane wzorem

1
f((z1, 0,23, 24)) = 5(:1;14—12—:63—2:64—1-61, —21+3xy—x3—2x4+bo, 203+b3, —x1+T2—x3+by)

Wiemy, ze dla p € H zachodzi f(p) = p, zatem biorac p = (1,0,0,0) mamy f((1,0,0,0)) =
%(H—bl, —1+4by, by, —1+by), skad po przyrownaniu do f((1,0,0,0)) = (1,0,0,0), otrzymujemy
b1 =1,bp =1,b3 =0,bs = 1, czyli ostatenicze wzor na przeksztatcenie f to

1

f((z1, 02,23, 24)) = 5(

T1+ X2 —.T}3—2$C4+1, —Q31+3$2—SL’3—2$4+1,2$3, —T1 +5L’2—$3+1)
H = (1,0,0,0) +lin((1,1,0,0), (1,0, —1,0), (2,0,0, —1))

czyli
T(H) =lin((1,1,0,0),(1,0,-1,0),(2,0,—1,0))

Jesli g : R* — R* jest symetrig wzgledem H wzdluz W, to f : R* — R* jest symetrig
wzgledem T'(H) wzdtuz prostej T'(W).

T(W) = lin((1, 1,0, 1))

Mamy T(H) & T(W) = R*, zatem skoro ¢’ jest symetria wzgledem T(H) wzdtuz T(W), to
mamy

g((1,1,0,1)) = —(1,1,0,1)
g ((1,1,0 0)) = (1,1,0 0)

g'((1,0,-1,0)) = (1,0,-1,0)
¢'((2,0,0,—1)) = (2,0,0,—1)

Zatem

g/((l, 0,0, 0)) = %(g’((Q, 0,0, _1>) + g/((L L,0, 1)) - 9/<(17 L0, O))) = (07 —1,0, _1)
g ((O, 1,0, 0)) ((1, 1,0,0) — g’((l,0,0,0)) = (1,2,0, 1)

g/<<0707 170)) g ((1 O 0 0)) g ((LOu _17())) = (_L _1a 17 _1)
4'((0,0,0,1)) = 2¢'((1,0,0,0) — ¢'((2,0,0,-1)) = (—2,-2,0,—1)
Mamy wiec

g/((xb Z2,T3, 1’4)) = 1’19/((1, 07 07 0)) + '7;29/((07 17 07 O)) + xSQI((Oa Oa 17 0)) + x4gl(<oa 07 07 1))
G ((z1, 9,3, 24)) = (T3 — x5 — 224, —T1 + 209 — T3 — 224, T3, —T1 + Ty — Ty — Ty)
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Przeksztalcenie g bedace symetria wzgledem H wzdluz W bedzie dane wzorem

g/((xl, T2,T3, .T4)) = ($2—$3—21’4+b1, —$1+21’2—l’3—2l‘4+b2, [E3—|—b3, —I +l’2—$3—$4+b4)

Wiemy, ze dla p € H zachodzi g(p) = p, zatem biorac p = (1,0,0,0) mamy ¢((1,0,0,0)) =
(b1, —1 + by, b3, —1 + by), skad po przyroéwnaniu do ¢((1,0,0,0)) = (1,0,0,0), otrzymujemy
by =1,bp =1,b3 = 0,bs = 1, czyli ostatecznie wzor na przeksztalcenie g to

g ((r1, 9,03, 24)) = (12 — 23 — 224+ 1, —21 + 209 — w3 — 204+ 1, 23, — 01 + 19 — 3 — 24 + 1)

Mamy wiec
g((1,1,1,4)) = (=7,-7,1,—4)

Zadanie 30.

Niech f : R* — R3 bedzie jednokladnoscia o srodku (1,0,1) i skali 5 oraz niech g : R® — R3
bedzie rzutem na prosta L = (3,2,1) + lin((1,2,1)) wzdluz plaszczyzny W = {(x1,29,23) €
R3 | 2y — 229 — 23 = 0}. Wyznacz przeksztalcenia f o g oraz g o f przez podanie ich wartosci na
wybranych bazach punktowych przestrzeni afinicznej R3. Czy fog=go f?

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw wzor na przeksztatcenie f. Skoro f jest jednokltadnoscia o srodku w punkcie
(1,0,1) i skali 5, to

f(([L‘l,iCQ,l'g)) = f((l, 0, 1) + (1'1 — 1,352,1’3 — 1)) = (1,0, 1) + (5[[’1 — 5, 51‘2,51’3 — 5)

Zatem
f((x1, w9, 13)) = (Bwy — 4, 529, 53 — 4)

Wyznaczmy wzor na przeksztalcenie g.

L=(3,2,1)+lin((1,2,1))

czyli
T(L) =lin((1,2,1))

Jesli g : R? — R3 jest rzutem na L wzdtuz W, to ¢’ : R® — R3 jest rzutem T'(L) wzdtuz T(W).
TOV) = lin((2,1,0), (1,0,1))
Mamy T(L) & T(W) = R3, zatem skoro ¢’ jest rzutem T'(L) wzdtuz T(W), to mamy
9'((2,1, 0))) = (0,0,0)
g ((1,0,1)) = (0,0,0)
g((1,2,1)) = (1,2,1)

Zatem
9((1,0,0)) = 3(26/((2,1,0)) — ¢(1,2,1)) +(1,0,1))) = 3(~1,-2, 1)

7((0,1,0) = 3(0/((1,2,1)) = ((1,0,1))) = 5(1,2,1)
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g'((0,0,1)) = ¢'((1,0,1)) = ¢'((1,0,0)) = i(l’ 2,1)

Mamy wiec

g,((xla L2, x3)) = xlg/((L 0, O)) + ng/((07 L, O)) + x3g/((07 0, 1))
1
g (1,29, 23)) = Z(_xl + 229 + w3, —211 + 4xo + 223, —11 + 279 + T3)
Przeksztalcenie g bedace rzutem na L wzdtuz W bedzie dane wzorem

1
g((l’l, T2, ZE3)) = Z(—xl + 2.1‘2 + xT3 + bl, —21’1 —+ 41‘2 —+ 2[L’3 + bg, —I + 21’2 -+ T3 + bg)

Wiemy, ze dla p € L zachodzi g(p) = p, zatem biorac p = (3,2,1) mamy ¢((3,2,1)) = 411(2 +b1,4+
ba,2 + b3), skad po przyréwnaniu do f((3,2,1)) = (3,2,1), otrzymujemy b; = 10,by = 4,b3 = 2,
czyli ostatecznie wzor na przeksztatcenie g to

1
(21,29, 23)) = Z(—m + 2x9 + w3 + 10, =221 + 4xo + 223 + 4, —21 + 229 + 73 + 2)

Mamy wiec przeksztatcenia

f((x1, w9, 13)) = (Bwy — 4,529, 53 — 4)

1
g((x1, 29, 23)) = Z(—LCl + 2x9 + x3 + 10, =221 + 429 + 203 + 4, —21 + 229 + X3 + 2)

i pytamy sie o wartos¢ przeksztalcenia fog oraz przeksztalcenia go f na bazie punktowej przestrzeni
afinicznej R3. Wezmy wigc baze punktowa (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Wéwczas mamy

f(9((0,0,0)))

1 1

Fal(1,0.0) = £ (§10.2.1)) = 129,10, -11)
f(g((07 L 0))) = f((3’ 2, 1)) = (117 10, 1)
Fal(0.0.1) = £ (§11,6:3)) = 3(39.30,-1)

9(£((0,0,0))) = g((~4,0,~4)) = 1(10,4,2)
o(((1,0,0))) = g((1,0,.~4)) = 1(5,~6.~3)
g(f((0> L, O)) = g((_47 2, _4)) = (57 6, 3)
o(£((0,0,1)) = g((~4,0,1)) = (15, 14,7)
Zatem oczywiscie fog# go f.

Zadanie 31.
Hiperpowierzchnia X C R jest w standardowym uktadzie bazowym (0,0, 0); (1,0,0), (0,1, 0), (0,0, 1)
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opisana réownaniem z? + 53 + 1023 + 4x179 + 62123 + 122973 + 479 + 623 +8 = 0. Znalez¢ réwnanie
opisujace X w uktadzie bazowym (1,2, 3);(1,1,0),(0,1,1),(1,0,0).

Rozwigzanie:
Wiemy, ze hiperpowierzchnia w standardowym uktadzie bazowym opisana jest rownaniem

xf + 5x§ + 10x§ + dx1209 + 62103 + 120903 + 429 + 623 + 8 =0

Szukamy réownania na X w ukladzie bazowym (1,2,3);(1,1,0),(0,1,1),(1,0,0). Zatem dla tego
uktadu mamy
(xla T2, 333) = (17 27 3) + yl(la 17 0) + y2(07 17 1) + yd(L Oa O)

i hiperpowierzchnia jest opisana rownaniem
(1 +ys+1)° +5(1 + 42 +2)° +10(y2 + 3)* + 4(y1 + ys + 1) (1 + v2 + 2)+

+6(y1 +ys+ 1) (2 +3) +12(51 +y2 +2) (2 +3) +4(y1 +y2 +2) +6(y2 +3) +8=0

czyli
10y7 + 32yoy1 + 6ysy1 + 92uy1 + 27y3 + y3 + 160y, + 10y5ys + 28ys + 243 = 0

Zadanie 32.
Okresli¢ typ afiniczny krzywej X = {(z1,15) € R? | 32?2 — 823 — 27125 — 1025 — 2 = 0}. Wykona¢
schematyczny rysunek.

Rozwigzanie:
Rownanie 377 — 812 — 27115 to forma kwadratowa q((x1, 12)) = 323 — 823 — 22,15 Odpowiadajaca
jej forma dwuliniowa h((z1, z2), (y1,y2)) = 3T1y1 — T1Y2 — T2y1 — 8T2y> ma w bazie standardowej

s 1}. Przytadowa baza prostopadta dla formy h to B = {(1,0),(1,3)}.

macierz G(h, st) = 1 :8
3 0

Forma ma w tej bazie macierz G(h, B) = { } Dla macierzy C' = M (id)§ = [(1) é] mamny

0 =75
G(h,B) = CT - G(h,st) - C. Mamy

{1’1] —C. |:y1:| _ {3/1 +y2]

T2 Y2 3y2

Zatem krzywa w standardowym uktadzie bazowym opisana jest réwnaniem
3-(y1+42)* — 8- (By2)* — 2+ (y1 + y2)(By2) — 10~ (3y2) —2 =10

czyli
3y? — T5y2 — 30y, —2 =10

1 2
3yf—75(y2+5> +1=0

Krzywa ta nazywamy hiperbolg.
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0.51

Zadanie 33.

Okresli¢ typ afiniczny krzywej, ktora powstaje z przeciecia hiperpowierzchni X = {(z1, 29, x3) €
R3 | 223 — 323 + 222 + 4wy23 + 23 = 0} plaszezyzng H = {(xy, 29, 23) € R? | 2y + 25 + 73 = 0}.
Wykonaé¢ schematyczny rysunek.

Rozwigzanie:
Z réwnania r; + o + r3 = 0 mamy x3 = —x; — r5. Wstawiajac to do réwnania 22?7 — 323 + 222 +
dxyx3 + 3 = 0 otrzymujemy
202 — 375 + 2 (—xy — 22)? +4xy - (—21 — 29) + (=11 — 29) =0
.Ig + T+ Ty = 0

Krzywa ta nazywamy parabola.
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Zadanie 34.
Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni X = {(x1, 29, v3) € R3 | — 522 + 222 + 22+ 4x109 — 27973 —
2x1 + 229 — 2 = 0}. Wykonaé schematyczny rysunek.

Rozwiazanie:
Formie kwadratowe] ¢((x1, T, 23)) = —bx3 + 223+ 23 + 4w 29 — 22923 odpowiada forma dwuliniowa
h((21, %2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = —DT1y1 + 221Y2 + 222Y1 + 222Y2 — Toys — T3Ya + T3ys. Forma ta ba w
-5 2 0
bazie standardowej macierz G(h,st) = | 2 2 —1|. Przyladowa baza prostopadta dla formy
0o —1 1
-5 0 0
h to B =1{(1,0,0),(0,0,1),(2,5,5)}. Forma ma w tej bazie macierz G(h,8) = | 0 1 0. Dla
0 0 47
1 0 2
macierzy C' = M (id)§ = |0 0 5| mamy
015
x (1 Y1+ 2y3
2| =C- |y2| = 5Y3
T3 Ys Yo + OY3

Zatem
—5-(y1+2y3)°+2-(5y3) >+ (y2+5y3) *+4(y1+2y3) (5y3) —2- (5y3) (Y2 +5y3) —2- (y1+2y3) +2- (5ys) —2 = 0

—5y%—2y1+y§+45y§+6y3—2:0

5 +12+2+45 +122—0| !
nry) Th T - 2

5 +12 Lo 45/ 1 2+1_
2y15 292 2y3 15 =

Krzywa ta nazywamy hiperbola jednopowtokows.
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Zadanie 35.

Dla jakich wartosci parametrow r, s € R hiperpowierzchnie X = {(x1, 29, 73) € R | 322 — 22+ 23 +
2019 +4x123+ 622 +9 =0}, Y = {(x1, 09, 73,) € R3 | (2r — 4)2? + 22 + (1 — 5)a3 + 220 + 3 = 0}
maja ten sam typ afiniczny?

Rozwigzanie:
Formie kwadratowej q((z1, T, x3)) = 323 — 22 + 22 + 27129 + 47123 odpowiada forma dwuliniowa
h((x1, 2, x3), (Y1,Y2,Y3)) = 3x1y1 — Taya + T3ys + T1y2 + Tay1 + 2x1y3 + 223y;. Forma ta ma

3 1 2
w bazie standardowej macierz G(h,st) = [1 —1 0]|. Przyktadowa baza prostopadia to B =
2 0 1
1 0 0
{(0,0,1),(0,1,0), (1,1, —2)}. Forma ma w tej bazie macierz G(h,B) = |0 —1 0[. Dla macierzy
0O 0 O
00 1
C=M@Gd)§=1{0 1 1| mamy
1 0 =2
1 Y1 Y3
To| =C- 2| = | Y2+
T3 Y3 Y1 — 2y3

zatem

8- (y3)> = (2 +y3) + (1 — 208)" +2- (ys) (2 + y3) +4- (y3) (1 —243) +6- (42 +ys) +9 =0
Yl — s + 6ys +6ys +9 =0
yi = (y2 = 3)* +6(y +3) =0
Krzywa ta nazywamy parabola hiperboliczna. Dalej mamy
(2r —4)z} + 25+ (1 — 8)23 + 229+ 3 =0

(2r —4)at + (r+ 1)+ (1—8)23+2=0

Nie istnieja wiec takie t,s € R dla ktorych hiperpowierzchnia Y bylaby parabola hiperboliczna,
poniewaz w réwnaniu jej wystepuje wyraz wolny. Po za tym w réwnaniu tym wszystkie trzy
zmienne sa w drugiej potedze, a w réwnaniu paraboli hiperbolicznej tylko dwie zmienne sa w
drugiej potedze.
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