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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z matematyki dyskretnej

Cwiczenia 4

Permutacje i liczby Stirlinga

Zadanie 4.1.
Zmajdz wzoér na liczbe n-permutacji o danej sygnaturze.

Rozwigzanie:

Niech dana jest sygnatura 1%12%2 ... K*. Dowolng permutacje mozemy zapisa¢ na n! sposobow.
Nastepnie wstawiamy nawiasy kwadratowe odpowiednich dtugosci (w rosnacej kolejnosci dtugosci
cyklu). W danym cyklu nie ma znaczenia, ktory element jest pierwszy, czyli dany cykl mozna
zapisa¢ na ¢ sposobow, a ze cyklow o dtugodci ¢ jest «;, totez dzielimy przez i*. Rowniez kolejnosé
cykli nie ma znaczenia, zatem mozemy zamienia¢ miejscami cykle o tej samej dtugosci. Musimy

wiec podzieli¢ jeszcze przez (o;)!. Zatem wzor na liczbe n-permutacji o danej sygnaturze to W

Zadanie 4.2.
Permutacja f jest inwolucja gdy f o f = id. Pokaz, ze

a) permutacja jest inwolucja wtedy i tylko wtedy gdy ma sygnature 11222

b) kazda permutacja jest ztozeniem dwo6ch inwolucji.

Rozwigzanie:

a) Gdy permutacja jest inwolucja, to po podwojnym zastosowaniu jej na ciggu otrzymamy po-
czatkowy ciag, zatem w ciagu sa cykle o dtugosci maksymalnie dwa. Zatem sygnatura takiej
permutacji to 14122, Gdy permutacja ma sygnature 1122 to znaczy, ze ma cykle o dlugo-
Sci jeden i o dtugosci dwa, zatem po dwukrotnym zastosowaniu tej permutacji otrzymujemy
poczatkowy ciag. Permutacja jest wiec inwolucja.

b) Permutacje mozna podzieli¢ na cykle i rozwazaé¢ inwolucje tylko w obrebie konkretnego cyklu.
Pierwsza inwolucja bedzie f(ay) = a,_j+1, natomiast druga bedzie g(ay) = a,_j1o dla cyklu
lay, az, ..., ay). Czyli inaczej f = [1,n][2,n —1][3,n —2]...[[5],[5]] oraz g = [2,7n][3,n —
.51 B+

Zadanie 4.3.
Dane sa liczby naturalne n > k£ > 0. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze w losowej n-permutacji
jedynka nalezy do cyklu o dtugosci k7?7

Rozwigzanie:
Weszystkich permutacji jest n!. Policzmy ile jest mozliwosci, ze 1 jest w k-cyklu. Do jedynki do-

. —1 . : .
bieramy k£ — 1 elementéw na Z_ 1) sposobow. Nastepnie ustawiamy je w cyklu na (k — 1)!
sposobow, a pozostale ustawiamy dowolnie. Permutacje pozostatych elementéw mozemy wyko-

- (k= 1! (n— k). Wowczas

na¢ na (n — k)! sposobow. Zatem tych mozliwosci jest Z_ 1

o . n—1 n—1)!
prawdopodobienistwo wynosi = - (k: _ 1) (k=D (n—k)l=2L- % (n—k)l=1

3
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Zadanie 4.4.

.. . . H,_
Pokaz, ze losowa n-permutacja z prawdopodobienstwem =2~

n

sktada sie doktadnie z dwoch cykli.

Rozwigzanie:
Policzmy prawdopodobienistwo tego, ze losowa n-permutacja ma dwa cykle. Liczbe takich mozli-

. . . . . . . : . -1
wosci policzymy sumujac po dtugosci cyklu z jedynka. Liczby do jedynki dobieramy na (n )

k—1
sposobow. Ustawiamy je w cykl na (k — 1)! sposoboéw. Nastepnie ustawiamy pozostale elementy
na (:f:z)! sposoby. Liczba takich mozliwosci wynosi wiec

— [(n—1 T (n—k) = (n—1)! T T
(F21) G0 S =3 iy gy 01
k=1 k=1
n—1 n—1
(n—1)! 1
k=1 k=1
Zatem prawdopodobieristwo wynosi H"*l;l(!"fl)! = H’;Lfl.
Zadanie 4.5.

Mamy n skarbonek i n kluczy, przy czym kazdy klucz pasuje do dokladnie jednej skarbonki.
Wrzucamy losowo po jednym kluczu do kazdej skarbonki, po czym rozbijamy k skarbonek, 1 < k <
n. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze dzieki temu bedzie mozna otworzy¢ wszystkie pozostale

skarbonki.

Rozwiazanie:

Klucze w skarbonkach wraz z odpowiadajacymi im skarbonkami tworza cykle. Aby mozna bylo
otworzy¢ skarbonki, to przede wszystkim musi by¢ nie wiecej niz k£ cykli. Uda sie nam otworzy¢
wszystkie skarbonki, gdy najwiekszy z najmniejszych elementéw we wszystkich cyklach jest nie
wiekszy niz k. Wystarczy wiec aby pierwsza liczha w SUPERNAPISIE byla mniejsza od k.
Zatem szukane prawdopodobieristwo wynosi £

n"

Zadanie 4.6.

Pokaz tozsamo$¢ ™ = > {Z} xE przez interpretacje kombinatoryczna.
k

Rozwigzanie:

1. {Z} oznacza liczbe mozliwych podziatéw n-elementowego zbioru na k blokow.
2. 2B =|{f:{1,...,k} = {1,..., 2} froznowartosciowe}|

3. {n} . 2% oznacza ile réznych wartosci przybierze funkcja, gdzie k to liczba réznych wartosci

k
funkc;ji.
Rozbijamy zbior {1,...,n} na k blokéow, ktore beda mialy te same wartosci, a nastepnie blokom
tym przypisujemy wartosci z {1, ..., z} (kazdy blok ma inng warto$¢). Liczba mozliwych sposobow

podziatu zbioru {1,...,n} na k blokéw to , za$ liczba sposobéw przypisania blokom réznych

n
k
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wartosci z {1,...,n} to 2% Sumujac po k otrzymujemy liczbe wszystkich mozliczych funkcji z
{1,...,n} do {1,...,n},czylia” = |{f : {1,...,n} = {1,...,n}|. Zatem 2" = Z{Z}x"‘
3

Zadanie 4.7.
Pokaz nastepujace wzory:

|:Z] - Z iy g [0 <4y <o < ... <lp_g <1

ilv--winflc
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Cwiczenia 5

Funkcje tworzace

Zadanie 5.1.
Znajdz funkcje tworzace ciagow (H,) i (n?).

Rozwigzanie:
Niech A(x) to funkcja tworzaca ciagu (H,,).

1
A(:U)—Zan"—ZZE-x"—Z;ak-bnk-x”

n>0 n>0 k<n

gdzie ap = + oraz ag = 0 i by = 1. Mamy tu wiec splot dwoch funkcji B(x) = > a,a" i

n>0
C(z) = > bya™, czyli
n>0
_ T N T A PN LYy (2
A(r) = B(z) C’(ﬁ)—n%:ln T n%%w ~ ;n n%;x Tz (lnl—x) (1—:17)
~ In(1-2)
A(x)__(l—x)x

Niech D(z) to funkcja tworzaca ciagu (n?). Wowczas
D(z) =z +42* +92° + 162" +... |-z

v-D(x)=0+2" +42° + 927 + ...

Po odjeciu stronami mamy
Dz)(1—z)=2+32* +52° + T2 +... |-z

D(x)(1—2)-2=0+2>+32° +52* + ...

Po odjeciu stronami mamy
D(@)((1 —2) — (1 —2)z) = o+ 20" + 2207 + 22" + . .

D(z)(x* =22+ 1) =a+22°(1+ 2+ 2% +...)

22
D —1)2 =
(@) —1P =2+
x(r +1)
D = —"t
Zadanie 5.2.
Oblicz a,, = > F;- F,_;.
0<i<n
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Rozwigzanie:
Funkcja tworzaca tego ciagu to F'(xz) = > > Fy-Fy,—p-2". Mamy tu splot dwoch funkeji tworzacych.
n k

F(x) = (Z an”> . (Z Fn:c”) Oznaczmy przez S = > F,x2". Wowczas

n>0 n>0 n>0
S=1+x+20>+32°+52* +82° +132°+... |-z

S =042+ 22 +22% +32* + 525 + 828 + ...

Po odjeciu stronami mamy
Sl—2)=1+0+2>+2° +22* +32° +52° + ...

S(1—2)=1+2*°(1+z+22%+32° +52* +...)
1

2 —
1 1

Funkcja tworzaca ciagu a, wyglada wiec nastepujaco F(x) = T ~ Gy iile) Bty Dalej
Tr—a )&=

marny

F(x) = ¢ + b )@b<x+1+\/g)+a<x—\/52_1>zl—x—x2

(z+52)  (z - 2
. _% oraz b= L5
Mamy wiec ] 1 1 1
F(z) = (——5) o+ 55 * (_5) (x — Y51
o= () 5 (255 =+ () B (%) -
rr- 5 () (5) () (5) )+

zatem - (_%) (_1+2\/g>”+ (%) . <\/52— 1>n
Zadanie 5.3.

Niech Gi(z) = > {Z} Z. bedzie wykladnicza funkcja tworzaca dla liczb Stirlinga drugiego ro-
(e"—

dzaju, przy ustalonym dolnym wskazniku. Pokaz, ze Gy (z) = kll)k, dowodzac kolejno tozsamosci:

RN

n
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9 i = et e {3

C) Gk ef = (l{i—i- 1) Gk+1 —f—Gk

Znajdz zwarty wzor na wyktadnicza funkcje tworzaca liczb Bella B,, = > {Z}
k

Rozwigzanie:

a) Mamy n+ 1 krolikow i dzielimy je na k+ 1 zbiorow. Mozemy to zrobi¢ na Sposobow.

n+1
E+1
Dla najmtodszego krolika wybieramy m krolikow z n krolikow, ktore nie beda z tym krolikiem
w pasztecie. Kroliki te dzielimy na k pasztetow, a reszta jest wraz z najmtodszym w £k + 1-

szym pasztecie. Mozemy takie podzialy zliczy¢ i otrzymamy > :l {7{?}

n .
1 }-(k+1) odpowiada
podzialowi n krolikow na k + 1 zbioréw i dobiorze na (k+ 1) spobow zbior do ktorego pojdzie

b) {Z} odpowiada tym podziatom, gdzie (n+1)-szy krolik jest sam. {

E+1

i () (55)-e

(n + 1)-szy krolik. Otrzymujemy podziat n + 1 krolikéw na k + 1 zbioréw, czyli {n +1 }

NI EEI B IH

n>0 n>0

Zatem (k + 1)Gy1 = Gi(e® — 1), czyli inaczej G, = Gy—_1 - (6:71). Zatem

(e — 1) o

Gk = Gk—l ]C k—2

(e” — 1)
PR R v

gdzie Gp = 1. Wzor zwarty na wyktadnicza funkecje tworzaca liczb Bella B, = > {n} to

B, = ¢“ 71 bo mamy B, = Z (6171 = e L

Zadanie 5.4.
Permutacja f jest inwolucja, gdy ztozenie f ze soba jest identycznoscig. Pokaz, ze wykltadnicza
2

funkcje tworzaca dla liczby inwolucji jest e** 2
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Cwiczenia 6

Enumeratory

Zadanie 6.1.

Oblicz, na ile sposobéw mozna zapisaé¢ liczbe naturalna n jako sume k nieujemnych catkowitych
sktadnikow, gdzie rozktady n = sy + ...+ s in =1t + ...+t sa rozne, gdy s; # t; dla pewnego
1< <k,

Zadanie 6.2.
Niech n bedzie liczba naturalng. Znajdz liczbe rozwigzan réwnania z; +2 - 29+ 2 23 = n w
liczbach naturalnych xy, xs, 3.

Rozwigzanie:
Enumerator bedzie wygladal nastepujaco

1
(1+:v—|—:r2—{—...(1+x2+x4+...)(1+x2—|—$4+...):(1+x+x2—|—...)m:

=(1+z+2’+..)- > 4™ =l+a+2>+2°+.. )1 +2° +32 +..) =

n>0

15 2] 42
Z (k+1) x"zZ(ZZ )x"
n>0 \ k=0 n>0

Zadanie 6.3.
Niech a, oznacza liczbe ciagéw dtugosci n ztozonych z liter A, B, C' i nie zawierajacych dwoch
sasiednich liter A, ani dwoch sasiednich liter B. Znajdz zwarty wzér na a,.

Zadanie 6.4.

Z kostek o wymiarach 1 x 2 uktadamy prostokat o pionowej krawedzi dtugosci 2 i poziomej krawedzi
dhugosci n. Kostki nie moga na siebie nachodzi¢; kazda z poléwek kostki moze byé¢ pomalowana na
jeden z dwoch kolorow (biaty lub czarny). Kostki uktadamy od strony lewej do prawej: pierwsza
kostke ktadziemy pionowo, a pozostate tak, aby cata lewa krawedz kazdej nowo ktadzionej kostki
dotykata kostek ulozonych wczesniej. Obowiazuje przy tym zasada, ze kladziona kostka wzdluz
lewej krawedzi musi mie¢ takie same kolory, jak wystepujace na sasiadujacych z nia z lewej strony
polach. Oblicz, na ile sposobéw mozna utozy¢ taki prostokat.

Rozwiazanie:

Jesli a,, to liczba utozen kostek dla prostokata 2 x n, to a, = a,_1 + 4 - a,_o. Pierwszy sktadnik
a,_1 to przypadek kiedy kostka jest utozona pionowo (musimy ja pokolorowaé jak te poprzednio).
Drugi skladnik 4 - a,,_5 to przypadek kiedy kostki sa utoznone poziomo (mozemy je pokolorowaé
na cztery sposoby, bo te co stykaja sie z poprzednimi to musimy pokolorowaé jak te poprzednie,
natomiast te dwa co sie nie stykaja mozemy pokolorowaé¢ dwoma kolorami. Mozemy to zrobi¢ na
22 = 4 sposoby). Warunki poczatkowe to ag = 0,a; = ay = 4. (Trzeba rozwiazaé¢ teraz brzydkie
rownanie rekurencyjne.)

11
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Zadanie 6.5.

Niech h,, oznacza liczbe sposob6éw pokolorowania szczebli n-szczeblowej drabiny na cztery kolory
(czerwony, bialy, niebieski i zielony) tak, ze liczba szczebli czerwonych jest parzysta, a bialtych jest
nieparzysta. Znajdz wyktadniczg funkcje tworzaca ciagu h,, i oblicz hggo;.

Rozwigzanie:
Wyktadnicza funkcja tworzaca kolorowan drabiny czerwong farbg to
2?7t er +e "
T+ Bl + 1 +...= —
Wyktadnicza funkcja tworzaca kolorowan drabiny biata farba to
3 ZE5 et — e
r+x+ 5 + g + == 9
Dla pozostatych dwoch kolorowari bedzie to
2?28
1+$+§+§+...:€x

Zatem wyktadnicza funkcja tworzaca ciggu to

2 P - 22 3 2
(x—l——+—+...) <m+x+—+—+...) (1—|—$+—+—+--') =

2! 4l 3! 5l 2! 3!
e —e e
oy . (& - e fr—y
2 2 4
Mamy €=t = S 4n-120  covlu b, = 4771 i hy = 0, bo na zero sposobéw mozemy pokolowad
4 n!

n>1
nieparzysta liczbe biatych szczebli.

Zadanie 6.6.
Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 33 tys. zt. premii pomiedzy 22 pracownikéw firmy, w tym prezesa

i jego zastepce, jesli szeregowy pracownik moze dosta¢ 1000 lub 1500 zt., a cztonek kierownictwa
- nic, 1500 lub 3000 zt.?

Rozwigzanie:
Enumerator bedzie wygladatl nastepujaco

(1 + 1'1500 + x3000)2 . (x1000 + $1500)20

%00 wyrazenie £ mamy

Szukamy tego, co stoi przy 3%, Podstawiajac za
(14 2% +2%% . (2% + 2%)*°
i szukamy tego co stoi przy x%. Zatem mamy
9 .
(22 + 2920 (1 4+ 227 + 30% + 22° + 212) = 240 Z ( ¢O> =

>0

=2%... (1+ (210) T+ (22()) 4+ (;8) x20) (14 227 + 32°% 4 227 + 2'?)

Przy 2%¢ bedzie stalo wyrazenie 3 + 2 <?g) + (?2)

12
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Cwiczenia 7

Zasada wlaczania-wylaczania, wiezomiany

Zadanie 7.1.
Udowodnij, ze liczba elementéw zbioru X nalezacych do co najmniej » > 0 sposrod zbiorow
Aq,. A, gdzie A; C X dlai=1,...,n, wynosi

S (F21)s

k=r

1<i;<..<ip<n

Rozwigzanie:
Chcemy udowodni¢, ze

n j 1 .7
D(>r)= —1)77"S;
(=1 ;(T_1)< yos,
Wiemy jednak, ze zachodzi
n j o
o) =3 (7)1,
j=r
Pokazemy przez indukcje, ze D(>r) — D(> r + 1) = D(r). Najpierw baza indukcyjna

n . n

D(>1)=>)_ (J E 1) (17718 = =) (-1)S; =S = Sy + -+ — (=1)"S, = |X| = D(0)

J=1 Jj=1

A nastepnie krok indukcyjny

n

D(zr)=D(zr+1)= Z <‘i _ 1)<—1>J"’“Sg~ -2 (j R 1)(—1>f"*‘15j

j:’r ]:7‘+1

DEr -DEri) =5+ (- ( i)sjfi(—nﬂ(j;l)sj

j=r+1

D(>r)—D(>r+1) S+Z Jrgj<(i:1)+(j;1)>

j=r+1

D(zr)=D(=r+1) S+Z “5<')

j=r+1

D(>r)—D(>r+1)= D(r)

Zadanie 7.2.
Oblicz, ile jest liczb 8-cyfrowych nie zawierajacych cyfry 0 ani ciggu kolejnych cyfr ...121....

13
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Rozwigzanie:
Niech X to wszystkie ciagi osmiocyfrowe bez zera. Mamy

| X]| = 9°

Niech A; to liczby ktore maja 121 na pozycjach (7,141, 1+2). Musimy okresli¢ moce poszczegdlnych
przecie¢. Mamy
|Ail = 9°

bo trzy miejsca sa zajete przez liczby 121, a pozostate pie¢ wybieramy dowolnie. Mamy wiec
51: ’A1|++‘A6‘ :695

Rozwazmy teraz przeciecia dwoch zbioréw A;. Jesli A; sa sasiednie, to mamy zero takich ciagow
(nie da sie, bo jeden wyglada tak x % 121  sx a drugi tak * % x121 x x). Gdy sa to zbiory o dwa,
to zajmujemy pie¢ miejsc przez liczby 12121, a pozostale trzy ustawiamy dowolnie (przyktadowy
cigg * * 12121%. Daje nam wicc to 9% mozliwych sposobéw. Jezeli roznica jest wicksza niz dwa,
to zajmujemy sze$¢ miejsc przez liczby 121 i 121, a pozostate dwa dowolnie (przykladowy ciag
121 % 121%). Daje nam to 9% mozliwych sposobow. Zatem dla par mamy

0jesli j=i+1
|A; NA;| = {93 jesli j =i+ 2
92 jesli j > i+ 2

Mamy wiec
SQ — (|A1 ﬂ A3| —|— |A2 ﬂ A4| + |A3 ﬂ A5| —|— |A4 ﬂ A6|)—|—

+(|AL N Ay + |AL N As| 4+ | AL N Ag| + [Ay N As| + |[Ag N Ag| 4+ |As N Ag|) =4-9° +6-92

Rozpatrzmy teraz przeciecia trzech zbiorow. Trojki moga byé takie, ze wszystkie trzy zacho-
dza jednym elementem i wowczas pozostaje jedno miejsce na dowolny element (przykladowy ciag
1212121%. Mamy wiec 9! mozliwosci. Druga mozliwosé jest taka, ze tylko dwie trojki nachodza
jednym elementem, a trzecia trojka jest od nich roztaczna. Woéwcezas nie ma zadnego miejsca na
dowolny element (przykladowy cigg 12121121). Daje nam to 9° mozliwosci. Zatem dla trojek
mamy

Dla przeciecia czterech i pieciu zbioréw nie ma zadnych mozliwosci, zatem taczna liczba takich
ciagow to

| X| =S+ S5, —S3=9"—6-9°+4-9°+6-9> — 20 = 42695809

Zadanie 7.3.
Zmajdz liczbe permutacji zbioru {1, ..., 7} nie zawierajacych czterech kolejnych elementéw w po-
rzadku rosngcym.

Zadanie 7.4.
Pokaz, ze wielomiany az + 1, az®+ (a+2)z+ 1, abx® + (a+b+ 1)z + 1 sa wiezowe dla dowolnych
a, b naturalnych.

14
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Rozwigzanie:

Pierwszy wiezomian, czyli ax 4 1 jest wiezomianem planszy prostokatnej 1 x a. Drugi wiezomian,
czyli ax? + (a+2)z + 1 jest wiezomianem planszy z jednym wierszem o dtugosci a+ 1 i doklejonym
nad nim jednym polem. f.acznie p6l mamy a+2, czyli jedna wieze stawiamy na a+2 sposoby. Dwie
wieze stawiamy na a sposobow, bo jedna bedzie znajdowac sie w doklejonym kwadraciku, a druga
na ktoryms z n pél (bo nie pod tym doklejonym). Trzeci wiezomian, czyli abx®+ (a+b+1)z+1 to
wiezomian planszy w ksztalcie litery L, gdzie jeden bok ma dtugosé¢ a + 1, a drugi bok ma dlugosé¢
b+1.

Zadanie 7.5.
Znajdz liczbe n-nieporzadkéw za pomoca wiezomianow (liczba rozstawienn wiez na dopelnieniu
przekatnej).

Zadanie 7.6.
7 krasnoludkéw ki, ..., k; ma codziennie do wykonania 7 prac py,...,pr7, przy czym:
k1 nie umie wykonaé ps, p3
ks nie umie wykonaé pq, ps
k4 nie umie wykonaé ps, pr
ks nie umie wykonaé py
Przez ile dni moga rozdziela¢ prace codziennie inaczej?

Rozwigzanie:
Rozwazmy rozstawienia wiez na planszy

ki ke ks ky ks ke ks

M

P2

JL=]

™M

Pa

Py

Woéwezas liczba dni przez ile krasnoludki moga pracowaé¢ rowna bedzie liczbie rozstawien wiez na
szachownicy. Latwiej jednak bedzie, jak policzymy wiezomian dopetniania tej planszy, czyli na ile
sposobéw mozna ustawi¢ wieze na niebieskich polach. Wiadomo, ze permutacja wierszy i kolumn
nie zmienia wiezomianu, zatem bedzie on taki sam jak wielomian ponizszej szachownicy.

15
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ky ke ke ks ks ks Ky

P2

Pa

Pr

m

Pa

Pi

Wiezomiana dla planszy ps,ps,pr to 1 + 4z + 322, Wiezomiana dla planszy p;,ps to 1 + 2z.
Wiezomiana dla planszy ps to 1 + z. Musimy wymnozy¢ te wiezomiany. Otrzymujemy

rp(x) =1+ Tz + 172° + 172° + 62*

Jest to wiezomian dopelnienia planszy, zatem wiezomian planszy obliczymy ze wzoru

rp(n) = Y (=1)Mrpk)(n — k)!

0<k<n

czyli mamy

rp(7) =70 75(0) — 6l - rly(1) 4+ ... — Ol #/y(7) =71 -1 — 6 - 7T+ 51 - 17 — 41 - 17+ 3 - 6 = 1668

Zadanie 7.7.
Udowodnij, ze wielomianem wiezowym planszy {(i,4), (i, + 1) | i =1,...,n} jest
z”: m4+1—k\ 4
I x
k=0
Rozwigzanie:

W tablicy o wymiarze 2n + 1 — k wybieramy k miejsc. W pierwszych k — 1 miejscach wstawiamy
wieze i puste pole, a w k-tym miejscu wstawiam sama wieze. Otrzymuje tablice o rozmiarze
2n; —k+ (k—1) = 2n w ktorej jest k wiez, ale wieze nie stoja obok siebie. Takie ustawienie moge

zrobié¢ na (2n B (kk B 1)> = <2n +k1 B k) sposobow.
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Zadanie 7.8.
Na ile sposob6w mozna rozstawié¢ 6 nie atakujacych sie wiez na czarnych polach szachownicy 8 x 87

Rozwigzanie:
Wiezomian tej planszy bedzie taki sam jak wielomian ponizszej planszy, poniewaz permutacja
wierszy i kolumn nie zmienia wiezomianu.

Wiezomian tej planszy jest rowny kwadratowi wiezomianu planszy 4 x 4. Wiezomian planszy 4 x 4
jest rowny (24z* + 962°% + 722 + 16 4 1)?, zatem wiezomian duzej planszy to

o= (S0 ()

Zatem liczba rozstawien 6 wiez na szachownicy 8 x 8 to 12672.
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Cwiczenia 8
Podzialy liczby

Zadanie 8.1.
Pokaz nastepujace rekurencje na liczby pi(n) (liczba podziatéow n na k sktadnikow):

pre(n) = pr—1(n — 1) + pe(n — k)

Rozwigzanie:

Po lewej mamy podziaty liczby n na dokltadnie k sktadnikow. py_q1(n—1) to liczba tych podziatow,
ktore maja jedynke, natomiast pg(n—k) to liczba tych podziatow, ktore nie maja jedynki. Sumujac
to otrzymujemy liczbe podziatéw n na doktadnie k£ sktadnikow.

Zadanie 8.2.
Oblicz pa(n) i ps(n).

Rozwigzanie:

pa(n) to liczba podziatow liczby n na dwa skladniki. Mniejszy sktadnik moze byé co najwyzej
rowny | %], zatem jego wartos¢ mozemy wybrac na |3 | sposoby. Mamy wiec

pa(n) = 5]
p3(n) to liczba podziatow liczby n na trzy sktadniki. Najmniejszy sktadnik wybieramy na | %]
sposoby. Zalézmy, ze najmniejszy skladnik ma 7 elementéw. Do éredniego i najwiekszego réwniez
dajemy po i elementéw. Pozostaje n — 3¢ elementow, ktore rozkladamy na dwa sktadniki na
p2(n — 3i) sposoby. Musimy dodaé jeszcze 1, bo przeciez drugi i trzeci sktadnik moga by¢ sobie
rowne. Mamy wiec

n

13 5o
pa(m) = > paln = 30) + 1= 3 1P 41

i=1

Zadanie 8.3.
Pokaz oszacowanie

IN

1 n—1 1 'rH—@—l
m'<k:—1><pk‘<") /<!< ko1

Zadanie 8.4.
Pokaz, ze liczba P(n) — P(n — 1) jest rowna liczbie podziatéw n na sktadniki wieksze niz 1.

Rozwiazanie:

Od wszystkich podzialow P(n) odejmujemy podziaty z jedynka, a ich jest P(n—1), bo do dowolnego
podziatu n — 1 dostawiamy jedynke i mamy podzial z jedynka. Otrzymujemy wiec podziaty w
ktorych nie ma sktadnikow réwnych 1.

Zadanie 8.5.
Niech D(n;aq,...,a,) oznacza liczbe podzialow n na czeSci rozmiaréw nalezacych do zbioru
{ai, a2, ..., a,}.
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1
(A—to1)(1—t%2).. (1—tem)

a) Pokaz, ze ten ciag ma jako swoja funkcje tworzaca.

b) Z rozktadu na utamki proste

1 1 1 1

I-H1-0) 20— " 10-p 11+0

wyprowadz wzor na D(n;1,2).

Rozwigzanie:

a) Funkcja tworzaca podzialow to

> Pn)a"=(1+z+a2’+. )1+ a2t 4.

n>0
Zatem ciagg ten ma funkcje tworzacg

4z 2?4+ )1 +z2+22 4. ). (I+a™ dr* . )=
1 1 1

I—zm 1—go2 = 1—gom

b) Funkcja tworzaca D(n,1,2) to
1 1 1 1 1

[~z 1—2 2(—22 20-o 40+

) NE RIS SRS S eI

n>0 n>0 n>0
Z (Qn +3+(—-1)" )
- 2
Zatem przy x" stoi D(n;1,2) = [2] +1 = [2H]
Zadanie 8.6. .
Wykaz, ze taczna liczba sktadnikéw we wszystkich podziatach liczby n jest réwna /;_:0 P(k)T(n—k),

gdzie P(k) to liczba podziatow k, a 7(m) = > 1 jest liczba (dodatnich) dzielnikow m.

dlm
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Cwiczenia 9

Powtoérka przed kolokwium

Zadanie 1. -
Udowodnij, ze dla z,y,n € N zachodzi tozsamos¢ (z +y)" = Y (})ary"*
K

Rozwigzanie:
Zinterpretujmy kombinatorycznie lewa strone. Mamy sobie stado n krolikow. Do stada przybyt
kucharz, ktory sprzedaje = rodzajow zup oraz y rodzajow dan gtéwnych. Pozwala on kazdemu
krolikowi wybraé sobie jedna potrawe w zamian za nowy przepis. Tak wiec pierwszy krolik wybiera
potrawe na x + y sposobow, drugi ktorlik wybiera potrawe na x + y + 1 sposobdéw itd.. Wszystkich
mozliwych wyborow jest wiec (z + y)™.
Zinterpretujmy teraz kombinatorycznie prawa strone. Dla ustalonego k wybieramy z n krolikow
k krolikow, ktore beda musialy jes¢ zupe. Pozostate beda jadly danie gtowne. Majac wybrane &
krolikow postepujemy jak poprzednio. Kroliki ktore jedza zupe, daja kucharzowi przepis na zupe,
natomiast pozostate kroliki daja kucharzowi przepis na danie gtéwne. Dla ustalonego & mamy
wiec mozliwych sposobow (Z) 2y =%, Sumujac po k otrzymujemy > (Z) aFynk,

k

Zadanie 2.
Udowodnij tozsamo$¢ k;) k" = ;,g)k! <7]’;_‘:11> {Z}
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

e () G (G (1) (i) -

Udowodnijmy wiec, ze teza zachodzi dla n = 1. Mamy > k = w oraz k! m+1 !
&= = kE+1 k

=m-0+1- m(”;ﬂ) 1= m(rgﬂ). Zatem dla n = 1 teza zachodzi.
Udowodnijmy teraz, ze teza zachodzi dla n > 1, zakladajac, ze zachodzi dla n — 1. Mamy

m m—1 n
Zk”:m"+2k":m"+2k! <kT1) {Z} —
k=0 k=0 k=0

(e () i}

Aby teza byla prawdziwa, to musi zachodzi¢ m" = > k! TZ {Z}
k=0

Zinterpretujmy ta rownos¢ kombinatorycznie. Z lewej dzielimy n krolikow na m pasztetow wedtug
przydatnosci do spozycia. Z prawej strony dla ustalonego k& wybieramy sobie z m réznych jakosci

doktadnie k£ na ktore bedziemy dzieli¢ pasztety. Robimy to na sposobow. Mamy wiec sobie

m
k
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k lad na ktore beda wyktadane pasztety z krolikow. Kazda lada odpowiada innej jakosci pasztetu.

Dalej n krolikow dzielimy na k cze$ci. Robimy to na sposobdéw. Nastepnie z krolikéw robimy

n
k
pasztety, ktore ukladamy na ladach na k! sposobéw. Zatem dla ustalonego k liczba sposobow

zrobienia k réznych pasztetéw to k! (m) {n} Lacznie podziatow n krolikow na m pasztetow

k k
. n [ m n
e S0 () i

11 sposéb:

Zinterpretujmy kombinatorycznie lewa strone. Mamy m réznych rodzajow pasztetow krolikow.
Dzielimy n krolikoéw na dowolng liczbe pasztetéw roéznych rodzajow, nie wicksza od m. Dla usta-
lonego k liczba podziatow n krolikow na k pasztetow to k™. Zatem sumujac po liczbie rodzajow
pasztetow, otrzymujemy wzor na tacza liczbe podziatow > k™.

k=0
Zinterpretujmy kombinatorycznie prawg strone. Mamy sobie m + 1 rodzajow pasztetow, z czego

jeden to bedzie pasztet krolewski. Mamy sobie n krolikow. Mamy sobie tez krola, ktory zawsze
bedzie ladowat sam w krolewskim pasztecie. Dla ustalonego k£ z m+1 rodzajéow pasztetéw losujemy
k + 1 rodzajow. Pierwszy z nich idzie dla krola krolikow, a pozostate k idzie dla n krolikow.

. 1 . : - .
Wykonujemy to na (7;;:1 ) sposobow. Nastepnie n krolikow dzielimy na k grupek. Wykonujemy
to na {Z} sposobow. Grupki krolikow przyporzadkowujemy do réznych rodzajow pasztetow na

k! sposobow. Sumujac po liczbie krolewskiego, mamy > k! <m N 1> {n}
= E+1 k

Zadanie 3.

Niech a, oznacza liczbe n-ciagéw zerojedynkowych nie zawierajacych spdjnego podciagu 011.
Zmajdz funkcje tworzaca i zwarty wzor na a,,.

Rozwigzanie:

Znajdzmy wzor rekurencyjny na ciag a,, oznaczajacy na ile sposobow mozemy otrzymac ciag
zerojedynkowy. Zero mozna dopisa¢ do kazdego ciagu, jedynke mozna dopisa¢ do ciagu jesli caty
ciag jest jedynkami lub jesli ostatnia cyfra to zero. Ciagéw do ktérych mozemy dopisaé O jest
a,—1. Ciagow do ktorych mozemy dopisaé 1 sktadajacych sie z samych jedynek jest oczywiscie 1.
Ciagéw do ktorych mozemy dopisa¢ 1, ktore koicza sie na 0 jest a,_o, poniewaz do dowolnego
ciagu o dlugosci n — 2 dopiszemy na koicu 0.

Zatem rekurencyjny wzor na a, to a, = a,_1 + a,_2 + 1, gdzie ag = 1, a; = 2, as = 4.

a0:0+0+1
alza0+0+1
ay = a; +ap+1

Ap—1 = QAp—2 + Ap_3 + 1

Up = Qp-1+ ap2+1

Po pomnoZeniu stronami przez z° dla i = 0,1,2,...,n i zsumowaniu stronami otrzymujmemy.
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ST apr" = > az" + > apa™t? 4+ Y 2™ Niech A(z) to funkcja tworzaca ciagu a,. Wowczas

n>0 n>0 n>0 n>0

mamy A(z) = xA(x) + 22A(z) + ——. Cazyli A(x)(1 —x — 22) = . skad A(x) = L
y A(z) (z) - Czy 3

1-z7 (1—z—=x?)(1—2)"

Wyrazenie ﬁ to funkcja tworzaca liczb Fibonacciego, przy czym Fy = 11 F; = 1. Mamy
wiec A(z) = (Z an") . (Z :c”> = > ( Fk> x™. Zatem a, = ) Fy. Ponadto mamy
n n n>0 \k=0 k=0

F, = F,+1 — F,_1, zatem mamy

Fy=F

Fy=F, — Fy

F2 — F3 - Fl

F3=F,—F

Foo=F,—F,
Fn:Fn+1_Fn—1

Zatem mamy a, = »_ F, = F,1+ F, — Fy = F.2— 1.
k=0

Zadanie 4.
Niech a, oznacza liczbe uporzadkowanych podziatéw n-zbioru, ktorych kolejno$é elementow w
bloku jest bez zbaczenia, natomiast istotna jest kolejnosé blokéow (np. as = 3 : ({1,2}), ({1}, {2}),

{2} {11)-

n—1
a) Udowodnij, ze ciag (a,) spelnia zaleznos¢ rekurencyjna a, = > (?) a;, ag = 1
i=0

b) Udowodnij, ze a, = % > g—:, gdzie przyjmujemy, ze 0° = 1.
k=0

Rozwiazanie:

a) Udowodnimy to przez interpretacje kombinatoryczng. Mamy sobie kroliki ponumerowane od
1 do n. Chcemy je podzieli¢ na grupki w jakiej beda sie ustawia¢ w kolejce po lody. Kroéliki
lubig tworzy¢ gangi, dlatego czes¢ z nich bedzie w wiekszych grupkach a inne w mniejszych.
Istnieja tez kroliki ktore stoja same w kolejce po lody. Chcemy obliczy¢ na ile sposobow
mozna ustawi¢ n takich krolikow. Dla danego ¢ wybieramy z n krolikow ¢ krolikow, ktore
beda staly z przodu, a nastepnie na a; sposobéw porzadkujemy je. Pozostate n — ¢ krolikow
bedzie stato na koncu kolejki w oddzielnej grupce. Zatem dla ustalonego ¢ liczba sposobow

na ile mozemy ustawié¢ te kroliki to ZL a;. tacznie mozliwych ustawien n krolikow jest

n—1
wiec > (n) a;.

i=0 \ !
n—1 n n n 1 n n 1 )
b) Mamy a, = > | . Ja;=> (. | ai—an, zatema, = 5> ( . | a;i+5-[n = 0]. Wykladnicza
i=0 '

0
funkcja tworzaca ciagu a, to A(z) = Y a, - L = 3 (% > (7;) a+ 3 [n= 0]) LI =
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n " zn zn o .
Z%'Z<i)ai'm+% = (%-Zaim) : (ZF) + 3 = 1A(z) - €® + 3. Mamy wigc

Alz) = 3A(x) - €" + 3, czyli A(z) = ——= $ > 5 No a przecierz e = Z(knﬁ,
k

-2

n

zatem A(z) = 133 5L =3 <% > g—:) L. Zatem jako, ze a, to jest to co stoi przy L:
k n ) n k ) )

w wyktadniczej funkcji tworzacej, totez a,, = % >
k

Zadanie 5.

Niech s, bedzie liczba wszystkich skoriczonych ciagéow (z1,...,xx) liczb naturalnych, takich ze
Vi 1 < a; < noraz ;1 > 2x; (dlugosé ciagu k moze by¢ dowolna, w szczegdlnosci rowna 0).
Udowodnij, ze s,, speinia rownanie rekurencyjne s, = s,—1 + sjz) dlan > 11 sy = 1. Wykaz, ze
funkcja tworzaca S(z) ciagu s, spelnia zaleznosé¢ (1 — 2)S(z) = (1 + 2)S5(2?).

Rozwiazanie:

Rozwazmy ciagi o dtugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1,2, ...,n} w ktorych 0 oznacza brak ele-
mentu, natomiast pozostate liczby to wyrazy ciagu. Majac ciag o dlugosci n — 1 mozemy na
poczatku dopisa¢ 0 otrzymujac ciag diugosci n. Do | 5] ciagow o dlugosci n — 1 mozemy dopisac
na koricu liczbe n, aby spetniony byt warunek xz;,; > 2x;, poniewaz wtasnie tyle jest ciagow, kto-
rych ostatni element jest nie wigkszy niz [ 5]. Zatem wzor rekurencyjny na s,, czyli liczbe ciagow
dhugosci n, to s, = s,_1 + S|z

Znajdzmy teraz funkcje tworzaca tego ciagu. Po przemnozeniu s;-tego wyrazu ciagu stronami
przez x; i zsumowaniu tych wyrazen, dostajemy

n>0 n>0 n>0
Jesli przez S(x) oznaczymy funkcje tworzaca ciagu s, to mamy
S(x) =xS(x) + Zngjx”
n>0

czyli

S(z)(1l—x) = ZSL%Jx"

n>0

Aby udowodni¢ teze, musimy wykazaé¢, ze mamy

ZSL%an = (14 2)S(2?)

n>0

Chcemy wige znalez¢ funkcje tworzaca ciagu s\ z). Dla n podzielnego przez 2 mamy 37 s,

n>0
natomiast dla n nie podzielnego przez 2 mamy Y. s,r?""!. Funkcja tworzaca ciagu s, to
n>0
§ :Sn$2n-+ E Sn$2n+1
n>0 n>0

zatem mamy

Z spn " = Z S + Z sp 22" = S(2%) + xS (2?)

n>0 n>0 n>0
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czyli

D simpa" = (1+2)S(2?)

n>0

Zatem mamy

(1—2)S(x) = (14 2)S(2?)

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla n > 0 liczba permutacji (ay, ..., a,) zbioru {1,...,n} takich, ze a;;1 —a; # 1
dlai =1,...,n — 1, jest rtéwna D, + (n — 1)D,,_o + (=1)""Y(= D, + D,_,), gdzie D, to liczba
n-nieporzadkow.

Rozwigzanie:

n
Wzor na n-nieporzadek to D,, = Y (—1)F - .
k=0
Udowodnimy najpierw przez interpretacje kombinatoryczna, ze liczba takich permutacji jest réwna

Zn:(_nk - (” - 1) (= k)

k=0

Policzmy dla ustalonego k ile jest takich permutacji (moga sie powtarzac), ze co najmniej k par
sposrod n—1 par jest niepoprawna. Z n—1 par wybieramy sobie k par, w ktorych bedzie zachodzito
a;y1 = a; + 1. Nastepnie n — k liczb rozdzielamy na (n — k)! sposobow. Rozktadamy liczby po
kolei, a jesli natrafimy na komorke, ktoéra jest w jakies parze, to od razu do nastepnej komorki
wktadamy liczbe o jeden wicksza. Zatem dla ustalonego k liczba takich permutacji, ze co najmniej

. . -1 . .
k par spo$rod n — 1 jest niepoprawna to (n 1 ) -(n—k)!. Z zasady wlaczania-wylaczania mamy

zn:(_nk - (” - 1) (= k)

k=0

Udowodnijmy teraz, ze

k=0
Mamy
- L (n—1 < i (n—1)! B
St (") = Y ey
) (AR Loy o RS LA B LR et
k=0 k=0 k=0

I
|
—
S~—
=
=3
|
/
o
+
(]
=
Eal
—~
3
= |
=
>~
~_—
>
3
+
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|
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Zadanie 7.

Uporzadkowanym podzialem dodatniej liczby catkowitej n, czyli n-kom-pozycja nazywamy przed-
stawienie n w postaci sumy dodatnich sktadnikow, przy czym kolejnosé¢ sktadnikéow w tym przed-
stawieniu jest istotna (np. wszystkie 3-kompozycje to: 1+ 1+ 1, 1+ 2, 2+ 1, 3). Udowodnij,
ze uporzadkowanych podziatow liczby n na sktadniki < 2 jest tyle samo, co uporzadkowanych
podzialow liczby n 4 2 na sktadniki > 2.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez a, liczbe uporzadkowanych podziatéow liczby n na sktadniki < 2. Majac podziat
liczby n — 1 mozemy uzyska¢ podzial liczby n przez dopisanie jedynki na koricu. Majac podziat
liczby n — 2 mozemy uzyskaé¢ podziat liczby n przez dopisanie dwojki na koncu. Zatem rekuren-
cyjny wzor na a, to a, = a,_1 + a,_o dla n > 2, gdzie ay = a; = 1.

Oznaczmy przez b, liczbe uporzadkowanych podziatéow liczby n na sktadniki > 2. Majac podziaty
liczb k, gdzie k € {0, 1,2, ..., n—2} mozemy otrzymac podziat liczby n, dodajac do danego podziatu

n—2

liczbe n — k. Zatem rekurencyjny wzor na b, to b, = > b, dla n > 2, gdzie by = 1, by = 0.
k=0

Zauwazmy, ze
n—3
by, = bp—2 + Z bk = by + bn—l
k=0
Zatem mamy b, o = b,_149 + b,_o19, gdzie by1o =1 oraz by o = 1.

Jako, ze wzor rekurencyjny na liczbe uporzadkowanych podziatéow liczby n + 2 na sktadniki > 2
jest taki sam jak wzor rekurencyjny na liczbe uporzadkowanych podziatéow liczby n na sktadniki
< 2 oraz warunki brzegowe sag takie same, to teza jest prawdziwa.

Zadanie 8.
Niech Wy (n) oznacz liczbe podziatéow n na sktadniki wieksze badz rowne k, zas My(n) oznacza
liczbe podzialéw n na sktadniki mniejsze badz rowne k, w szczegolnosci Wi (0) = M, (0) = 1 dla
k > 0. Udowodnij, ze dla n > 0 zachodzi > (My(n — k) — Wi(n —k)) = 0.

k=1
Rozwigzanie:
Roéwnowaznie mozemy napisaé

> Myn—k)=> Wi(ln—k)

k>1 k>1

Majac podzial liczby n—k na sktadniki wieksze, badz rowne £, dodajac do tego sktadnik o wielkosci
k otrzymujemy podzial liczby n. Zatem podziatow liczby n — k na sktadniki wicksze, badz réwne
k jest tyle samo, co podziatow liczby n, gdzie najmniejszy sktadnik ma wielkos¢ k.

Majac podziat liczby n — k na skladniki mniejsze, badz réwne k, dodajac do tego sktadnik o
wielkosci k otrzymujemy podzial liczby n. Zatem podzialéw liczby n — k na sktadniki mniejsze,
badz réwne k jest tyle samo, co podziatow liczby n, gdzie najwickszy sktadnik ma wielkos¢ k.

Po lewej i po prawej stronie zliczamy wiec wszystkie podziaty liczby n. Zatem

> Myn—k)=> Wi(n—k)

k>1 k>1
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Zadanie 9.
2n—1

Rozwigz réwnanie rekurencyjne f, = == f, ;| — "T_lfn,g +1, fo=0, fi=1.

Rozwigzanie:
Uprosémy wyrazenie, mnozac stronami przez n. Mamy

nfn = (QTL - 1)fn—1 - (n - 1)fn—2 +n
czyli
n(fo = fa1) = (= 1)(fu-1 — fa-2) +n

Podstawmy teraz a, =n- (f, — fu_1). Wowczas mamy a,, = a,_1 + n gdzie a; = 1, zatem mamy

bn:Zn: pntl) <7;+ )
k=1

Dalej mamy ( )
n-(n+
2

n+1  n(n+3)

n'(fn_fnfl): 9 4

<:}fn:fnfl"i_

Zadanie 10.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w losowej 6-permutacji 1 i 2 sa w tym samym cyklu, a 3 w
innym?

Rozwigzanie:

Rozwazmy SUPERNAPIS. Aby 1 i 2 byty ze soba w cyklu, to musza byé¢ w kolejnosci 1 2. Aby
trojka nie byta z nimi w cyklu, to musi by¢ przed nimi, czyli kolejnos¢ tych trzech elementow
bedzie nastepujaca 3 1 2. Po miedzy tymi elementami moga znalez¢ sie dowolne inne elementy.
Permutacji liczb 1 2 i 3 jest oczywiscie 3! = 6, zatem prawdopodobienistwo tego, ze 11 2 sa w tym
samym cyklu, a 3 w innym wynosi %. Jest ono niezalezne od liczby elementéw w permutacji.

Zadanie 11.
o L (i+7 n "o(n k}{n—k}
Udowodnij tozsamosé ) L= ) ) )
J ( U >{Z+J} /§)<k>{J j
Rozwigzanie:

Zinterpretujmy kombinatorycznie lewa strone. Dzielimy stado n krélikéw na ¢ + j pasztetow, a
nastepnie z 1+ pasztetow wybieramy ¢, ktore beda zjedzone dzis na kolacje. Pozostale j pasztetow
! +‘7> { M sposobdéw podziatu.

) 1+
Zinterpretujmy kombinatorycznie prawa strone. Mamy sobie n krolikéw. Dla ustalonego k, wybie-
ramy z n krolikow k krolikow, ktore beda w dzisiejszym pasztecie, a pozostate n—k krolikow bedzie
w jutrzejszym pasztecie. Nastepnie dzisiejsze kroliki dzielimy na ¢ pasztetow, a jutrzejsze kroliki

dzielimy na j pasztetéow. Dla ustalonego & mamy wiec (Z) {k} {n B k} sposobow podziatu.

bedzie zjedzona jutro na kolacje. Mamy wiec

J J
. L s . . . “o(n k n—k
Sumujac po liczbie krolikow w dzisiejszym pasztecie otrzymujemy » 3 j i .
k=0
Zadanieoo127.l
Znajdz > > %, gdzie F,, to n-ta liczba Fibonacciego.
n=0 k=0

27



Cwiczenia z matematyki dyskretnej Marysia Nazarczuk

Rozwigzanie:
Jesli x = %0, to mamy
>N FyFah = (Z anx"> : (Z an”>
n=0 k=0 n=0 n=0
Funkcja tworzacg liczb Fibonacciego, gdzie Fy = F} = 1 jest ﬁ Wyznaczmy funkcje tworzaca
ciagu Fy,.

Niech G,, = F5,, oraz H,, = F5,.1. Mamy wiec

Gn = Gn—l + Hn—l + [TL = 0]
H,=H, |+ Gn

Jesli przez G(z) oznaczymy funkcje tworzaca G, oraz przez H(x) oznaczymy funkcje tworzaca H,,
to mamy

skad otrzymujemy

Zatem mamy

< 1—x 1
Z Fop g™ = — ' 2
== ¥ —=3rx+1 1l—az—x

gdzie © = 5.

Zadanie 13.

L & n Eofn—1—1)\
Udowodnij tozsamosé: D)= > . 20dla 0 <k <n.
i=0 i=0 -
Rozwigzanie:

Zinterpretujmy kombinatorycznie lewa strone. Drzielimy n kroliki na dwa pasztety, przy czym
chcemy, aby w dzisiejszym pasztecie nie byto wiecej niz k krolikow. Dla ustalonego i, z n krolikow

wybieramy ¢, ktore beda w dzisiejszym pasztecie. Robimy to na <7Z> sposobow. Zatem ltaczna

Zinterpretujmy kombinatorylczonie prawa strone. Ustawiamy kroliki w szereg. Dla ustalonego ¢
przechodzimy od lewej do prawej i dla pierwszysch ¢ krolikow wybieramy te ktére péjda do pasztetu
dzisiejszego i te ktore pojda do pasztetu jutrzejszego. Nastepnie ¢ 4+ 1 krolik pojdzie do pasztetu
jutrzejszego i z pozostatych n — 1 — ¢ kroliow wybieramy k — i krolikow ktore pojda do pasztetu
dzisiejszego.

Chcemy podzieli¢ n krolikow na dzisiejszy pasztet wielkosci co najwyzej k. Ustalmy wiec wielkosé
tego pasztetu jako k. Gdy dla pierwszych ¢ krolikow wybieramy krolika, to nie zmniejszamy wiel-
kosci pasztetu. Gdy krolika nie wybieramy, to zmniejsza sie nam rozmiar pasztetu o 1. Gdyby$my
probowali utworzy¢ taki sam pasztet dla innego 7, to wielko$é pasztetu by sie zmienita, poniewaz

k
liczba podzialow jest rowna ) (TZ)
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t + 1 krolik nie jest w pasztecie dzisiejszym. Zatem otrzymujemy rézne wybory co najwyzej k
krolikow na dzisiejszy pasztet z n krolikow. Liczba wyboréw co najwyzej k krolikow na pasztet

C ) . 3 ko fn—1—1 :
dzisiejszy jest wiec rowna » b 2°.

=0
Zadanie 14.
Uprosé sume . 2P395" dla p, g,r € N. Zakladamy, ze 0 € N.
ptq+r=n
Rozwigzanie:
Funkjca tworzaca ciagu a, = >, 2P375" to A(z) = >, ( > 2”3%’”) ™. Mamy tu splot
p+qg+r=n n=0 \p+qg+r=n

trzech funkcji tworzacych, zatem

- 2 - n, 2 = n,.2 1 1 1
A(x)z<;2%>'<;3x)'<;5x>:1—2‘75'1—31'90—590:
. 1
30 (z—3)(x—3)(—3)

Chcemy znalezé takie a, b, c, ze A(x) = — == <xf; + xi’ + xf;) Czyli
2 5

()l el 6

a x2—§x+i +b x2—lx+i +c x2—§x+1 =
15 15 10 10 6 6

Po rozwiazaniu uktadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi mamy a = 20, b = —45 oraz ¢ = 25,

zatem . . ) .
Alw) = — (40 — 135 125 -
(@) 30(0 o g TP 1—53;)

1 > > > . /40 135 125
= — 40-§ 2”2—135§ 32 125§ 5" =§ —on _ ZZgn gy TTUgn ) gn
30 ( n=0 ’ n=0 o n=0 ' > (30 30 + 30 ) '

n=0

czyli

skad otrzymujemy +; 2r395T = on — 1503n 4 g
pt+q+r=n

Zadanie 15.
Zmajdz liczbe przechodzacych w prawo i do gory drog na kratownicy o poczatku (0,0) i koricu
(9,9), ktore przechodza przez doktadnie jeden z punktow (3,3), (4,2), (6,6).

Rozwigzanie:
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(9, 9)

Wszystkich drog z (0, 0) do (9,9) przechodzacych przez punkt (3, 3) jest d(3,3)-d(6,6). Wszystkich
drog z (0,0) do (9,9) przechodzacych przez punkt (4,2) jest d(4,2) - d(5,7). Wszystkich drog z
(0,0) do (9,9) przechodzacych przez punkt (6,6) jest d(6,6) - d(3,3).

Wszystkich drog z (0,0) do (9,9) przechodzacych przez punkt (3,3) i punkt (6,6) jest d(3,3) -
d(3,3) - d(3,3). Wszystkich drog z (0,0) do (9,9) przechodzacych przez punkt (4,2) i punkt (6, 6)
jest d(4,2) - d(2,4) - d(3,3). Nie ma natomiast drog przechodzacych przez punkty (3,3) i punkt
(4,2).

Nie ma droég przechodzacych przez wszystkie trzy punkty.

Z zasady Wlaczania-Wylaczania mamy wiec d(3,3) - d(6,6) + d(4,2) - d(5,7) + d(6,6) - d(3,3) —
d(3,3) - d(3,3) - d(3,3) — d(4,2) - d(2,4) - d(3,3) — 0+ 0 = 36340.

Zadanie 16.
Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze w losowej n-permutacji zadne dwie liczby parzyste nie sg w
tym samym cyklu.

Rozwiazanie:

Rozwazmy zmodyfikowany SUPERNAPIS. Jesli w cyklu jest liczba parzysta, to ustawiamy cykl
tak, ze najmniejsza liczba parzysta stoi na poczatku. Jesli w cyklu nie ma liczby parzystej, to na
poczatku stoi po prostu najmniejsza liczba. Nastepnie cykle sortujemy po w porzadku malejacym,
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po pierwszym elemencie z cyklu.
[3256][147 [8[119][10]=[2563][471][911][10]=109114712563

Aby liczby zadne dwie liczby parzyste nie byly w jednym cyklu, to liczby parzyste muszg by¢ w
porzadku malejacym. Wszystkich n-permutacji jest n!, natomiast (jako, ze liczb parzystych jest
| 5]) liczba n-permutacji, gdzie liczby parzyste sa w porzqdku malejacym, jest rowna L j Zatem

prawdopodobienistwo tego, ze zadne dwie liczy parzyste nie sa w tym samym cyklu jest réwne ﬁ
gy

Zadanie 17.

Zmnajdz liczbe przedstawien liczby naturalnej n w postaci sumy pewnej liczby nieujemnych sktad-
nikow catkowitych, przy czym istotna jest kolejnos¢ sktadnikéw, a z kazdych dwoéch kolejnych
sktadnikow co najmniej jeden jest dodatni. PRZYKLAD: dla n = 2 jest 12 takich przedstawieri:
0+1+0+1,04+140+1+40,0+1+1,04+1+1+40,04+2,0+2+01+0+11+04+1+0,
1+1,14+1+0,2,2+0.

Rozwigzanie:
Liczbe n podzielimy najpierw na k sktadnikoéw, a nastepnie w k41 miejsc bedziemy mogli wpisaé 0.

Podziatow liczby n na k dodatnich sktadnikéw jest <Z : i

k mamy 2! poniewaz dla kazdego miejsca, mozna wybraé, czy zero sie tam wstawia czy nie.

Zatem dla ustalonego k£ mamy (Z : 1

) . Wyboréw miejsc dla 0 dla ustalonego

) - 2k+1 takich przedstawen. Sumujac po k otrzymujemy

n n n—1
Tl—l k+1 ) n k—1 k _ L an—1
Z(k_1>-2 _4k1<k_1>2 42%( )2_43
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Cwiczenia 10
Grafy - podstawowe pojecia

Zadanie 10.1.
Udowodnij, ze na kazdym przyjeciu sa dwie osoby o takiej samej liczbie znajomych.

Rozwigzanie:

Niech osoby na imprezie oznaczajg wierzchotki grafu oraz niech krawedzie grafu to znajomosci osob.
Chcemy pokazaé, ze istnieja wierzcholki, ktore maja taki sam stopien. Zalézmy wiec przeciwnie, ze
taki wierzchotek nie istnieje. Wowczas mamy wierzchotki o stopniach odpowiednio 0,1,2,...,n—1.
Skoro istnieje osoba, ktéra zna n — 1 os6b, to zna wszystkich pozostatych, zatem nie moze istnie¢
osoba, ktora bedzie miata 0 znajomych.

Zadanie 10.2.

Udowodnij, ze przynajmniej jeden z grafow G, G’ (dopekienie) jest spojny.

Niech diam(G) oznacza $rednice grafu G (nieskoriczonosé jesli G jest niespojny) i niech f(G) =
min(diam(G), diam(G")). Znajdz supf(G) po wszystkich grafach G.

Rozwigzanie:

Udowodnijmy najpierw, ze przynajmniej jeden z grafow G,G’ jest spojny. Rozwazmy spojne
sktadowe grafu G, ktory nie jest spojny, wowczas istnieje spdjna ktora nie taczy sie z pozostalymi.
WezZmy teraz dwa wierzcholki z réznych spojnych sktadowych v, w. S one potaczone w dopelieniu
G', poniewaz nie byly polaczone w grafie G. Dwa wierzcholki v, u lezace w jednej spojnej sktadowej
sa potacznone wierzcholkiem w lezacym w innej spojnej sktadowej. Zatem dopenienie jest spdjne.
Wiemy zatem, ze diam(G) < oo lub diam(G’) < oo, zatem min(diam(G), diam(G")) < co. Istnieje
ponadto graf taki, ze diam(G) = 3 oraz diam(G’) = 3.

G G

o

Udowodnijmy teraz, ze nie istnieje graf, w ktorym min(diam(G), diam(G’) > 3. Czyli skoro wiemy,
ze min(diam(G), diam(G’) > 3, to wystarczy pokaza¢, ze min(diam(G), diam(G’) < 3. Zalézmy
wiec, ze min(diam(G), diam(G’) < 3. Wezmy wiec dwa wierzcholki v, w w grafie G oddalone
od siebie o 3. Kazdy wierzcholek u w grafie G moze byé polaczony z maksymalnie jednym z
wierzchotkéw v, w, poniewaz w przeciwnym razie odlegltos¢ wierzchotkéw v, w bylaby nie wieksza
niz 2. Zatem kazdy wierzchotek w grafie G’ jest polaczony z v lub z w. W grafie G’ wierzchotki
v, w sa polaczone ze soba, poniewaz nie byly potaczone ze soba w grafie G. Czyli dla dowolnych
wierzchotkow u, t mamy Sciezki (u,v,t) lub (u,w,t) lub (u,v,w,t). Zatem diam(G’) > 3. Skad
min(diam(G), diam(G") < 3, czyli sup f(G) = 3.

Zadanie 10.3.
Udowodnij, ze w Kg dowolnie pokolorowanym krawedziowo na 2 kolory jest monochromatyczny
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trojkat (sa nawet dwal), ale w K5 niekoniecznie.

Rozwigzanie:
7 kazdego wierzchotka wychodzi 5 krawedzi, zatem co najmniej 3 musza mie¢ taki sam kolor.

Bierzemy konce tych trzech krawedzi i teraz one tworza trojkat. Jak nie pomalujemy go catego
na drugi kolor, to domkniemy pierwszy trojkat, natomiast jak pomalujemy to i tak otrzymamy
trojkat.

Podamy przyktad takiego kolorowania K5 na dwa kolory, ze nie ma w nim tr6jkata monochroma-
tycznego.

Zadanie 10.4.
Rozstrzygnij, czy istnieje:
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a) graf o ciagu stopni wierzchotkéow (3333566666 6)
b) (33333566666 06)
¢) dwudzielny (33333566666 6)

d) drzewo (dowolny ciag dtugosci n o sumie 2n — 2)

Rozwiazanie:

a) W grafie kazda krawedZ ma dwa korice, zatem suma stopni wierzchotkow musi by¢ parzysta.
Nie moze istnie¢ zatem graf, gdzie wierzchotki maja stopnie (333356666 6 6).

b) Taki graf istnieje.

¢) Kazda krawedz ma jeden koniec z lewej strony i jeden koniec z drugiej strony grafu, zatem suma
stopni po obu stronach jest jednakowa. Musimy wiec mulitizbior (333335666 6 6 6)
podzieli¢ na dwie czesci o rownej sumie. Mamy jedna liczbe niepodzielna przez 3, zatem
jedna z czesci bedzie miata sume podzielng przez 3, a druga bedzie miata sume niepodzielng
przez 3. Te czedci nie beda wiec sobie rowne. Zatem taki graf nie istnieje.

d) Chcemy pokazac, ze dla dowolnego ciagu (d; ds ... d,) takiego, ze > d; = 2n — 2 oraz d; > 0

in > 1 istnieje drzewo o takim ciagu stopni wierzchotkow. Udowgdnimy to przez indukcje.
Niech P(n) oznacza, ze dla dowolnego n ciagu liczb naturalnych dodatnich sumujacych sie
do 2n — 2 istnieje drzewo o takim ciagu stopni. Dla n = 2 mamy ciag (1 1), czyli po prostu
dwa wierzchotki polaczone krawedzia. Zatem prawdziwe jest P(2). Zalozmy wiec, ze P(n)
jest prawdziwe dla pewnego n. Chcemy udowodnié, ze prawdziwe jest P(n + 1). Mamy ciag

dy dy ... d, taki, ze > d; = 2n oraz d; > 0. Chcemy pokazaé, ze istnieje drzewo o takim

ciafu stopni Wierzchollk(’)w. W ciagu istnieje 1, bo gdyby wszystkie stopnie byly co najmniej
2, to suma stopnie bytaby co najmniej rowna 2(n+2). W ciagu najwieksza liczba jest rowna
co najmniej 2, bo w przeciwnym razie suma stopni bylaby réwna n + 1. Mamy wiec sobie
ciag dy do ... d, dn11. 7 tego ciagu zabieramy dj o stopniu 1 oraz maksymalny stopien
zmniejszamy o 1. OtrzymaliSmy teraz ciag n elementowy, zatem wiemy, ze istnieje dla niego
drzewo z zalozenia indukcyjnego. Robimy wiec z tego ciagu drzewo, a nastepnie dodajemy
lis¢ do tego wierzchotka, ktéremu zmniejszyliSmy stopienn. W ten sposéb dostajemy drzewo
o ciagu stopni (d; dy ... dy,). Zatem prawdziwe jest rowniez P(n) = P(n + 1).
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Zadanie 10.5.
Podaj przyktad dwoch nieizomorficznych graféw spojnych o takich samych ciggach stopni wierz-
chotkow.

Rozwigzanie:
Przyktadowe grafy znajduja sie na ponizszych rysunkach.

LD

Oba grafy maja stopnie wierzchotkéw odpowiednio réwne 2 2 2 2 3 3. Jednak te grafy nie sa
izomorficzne.

Oba grafy maja stopnie wierzchotkéw odpowiednio réwne 2 2 3 3 3 3. Jednak te grafy nie sa
izomorficzne.

Zadanie 10.6.
Graf niezorientowany jest orientowalny, jesli mozna na jego krawedziach dorysowaé strzatki tak,
zeby dostaé digraf silnie spojny. Pokaz, ze graf spojny jest orientowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie ma mostow.

Rozwiazanie:

Pokazemy najpierw, ze jesli graf spojny jest orientowalny to nie ma w nim mostéow. Zalézmy
nie wprost, ze w grafie orientowalnym istnieje most. Skoro istnieje most to z jednej czesci da sie
przejs¢ do drugiej, jednak z tej drugiej nie da sie przejs¢ do pierwszej, czyli graf nie jest silnie
spojny. Otrzymujac sprzecznosé, wykazaliémy ze jesli graf spojny jest orientowalny to nie ma w
nim mostow.

Pokazemy teraz, ze jesli graf nie ma mostéw to jest orientowalny. Skoro graf nie ma mostéw, to
miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami istnieja dwie rézne $ciezki, czyli rownowaznie kazda kra-
wedz nalezy do jakiegos cyklu. Wezmy wiec dowolng krawedz w grafie. Wiemy, ze nalezy ona do
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jakiegos cyklu, zatem orientujemy sobie wszystkie krawedzie w tym cyklu w jedna strone. Nastep-
nie bierzemy niezorientowana krawedz, ktéra bedzie incydentna z jaka$ zorientowana krawedzia.
Ta krawedz réwniez nalezy do jakiegos cyklu. Orientujemy wiec ten cykl, zgodnie z orientacja
zorientowanej krawedzi. Graf nasz bedzie podzielony na dwie czesci: te zorientowana, ktora jest
silnie spojna, poniewaz kazda krawedz lezy w jakims zorientowanym cyklu; oraz te niezorientowana.
Orientujemy wiec krawedzie nieskierowane zgodnie z powyzsza metoda. Po skoniczonej liczbie po-
wtorzen powyzszej procedury dostajemy zorientowany graf, w ktorym kazda krawedz nalezy do
jakiegos zorientowanego grafu. Otrzymalisémy wiec graf silnie spojny.
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Cwiczenia 11

Drzewa, cykle Eulera i Hamiltona

Zadanie 11.1.
Centrum grafu G to zbiér wierzchotkéw v, dla ktérych max,, d(v, w) jest najmniejsze. Udowodnij,
ze centrum drzewa to pojedynczy wierzchotek albo para wierzchotkéw potaczonych krawedzia.

Rozwigzanie:

W drzewie istnieje choé jeden li§é. Lis¢ nie moze byé¢ centrum, poniewaz od jego jedynego sasiada
jest blizej do pozostalych wierzchotkoéw. Zatem usuwajac wszystkie liScie z grafu, na pewno nie
usuwamy jego centrum. Zawuazmy, ze maksimum odleglosci od dowolnego wierzchotka v jest w
jakims$ lisciu. Usuwajac wszystkie liscie zmniejszamy te warto$¢ o 1. Zmienia sie ona dla kazdego
wierzchotka, zatem nadal jest najmniejsza w centrum grafu. Po usunieciu lisci z drzewa, zostaje
nam drzewo, ktore tez ma liscie. Bedziemy wiec usuwaé lisScie do momentu az w grafie nie zostanie
jeden lub dwa wierzchotki. Te wierzchotki to centrum grafu.

Zadanie 11.2.
Udowodnij twierdzenie Cayleya o zliczaniu drzew etykietowanych: K, ma n" 2 drzew rozpinaja-

cych wskazujac bijekcje miedzy takimi drzewami a (n—2)-ciagami o elementach ze zbioru {1,...,n}
(kody Prufera);

Rozwigzanie:

(Z wikipedii) Kod Priifera — kod pozwalajacy na zapisywanie drzewa (w rozumieniu teorii grafow)
w formie skompresowanego ciagu (bez wypisywania catego zbioru krawedzi) dtugosci n — 2, gdzie
n stanowi liczbe wierzchotkéw grafu.

Wyznaczanie kodu Priifera

Algorytm wyznaczania kodu Priifera na podstawie opisu drzewa. 7 danego drzewa o zbiorze
wierzchotkow opisanym jako {1,2,...,n} prowadzi do kodu Priifera stanowiacego n — 2 wyrazowy
ciag liczb ze zbioru {1,2,...,n}.

1. Jesli w drzewie jest wiecej niz jedna krawedz, szukamy w drzewie wierzchotka stopnia jeden o
jak najnizszym numerze ze zbioru {1,2,...,n} nazwijmy go v. Znajdujemy jedynego sasiada
tego wierzchotka, nazwijmy go w.

2. Do ciagu wyjsciowego dopisujemy w, usuwamy krawedz {v, w}

3. Jedli w drzewie zostala wiecej niz jedna krawedz to przejs¢ ponownie do punktu pierwszego.
W przeciwnym wypadku, zapisany dotychczas ciag jest ciagiem wyjsciowym.

Wyznaczanie drzewa z kodu Priifera

Algorytm wyznaczania opisu grafu na podstawie kodu Priifera. Z danego kodu Priifera stanowia-
cego n — 2 wyrazowy ciag liczb (aq, as, ..., a,_2) ze zbioru {1,2,...,n} prowadzi do opisu drzewa o
zbiorze wierzchotkow {1,2,...,n} z kodem Priifera (ay, as, ..., a,_2).

1. Tworzymy dwie listy Ly = (a1, ag, ..., an_2), Ly = {1,2,...,n}. Drzewo zaczynamy tworzy¢ od
grafu o wierzchotkach {1,2,...,n} i wylacznie trywialnych sktadowych (pusty zbior krawedzi).
Wyznaczmy sobie liczbe ¢ := 1.
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2. Wyznaczamy w Lo najmniejsza wartosé, ktora nie wystepuje w liscie Ly nazwijmy ja ¢.
3. Dodajemy do drzewa krawedz {i,a.}. Z listy Li, usuwamy a.. 7Z listy Lo, usuwamy i.

4. Jesli L, jest niepuste to definiujemy ¢ := ¢ + 1 i wracamy do punktu 2. W przeciwnym
wypadku Lo zawiera jeszcze dwa elementy, nazwijmy je [y i [;. Do zbioru krawedzi drzewa
dodajemy krawedz {ly,[5} i koniczymy dzialanie algorytmu.

Zadanie 11.3.
Podaj przyktady grafow na wszystkie cztery kombinacje: (istnieje/nie istnieje) x (cykl Eulera/cykl
Hamiltona)

Rozwigzanie:

Fulerowski Nieeulerowski

Rrﬂn
JKER—I-l

Hamiltonowski

Niehamilionowski

—0—0—8

Zadanie 11.4.

Udowodnij, ze jesli G jest spojny o k > 0 wierzchotkach nieparzystych stopni, to k jest parzyste i
% jest najmniejsza liczba krawedziowo roztacznych tancuchow pokrywajacych wszystkie krawedzie
grafu G.

Rozwigzanie:
W grafie suma stopni wierzchotkéw musi by¢ parzysta, zatem wierzchotkow o nieparzystych stop-
niach jest parzyscie wiele. Sciezka niebedaca cyklem musi zaczynaé sie w wierzchotku o stopniu

nieparzystym oraz konczy¢ w wierzchotku o stopniu nieparzystym. Zatem $ciezek w grafie mamy
€O najmniej g

40



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z matematyki dyskretnej

Dorysowujemy do naszego grafu dodatkowy wierzchotek i taczymy go z wierzchotkami o stopniu
nieparzystym.

W ten sposéb otrzymujemy graf, w ktorym kazdy wierzchotek ma parzysty stopien, a zatem istnieje
w nim cykl Eulera. Usuwajac dodatkowy wierzchotek otrzymujemy graf, ktéry ma co najwyzek
% Sciezek. Zatem ’5“ jest najmniejsza liczbg krawedziowo roztgcznych tanicuchéw pokrywajacych

wszystkie krawedzie.

Zadanie 11.5.
Z kompletu 28 kamieni domina (od 0 —0 do 6 — 6) usuwamy kamienie 0 — 1, 0 —2, 0 — 3. Ile jeszcze
trzeba usunaé, zeby reszte dato sie utozy¢ w tancuch zamkniety?

Rozwigzanie:
Potraktujemy liczby jak wierzchotki grafu oraz ptytki jako krawedzie.
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0

[y |
(i

Chcemy usunaé kilka krawedzi tak, aby mozna bylo przej$¢ potem po wszystkich krawedziach.
Chcemy wiec usunaé¢ krawedzie tak, aby w grafie otrzymac cykl Eulera. Kazdy wierzchotek musi
mie¢ stopiert parzysty. Musimy wiec zabraé¢ jedna krawedZ wychodzaca z wierzchotka 0. Wierz-
chotek ten taczy sie z wierzchotkami 4, 5 oraz 6, zatem usuwamy jedna z krawedzi 0 — 4, 0 — 5
lub 0 — 6. Zalézmy ze usuneliSmy krawedz 0 — 4. Teraz wierzchotek 4 ma stopien nieparzysty.
Nieparzyste stopnie maja tez wierzcholtki 1, 2 oraz 3. Usunmy wiec krawedzie 1 — 4 oraz 2 — 3 by
uzyskaé graf w ktorym istnieje cykl Eulera.

Trzeba wiec usunaé co najmniej trzy krawedzie.

Zadanie 11.6.
Ktore pelne grafy dwudzielne i tréjdzielne sa eulerowskie, a ktére hamiltonowskie?

Rozwigzanie:

Aby graf pelny dwudzielny K, ,, byl eulerowski, to po obu stronach musi by¢ parzyscie wiele
wierzchotkéw, bo graf jest eulerowski wtedy i tylko wtedy gdy kazdy wierzchotek ma parzysty
stopieri. Zatem 2|m oraz 2|n.

Aby graf pelny dwudzielny K, ,, byl hamiltonowski, to po obu stronach musi by¢ tyle samo
wierzchotkéw, bo przechodzac po cyklu zmieniamy na zmiane¢ strony. Zatem m = n.

Aby graf pelny tréjdzielny K,;. byl eulerowski, odpowiednie pary grup musza mie¢ parzyscie
wiele wierzchotkow, bo te wierzcholki z trzeciej grupy sa z nimi potaczone. Zatem 2|a + b, 2|b+ ¢
oraz 2|c + a.
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Rozwazmy teraz grafy tréjdzielne K, . w ktorych istnieje cykl hamiltona. Dla a = b = c istnieje
cykl, poniewaz mozemy chodzi¢ po grafie w kotko. Dla a = b + ¢ réwniez istnieje cykl hamiltona,
bo mamy woéwczas graf dwudzielny, gdzie po jednej stronie mamy a wierzchotkéw, natomiast po
drugiej stronie mamy b + ¢ wierzchotkow. Gdy mamy a > b > ¢ oraz b+ ¢ > a to istnieje cykl
hamiltona, bo mozna przejs¢ najpierw b+ c—a razy miedzy wierzchotkami z grupy b i ¢, a nastepnie
potraktowac graf jako graf dwudzielny i przechodzi¢ miedzy wierzchotkami a oraz b lub a oraz c.
Gdy a > b+ ¢ to nie istnieje cykl hamiltona, bo za duzo krawedzi wychodzi z a.

Zadanie 11.7.
Pokaz, ze graf Petersena jest maksymalny nichamiltonowski.

Rozwiazanie:

Krawedzie tacznikowe to krawedzie miedzy wierzchotkami z liczbami a wierzchotkami z literami.
Cykl Hamiltona uzywatby dwoch algo czterech krawedzi tacznikowych.
Rozwazmy przypadek kiedy graf Petersena uzywa dwoch krawedzi tacznikowych.

W pierwszym przypadku krawedzie tacznikowe sa obok siebie. Cykl hamiltona musi uzywaé niebie-
skich krawedzi. Wéwcezas mamy konflikt, poniewaz jesli z wierzchotka 4 p6jdziemy do wierzchotka
1 to potem bedziemy musieli p6j$¢ do wierzchotka 3, czyli mamy cykl i nie przeszliSmy przez wierz-
chotki 2 i 5. Jesli z wierzchotka 4 pojdziemy do wierzchotka 2, to potem idziemy do wierzchotka 5,
a nastepnie do wierzchotka 3. Réwniez mamy cykl i nie przeszliSmy przez wierzchotek 1. Zatem w
tym przypadku nie istnieje cykl hamiltona.

W drugim przypadku krawedzie tacznikowe nie beda obok siebie. Woéwczas cykl hamiltona musi
uzywac niebieskich krawedzi i od razu mamy sprzeczno$é, poniewaz z wierzchotka E i z wierzchotka
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B wychodzg trzy krawedzie ktére musza naleze¢ do cyklu. Zatem réwniez w tym przypadku nie
istnieje cykl hamiltona.

Rozwazmy przypadek kiedy graf Petersena uzywa czterech krawedzi tacznikowych. Cykl hamiltona
musi uzywac niebieskich krawedzi. Wowczas widaé, ze nie ma cyklu hamiltona.

Pokazalismy wiec, ze graf Petersena jest niehamiltonowski. Aby pokazaé¢ ze jest maksymalny
niehamiltonowski pokazemy, ze dodanie dowolnej krawedzi sprawia, ze graf jest hamiltonowski.
Latwo pokazaé ze dodanie krawedzi miedzy dowolnymi wierzchotkami jest izomorficzne z dodaniem
krawedzi miedzy wierzchotkami A i 2 (wystarczy odpowiednio poprzestawia¢ wierzchotki).

Wowcezas w takim grafie istnieje cykl hamiltona, zatem graf jest hamiltonowski.

Zadanie 11.8.
Pokaz, ze turniej jest hamiltonowski < jest silnie spojny.

Rozwiazanie:

Jesli turniej jest hamiltonowski, to istnieje w nim cykl przechodzacy przez wszystkie wierzchotki,
zatem z kazdego wierzchotka da sie doj$¢ do kazdego innego idac wtasnie po tym cyklu, zatem graf
jest silnie spojny.

Dowod w drugg strone pokazemy przez indukcje po k, gdzie k to dtugosé cyklu w grafie. Ustalmy
n wierzchotkowy silnie spéjny turniej 7. Udowodnijmy na poczatek, ze istnieje w tym grafie cykl
dtugosci k = 3. Wezmy dowolny wierzcholek v. Niech A to bedzie zbior wierzchotkéw do ktérych
istnieje krawedz od v, natomiast niech B to zbiér wierzchotkéw od ktérych istnieje krawedz do v.
7 silnej spojnosci grafu wynika, ze oba zbiory sa niepuste oraz istnieje u € A oraz w € B takie ze
istnieje krawedz z u do w. Woéwczas wierzchotki v, u, w tworza cykl dtugosci 3.
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Pokazemy ze kazdy turniej zawiera $ciezke hamiltona. Oczywiscie turniej sktadajacy sie z jednego
wierzchotka nie zawiera krawedzi, wiec istnieje w nim $§ciezka hamiltona. Zalézmy ze w kazdym
n-turnieju istnieje $ciezka hamiltona. Rozwazmy n + 1-turniej. Wezmy dowolny wierzchotek v i
usunmy go z grafu wraz z incydentnymi krawedziami. Wowczas w powstalym n-turnieju istnieje
z zatozenia indukcyjnego Sciezka P. Teraz albo wierzchotek v mial wszystkie krawedzie wycho-
dzace, czyli istnieje $ciezka dtugosci n, poniewaz wierzchotek v bedzie poczatkowym wierzchotkiem
sciezki. Albo wierzchotek v mial wszystkie krawedzie wchodzace i woéwcezas rowniez istnieje $ciezka
i wierzchotek v bedzie ostatnim wierzchotkiem $ciezki. Albo wierzchotek v ma zaréwno krawedzie
wychodzace jak i wchodzace. W trzecim przypadku mozemy bierzemy dwa sasiednie wierzchotki
na Sciezce P takie, ze z jednego wychodzi krawedz do v, a z drugiego wchodzi krawedz od wv.
Usuwamy krawedZ miedzy nimi w Sciezce i wierzcholek v wstawiamy miedzy dane wierzchotki.

‘f.'i

Zaltozmy teraz, ze n-turniej ma cykl o dlugosci £ < n. Wezmy wierzchotek v nie nalezacy do tego
cyklu. Jesli istnieja w C' wierzchotki u i w takie ze istnieje krawedz od v do u i od w do v, to
wtaczamy wierzchotek do cyklu tak samo jak wlaczaliémy wierzchotek do $ciezki hamiltona. Jesli
nie istnieje taki wierzchotek, to definiujemy zbiér A jako zbior wierzchotkow w takich, ze istnieje
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krawedz od kazdego wierzchotka z cyklu do w oraz definiujemy zbiér B jako zbioér wierzchotkow
takich, ze dla w istnieje krawedz do kazdego wierzchotka z cyklu. Oczywiscie oba zbiory sg nie
puste. Wezmy wiec v € A oraz u € B takie, ze istnieje $ciezka od v do u. Wtaczmy teraz te dwa
wierzchotki do cyklu usuwajac jeden wierzchotek z cyklu miedzy nimi. Otrzymalismy cykl dtugosci
k + 1 co konczy krok indukcyjny.

S~
'_,..""--—I -"\-h
-
-—
- -

(4 1t

Zadanie 11.9.

Udowodnij, ze jesli z kodu Graya zdefiniowanego rekurencyjnie G(0) = pusty ciag; G(n + 1) =
(0G(n); 1G(n)f) wypisa¢ wektory zawierajace k jedynek, to dwa sasiednie (cyklicznie) wektory
maja odleglto$¢é Hamminga réowng 2. Napisa¢ wzor rekurencyjny na taki 'okrojony’ kod Graya

G(n, k).
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Cwiczenia 12

Planarnosé, kolorowanie

Zadanie 12.1.

Wierzcholtki grafu permutacji G,, sa etykietowane permutacjami zbioru n-elementowego. Dwa
wierzchotki w tym grafie sa polaczone krawedzia, jesli odpowiadajace im permutacje réznia sie
transpozycja sasiednich elementéw. Dla jakich n graf GG, jest planarny?

Rozwigzanie:
G5 to po prostu odcinek.

12 21
*—0

Rozwazmy graf GG,,. Oczywiscie n-permutacji jest n!, zatem graf ma n! wierzchotkéw. W ciggu
o dtugoséci n mozemy dokonaé¢ n — 1 transpozycji sasiednich elementéw, zatem stopien kazdego
wierzchotka w grafie G, to n — 1. Cazyli tacznie krawedzi w grafie mamy M Zauwazmy, ze W
grafie GG, nie bedzie cykli o dtugosci 3, zatem mozemy skorzystaé¢ ze wzoru m <2n—4, by z g(’)ry
oszacowac jakie moze by¢ n aby graf byt planarny. Mamy M < 2n!—4, czyli (n — 1) <4-5
Graf (G,, moze byé¢ wiec planarny dla n < 4. Graf Gj Jest oczywiscie planarny, gdyz Wyglqda
nastepujaco.

132 312

123 321

213 231

Rysowanie G4 zaczniemy od dopisania 4 na poczatku kazdego wierzchotka z 3. Nastepnie dla
kazdego wierzcholka znajdujemy jego sgsiadow. Zatem réwniez G4 jest planarny.

1324 3124

2134 2314
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Zadanie 12.2.
Pokaz nieplanarno$é grafu Petersena

a) z twierdzenia Kuratowskiego (zawiera podgraf homeomorficzny z K33 lub Kj);

b) wyprowadzajac ograniczenie gorne na liczbe krawedzi dla graféw planarnych o obwodzie r.

Rozwigzanie:

a) Mamy graf Petersena o wierzchotkach w zbiorze {A4, B, ..., J}.

F

e\

Usuwajac wierzchotek F' oraz incydentne z nim krawedzie oraz po odpowiednim przestawieniu
wierzchotkéw, otrzymujemy graf homeomorficzny z grafem K ;.

b) Obwod grafu to dtugosé najkrotszego cyklu w grafie. Zatem jesli obwod grafu to r, to kazda
Sciana sasiaduje z przynajmniej r krawedziami. Kazda krawedz dodyka dwoch Scian, zatem
aby graf byt planarny, musi by¢ spetniona nier6wnosé f-r < 2m. Trudno jest policzy¢ liczbe
Scian, jednak jesli graf jest planarny, to ze wzoru Eulera mamy f = 2+m — n, czyli zachodzi
nierownosé (2 +m —n) < 2m, czyli m(r — 2) = (n — 2)r. W grafie Petersena mamy n = 10
oraz m = 15. Najkrotszy cykl ma dtugosé 5, zatem r = 5. Czyli aby graf Petersena byt
planarny, to musi by¢ spetniona nieréwnosé 15 -3 < 8 - 5, czyli 45 < 40, co oczywiscie nie
jest prawdziwe, zatem graf Petersena nie jest planarny.
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Zadanie 12.3.
Dla jakich k hiperkostka @)y jest planarna? Dla jakich r,s,t pelny graf trojdzielny K, , jest
planarny?

Rozwigzanie:
Oczywiscie kostka @y jest planarna dla k € {0, 1,2, 3}, poniewaz mozemy ja narysowac na plasz-
czyznie tak aby krawedzie sie nie przecinaly.

Pokazemy, ze kostka ()4 planarna nie jest. Najkrotszy cykl w kostce ()4 ma dtugosé 4, zatem aby
byta planarna trzeba musi zachodzi¢ nieréwnosé m < 2n — 4. Dla kostki ()4 mamy n = 16 oraz
m = 32, zatem nie jest prawdziwa dana nier6wnosc.

Kazda kolejna kostka @)y dla k > 4 zawiera w sobie jako podgraf kostke ()4, zatem one réwniez nie
beda planarne.

Rozwazmy teraz grafy trojdzielne. Dla ustalenia uwagi zatozmy, ze 1 <r < s < t.

Grafy K14, K122, K229 sa planarne, poniewaz mozna je narysowa¢ na plaszczyzZnie tak, aby
krawedzie sie nie przecinaly.

-
K25 K594

Jesli r + s > 3, to mozemy potraktowac je jak jedna sktadowa w grafie i wowczas graf K, 5, bedzie
zawieral w sobie podgraf homeomorficzny z grafem K33, czyli nie bedzie to graf planarny.

Zadanie 12.4.
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Pokaz, ze jesli G ma co najmniej 11 wierzchotkéw, to GG i dopelienie GG nie moga by¢ jednocze$nie
planarne. Podaj przyklad 8-wierzchotkowego G takiego, ze G i dopetnienie GG sg planarne.

Rozwigzanie:

Jesli przez mg oznaczymy liczbe krawedzi w grafie GG, natomiast przez meg oznaczymy liczbe
krawedzi w dopekieniu grafu G, to mamy mg + mg = "("2_1), gdzie n to liczba wierzchotkow w
grafie G. Zalozmy, ze G jast planarny. Wowcezas mg < 3n — 6. Z réwnosci mg + mgr = @,

n(n—1)

mamy meg = — mgq, zatem mamy meg > @ +6—3n = W, co jest wieksze od
3n—6= @ dla n > 11. Zatem mg > 3n — 6, czyli graf G’ nie jest planarny.

Przyktadem grafu planarnego 8-wierzchotkowego, ktorego dopelnienie jest planarne, jest graf G,
poniewaz jest to graf samodopelniajacy sie.

W ¢
Inny przyktad
é 2 G ~ ~ G
L

Zadanie 12.5.
Ile co najwyzej krawedzi moze mie¢ n-wierzchotkowy graf zewnetrznie planarny? Pokaz, ze kazdy
graf zewnetrznie planarny mozna pokolorowaé¢ 3 kolorami.

Zadanie 12.6.
Udowodnij "twierdzenie o 7 barwach"dla torusa:

a) K7 mozna narysowa¢ na torusie = czasem trzeba uzy¢ 7 kolorow.
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b) odpowiednik wzoru Eulera: n —m+ f =0
¢) odpowiednik m < 3n —6:m < 3n

d) odpowiednik faktu o istnieniu wierzchotka stopnia nie wiekszego od 5: istnieje wierzchotek
stopnia nie wiekszego 6

e) 7 kolorow zawsze wystarczy.

Zadanie 12.7.

Graf Knesera K(r,n) : V = {r-podzbiory{1,...,n}}

{A, B} jest krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy czes¢ wspolna A i B jest pusta.
Na przyktad K(2,5) to graf Petersena.

Pokaz, ze x(K(2,5)) = 3, x(K(2,6)) = 4 oraz ogolnie x(K(r,n)) <n —2r + 2.

Rozwigzanie:
Grafu Petersena nie da sie pokolorowa¢ dwoma kolorami, poniewaz zawiera cykl dtugoséci 5. Da
sie jednak pokolorowaé trzema kolorami.

Doktadamy pie¢ wierzchotkow {1,6},{2,6},{3,6},{4,6},{5,6}. Sa one nie polaczone ze soba,
poniewaz kazde dwa zbiory maja wspolny element 6. Wierzchotki te mozemy pokolorowaé czterema
kolorami, zatem mamy (K (2,6)) < 4.

Kazdy nowy wierzchotek sasiaduje z trzema wierzchotkami, ktore sa na zewnatrz grafu Petersena,
przy czym nie sgsiaduje z trzema kolejnymi wierzchotkami, bo w trzech kolejnych wierzchotkach
znajduja sie wszystkie liczby ze zbioru {1,2,3,4,5}. Trzy wierzchotki z pieciu mozemy wybraé¢ na

(g) = 10 sposobdéw. Trzy sasiadujace wierzchotki mozemy wybra¢ na 10—5 = 5 sposobow. Zatem

tacznie trzy niesasiednie wierzchotki wierzchotki mozemy wybra¢ na 5 sposobéw. Zewnetrzne
wierzchotki kolorujemy w nastepny sposéb A B A B C, poniewaz mamy cylk dtugosci 5. Jedna
z takich trojek bedzie sktadata sie wiec z trzech réznych koloréw. Zatem ten wierzchotek, ktory z
nimi sasiaduje, musi by¢ pomalowany na czwarty kolor.
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Aby udowodni¢ nier6wnosé y (K (r,n)) < n— 2r + 2, zrobimy indukcje po n dla ustalonego r. Aby
w ogole graf mogt istnie¢, musi by¢ spetniona nieréwnos$é n > 2r. Dla n = 2r mamy po prostu graf
dwudzielny, zatem mozemy pokolorowaé¢ go 2 kolorami. Mamy x (K (r,2r)) < 2r—2r+2 = 2, czyli
prawdziwa jest nierownosé. Zaltozmy wiec, ze teza zachodzi dla n. Do grafu K (r,n) doktadtadamy
wierzchotki, ktéore maja w sobie element n + 1, zatem mozemy je pokolorowa¢ na nowy kolor,
poniewaz nie sasiaduja one ze soba. Mamy wiec x (K (r, (n+1))) < x(K(r,n))+1=n—2r4+2+1 =
(n+1) — 2r + 2. Zatem teza jest prawdziwa.

Zadanie 12.8.

Graf Mycielskiego M,, : My = krawedz, My, : do M, dokladamy kopie M’ samych wierzchol-
kow z M;. Kazdy wierzchotek-kopia w M’ jest polaczony z sgsiadami swojego oryginatu w M.
Dokladamy jeszcze nowy wierzcholek polgczony ze wszystkimi w M’. Pokaz, ze

a) w M nie ma trojkatow

b) x(M) = k.

Rozwiazanie:

a) Udowodnimy to przez indukcje. W grafie M, nie ma oczywiscie zadnego cyklu, zatem nie ma
tez cyklu o dtugosci 3, czyli nie ma trojkatow. Zalézmy wiec, ze trojkatow nie ma w grafie
M.

M, MY

Zauwazmy, ze w M’ zadne dwa wierzchotki nie sa potaczone. Wierzchotek v nie jest tez
potaczony z wierzchotkami z M. Wierzchotek v nie moze by¢ wiec czedcia trojkata. Jesli
wierzcholek x' z M’ bedacy kopig wierzchotka x z M, jest polaczony z wierzchotkami v, w
z My, to wynika z tego, ze skoro x'v jest krawedzig to zv jest krawedzig i skoro x'w jest
krawedzia, to xw jest krawedzia. Zatem gdyby istnial trojkat o wierzchotkach z/; v i w,
to musiatby tez istnie¢ trojkat o wierzchotkach x, v i w, co jest sprzeczne z zalozeniem
indukcyjnym. Ale w takiej sytuacji jedyna mozliwos$cia, aby powstal trojkat jest to, ze
wszystkie wierzchotki trojkata leza w My, co jest nie mozliwe z zatozenia indukcyjnego.

b) To réwniez udowodnimy przez indukcje. W grafie My bedacym krawedzia, oczywiscie mamy
2-kolorowanie. Zaloézmy wiec, ze graf My mozna pokolorowaé k kolorami. Pokazemy, ze M’
mozna pokolorowa¢ tak samo jak graf My. Dla wierzchotka ' z M’ bedacego kopia wierz-
chotka = z M}, wszyscy jego sasiedzi to rowniez wszystkimi sgsiadami wierzchotka x, zatem
wierzcholki x oraz x’ moga mie¢ takie same kolory. Wierzchotek v sasiaduje ze wszystkimi
wierzchotkami z M’, zatem musi zosta¢ pokolorowany na k+1 kolor. Zatem do pokolorowania
grafu wystarczy k + 1 kolorow.
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Aby pokazaé, ze do pokolorowania My, potrzeba k + 1 koloréow, pokazemy, ze do pokoloro-
wania M’ potrzeba k kolorow. Zalézmy, ze da sie pokolorowa¢ M’ na mniej niz k koloréw i
potaczy¢ z wierzchotkami My tak zeby wszystko bylo poprawnie. Wezmy dowolny kolor A,
ktory wystepowal w My, ale nie wystepowal w M’. Wezmy dowolny wierzcholtek x w M,
ktory ma kolor A. Niech wierzchotek ' w M’ bedzie kopia wierzchotka z. Skoro z’ jest
potaczony ze wszystkimi wierzchotkami z ktérymi potaczony jest x, to oznacza, ze wierzcho-
tek = wcale nie musi by¢ koloru A, lecz moze by¢ koloru takiego jak z’. Postepujac tak ze
wszystkimi kolorami otrzymujemy teze.

Zadanie 12.9.
Udowodnij twierdzenie Koniga: kolorowanie krawedziowe grafu dwudzielnego o maksymalnym
stopniu D wymaga tylko D kolorow.

Zadanie 12.10.
Znajdz wielomian chromatyczny cyklu C,, ,kota o n szprychach”, grafu K, ,,.

Rozwiazanie:

Znajdzmy wielomian chromatyczny cyklu. Skorzystamy ze wzoru fo(z) = fauwuw) (%) + fa\(ww)-
Znajdzmy wiec wielomian chromatyczny dla $ciezki. Jesli dwa konice Sciezki maja roézny kolor, to
taczymy je i otrzymujemy cykl o n wierzchotkach. Jesli dwa konice §ciezki maja jednakowy kolor,
to taczymy je i otrzymujemy cykl o n — 1 wierzchotkach. Zatem mamy ficieika, () = feyn, (7) +
Jeyia, (). Wielomian chromatyczny dla Sciezki to fscieska, () = - (v — 1)"~1, poniewaz pierwszy
wierzchotek kolorujemy na x sposobéw, a kazdy kolejny na x — 1, bo musi by¢ inny niz ten
poprzedni. Mamy wiec fey n(2) = 2(z — 1)" ' — foga n—1(2). Po rozwinieciu do sumy wychodzi
szereg geometryczny, ktory daje si¢ zwinaé, zatem feya (7) = (z —1)" + (=1)"(x — 1).

Znajdzmy wielomian chromatyczny "kota o n szprychach". Majac wielomian chromatyczny cyklu
feyia,_, (x) mozemy wyznaczy¢ tatwo wielomian chromatyczny dla "kota o n szprychach". Najpierw
na r sposoboéw wybieramy kolor dla srodka kota, a nastepnie kolorujemy koto z — 1 kolorami na
feyia, (€ — 1) sposoboéw, zatem mamy fioto, () = @ - feyr, ,(x — 1)

Znajdzmy wielomian chromatyczny grafu K, ,,. Zauwazmy, ze jesli jaki$ kolor wystepuje po lewej
stronie grafu, to nie moze wystapi¢ on po prawej stronie grafu. Zsumujemy wiec po k i [, gdzie
k to liczba koloréow uzytych z lewej strony, natomiast [ to liczba koloréw uzytych z prawej strony.

Dzielimy lewa strone na k czeSci na sposobdw. Dzielimy prawa strone na [ czesci na

n m
k l
sposobéw. Kazdej czeéci nadajemy teraz jedne z x koloréw na x*tL sposobow. Sumujac po k i [

otrzymujemy fx, . () = {Z} {77} iz

k.l
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Cwiczenia 13

Twierdzenie Halla i systemy réznych reprezentantéw

Zadanie 13.1.
Udowodnij, ze kazdy prostokat tacinski mozna rozszerzy¢ do kwadratu.

Rozwigzanie:
Mamy prostokat wypetniony k£ kolumnami i chcemy dopetnié¢ £ + 1 kolumne.

Eok+1
| 2
2 3
3 4
4 1

Wystarczy znalezé skojarzenie w grafie dwudzielnym, gdzie po lewej stronie bedzie numer wiersza,
a po prawej beda liczby. W grafie tym istnieje krawedz miedzy wierzchotkiem i z lewej strony i
wierzchotkiem j z prawej strony, jesli w i-tym wierszu nie ma j-tej liczby.

wiersz liczha
1 1

2 2
3 3
4 4

Zadanie 13.2.

Do kwadratu n x n wpisano po n liczb 1,2, ..., k (tacznie k - n liczb) w taki sposob, ze w zadnym
wierszu ani kolumnie nie ma dwoch takich samych liczb. Udowodnij, ze mozna uzupetni¢ ten
kwadrat do kwadratu taciniskiego (tzn. w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie zawierajacego
permutacje liczb 1, ..., n).

Rozwigzanie:
Mamy wpisane k rodzajow liczb.
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Aby liczbe k + 1, musimy znalezé n pol, takich, ze nie maja one wspolnego wiersza ani kolumny.
Odpowiadac to bedzie znalezieniu skojarzenia w grafie, gdzie po jednej stronie beda dwudzielnym,
gdzie po jednej stronie beda wiersze, a po drugiej kolumny i wierzchotki beda ze soba potaczone
wtedy, gdy pole bedzie puste.

Wiersz Eolummny
1 1

2 2

3 3

4 4

Takie skojarzenie oczywiscie istnieje, poniewaz jest to graf n — k regularny. Zatem taki kwadrat
mozna dopetié¢ do kwadratu tacinskiego.

wiersz  kolumny
1 2 1 1
2 1 9 9
2 ! 3 3
b2 4 4

Zadanie 13.3.
Pokaz, ze jesli w grafie dwudzielnym (V;, V3) stopnie wierzchotkoéw w V; sa > niz stopnie wierz-
chotkéw w V5, to istnieje pelne skojarzenie z V; do V5.

Rozwigzanie:

Suma stopni wierzchotkéw po obu stronach grafu jest taka sama. Zatem skoro stopnie wierzchotkow
w V1 sa > niz stopnie wierzchotkéw w V5 stopnie wierzchotkéw w V; sa > niz stopnie wierzchotkow
w V5, to wierzchotkéw w V5, jest nie mniej niz w V.
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Niech z = min(deg(v)) dla v € Vi, czyli najmniejszy stopieri wierzchotkow w V;. Niech y =
max(deg(v)) dla v € Vs, czyli najwiekszy stopienn wierzchotkow w Vo, Mamy wiec z > y. Wezmy
dowolny podzbior V' wierzchotkéw w V; iniech E (V') to liczba krawedzi wychodzacych z wierzchot-
kow tego podzbioru. Wowezas E(V) > x - n, gdzie n to liczba wierzchotkéw podzbiorze V. Niech
V'’ to zbior wierzchotkow bedacych sasiadami wierzchotkow z V. Wowezas liczba E(V) < m -y,
gdzie m oznacza liczbe wierzchotkow w V. Mamy wiec m-y > E(V) >n-x > n-y, skad m > n.
Zatem z twierdzenia Halla wynika teza.

Zadanie 13.4.
Udowodnij, ze jesli w grafie dwudzielnym (V},V5) jest spelniony warunek Halla i stopieni kazdego
wierzchotka w V; jest > ¢, to pelne skojarzenie z Vi do V5 mozna wybraé na co najmniej t! sposobéw,

jesli t < |V4] i na co najmniej ﬁ"ﬁl)' sposobow jesli t > |V;].

Rozwigzanie:
Pokazmy najpierw, ze jesli graf dwudzielny G = (Vi, Vs, F) spelnia warunek Halla, to istnieje
v € V) takie, ze kazda krawedZ incydentna z v nalezy do pewnego pelnego skojarzenia.

Udowodnimy to przez indukcje po mocy n zbioru wierzchotkow z lewej strony. Jedli n = 1,
to teza jest prawdziwa, bo skojarzenie sklada sie wtedy tylko z jednej krawedzi. Niech N(A)
oznacza zbior sasiadow zbioru wierzchotkow A. Jako A wezmy najmniejszy niepusty podzbior V;
taki, ze |[N(A)| = |A|. Jesli taki zbior nie istnieje, czyli |[N(B)| > |B| dla kazdego niepustego
zbioru B C Vj, to mozna wzia¢ dowolny wierzchotek z V; i dowolny sasiedni z nim wierzchotek
z Vo 1 wyrzuci¢ te pare z grafu wraz z taczaca je krawedzia, a nastepnie skorzysta¢ z zatozenia
indukcyjnego. Analogiczng sytuacje mamy gdy A = V. Pozostaje do rozpatrzenia przypadek,
gdy A C Vi, czyli gdy |A| < |Vi]. Mozemy wiec skorzystaé z zatozenia indukcyjnego dla podgrafu
H = (A,N(A),E(A)), gdzie E(A) to krawedzie miedzy wierzchotkami z A oraz z N(A). W grafie
H 7z zalozenia indukcyjnego, istnieje wierzchotek v taki, ze kazda incydentna z nim krawedz nalezy
do pewnego pelnego skojarzenia. Mozemy wziaé¢ wiec ten wierzchotlek i skojarzy¢ go z dowolnym
wierzchotkiem z V3, a nastepnie znalezé skojarzenie w H. Skoro |A| = |[N(A)]|, to kazde skojarzenie
w G sklada sie ze skojarzenia w H oraz skojarzenia w pozostalej czesci grafu, poniewaz w pelnym
skojarzeniu wierzcholki z N(A) musza by¢ skojarzone z wierzchotkami z A.

Niech f(t,n) oznacza na ile co najmniej sposobéw mozna wybraé skojarzenie w grafie, gdzie n
oznacza liczbe wierzchotkow w V;. Wybieramy wiec wierzchotek z Vi, taki ze kazda krawedz
incydentna z nim nalezy do pewnego petlnego skojarzenia. Kojarzymy go z kims$ na co najmniej ¢
sposob6w, a nastepnie usuwamy go wraz z sgsiadem i krawedzig miedzy nimi. Otrzymujemy graf,
gdzie w V] jest n — 1 wierzchotkoéw i kazdy ma stopien > ¢ — 1. Graf ten mozemy skojarzyé¢ na
f(t—1,n—1) sposobow. Jesli t < n, to otrzymujemy f(¢,n) = t!, natomiast jesli ¢ > n, to mamy
o

Zadanie 13.5.
Problem haremu: jak wyglada warunek Halla w przypadku, kiedy -ty chtopiec chce poslubié¢ d;
dziewczat?

Rozwigzanie:
Jesli i-ty chtopiec chce mie¢ d; dziewczyn, to musi dla kazdej dziewczyny kupi¢ samochod. Wy-

starczy wiec skojarzy¢ > d; samochodow z dziewczynami, gdzie samochod jest polaczony z ta
i>0
dziewczyna, ktora moze poslubi¢ i-ty chtopiec.
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Jesli warunek Halla brzmiatl ,jistnieje skojarzenie od V; do V5, gdy dla kazdego podzbioru V' wierz-
chotkoéw ze zbioru V) liczba wierzchotkéw utworzona przez potaczenie wierzchotkow z V- wszystkimi
krawedziami z wierzchotkami z V5 jest nie mniejsza niz liczba wierzchotkéw w V7, to warunek Halla
w przypadku, kiedy i-ty chlopiec chce poslubié¢ d; dziewczat bedzie brzmial nastepujaco ,dla kaz-
dego podzbioru V' wierzchotkéw ze zbioru Vi, suma d;, gdzie sumujemy tylko po wierzchotkach z V|
jest nie wieksza niz liczba wierzchotkéw utworzona przez potaczenie wierzchotkéw z V' wszystkimi
krawedziami z wierzchotkami z V5.

Zadanie 13.6.

Udowodnij, ze przeliczalna rodzina zbiorow skonczonych ma System Roéznych Reprezentantow
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego naturalnego k£ dowolnych k zbioréw z tej rodziny zawiera w
sumie co najmniej k elementow. Pokaz, ze zalozenie o skoniczonosci zbioréw jest istotne.

Zadanie 13.7.

Pokaz, ze jesli n > 2, to w sieci komutacyjnej Closa kazda permutacje mozna zrealizowaé¢ na
przynajmniej dwa sposoby. Zaoprojektuj optymalny algorytm ustawiania przetacznikow.
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Cwiczenia 14

Teoria liczb - podzielno$é, NWD, kongruencje

Zadanie 14.1.
Udowodnij, ze iloczyn k kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez k!.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze n(n—1)(n—2)-...- (n—k+1) = n% jest iloczynem kolejnych liczb calkowitych. Aby
teza byla prawdziwa, to Z—% musi by¢ liczba catkowita. Mamy % = Z , zatem jest to oczywiscie

liczba calkowita.

Zadanie 14.2.
Udowodnij, ze jesli liczba 2™ — 1 jest pierwsza, to liczba n jest pierwsza.

Rozwigzanie:
Teza jest rownowazna temu, ze jesli n jest zlozone to 2™ — 1 jest ztozone. Zatézmy wiec ze n = p-q
dla p,q > 1. Woéwczas mamy

M —1=201 1= (2 —1)(1 4 2P + 2% ... 4 2rla~ D)
Oba czynniki sa catkowite i wieksze od 1, zatem liczba 2" — 1 jest ztozona.

Zadanie 14.3.

Udowodnij, ze jesli liczba 2" + 1 jest pierwsza, to n jest potega 2. Niech f, = 22" + 1 oznacza
n-ta liczbe Fermata. Uprosé iloczyn fj - ... - f, i udowodnij, ze kazde dwie rézne liczby Fermata sa
wzglednie pierwsze.

Rozwiazanie:
Pokazemy najpierw, ze jesli liczba 2" 41 jest pierwsza, to n jest potega 2 lub réwnowaznie, ze jesli
n nie jest potega 2, to 2™ + 1 jest zlozone. Skoro n nie jest potega 2, ton =p-q dla 2 f ¢ oraz
q > 1. Mamy

P 4] = (2P +1)(1—2° 2% — . 4 2rla-D)

Pierwszy czynnik jest wiekszy od 1, bo jest sumag 1 i jakies liczby dodatnie. Drugi sktadnik jest
wiekszy od 1, bo 2P0+ — 2P0 > 1. Zatem liczba 2" + 1 jest zlozona.
Uprosémy teraz wyrazenie

for ="+ D>+ D"+ 1) .- (27" +1)

Mamy (z + y)(x —y) = 2? — y?, zatem po domnozeniu przez 1 = (2! — 1) mamy

2n+1

' =D+ D22+ 2T+ D) = (22 =D (224D (2T ) = =2 — 1= fr 2

Pokazemy teraz, ze kazde dwie liczby Fermata sa wzglednie pierwsze. Wiemy, ze fi | fni1 — 2 dla
k <mn+1, zatem jesli d | fx, to d | foy1, czylid [ fri1.

Zadanie 14.4.
Udowodnij, ze
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a) NWD(n®—1,n"—1)=nNWPlb) _1
b) NWD(Fy, Fy) = Fywp(ap), gdzie F,, to n-ta liczba Fibonacciego.

Rozwigzanie:
a) Mamy
NWD(n*—1,n" —1) = NWD(n* —n’ n® —1) = NWD(n’(n* " —1),n" — 1
n® oraz n® — 1 sa wzglednie pierwsze, zatem mozna podzieli¢ pierwsze wyrazenie przez n’.
Otrzymujemy
NWD(n*—1,n"—1) = NWD(n* " —1,n" - 1)

Tak jak w zwyklym algorytmie euklidesa odejmowaliémy mniejsza liczbe od wickszej, tak
tutaj stosujemy algorytm euklidesa na wyktadnikach. Otrzymujemy

NWD(n*—1,n° —1) = NWD(nNVP@H) _ 1 pl — 1) = pNWDP@bh) _ 1

b) Pokazemy najpierw przez indukcje po k, ze
Fn-f—k :Fn+1Fk+Fan—l

Dla k£ = 0 mamy
Fn+1:Fn+1F1+FnFO

przyjmujac, ze Fy = 0. Dalej mamy
Fovern = Foye + Fye
Foiirr = (FpirFe + FoFosq) + (Fop Fimt + FoFys)
Foirir = Fop (Fk + kal) + F, (qu + kaQ)
Foikrn = Fop by + FoFy
Teraz chcemy pokazac, ze
NWD(F,, F,) = NWD(F,_, F)

Wystarczy, ze pokazemy, ze dla kazdego p takiego, ze p | F, i p | F, mamy tez p | Fy_.

Pokazemy, ze F,, L F,,.; dla kazdego n. Jesli z dzieli F), i F},;1, to dzieli tez F},_;, zatem
indukcyjnie dowodzimy, ze x dzieli F; = 1, co oznacza, ze x = 1.

Korzystajac z tego, ze
Fotr = Fpi B + FoFi

i biorac k = b oraz n = a — b mamy
Fo— Fo o1ty = FopFy
Wynika z tego, ze p | F,_yFy_1, i skoro p [ F,_1, to mamy
NWD(F, s, Fy) = NWD(F, yFy_1,F,) = NWD(F, — Fy_y.1Fy, F,) = NWD(F,, Fy)
Majac
NWD(F,, F,) = NWD(F,_, F,)
postepujac analogicznie jak w podpunkcie a) dostajemy

NWD(F,, Fy) = FNwb(ap)
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Zadanie 14.5.
Ile rozwiazan ma kongruencja a-x = b mod n w zbiorze {0, ...,n—1}. Jak je efektywnie znajdowac?

Rozwigzanie:
Rozwazmy przypadek a L n. Wowczas istnieje a! takie, ze a - a™! = 1 mod n. Wowcezas
a-a -z =b-a"! mod n. Skoro a-a~! dajg reszte 1 przy dzieleniu przez n, to x = b-a~! mod n.

W takim przypadku kongruencja ma jedno rozwigzanie.

Rozwazmy teraz przypadek a £ n. Wowezas NW D(a,n) = d > 1. Jesli wiec d [ b, to kongruencja
ma zero rozwiazan. Jesli natomiast d | b, to cala kongruencje mozemy podzieli¢ przez d otrzymujac
kongruencje o' -x =0 mod n’ Kongruencja ta ma jedno rozwigzanie, bo a’ L n/. Zatem orginalna
kongruencja ma d rozwiazan, bo do rozwigzania kongruencji a’-x = b mod n’ mozemy dodac i-n’
i wynik nadal bedzie rozwiazaniem kongruencji a -z =0 mod n dlai € {0,...,d — 1}.

Zadanie 14.6.

Udowodnij twierdzenie Wilsona: liczba n jest pierwsza < (n —1)! = —1 mod n.

Rozwigzanie:

Pokazemy implikacje w lewo. Zaldézmy przeciwnie, ze n nie jest pierwsze, czyli istnieje 1 < d < n,
ze d | n. Wynika z tego, ze d | (n — 1)!. Z warunku (n — 1)l = —1 mod n wynika jednak, ze

n|(n—1)+1, czylid | (n—1)! + 1. Otrzymujemy sprzeczno$¢, poniewaz d nie moze dzieli¢ dwoch
sasiednich liczb. Zatem n musi by¢ liczba pierwsza.

Pokazemy implikacje w prawa strone. Rozpatrzmy zbior A = {1,2,...,p—1}. Mamy kilka waznych
obserwacji

0) dla kazdego a € A mamy a L p, zatem istnieja x,y takie ze ax + py = 1

1

1) dla kazdego a € A istnieje odwrotno$é modulo p, czyli takie a™' € A, ze a-a™' =1 mod p

2) dla kazdego a € A istnieje maksymalnie jedna taka odwrotnosé¢ (jesli a-b = 1 mod p oraz
a-c=1 modpdlabce A b+# c towynika z tego, ze p | ab — ac i jako, ze a L p, to
p|b—c, czyli b=c mod p, skad otrzymujemy b = ¢)

3) dla kazdego a € A, jeslia? =1 mod p,toa=1 mod plub a = —1 mod p (skoro p | a® — 1,
top| (a+1)(a—1), przy czym p nie moze dzieli¢ jednoczesnie a + 1 oraz a — 1)

Zauwazmy, ze 12 =1 mod poraz (p—1)? =1 mod p. Zatem odwrotnoscia p— 1 jest p— 1. Skoro

p jest pierwsze to p — 1 jest parzyste, czyli mozemy dobraé liczby od 2 do p — 2 w pary tak, aby
ich iloczyn dawal reszte 1 przy dzieleniu przez p. Mamy wiec

1-2-..-(p=2)-(p—1H)=1-1-...-1-(p—1)=—-1 modp
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Cwiczenia 15

Teoria liczb - chinskie twierdzenie o resztach, twierdzenie Eulera, algorytmy teorioliczbowe

Zadanie 15.1.
Oto konstrukcja drzewa Sterna-Brocota: zaczynamy od dwoch utamkow: % i % (ten drugi repre-
. . . . . / . 4 ..
zentuje +oo) miedzy kazde dwa kolejne elementy 2 i 2 wstawiamy utamek (mtm) Udowodnij,
v n n (n+n') ?

ze w ten sposob uzyskamy wszystkie dodatnie utamki nieskracalne, kazdy doktadnie raz.

Zadanie 15.2.
Udowodnij, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktorych srodkowa jest sze$cianem,
dzieli sie przez 504.

Rozwigzanie:
Teza jest rownowazna temu

504 | (n® — D)n*(n® +1)
Mamy 504 = 7 - 8 - 9, zatem wystarczy pokazaé, ze
7| (n®—1)n*(n® +1)
8| (n®—1)n*(n® +1)
9| (n®—1)n*(n*+1)

Zajmijmy si¢ pierwszym warunkiem. Mozmna rozpisaé reszty z dzielenia i zobaczyé¢ ze sg réwne
0,1 Iub —1

n mod7 |[0|1|2] 3 [4] 5] 6
n® mod7[0[1[1][-1[1]-1]-1

Mozna tez z malego twierdzenia Fermata. Chcemy pokaza¢, ze 7 | n3(n%—1). Jesli 7| n, to 7 | n3.
Jesli 7 fn, to 6 | n® — 1, bo z malego twierdzenia Fermata mamy n”~' =1 mod 7.

Zajmijmy sie drugim warunkiem. Jegli 2 | n, to 8 | n?, natomiast gdy 2 /| n, to n3 — 1 oraz
n® + 1 to dwie kolejne liczby parzyste, zatem jedna z nich dzieli sie przez 2, a druga przez 4, czyli
8| (n®—1)(n®+1).

Zajmijmy sie trzecim warunkiem. Znowu mozna rozpisaé reszty z dzielenia i zobaczy¢ ze sa réwne
0,1 lub —1

n mod3H0‘1‘ 2
n3 mod9HO‘1‘—1

Mozna tez z twierdzenia Eulera. Mamy ¢(9) = 9 — 3 = 6, zatem jesli 3 f n, to 9 | n® — 1. Jesli za$
3| n, to9|n’
Pokazalismy wiec, ze 504 | (n® — 1)n3(n® + 1)

Zadanie 15.3.
Niech n = 100. Czy ¢(n) to najmniejsza liczba A o tej wlasnosci, ze jesli a L n, to a* =1 mod n?

Uogolnij te obserwacje.
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Rozwigzanie:
Mamy ¢(100) = ¢(4) - ¢(25) = 2 - 20 = 40. Z twierdzenia Eulera mamy

a®@ =1 modd<da®=1 mod4
a®® =1 mod 25 < a® =1 mod 25
Z pierwszej kongruencji mamy réwniez
a®=1 mod4

Zatem mamy
a®* =1 mod 100

Pokazemy teraz, ze jesli a® = 1 mod n oraz a° = 1 mod n, to a™VP®9 = 1 mod n. Mamy

a” =1 mod n oraz a®” = 1 mod n, zatem a***% =1 mod n. Najmniejsza warto$¢ wyrazenia
br + cy to NWD(b, c), zatem aVWP®9) =1 mod n.

Zatem najmniejsze A musu dzieli¢ 20. Kandydatami na A sa wiec 2, 4, 5 oraz 10. WeZmy wiec
a=3.

i | 3% mod 100
2 9
4 81
5 43
10 49

Zatem najmniejsza mozliwa A to 20.

Zadanie 15.4.
Udowodnij, ze istnieje 2011 kolejnych liczb naturalnych, z ktorych kazda jest podzielna przez
szescian liczby naturalnej > 1.

Rozwigzanie:

Chcemy znalez¢ taka liczbe n, ze p3 | n, p} | n+1, ..., p} | n+1i, czyli szukamy takiej liczby n, ze
n = —i mod p} dlai € {0,1,...,2010} oraz dowolnych liczb p; wzglednie pierwszych. Wystarczy,
ze wezmiemy jako p; kolejne liczby pierwsze. Wowczas z chiriskiego twierdzenia o reszcie istnieje
dokladnie jedno rozwiazanie n € {0,...,p3 - p} - ... - Py — 1}

Zadanie 15.5.
Niech F(1) =2, F(k + 1) = 2F®_ Oblicz F(5) mod 2009.

Rozwiagzanie:

Mamy F(5) = 2F® = 26936 7 twierdzenia Eulera mamy 2°2°%) = 1 mod 2009. Z tego, ze
2m = 2m mod é() mod n wynika, ze wystarczy policzyé reszte z dzielenia 65536 przez ¢(2009) =
6(49) - $(41) = 42 - 40 = 1680. Mamy

265536 = 23941680 X 216 = 1 . 216 = 216 mOd 2009
216 = 9048 - 2° =39 .2° = 1248 mod 2009

Zadanie 15.6.
Znajdz najmniejsza liczbe o sumie cyfr 204 podzielng przez 204.
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Rozwigzanie:

Mamy 204 = 4-3-17, zatem szukana liczba musi dzieli¢ sie przez 4, przez 3 oraz przez 17. Szukana
liczba bedzie miata co najmniej 23 cyfry, bo 22 -9 = 198 < 204. Ponadto 23 - 9 = 207, zatem
wiekszos¢ cyfr tej liczby to beda dziewiatki. Aby liczba byta podzielna przez 3 i przez 4 i miata 23
cyfry, to mamy tak na prawde dwa przypadki. Jedna mozliwos¢ to 22 dziewiatki oraz 6 na koncu, a
druga mozliwos¢ to 20 dziewiatek i 88 na koricu i jeszcze jedna 6semka gdzie$ miedzy dziewiagtkami.
Drugi przypadek da nam mniejsza liczbe wiec nim bedziemy sie zajmowaé na poczatku.

Mamy liczbe 999...989...99988. Mozemy ja zapisa¢ w postaci 102 — 12 — 10F = 102 — (10% + 12),
gdzie k zalezy od pozycji 6semki w liczbie. Szukamy wiec takiego k, ze

10F =10 — 12 mod 17

Z malego twierdzenia Fermata wiemy, ze 10 =1 mod 17, zatem 10 = 107 mod 17.

x ol 1] 213 14]|5] 6 |7] 8 |9]10]11]12]13]|14] 1516
10°=p, || 1| =7|-2|-3|4]|6|-8|5|—-1|7|2|3|-4|-6|8|-5]|1
Zatem
103 =10"=5 mod 17
skad mamy

102 —12= -7 mod 17

daje nam to k = 1 lub k = 17. Pierwsza mozliwos¢ odrzucamy, bo k£ > 1, zatem szukana liczba to

10%% — 12 — 10'" = 99999899999999999999988

Zadanie 15.7.
Znajdz konstruktywny dowod chinskiego twierdzenia o resztach (czyli podaj efektywny algorytm
znajdowania elementu spekiajacego stosowny ukltad kongruencji).
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Cwiczenia 16
Teoria liczb - RSA, test Millera-Rabina

Zadanie 16.1.
W kryptosystemie RSA: niech p = 11, ¢ = 29, klucz jawny e = 3. Znajdz klucz tajny d, zaszyfruj
komunikat M = 100, a nastepnie zdeszyfruj go z powrotem.

Rozwiazanie:

Mamy n = p-q = 319, wéwczas d = ¢! mod ¢(n). Mamy ¢(319) = ¢(11) - ¢(29) = 10 - 28 = 280
oraz 3-x =1 mod 280 < x = 187 mod 280, zatem d = 187.

Szyfrujemy, mamy 100® = 254 mod 319, czyli S(100) = 254.

Deszyfrujemy 2547 = 100 mod 319

Zadanie 16.2.
Znajdz wszystkie rozwiazania kongruencji

a) 22 =1 mod 784
b) z? = —1 mod 4225

¢) 10* =8 mod 17

Rozwigzanie:

a) Mamy 784 = 2. 7% zatem

=1 mod 16
=1 mod 49
Z pierwszej kongruencji mamy 16 | 22 — 1 < 16 | (z — 1)(z + 1)
16|z+1<2x=-1 mod 16

16|zx—1<2x=1 mod 16
8|x+1A16 fz+1< =7 mod 16
8|z—1A16 fr—1<2=—-7 mod 16
Z drugiej kongruencji mamy 49 | (z — 1)(z + 1)

9|r+1er=-1 mod49

9|z—1<xr=1 mod49

Mamy wiec
r =241 mod 16
r =47 mod 16
r =21 mod 49
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Mamy 16 1 49, zatem istnieja takie liczby x,y, ze 16x +49y = 1. Dla a =49 i b = 16 mamy

a | b |1§]]=] y
4916 3 [1]-3
16116 (0] 1
1]0

zatem mamy

a-49—-b-48=a mod 16
a-49—-5b-48=>b mod 49
Pod a podstawiamy +1 oraz £7, natomiast pod b podstawiamy 41, otrzymujemy

T =49 \ T =16 ‘ 1 -1 7 =7
1 1 =97 295 —-391
-1 97 -1 391 —-295

1,2
1.2

Z pierwszej kongruencji mamy 25 | 2 + 1 czyli réwniez 5 | 22 + 1

b) Mamy 4225 = 5% - 13%, zatem
—1 mod 25
—1 mod 169

T

2

2= 0] 1] =1]-1]1

Zatem x = dn £+ 2. Mamy wiec

(bn+2)*>= -1 mod 25 25m° £20n+4=—-1 mod 25 +4n =—1 mod 5

Po pomnozeniu przez +1 mamy
4n=F1 modbH

Mnozymy teraz przez odwrotnosé¢ 4, czyli —1. Mamy
n==1 modb
skad ostatecznie otrzymujemy

r=5-(£1)£2 mod 25 < =47 mod 25
Z drugiej kongruencji mamy 169 | 22 + 1 czyli 13 | 22 + 1

T

2

=301 14|-4|3|-1]-3|,-3|-1[3|—-44]1

o[1]2] 34|56 | 7|8 |9]10]11]12
Zatem mamy x = 13n £5 mod 169. Mamy wiec

(13n+£5)? = —1 mod 169 < 169n> £ 130n + 25 = —1 mod 169

+10n = -2 mod 13 < 10n =F2 mod 13
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Po przemnozeniu przez odwrotnosé 10, czyli 4 mamy

n=F8 mod 13 n=+5 mod 13
skad ostatecznie otrzymujemy

r=13-(£5)+5 mod 169 < z =+70 mod 169

Daje nam wiec to uktad rownan

=47 mod 25
z =270 mod 169

Teraz trzeba znalezé rozwigzanie 25x 4+ 169y = 1 uzywajac rozszerzonego algorytmu Eukli-
desa. Dla a = 169 oraz b = 25 mamy

a | b3l x|y
169 25| 6 | 4 | —27
25 19| 1 | -3 4
190631 -3
6|16 0] 1
1[0

Zatem mamy

a-676—0b-675=a mod 25
a-676—-0-675=0>0 mod 169

Podstawiamy teraz pod a liczbe +7, natomiast pod b liczbe 70 otrzymujac

T =169 \ T =95 ‘ -7 7
=70 268 1282
70 —1282 —268

c¢) Rozwiazanie bedzie w postaci = a mod b, gdzie b bedzie najmniejsza liczba taka, ze 10° = 1
mod 17. Z malego twierdzenia Fermata wiemy, ze 10'® = 1 mod 17, zatem b jest dzielnikiem
16.

b
10b =17

112 4| 8 |16
7| -214]-1|1

Dostajemy b = 16. Sprawdzamy reszte 10 mod 17 dla kolejnych x-6w

O 1 (2|3 (4|56 |7 8 |9|10/11]12 |13 |14
1/ -7-2]-314|6-8|5|—-1|7|2 |3 |—-4|-6] 8

T
10* =17

Zatem

r =14 mod 16
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Zadanie 16.3.
Wiedzac, ze n = 3598057 jest iloczynem dwoch réznych liczb pierwszych oraz ze 20779 jest pier-
wiastkiem z 1 modulo n, znajdz rozklad n na czynniki pierwsze.

Rozwigzanie:
Wiemy, ze
?=1 modn< (z—1)(z—2)=0 modn

Niech n = p; - ps, wowczas p; | * — 1 oraz py | * + 1 Wowczas py = NWD(x — 1,n) oraz
po = NWD(z + 1,n).

Zadanie 16.4.
Uogolnij chiniskie twierdzenie o resztach na przypadek, kiedy moduty niekoniecznie sa wzglednie
pierwsze.

Zadanie 16.5.

Rozwazmy system kryptograficzny RSA z modulem n = 71 - 103 i wykladnikiem publicznym
e = 19. Oblicz, ile komunikatow M € {0,...,n — 1} jest punktami stalymi szyfrowania, tzn.
spetnia warunek S(M) = M.
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Cwiczenia 17

Powtoérka przed kolokwium

Zadanie 1.
Pokaz, ze w kazdym turnieju istnieje wierzchotek, z ktérego mozna dojsé do kazdego innego $ciezka
dhugosci 1 lub 2.

Rozwigzanie:

Dowdod pokazemy przez indukcje po wierzchotkach. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zalézmy, ze
teza zachodzi dla n. Rozwazmy graf G o n + 1 wierzchotkach. WeZzmy dowolny wierzchotek v z
tego grafu i usunmy go wraz z incydentnymi krawedzmi. Otrzymujemy graf T' o n wierzchotkach,
ktory z zalozenia indukcyjnego ma wierzchotek w spelniajacy teze. Jesli istnieje krawedz z u do
v to teza jest spelniona w oczywisty sposéb. Zatézmy wiec ze taka krawedZ nie istnieje, czyli
istnieje krawedz z v do u. Graf T mozemy podzieli¢ na dwie czesci. Pierwsza czesé to Ty czyli
zbior wierzchotkow do ktorych da sie dojsé z w Sciezka dlugosci 1. Druga czesé to 15 czyli zbior
wierzchotkow do ktorych da sie dojsé z u Sciezka dtugosci 2. Jesli istnieje wierzchotek w w T taki
ze istnieje Sciezka z w do v, to teza jest spelniona, bo z wierzchotka u da sie doj$¢ do wierzchotka
v $ciezka dhugosci 2 przechodzaca przez wierzchotek w.

Zatézmy wiec ze nie istnieje taki wierzcholek. Do kazdego wierzchotka z T, dochodzimy Sciezka
przechodzaca przez wierzchotek z T. Zatem z wierzchotka v do wierzchotka u mozna dojs¢ $ciezka
dhugosci 1, do kazdego wierzchotka z T} mozna dojs$¢ Sciezka dtugosci 1, natomiast do kazdego
wierzchotka z T, mozna dos¢ Sciezka dlugosci 1 gdy istnieje bezposrednia krawedz lub $ciezka
dtugosci 2 przechodzaca przez wierzchotek z T). Zatem w grafie G o n + 1 wierzchotkach teze
spehlia wierzchotek u lub wierzchotek v.
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Zadanie 2.

Turniej T' nazywamy silnie reqularnym jesli moce zbiorow D, = {w : v — w € E(T)} oraz
Couw={w : v—=w,u— we E(T)} nie zaleza od wyboru wierzchotkéow v, u € V(T'). Udowodnij,
ze jedli silnie regularny turniej n-wierzchotkowy istnieje, gdzie n > 1, to 4|n — 3.

Rozwiazanie:
Warunek ze moc zbioru D, nie zalezy od wyboru wierzchotka v oznacza, ze kazdy wierzchotek ma
tyle samo krawedzi wychodzacych.

W Kklice jest ;l krawedzi. Chcemy podzieli¢ te krawedzie pomiedzy wierzchotki tak, aby kazdy
wierzchotek dostal tyle samo krawedzi.
-1
n | % &2|n-1

Z kolei jesli kazdy wierzchotek jest nieparzysty, to ma przyscie wiele krawedzi z nim incydentnych,
zatem istnieje w nim Sciezka Eulera, czyli mozna odpowiednio skierowaé¢ krawedzie przechodzac
po sciezce. Kazdy wierzchotek ma wiec stopienn wyjsciowy i wejsciowy rowny roéwny ”T_l

Warunek, ze moc zbioru C,, nie zalezy od wyboru wierzchotkéw v i u oznacza, ze kazde dwa

dowolne wierzchotki maja tyle samo wspoélnych sasiadow.

Dla danego wierzchotka w liczba par ktorych jest wspolnym sgsiadem wynosi <?1) Mamy n
wierzchotkow, zatem tgcznie takich par jest n - (?) =n- w. Zatem

8 In(n—1)(n —3)
Niech moc zbioru C,, = x. Pare wierzchotkéw mozemy wybra¢ na (Z) = @ sposobow. Dla

danej pary wierzchotek w bedacy ich wspoélnym sasiadem mozemy wybraé na x sposob6ow, mamy
wiec
n(n —1) (n—1)(n —3) n—3

zatem
4|n—3
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Zadanie 3.
Zmajdz liczbe drzew rozpinajacych grafu K, \ {e} dla n > 3, gdzie e € E(K,,) jest pewna istalona
krawedzig.

Rozwigzanie:

Liczbe drzew rozpinajacych klike K,, mozemy wyznaczy¢ znajdujac bijekcje miedzy drzewami oraz
(n —2)-ciagami o elementach ze zbioru {1, ...,n}. Wyznaczmy liczbe drzew zawierajacych krawedz
e. Niech krawedz e taczy wierzchotki n — 1 oraz n. Jak mamy sobie drzewo i tworzymy z niego kod
Prufera, to usuwamy po kolei wierzchotki i krawedzie. Pozostaja nam na koniec dwa wierzchotki.
Jednym z nich jest wierzchotek n. W naszym przypadku chcemy, aby te dwa wierzchotki to byty
n oraz n— 1. W przedostatnim kroku mamy trzy wierzchotki ¢ oraz n —11in, przy czym ¢ < n—1.
Te trzy wierzchotki sa potaczone dwoma krawedziami. Chcemy, aby potaczone byty wierzchotki
n oraz n — 1, zatem wierzchotek ¢ musi by¢ liSciem. Ostatnig liczba w kodzie Prufera musi by¢
wiec liczba n — 1 Iub n. Takich ciggéw mamy 2 -n"3. Zatem drzew rozpinajacych klike K, ktore
zawieraja w sobie krawedz e jest 2n" 3. Wszystkich drzew rozpinajacych w klice mamy n" 2,
zatem liczba drzew rozpinajacych grafu bez ustalonej krawedzi wynosi n"2 — 2n"=3,

Zadanie 4.
Udowodnij, ze jesli G jest grafem 100-wierzchotkowym, w ktorym 90 wierzchotkéw ma stopien nie
wiekszy niz 9, to x(G) < 10.

Rozwigzanie:

Pokazemy ze n + 10 wierzchotkowy graf, gdzie n wierzchotkéw ma stopieni nie wiekszy niz 9 ma
liczbe chromatyczng nie wicksza niz 10. Niech zbior wierzchotkéw o stopniu nie wiekszym niz
9 to A. Dla n = 1 wezmy wierzchotek v € A i usuiimy go z grafu. Otrzymujemy graf 10
wierzchotkowy, ktory ma liczbe chromatyczna nie wieksza niz 10. Dokladajac wierzchotek v do
tego grafu, sasiaduje on z co najwyzej dziewiecioma wierzchotkami, zatem moze mie¢ kolor tego
dziesigtego wierzchotka z ktorym nie sasiaduje. Zaldézmy wiec ze da sie pokolorowaé graf o 10 +n
wierzchotkach maksymalnie 10 kolorami. Rozwazmy graf o 10 + n + 1 wierzchotkach. Wezmy
dowolny wierzchotek v € A i usuimy go z grafu. Wowczas z zalozenia indukcyjnego dany graf o
10 + n wierzchotkach da sie pokolorowaé¢ maksymalnie 10 kolorami. Doktadajac wierzchotek v do
grafu, sasiaduje on z maksymalnie 9 wierzchotkami, zatem mozemy go pokolorowaé¢ na 10 kolor.
Wykazalismy wiec ze n + 10 wierzchotkowy graf, gdzie n wierzchotkéw ma stopieri nie wiekszy niz
9 ma liczbe chromatyczna nie wieksza niz 10, zatem podstawiajac n = 90 otrzymujemy teze.

Zadanie 5.
Niech G,, bedzie grafem powstajacym przez zastapienie kazdego wierzchotka w grafie K, ,, klika
K,. Na przyktad G3 to

Formalnie

V(G,) ={zi; : 0<i,j<n}U{y; : 0<i,j<n}

E(G,) = U {{zig, iy} U U i w10 | g viad}

0<i<n 0<j#j'<n 0<i<n 0<j#j'<n 0<i<n
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Zmajdz liczbe chromatyczng i indeks chromatyczny grafu Gogye.

Rozwigzanie:

Wierzchotki w skladowej na gorze to z; ;, natomiast w sktadowej na dole to y; ;. Mozemy pokolo-
rowac graf n kolorami. Niech kolory to odpowiednio liczby 1,2, ...,n, wéwczas wierzchotek x; ; w
sktadkowej na goérze kolorujemy kolorme 7 + 7 mod n, natomiast wierzchotek y; ; w sktadowej na
dole kolorujemy kolorem ¢ + j +1 mod n. Gwarantuje nam to ze wierzchotki w klice maja rézne
kolory, oraz wierzchotki x;; i1 y;;, czyli sasiadujace ze sobg w réznych sktadowych, maja rézne
kolory. Graf GG, jest wiec n kolorowalny.

Indeks chromatyczny kliki K, to n — [2|n]. Dla n parzystych indeks chromatyczny wynosi n, bo
n — 1 kolorami kolorujemy klike, a krawedz taczaca sktadowe kolorujemy innym kolorem.

Zadanie 6.
Znajdz wielomian chromatyczny ponizszego grafu:

Rozwigzanie:

Jesli wszystkie trzy wierzchotki o stopniu 4 maja rézne kolory, to mozna pierwszy pokolorowaé¢ na
x sposobow, drugi na x — 1, natomiast trzeci na x — 2 sposoby. Pozostale wierzchotki o stopniu 2
mozna pokolorowaé¢ na x — 2 sposoby. Daje nam to z(x — 1)(z — 2)7 sposobow.

Jesli wszystkie trzy wierzchotki o stopniu 4 maja jednakowy kolor, to mozna pokolorowaé je na x
kolorow, a pozostate wierzchotki o stopniu 2 mozna pokolorowaé¢ na x — 1 sposobéw. Daje nam to
z(x — 1)% sposobow.

Jesli dwa wierzcholtki o stopniu 4 maja ten sam kolor, a trzeci jest innego koloru, to wybieramy

1
boéw. Pozostale dwa kolorujemy na z — 1 sposobéw. Wierzchotki miedzy tymi samymi kolorami
kolorujemy na x — 1 sposobow, natomiast te miedzy réznymi kolorujemy na ¢t — 2 sposoby. Daje
nam to 3z(x — 1)3(x — 2)%.

sobie na > = 3 sposobéw wierzchotek ktory ma mie¢ inny kolor i kolorujemy go na x sposo-
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Otrzymujemy wiec

f@)=z(@—-1D(z—-2)"+z(x—1)°+3z(x — 1)}z - 2)*

Zadanie 7.
G jest planarnym grafem 9-wierzchotkowym o 3 spojnych sktadowych. Udowodnij, ze graf G’
(dopehienie grafu G) jest nieplanarny.

Rozwigzanie:
Rozpatrzmy przypadki. Jesli dwie mniejsze spojne sktadowe maja tacznie co najmniej 3 wierz-
chotki, to dopetnienie grafu zawiera podgraf K33, zatem nie jest to graf planarny.

Mozemy wiec zaltozy¢, ze jedna sktadowa ma 7 wierzchotkow, a pozostate maja po 1. Niech

sktadowa z 7 wierzchotkami to A, natomiast pozostate dwie to B i C'. Suma krawedzi w sktadowej
A i w jej dopemhieniu wynosi % = 21. Jedli jaki§ wierzchotek w sktadowej A ma mniej niz trzy

krawedzie, to wraz z wierzchotkami z B i z C' tworza podgraf Kj ;.

Zatem wszystkie wierzchotki w sktadowej A majg stopien co najmniej 4. Z nieréwnosci m <
3n — 6 otrzymujemy, ze sktadowa A ma maksymalnie 15 krawedzi. Wéwcezas jej dopetnienie ma co
najmniej 6 krawedzi. Gdyby dopelnienie miato 7 krawedzi, to istniatby cykl i wraz z wierzchotkami
z B i C powstalby podgraf homeomorficzny z K.
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Dopetnienie grafu nie moze mieé¢ wigc 7 krawedzi, czyli musi mie¢ 6 krawedzi. Krawedzie te musza
tworzy¢ drzewo. Jednak jako ze w sktadowej A wszystkie wierzchotki mialty stopient co najmniej 4,
totez w dopetnieniu wierzchotki beda mialy stopien co najwyzej 2. Zatem krawedzie w dopelnieniu
beda tworzyly Sciezke skladajaca sie z 6 krawedzi.

Jednak w takiej sytuacji tatwo znalez¢ w sktadowej A podgraf K3 3. Wyczerpalismy wiec wszystkie
mozliwosci, czyli dopelnienie 9-wierzchotkowego grafu planarnego o 3 sktadowych musi by¢ nie
planarne.

Zadanie 8.
Niech p > 2 bedzie liczbg pierwsza. Udowodnij, ze utamek nieskracalny reprezentujacy liczbe H,_;
ma licznik podzielny przez p.

Rozwigzanie:
Po sprowadzeniu utamka do wspélnego mianownika, teza jest rownowazna temu, ze
—1)! —1)! —1)! —1)!
L =D @D -1 =)
1 2 3 (p—1)

Nawet jesli ten licznik jest skracalny z mianownikiem réwnym (p — 1)!, to nie skracaja sie przez
p. Zauwazmy, ze mamy parzyscie wiele sktadnikéw zatem mozemy dobraé te liczby w pary. Dla
dowolnego = < p mamy z(p — z) | (p — 1)!, zatem

(p—l)!+(p—1)! ] (p—1p
T p—x flf(ZU—P)

|
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x oraz p — x sa to rézne mniejsze od p liczby naturalne, zatem dobierajac w pary sktadnik z-ty
oraz p — x-ty otrzymujemy liczbe podzielna przez p, skad i cala suma dzieli sie przez p.

Zadanie 9.

Udowodnij nastepujaca ceche podzielnoéci: liczba n jest podzielna przez 73 wtedy i tylko wtedy,
gdy réznica liczby ztozonej z czterech ostatnich cyfr zapisu dziesietnego n i liczby ztozonej z
pozostalych cyfr jest podzielna przez 73 (np. liczba 12345687 jest podzielna przez 73, poniewaz
roznica 5687 — 1234 = 4453 = 73 - 61 jest podzielna przez 73).

Rozwigzanie:
Niech m =n mod 10% Teza zadania jest réwnowazna temu, ze

DT 0 mod 73

n=0 mod 73 m— 108

Mamy 10* = x mod 73, zatem wymnazajac kongruencje stronami mamy
(10*+1)-m—n=0 mod 73

10* +1 =0 mod 73, zatem teza jest prawdziwa.

Zadanie 10.

Oblicz 22 mod 2016
2016

Rozwigzanie:
Szukamy rozwigzania dla kongruencji

2
227" =2 mod 2016
2016

Mamy 2016 = 2° - 3% . 7, zatem
2
22" =2 mod 2°
<~
2016
2

22" =12 mod 3°
~~

2016
2
22" =7 mod7
<~~~
2016
Z pierwszej kongruencji od razu dostajemy x =0 mod 32.

Z twierdzenia Eulera mamy ¢(9) = 32 — 3 = 6, czyli 26 = 1 mod 9. Teraz chce policzy¢ jaka
2 2
jest reszta z dzielenia 2% przez 6, czyli znalez¢ rozwiazanie dla kongruencji 227 =y mod 6 lub
~— ~—
2015 , , 2015
- . . .o Q- — — PRE —
rownowaznie uktadu kongruencji 22015 =y mod 24 y =0 mod 2 oraz 22015 =y mod 3. Druga
kongruencje znowu rozbijamy z twierdzenia Eulera. Mamy ¢(3) = 3—1 = 2, zatem 22 =1 mod 3.
2
Reszta z dzielenia 227 przez 4 jest réwna 0, zatem y = 1 mod 3, skad rowniez otrzymyjemy, ze

2014
y =4 mod 6, zatem z = 2* mod 9, czyli x =7 mod 9.
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2
Mamy ¢(7) =7 — 1 = 6, zatem 26 = 1 mod 7. Reszta z dzielenia 2°” przez 6 wynosi 4, zatem
2015
r=2% mod 7, czyliz =2 mod 7.
Daje nam to uktad trzech kongruencji

=0 mod 32
=7 mod?9
=2 mod?7

Po rozwiazaniu otrzymujemy
x =1024 mod 2016

Zadanie 11.
Udowodnij, ze jesli n > 0 jest parzyste, to n? — 1 | 27" — 1.

Rozwiazanie:

Skoro n jest parzyste, to n—1 oraz n+1 sa wzglednie pierwsze, zatem ¢(n?—1) = ¢(n—1)-¢(n+1).
Mamy ¢(n — 1) < n, czyli ¢(n —1) | nl. Mamy ¢(n + 1) < n, czyli ¢(n+ 1) | nl. Zatem rowniez
dn—1)-p(n+1) = ¢(n® —1) | nl. Mamy wiec n! = k- ¢(n® — 1). Z twierdzenia Eulera mamy
200°=1) = 1 mod (n? — 1), zatem rowniez 289("*~1) =1 mod (n? —1) = 2" =1 mod (n% — 1),
skad otrzymujemy 2™ —1=0 mod (n?2—-1) & n? 12" —1

Zadanie 12.
Zmnajdz liczbe rozwiazan kongruencji #''® = 113( mod 1001) w zbiorze {0, ...,1000} i podaj jedno
z nich.

Rozwigzanie:
Oczywiscie 1001 = 7 - 11 - 13, zatem mamy

28 =113 mod7< 2" =1 mod7

2" =113 mod 11 < 2" =3 mod 11
=113 mod 13 < 2" =9 mod 13

Skoro 113 jest wzglednie pierwszy z liczba p € {7,11,13}, to x tez jest wzglednie pierwsze z p. Z
twierdzenia Eulera mamy
2 DV=1 mod7<2°=1 mod7

W =1 modll e 2°=1 mod 11

2?13 =1 mod 13 22 =1 mod 13

Mamy wiec
22=1 mod7ez=1 mod7Vz=6 mod?7

=3 modllez=2 modllVz=9 mod 11

=9 mod13exr=4 mod13Vz=9 mod 13
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Daje nam to 8 ukltadéw rownar, zatem rozwigzan z''® = 113( mod 1001) jest 8. Jednym z
uktadow rownan jest

r=1 mod?7

r=2 mod 11

r=4 mod 13

Rozwiazaniem tego uktadu jest x = 134 mod 1001.
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