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Marysia Nazarczuk Cwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa I

Cwiczenia 1
Model klasyczny, kombinatoryka

Definicja: Model klasyczny prawdopodobienistwa to

p_ # (wszystkie wyniki sprzyjajace)

#(wszystkie wyniki)

przy czym zaktadamy, ze wszystkie wyniki sa rowno prawdopodobne.

Zadanie 1.
Pudetko zawiera 90 srub dobrych i 10 srub ztych. 7 tego pudetka uzyto 10 srub. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zadna z nich nie bylta wadliwa?

Rozwiazanie:
90 ) : , . 100 ) : 1 .
Na 10 sposobéw wybieramy dobre sruby i na 10 sposob6ow wybieramy ogolnie 10 Srub,

skad prawdopodobienistwo wynosi

(1)

P(A) =

Zadanie 2.
Jezeli n kul rozrzucimy losowo w n komorkach, to jakie jest prawdopodobienstwo, ze doktadnie
jedna komorka pozostanie pusta?

Rozwiazanie:

Wybieramy na n sposobéw miejsce gdzie beda dwie kule i na (g) sposoby wybieramy te dwie kule.
Potem na n — 1 sposobéw wybieramy gdzie bedzie puste miejsce. A na koniec na (n—2)! sposobow
permutujemy n — 2 kule i wktadamy je w odpowiednie miejsca. Wszystkich rozstawien kul jest n",
zatem prawdopodobienistwo wynosi

P(A) =

(4) =
Zadanie 3.

Pewien cztowiek ma n kluczy, z ktorych doktadnie jeden pasuje do zamka. Klucze sa wybierane
i probowane losowo (bez powtorzen). To postepowanie moze wymagac 1,2, ..., n prob. Pokazac,

ze kazdy z tych wynikow ma prawdopodobienstwo %
Rozwiazanie:
Prawdopodobienistwo zdarzenia, ze wylosujemy klucz za k-tym razem wynosi tyle samo ile praw-

dopodobienistwo tego, ze jedynka pojawi sie doktadnie na k-tym miejscu w losowej permutacji.
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Ustawiamy jedynke na k-te miejsce, a nastepnie pozostate liczby permutujemy na (n — 1)! sposo-
bow. Prawdopodobienistwo wynosi wiec
—1)! 1
P(A) = (n-1t_1
n

n!

Zadanie 4.

Niech a, b, ¢, d oznaczaja cztery nieujemne liczby catkowite, takie, ze a + b+ ¢+ d = 13. Znalezé
prawdopodobienistwo p(a,b, ¢, d), ze przy grze w brydza gracze N, E,S i W maja odpowiednio
a, b, c,d pikow.

Rozwigzanie:

52 karty na 4 osoby rozktadamy na (52) . (39) : (26) : (13) sposobow. Graczowi IV karty wybieramy na

13\ ( 39 ) . 197 M3/ M3 3 13—a) (26+a
( )( ) sposobow. Graczowi E karty wybieramy na ( ) )(13_b

a/ \13—a
wybieramy na (1370‘“”) (l‘gﬁb) sposobow. Pozostate karty leca do gracza W. Stad prawdopodo-
() Gaoa) - () G5) - (P ) (3e) - 1

bieristwo wynosi
(1) - (i2) - Ga) - (33)

) sposobow. Graczowi S karty

P(A) =

Zadanie 5.

Niech a,b, c,d oznaczaja cztery nieujemne liczby catkowite, takie ze a + b+ ¢+ d = 13. Zna-
lez¢ prawdopodobienstwo ¢(a, b, ¢, d), ze grajacy w brydza bedzie mial a pikow, b kieréw, ¢ kar i d
trefli.

Rozwigzanie:
Wszystkie mozliwe wybory trzynastu kart to (fg), natomiast wszystkie mozliwe wybory spetniajace
warunki zadania to (lj’) (13) (13) (15’), stad prawdopodobienstwo wynosi

poay - LD

Zadanie 6.
Sprawdz, co jest bardziej prawdopodobne:

a) otrzymanie co najmniej jednej jedynki przy rzucie 4 ko$¢mi

b) otrzymanie co najmniej raz dwoch jedynek na obu kosciach przy 24 rzutach 2 kosémi

Rozwigzanie:

a) Prawdopodobienstwo, ze ani razu nie wyrzucimy jedynki wynosi (%)4, zatem szukane praw-
dopodobienstwo to

P(A)=1- (2)4 ~ 0,51

. . : . . L1 . 24
a) Prawdopodobieiistwo, ze ani razu nie wyrzucimy dwoch jedynek wynosi (@) , zatem szukane

36
prawdopodobienistwo to
35\ 24
PA=1-|—=— ~ (0,49

4
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Zadanie 7.

Pewnych n oséb, wéréd ktorych sa A i B ustawia sie w szereg. Policz prawdopodobienistwo, ze
miedzy A i B jest doktadnie r oséb. A co, jesli ustawig sie oni nie w szereg, a w pierscieni? Policz
prawdopodobienistwo, ze bedzie dokladnie r os6b miedzy A i B patrzac od A do B zgodnie z
ruchem wskazowek zegara.

Rozwiazanie:

Na 2 sposoby ostawiamy A i B, nastepnie na (";2) sposobéw wybieramy osoby ktore beda staly
miedzy A i B ina r!sposobow ustawiamy je. Teraz A i B oraz r 0s6b traktujemy jako jeden bloczek
i tacznie z n — r — 2 osobami ustawiamy na (n —r — 2 4 1)! sposobéw. Stad prawdopodobieristwo
wynosi

P(A>:2~(”;2)-7’!~(n—r—1)!

n!

Jesli ustawiamy osoby w okrag, to mozemy zaczynaé¢ od osoby A. Ustawiamy ja, nastepnie na
(";2) sposobéw wybieramy osoby ktore beda staly miedzy nig a B i ustawiamy je na r! sposobow.
Ustawiamy osobe B, a nastepnie pozostale n — r — 2 osoby ustawiamy na (n — r — 2)! sposo-
bow. Liczba zdarzen elementarnych jest rowna (n — 1)! (bo A stoi na pierwszym miejscu), skad
prawdopodobienstwo wynosi

P(B) = (") z;inl;Q —r)!

Zadanie 8.

Miasto zbudowane jest na planie kwadratu i poszatkowane ulicami biegngcymi ze wschodu na
zachod i z potnocy na potudnie, przy czym ulic kazdego typu jest po N = 2n + 1. Kierowca
jedzie z poludniowo-zachodniego wierzchotka miasta na kraniec péinocno-wschodni, wybierajac
losowo jedna z najkrotszych drog. Oblicz prawdopodobieristwo, ze kierowca przejedzie przez srodek
miasta.

Rozwigzanie:

Droge mozemy wyznaczy¢ przez wskazanie w ktorym miejscu chcemy skreci¢. Drog przez srodek
miasta bedzie wiec (2:) . (2:), natomiast tacznie wszystkich drog jest (32) (ze wszystkich mozliwych
zakretow wybieramy poltowe). Stad prawdopodobienistwo wynosi

Zadanie 9.
W szafie znajduje sie n par butéow, na chybit trafit wybieramy z nich k& butéow, przy czym k < n.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) wsrod wylosowanych butéw jest co najmniej jedna para,

b) wsrod wylosowanych butéw jest doktadnie jedna para

Rozwigzanie:
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a) Prawdopodobienstwo, ze wsrod wylosowanych butéw jest co najmniej jedna para jest rowne
1 — P( nie ma zadnej pary )
Z kolei liczba mozliwoéci, ze nie ma zadnej pary jest rowna (Z) - 28 bo z wybieramy na (Z)

sposobéw k par butow a potem z kazdej pary na 2 sposoby wybieramy buta. Stad szukane
prawdopodobienstwo wynosi

b) Wybieramy na n sposobow jedna pare, a potem z pozostalych n — 1 par wybieramy k — 2
buty tak aby wsréd nich nie bylo zadnej pary. Prawdopodobienistwo wynosi wiec

p(p) = i) 2

(%)

Zadanie 10.

Kazdy z n chromosoméw w komoérce wystawionej na promieniowanie dzieli sie na dwie czesci
roznych typow - typu A i typu B. Czesci te nastepnie ponownie tacza sie w pary, przy czym mozliwe
jest takze potaczenie w pare dwoch czesci tego samego typu. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze

a) czesci potacza sie w takich samych kombinacjach jak przed podziatem

b) po potaczeniu kazda z par bedzie sie sktada¢ z czesci réznych typow

Rozwigzanie:

1123 |...]n
1A|2A13A|...|nA
1B|2B|3B|...|nB

Rozwigzanie:

a) Liczba zdarzen sprzyjajacych jest rowna 1. Policzmy liczbe zdarzen elementarnych. Spermu-
tujmy 2n chromosomoéw, a nastepnie bierzmy po kolei pary. Otrzymujemy w ten sposéb n
par. Liczba permutacji 2n chromosomoéw to (2n)!. Kolejnosé chromosoméw w parze nie ma
znaczenia, wiec musimy podzieli¢ przez 2". Roéwniez kolejno$é par nie ma znaczenia wiec

musimy podzieli¢ przez n!. Stad liczba zdarzen elementarnych to %, wiec prawdopodo-
bienistwo wynosi
1
P(A) = (2n)!
2m.n!

b) Liczba zdarzen sprzyjajacych jest rowna n!, bo dla ustalonych chromosoméw z A permutujemy
chromosomy z B i przytaczamy je do chromosoméw z A. Permutacji n elementéw jest n!.
Stad prawdopodobienistwo wynosi
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Zadanie 11.
Klasa liczy 10 uczniéw, na kazdej lekcji do odpowiedzi losowany jest jeden uczen. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze w ciagu 16 lekcji kazdy uczen bedzie przepytany.

Rozwigzanie:
Szukane prawdopodobieristwo jest réwne

1 — P( nie kazdy uczen bedzie przepytany ) =1 — P(A; U A; U...U Aj)

gdzie A; oznacza te zdarzenia, ze i-ty uczen nie zostal przepytany. Mamy

P(AjU...UAp) =Y P(A)=> PANA)+ Y PANANA)+... = P(AN...NAy)

i<j i<j<k

) PANA) = (2)° L P(A N N Ay =0.

Oczywiscie mamy P(4;) = (35 10

Zadanie 12.

W miescie o n + 1 mieszkaricach, jedna osoba powtarza plotke drugiej, ktora z kolei powtarza
ja trzeciej osobie itp. Za kazdym razem plotka powtarzana jest osobie wybranej losowo sposrod n
0s6b. Znalezé prawdopodobiernistwo, ze plotka zostanie powtorzona r razy:

a) bez powrotu do osoby, ktora zapoczatkowala plotke

b) bez powtarzania dwa razy tej samej osobie

Rozwigzanie:

a) Musimy wybraé¢ r os6b i wéréd nich nie ma byé osoby pierwszej
Al=n-(n—1)"

bo pierwsza osoba wybiera z pozostalych n os6b komu powie plotke, a nastepnie kazda z
r — 1 0s6b wybiera z pozostatych n — 1 oséb komu powie plotke. Stad prawdopodobieristwo
Wynosi

n(n—1)""!

P(A) =
(="
b) Wybieramy bez powtarzania

IBl=n-(n—1)-...-(n—7r+1)

bo pierwsza r-tek ktéra wybiera r + 1-sza osobe na n — r + 1 sposobéw. Stad prawdopodo-
bienistwo wynosi

nﬁ
P(B) =—
(B) ==
Zadanie 13.
W ramach loterii losuje sie pewien r elementowy podzbior L zbioru {1,2,3,...,n}, gdzie r < n.

Ty rowniez zaznaczasz na karcie pewien r elementowy podzbiér. Podaj prawdopodobienstwa
nastepujacych zdarzen:
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a) twoj wybor jest dokladnie taki sam jak L

b) udato ci si¢ wskaza¢ poprawnie doktadnie k liczb

¢) podczas losowania, kolejne elementy L pojawialy sie w porzadku rosnacym
d) L nie zawiera zadnych dwoch kolejnych liczb

e) L zawiera dokladnie jedna pare kolejnych liczb

Rozwigzanie:
a) P(A)= (}L>, bo na () sposobéw wybieramy 7 elementowy podzbiér zbioru n elementowego.
b) P(B) = <k)'(ri’“), bo na (l’;) wybieramy te liczby co sa dobre i na (::]:) sposobOw wybieramy

(%)

te liczy co sg zle.

3

1 . . )
c) P(C)= é;)).ﬂ, bo wybrane r elementéw w dowolny sposéb mozemy ustawié¢ na r! sposobow a

w ciag rosnacy na jeden sposob.

n—r+1
d) P(D) = (> ), bo chcemy ustawi¢ r kresek i n — r kropek tak aby dwie kreski nie staly

obok siebie. Ustawiamy wiec kropki, ktéore wyznaczaja n — r + 1 miejsc z czego wybieramy
r miejsc, gdzie wstawiamy kreski.

e) P(E)= %, bo najpierw z n — r + 1 miejsc wybieramy miejsce dla dwoch kresek, a

nastepnie z pTozostalych n — r miejsc wybieramy miejsca dla r — 2 kresek.

Zadanie 14.
Losujesz 5 kart ze standardowej talii. Podaj prawdopodobienistwa zdarzen:

a) jedna para

b) dwie pary

c) trojka

d) kolor

e) full

f) kareta

g) poker krolewski
Pamigtaj, ze dwie pary nie sg jedng para, kareta nie jest trojka, itd.

Rozwiazanie:
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13.(3)- 124114004
a) P(A)=—2 - 3l , bo na 13 sposobéw wybieram ktora wartos¢ bedzie para, a nastepnie

5
na (;1) sposoby wybieram dwie karty z czterech na pare. Na 12 sposobow wybieram war-

tos¢ trzeciej karty i na 4 sposoby jej kolor. Na 11 sposob6éw wybieram wartos¢ czwartej karty
i na 4 sposoby jej kolor. Na 10 sposobéw wybieram warto$¢ piatej karty i na 4 sposoby jej
kolor. Kolejnos¢ w jakiej wybralam trzy rézne karty nie ma znaczenia wiec dzielimy przez
3!. Wszystkich mozliwych wyboréw 5 kart z talii jest (552).

13-(‘2‘)'12'(2

b) P(B) = 25—2)'44, bo na 13 sposobow wybieram warto$é¢ dla pierwszej pary i na (;1) sposoby

4

5
wybieram kolory dla tych kart. Na 12 sposobéw wybieram wartos¢ dla drugiej pary i na (;L)

sposoby wybieram kolory dla tych kart. Kolejnosé par nie ma znaczenia wiec dzielimy przez
2. Na 44 sposoby wybieram piata karte.

3.(4).12:4114 . . . .
1(3)<5—2)2, bo na 13 sposobéw wybieram ktora warto$é¢ bedzie trojka, a nastepnie

5
na (g) sposoby wybieram trzy karty z czterech na trojke. Na 12 sposobow wybieram war-
tosé czwartej karty i na 4 sposoby jej kolor. Na 11 sposobéw wybieram wartos¢ piatej karty i
na 4 sposoby jej kolor. Kolejnos¢ w jakiej wybratam dwie rézne karty nie ma znaczenia wiec

dzielimy przez 2.

c) PC) =

. 13 J—
d) P(D) = ! ((22)) 8, bo na 4 sposoby wybieram kolor a nastepnie na (153) sposob6ow wybieram
5
karty w tym kolorze oraz odejmuje 8 pokeréw.

. 4 . . 4

e) P(F)= %, bo na 13 koloréw wybieram wartos¢ dla pary i na (;’L) wybieram dwie karty
5

do pary, a nastepnie na 12 sposobow wybieram wartos¢ dla trojki i na (;l) sposoby wybieram

karty do trojki.

f)y P(F) = %, bo na 13 sposobéw wybieram warto$¢ dla karety i na 48 sposobéw wybieram

5

piata karte.

g) P(G)= @, bo na 4 sposoby wybieram kolor na pokera.

Zadanie 15.
Z jeziora wyltowiono 200 ryb, oznakowano je i wypuszczono do wody. Po pewnym czasie wytowiono
100 ryb, a wérdd nich byto 8 oznakowanych. Za rozsadna ocene liczby ryb w jeziorze mozna uznaé

liczbe ryb, dla ktorej zrealizowalo sie zdarzenie o najwickszym prawdopodobienistwie. Jaka to
liczba?

Rozwigzanie:
Prawdopodobienistwo, ze z jeziora gdzie jest n ryb z czego 200 jest oznakowanych, wylosujemy 100
ryb z czego 8 bedzie oznakowanych, wynosi

o (")
(1)

9
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Dalej mamy
P,  (n—200)(n —100)
P,y n(n—292)

Zatem P, jest malejace gdy Pf: <1< (n—2500)(n —292) > 0 i rosnace gdy PI:: > 1<

(n —2500)(n — 292) < 0.

Y

292 2500

Stad najbardziej prawdopodobna liczba ryb w jeziorze to 2500 (bo 200 odpada, bo losujac 100 ryb
z takiej liczby nie mozemy wylosowaé¢ 92 nieoznakowanych bo ich tam nie ma).

Zadanie 16.
N listow nie$wiadomie pomieszano i catkiem losowo umieszczono w N zaadresowanych kopertach.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze

a) zaden list nie trafi do wlasciwego adresata

b) doktadnie k listow trafi do wlasciwych adresatow

Rozwigzanie:

a) Od liczby wszystkich mozliwych permutacji odejmujemy te, gdzie co najmniej jeden jest dobry,
dodajemy te gdzie co najmniej dwa sa dobre, itd. Z zasady wlaczen-wytaczenn mamy wiec

|A,| = n! — (g‘) S(n—1)!+ (g) (n—2)— ... —g(—ni (7;) (n—i)!

Skad prawdopodobienistwo wynosi

b) Na sposobow wybieramy osoby, ktore dostana swoj list, a nastepnie na |A,_| sposobow

n
k
uktadamy zte listy pozostalym osobom. Stad prawdopodobieristwo wynosi

h 4 i)

n—

:(_1)2‘ (” - ’“) (n—k — i)l

10

=
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Zadanie 17.

W kolejce po bilety na mecz stoi n kibicow. Kazdy z nich nosi szalik w kolorze A lub B. Zal6zmy,
ze wszystkie mozliwe uktady kolorow sg jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdopodobieristwa,
ze

a) zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikow w tym samym kolorze

b) zadne dwie kolejne osoby nie maja szalikow w kolorze A

Rozwigzanie:

a) Wszystkich mozliwych rozmieszczen jest n!- 2" bo na n! sposobéw ustawiamy osoby a potem
na 2" sposob6w dajemy im szaliki. Ustawien sprzyjajacych jest n!- 2, bo na n! ustawiamy
osoby, a potem na dwa sposoby wybieramy kolor szalika dla pierwszej osoby (osoby w kolejce
muszg mie¢ na przemian kolory szalikow). Stad prawdopodobienstwo wynosi

2-nl

PA) =i =

b) Niech z, to liczba mozliwych ustawienn n os6b. Jesli chcemy mie¢ kolejke ktorej ostatnia
osobag jest osoba z szalikiem B, to musimy ustawi¢ n —1 oséb, a nastepnie ustawiamy osobe z
szalikiem B. Jesli chcemy mie¢ kolejke ktorej ostatnig osoba jest osoba z szalikiem A, to
musimy ustawi¢ n — 2 os6b, a nastepnie ustawiamy osobe z szalikiem B i potem dopiero
osobe z szalikiem w kolorze A. Mamy wiec rekurencje

Tp =Tp1+ Tp2

gdzie r1 = 2, x5 = 3. Jest to ciag Fibonacciego przesuniety o dwa indeksy, zatem z, =

n+2 n+2
Fryo = (H 2\/5) - = (1’2‘/5> . Liczba wszystkich ciagéw o elementach ze zbioru

{A, B} jest rowna 2", zatem

Zadanie 18.

Jest wiek XVIII. Na obiad przy okraglym stole zaproszono n heteroseksualnych par. Etykieta
nakazuje, by w tej sytuacji kobiety i mezczyzni siedzieli na przemian. Stosujac sie do tej zasady,
gosci usadzono jednak w losowy sposob. Pokaz, ze prawdopodobienistwo iz zadna z zaproszonych
par nie siedzi obok siebie to

g [ (Y

k=0

Rozwiazanie:

Mezczyzn siadamy przy stole na n!-2 sposoby, bo na n! sposob6éw permutujemy mezczyzn, a potem
na 2 sposoby wybieramy czy siadaja na parzystych czy nieparzystych miejscach. Ustalmy wiec, ze
mezczyZni siadaja na numerach parzystych (po ewentualnym przenumerowaniu miejsc).

11
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W . .i

2 o) 2n

Matzonka mezczyzny ktory siedzi na miejscu i-tym nie moze usia$é na miejscu ¢ + 1-szym oraz na
miejscu ¢ — 1-szym (modulo n). Zadanie sprowadza sie wiec do znalezienia liczby permutacji zbioru
{1,2,...,n} takich, ze 0(i) # i oraz o(i) # i + 1 (modulo n). Niech dla ¢ =1,2,...,2n okreslmy

Ai:{aeSMo—Qi;lD = V;lJJr((z’Jrl) mod2)}

innymi stowy niech A; to zbiér tych permutacji, ze jesli ¢ jest nieparzyste to kobieta siedzi na
prawo obok swojego matzonka, a jesli ¢ jest parzyste to siedzi na lewo obok swojego malzonka. Od
wszystkich mozliwych permutacji bedziemy odejmowac te gdzie co najmniej jedna para siedzi obok
siebie, dodawa¢ te gdzie co najmniej dwie siedza obok siebie itd. Niech [n]; to podzbior zbioru
{1,2,...,n} dlugosci k taki, ze i oraz ¢ + 1 nie naleza do tego zbioru jednoczesnie (modulo n). Z
zasady wlaczania-wyltaczania mamy wiec, ze liczba szukanych permutacji to

2n
S0 A
=0 [2n]; | k€[2n];

Permutacji takich, ze mamy ustalone i miejsc jest (n—i)!. Tu juz widzimy ze sumowanie dalej niz do
n nie ma sensu. Pozostaje nam wiec do policzenia ile jest dla ustalonego k zbioréw [n|g. Twierdzimy
ze jest ich o - (”;k) By pokazac¢ to co chcemy pokazaé bedziemy rozumowali analogiczni jak w
dowodzie, ze liczba k-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, gdzie dwie sasiednie liczby nie
naleza do tego zbioru jest rowna ("fﬂ). Narysujmy n—k kropek. Kropki te wyznaczajg nam n—Fk
miejsc (inaczej niz w poprzednim dowodzie jednego miejsca nie bierzemy, bo bedziemy sklejaé taki
tanicuch w okrag). Z tych miejsc na (”;k) sposoby wybieramy miejsca dla kresek. Jako, ze sklejamy
teraz ten lancuch, to nie istotne ktére wolne miejsce jest pierwsze, wiec musimy podzieli¢ przez
n — k. Mamy wiec taki sklejony tancuch i aby wyznaczy¢ z niego jakis taricuch co bedzie generowat
nam zbiér musimy go przecia¢. Przeciecie mozemy zrobi¢ w dowolnym miejscu, zatem wykonujemy
to na n sposobéw. Stad ostatecznie liczba takich zbioréw spetniajacych oczekiwane warunki to

n—=k n
k n—=k

12
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Zatem ostatecznie liczba szukanych permutacji to

i(_mn. <2ni— Z) . 2712712 - (n— i)

Liczba zdarzen elementarnych jest rowna
2-n!-n!

bo na 2 - n! sposoby wybieramy jak siedzg mezczyzni, a nastepnie na n! sposobéw wybieramy jak
siedza kobiety. Stad prawdopodobienistwo wynosi

Yy Mﬁ ; <2nk_ k) = k)!}

k=0

13
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Cwiczenia 2

Prawdopodobienstwo geometryczne, proste wtasnosci
Niech Q2 C R"™ to zbiér mierzalny w sensie Lebesgue’a
0<\(Q) <0
i niech dana jest rodzina
F ={AC Q| A jest mierzalne w sensie Lebes’'gue’a }

Woéwcezas mamy

Zadanie 1.

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe . Jakie jest prawdopodobieristwo, ze x jest niewymierna?

Rozwiazanie:
Zachodzi réwnos¢
P( x niewymierna ) = 1 — P( z wymierna )

Zbior Q N [0, 1] jest mierzalny, bo jest przeliczalng suma punktow, a kazdy punkt jest domkniety,
czyli jest borelowski, czyli jest A mierzalny. Dalej

QN [0,1]] = A (Uw) =S M@ =3 0=0

Zatem P( z wymierna ) = 0, skad P( x niewymierna ) =1 —0= 1.

Zadanie 2.
Z przedziatu [0, 1] wybrano w sposob losowy dwa punkty, ktore podzielity go na trzy odcinki. Jaka
jest szansa, ze z tych odcinkow da sie zbudowaé trojkat?

Rozwigzanie:

Losowanie dwoch punktéw z odcinka [0, 1] mozemy utozsami¢ z losowaniem jednego punktu z
kwadratu [0, 1]%.

A B (8
0 xr Y 1

Chcemy, aby z trzech odcinkow dalo sie zbudowaé trojkat, czyli aby max(A, B,C) < 1. Jesli
y > x, to musza zachodzi¢ nieréwnosci

1

.Z'<§
1
1—y<§
1
y—r<jy

czyli punkty musza leze¢ w obszarze ograniczonym prostymi x = %, Yy = % oraz Yy = + %

15
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1
Y

Jako, ze réwnie dobrze moze zachodzi¢ x > y, to wszystkie szukane punkty beda lezaty w obszarze

[ ]

+
Y

Stad szukane prawdopodobieristwo wynosi P(z,y) = 1.

Zadanie 3.
Z przedziatu [0, 1] losujemy liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w rozwinieciu dziesigtnym
tej liczby nie pojawi sie cyfra 6.

Rozwigzanie:

Niech Ag to zbiér tych liczb, w ktorych w rozwinieciu dziesietnym nie ma szoéstki. Niech A% to
zbior tych liczb w ktérych w rozwinieciu dziesietnym nie ma szostki na pierwszych k miejscach po
przecinku. Mamy

Ag=10,1]\10,6 , 0,7], AZ= A\ ([0,06, 0,07]U...U[0,96, 0,97])

Mamy A5t C Ak, czyli ciag AF jest zstepujacy oraz Ag = () A%, zatem z twierdzenia o ciagglosci
k

mary

k—o0

P(Ag) = P([) Af) = lim P(Af) =0
k

Ostatnia réownos¢ bierze sie stad, ze
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Zadanie 4.
Na nieskoniczong szachownice o boku jednego pola réwnym 1 rzucono monete o $rednicy % Policz
prawdopodobienistwo tego, ze moneta:

a) znajdzie sie catkowicie we wnetrzu jednego z pol

b) przetnie sie z co najwyzej jednym bokiem szachownicy

Rozwigzanie:

a) Srodek monety musi znajdowac sie w zaciemnionym obszarze

A

1

Zatem prawdopodobieristwo bedzie réwne P = 3.

b) Srodek monety musi znajdowaé sie w zaciemnionym obszarze

[ |

5

Zatem prawdopodobienistwo bedzie rowne P = 2.

Zadanie 5.
Z odcinka [0, 1] losujemy

a) dwie liczby. Wyznacz prawdopodobieristwo tego, ze sa one od siebie odlegle o co najmniej ¢,
gdzie t jest ustalong liczba rzeczywista.

b) trzy liczby. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze z odcinkéw o wylosowanych dtugosciach
da sie zbudowac trojkat.

17
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Rozwigzanie:

a) Oczywiscie dla t > 1 prawdopodobienistwo wynosi 0, zatem zalézmy, ze ¢t € [0,1]. Wybranie
dwoch liczb mozemy utozsami¢ z wyborem punktu na plaszczyznie. Bedziemy wybieraé
liczby z kwadratu [0, 1] x [0, 1]. Punkty spelniajace warunki zadania beda leze¢ w obszarze
poza prostymiy =x 4+t oraz y = x — .

r+t

Pole zaciemnionego obszaru jest réwne

1) (-t

=(1-1)?
5t (1—1)
Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi
1—1)2
=Ly

b) Wybranie trzech liczb mozemy utozsami¢ z wyborem punktu w przestrzeni R?. Bedziemy
wybiera¢ liczby z szescianu [0, 1]3.

18
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Szukane punkty beda lezaly w zaciemnionym obszarze (bez krawedzi). Pole zaciemnionego
obszaru jest réwne

3.t l
6 2
Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi
1
5 1
P(B)=2=_
(B)=1=3

Zadanie 6.

Igle o dlugosci [ rzucono losowo na plaszczyzne z zaznaczonymi liniami réwnolegltymi. Odle-
gloéé miedzy sasiednimi liniami wynosi d > [. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze igta przetnie
ktoras z linii.

Rozwiagzanie:

Mozemy rozwazy¢ jedynie jedna pare linii, a wlasciwie odleglosc¢ ;—i od jednej linii. Polozenie
igly mozemy rozwaza¢ od 0 do 90°, poniewaz mozemy odbi¢ ja symetrycznie nie zmieniajac jej
odlegtosci od linii. Zatem mamy

/
|

il

—
—
&
[ A=~
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Zdarzenie A to bedzie zdarzenie w ktorym igta przecina linie, czyli sytuacja gdy % cosf > x. Zatem
[
A=<(x,0)eQ| COS@-§Z$

Miara zbioru A jest réwna

] l
)\(A):/O cos§~9d9:§-sin0

Stad szukane prawdopodobienistwo wynosi

Zadanie 7.
Zatozmy, ze P(A) >

win

P(B)> 2, P(C)>2iP(ANBNC)=0. Oblicz P(A).
3 3

Rozwigzanie:
Niech ;: P((ANB)\C),y=P((BNC)\ A) oraz z = P((CNA)\ B).

A B

[N

’
Mamy
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— (P(ANB)+ P(BNC)+ P(CNA))+0
skad
P(ANB)+P(BNC)+P(CNA)>1

1<z+y+=z
Jako, ze zdarzenia (AN B)\ C, (BN C)\ A oraz (C' N A)\ B sa roztaczne, to x +y + z = 1.

20
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XN

C

Dalej, jesli P(A) > 2, toz+y > 2, bo P(A\ (BUC)) = 0. Analogicznic y+z > 2 oraz z+z > 2,
astad 2(x +y+2) >3-2=2& (x+y+2) > 1. Skad oczywiscie z +y = 2, y + 2z = 2 oraz
y+z:§czylix:y:z

3. Stad otrzymujemy oczywiscie P(A) =z 4y = 2.

H win

Zadanie 8.
Zatozmy, ze PLAUBUC) =1, P(B) =2- P(A), P(C) =3- P(C) oraz

P(ANnB)=P(BNC)=P(CNA)

Pokaz, ze § < P(A) < 1.

Rozwiazanie:

Niech z = P(A\(BUC)), z = P((ANB)\C) oraz y = P(ANBNC(C), wowczas P((ANC)\B) = z,
P((CNB)\A)=xzoraz P(B\ (AUC))=2z+2x+yiP(C\ (ANB))=3z+4zr+ 2y. Mamy
wiec

1=P(AUBUC)=6-P(A)—3-P(ANB)+P(ANBNC)=6-P(A)—3-(z+y)+y

skad
1 +3x+2y S

1
P(A) 6 =6
Dalej mamy

1=4-PA)+2 - (z+2x+y)—3-(r+y)+y=4-P(A)+2z+=x

skad
1—2z— 1
PA) = —="T <=
4 4
Zadanie 9.
Wykaz, ze dla dowolnych zdarzen Ay, ..., A, zachodzg nieréwnosci

a) P (4"1 Ai> < i:ilP(Ai)
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b) P (ﬁl Ai) >1- il P(A9)

Rozwigzanie:

i1
a) Zdarzenia A; nie sa parami niezalezne. Niech wiec B; = A; \ 'U1 A;. Mamy (J-, B, = U, 4
]:
oraz zdarzenia B; sa parami rozlaczne, czyli B; N B; = () dla ¢ # j. Dalej mamy B; C A,,

P (O Al-) =P <O Bi> = iP(Bi) < iP(A

b) Mamy
P(ﬂAZ) :1—P< N A ) —1-P(Jas) 2 1- 3 Pay
i=1 i=1 i=1

Zadanie 10.

Wykaz, ze dla dowolnych zdarzen Ay, ..., A, zachodzi nieréwnos¢

P (U Ar> >3 P(A) = P(ANA)
r=1 r=1 r<k
Rozwigzanie:

Dowod bedzie przebiegal indukcja po n. Dla n = 1 teza oczywiscie dziata. Zaldézmy wiec, ze teza
dziata dla n. Dla n + 1 mamy

() - riner e (0) - (O a0

7, zalozenia indukcyjnego mamy
(U AT> > ZP — ) P(A.N Ay
r<k<n

Mamy réwniez

P (U (A, N An+1)> <> P(A N Ap)
r=1 r<n
skad

P (O Ar) > ZH:P(AT)‘i‘P(AnJrl)_ Z P(ArmAk)_ZP(ArﬂAnJrl)

r<k<n r<n

zatem teza jest prawdziwa.
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Zadanie 11.
Niech (2, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Pokaz, ze jesli o-cialo F jest skoriczone, to |F| = 2"
dla pewnej liczby n € Z,..

Rozwigzanie:

Dla z € Q potozmy A, = () A. Wowczas A, # (), bo z € A, oraz A, € F, poniewaz mamy
AEF zeA

tu przeciecie przeliczalnie wielu zbioréw mierzalnych. Dalej {A, }.cq jest skonczonym podziatem
2, to znaczy

1. UA, =Q, co jest oczywiste
xX

2. Ap # Ay = A NA, =0 Jesliz ¢ A, tox € A5, czyli A, C Ag, skad A, N A, = 0.

Analogicznie jesliy ¢ A, to A, N A, =0. Jeslize A, iy € A, to Ay, C A, oraz A, C A,
czyli A, = A,.
Niech teraz A € F. Zauwazmy, ze A = |J A, skad kazdy A € F jest suma rozlaczna pewnych

€A
elementow {A, }recq. Niech [{A,}rcql = n, wowezas |F| = 2™

Zadanie 12.
Niech (€2, F) bedzie przestrzenia mierzalna. Pokaz, ze jesli o-cialo F jest nieskonczone, to F jest
nieprzeliczalne.

Rozwiazanie:

Niech § C F speknia
1. QeSS
2. |S| =Rg
3. AeS = A°eS

Pytany sie czy istnieje rodzina S spetniajaca powyzsze warunki. Wezmy rodzine S’ C F taka ze
|S’'| = Rg. Doktadajac © do tego zbioru oraz dopekienie kazdego zbioru otrzymujemy zbior S

speliajacy szukane wlasnosci. Dla z € Q potézmy A, = ()| A. Poniewaz S jest przeliczalne,
AeS z€A
to A, € F dla kazdego x € €. Dalej {A,}.cq jest podziatem Q oraz jesli A € S to A = |J A..
€A

Dalej { A, }ieq jest nieskoriczone, poniewaz jesli bytoby skonczone, to S miatoby 2" elementow dla
pewnego n, a wiemy ze S jest nieskoniczone. Mamy |F| > 2HAstecal > R
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Cwiczenia 3
Niezaleznos¢ zdarzen, Schemat Bernoulliego

Niezaleznos$é zdarzen

e Dwa zdarzenia A; i Ay sa niezalezne gdy P(A; N Ag) = P(A;) - P(A»).
e Zdarzenia Ay, As, ..., A, sa niezalezne gdy

dla wszystkich 1 <43 <o < ... <y, <n,dlak=1,2...,n

e Rodzina zdarzen {4, };cr jest niezalezna jesli niezalezna jest kazda skoniczona jej podrodzina

Zadanie 1.

Zdarzenia A, B i C' sa parami niezalezne. Wyjasnij, czy niezalezne sg rowniez
a) A, B,C lacznie

b) ANBiC
c) AUBiC

Rozwigzanie:

a)

Niech A to zdarzenie polegajace na wyrzuceniu orla w pierwszym rzucie, B to zdarzenie

polegajace na wyrzuceniu orta w drugim rzucie, natomiast C' to zdarzenie polegajace na
wyrzuceniu parzy$cie wiele ortow, wowezas P(A) = P(B) = P(C) = 3, P(ANB) = P(BN
C) = P(CNA) = 1oraz PLANBNC) = 1, zatem zdarzenia A, B i C nie sg tacznie
niezalezne.

b) Zalozmy, ze AN B oraz C sa niezalezne, wowczas
P(ANnB)NC)=PANB)-P(C)=P(A)-P(B)-P(C)
czyli A, B i C sa tacznie niezalezne.
c) Zalozmy, ze AU B oraz C' sa nie zalezne, wowczas mamy

P((AuB)NC)=P(AUB)-P(C)
Mamy

P(AUB)-P(C) = (P(A) + P(B) — P(AN B)) - P(C) =
= (P(A) + P(B) — P(4) - P(B)) - P(C)

oraz

P((AUB)NC)=P((ANnC)UP(BNC)=PANC)+P(BNC)=P(ANBNC) =
= P(A)- P(C)+ P(B)-P(C)—P(ANBNC)

skad po przyréwnaniu mamy
P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
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Zadanie 2.
Zdarzenia A, B sa niezalezne oraz AU B = Q. Wykaza¢, ze P(A) =1 lub P(B) = 1.

Rozwigzanie:
Mamy 1 = P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(A)+ P(B)— P(A)-P(B) czyli1 — P(B) =
P(A)(1 - P(B)). Jesli P(B) =1, to mamy teze. Jesli P(B) # 1, to po podzieleniu P(A) = 1.

Zadanie 3.
Niech Q = {1,2,...,p} gdzie p jest liczba pierwsza, F = 29 i P(A) = % dla A € F. Pokaz, ze
jesli zdarzenia A i B sg niezalezne, to cho¢ jedno z nich jest rowne () lub .

Rozwigzanie:
Niech |A| = a, |B| = b oraz |AN B| = ¢, wowczas jesli A i B sa niezalezne to
c a b
P(ANB)=P(A)-P(B) & —-=—--—- & p-c=a-b
p pPp
stad a lub b musi dzieli¢ sie przez p lub ktoére$ z nich musi by¢ zerem, skad wynika teza.

Zadanie 4.

Jako warunek wstepu do klubu tenisowego nowicjusz N rozgrywa trzy mecze z graczami D dobrym
i T topowym. By przejs¢ test N musi wygra¢ dwa mecze z rzedu. Graczowi N pozwolono jednak
wybraé, czy woli gra¢ zgodnie z harmonogramem D, T, D lub T, D, T. Co powinien zrobi¢?

Rozwigzanie:
Niech P(N wygra z D) = d oraz P(N wygra z T') = t, przy czym t < d. Gdy gra harmonogramem
T,D, T, to trzy scenariusze

T |D|T| prawdopodobienstwo
w | w | w t-d-t
wlwl|p t-d-(1—1)

w t-d-(1—1t)

skad prawdopodobieristwo, ze wygra dwa razy wynosi t-d-(2—t). Analogicznie dla harmonogramu
D, T, D mamy prawdopodobieristwo réwne ¢ - d - (2 — d), zatem lepszy jest harmonogram T', D, T'.

Schemat Bernoulliego

e Powtarzamy k razy jednakowe i niezalezne do$wiadczenie, kazde z nich ma dwa mozliwe
wyniki: sukces z prawdopodobienstwem p oraz porazke z prawdopodobieristwem 1 — p.

e Prawdopodobieristwo doktadnie k& sukcesow w n probach wynosi
n _
P= (k) PP (L—p)

Zadanie 5.
Gracze A, B i C' rzucaja na zmiane symetryczng moneta. Gre wygrywa gracz, ktory jako pierwszy
wyrzuci orta. Policz szanse, ze gre wygra gracz:
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a) ktory rzuca jako pierwszy

b) ktory rzuca jako drugi

Rozwigzanie:
a) Niech
Ay = { rzuty zaczynajace sie od O }
Ay = { rzuty zaczynajace sie od RRRO }
A, = { rzuty zaczynajace sic od RR...RO }
3n
wowczas

{ Awygrywa } = AgUA;U...UA, U...

1
2

P(A) = ?%P(An) _ nf% (é)gnﬂ _ ;

Prawdopodobienistwo zdarzenia A; jest rowne ( )3i+1. Zbiory A; sa parami rozlaczne, zatem

b) Rozumujac analogicznie mamy P(B) = %

Zadanie 6.
Oblicz szanse otrzymania parzystej liczby sukcesow w ciagu n prob Bernoullego z prawdopodo-
bienstwem sukcesu w jednej probie rownym p.

Rozwiazanie:
I sposo6b:
Prawdopodobienstwo bedzie wynosic¢

P= - (an) e (L=p)n

k=0

0|3

Dla n parzystego n = 2m mamy

o 2m _ m
P = < ).p2k_(1_p)2m 2k _ (1—2]?)2

N | —

[(1=p)+ )™+ (1 —p) — p)*"] = % N

N —

Dla n nieparzystego n = 2m + 1 mamy

(1—2p)*"

DN | —

" om+1 1
P— Cp2k (1 p)2mtl-2k _ 2
k:O( ok ) p™ - (1—-p) 5T

11 sposoéb:
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Niech P, to prawdopodobieristwo parzystej liczby sukceséw w n probach. Wowcezas zachodzi

Pn:p(l_Pn—1)+(1_p)Pn—1
Plzl—p

skad po rozwiazaniu rekurencji otrzymujemy P, = % + %(1 —2p)™.

Zadanie 7.
Wykonujemy ciag podwdjnych rzutéow szescienng kostka. W kazdym podwoéjnym rzucie sumujemy
uzyskane dwie liczby oczek. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze 5 pojawi sie przed 77

Rozwigzanie:
Niech A to zdarzenie polegajace na tym, ze 5 pojawi sie przed 7, oraz niech A,, to zbior zdarzen
takich, ze w pierwszych n — 1 rzutach nie ma ani 5 ani 7, natomiast w n-tym mamy 5. Wowczas

A:G&
=1

Zdarzenia A; sa roztaczne, czyli A; N A; =0 dla ¢ # j. Mamy wigc

Policzmy prawdopodobienstwo zdarzenia A,,. Mamy
5=44+1=34+2=24+3=1+4+4 oraz 7T=6+1=5+2=4+3=3+4=24+5=1+6

n—1
zatem P(A,) = (1 —48)"" . & Skad

- =/26\" 4 4
PM)ZE;PU%%:Z;Q%) S

Zadanie 8.
Dana jest liczba catkowita dodatnia n podzielna przez 3. Jaka jest szansa, ze liczba ortéow w n
rzutach symetryczng moneta tez jest podzielna przez 37

Rozwigzanie:
Ze schematu Bernoulliego szukane prawdopodobienistwo wynosi

() () ()] >

Zadanie sprowadza si¢ wiec do policzenia sumy (7) + (5) + (§) +... + (7). Niech

5= (o) ()< (6) -+ ()
5 = (g)+(g)+(:)+...+(n22)
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5= (g)+(g>+(g)+...+(nﬁl)

Mamy Sy + 51 + S2 = 2". Wprowadzmy pomocniczo pierwiastek trzeciego stopnia z 3

27r+, .27
W =coS— +1-8In —
3 3

oraz

Mamy
9 47 A

w zcos?+i-sin? oraz w® =1
Dalej mamy
So+w-S+w? Sy =(14w)" oraz Sy+w’ S +w-S=(1+w?"
ponadto 1 4+ w + w? =0, wiec (1 +w)? =14 3w + 3w? + w? = —1 oraz (1 + w?)? = —1, skad
So+w-51+w2-52:(—1)% oraz So+w2-51—|—w-52:(—1)%

Dodajac te rownosci oraz rownosé Sy + 57 + Sy = 2" mamy

M4 2. (—1)8
B 3

3504+ (1 +w+w?) (S +8)=2"+2-(-1)5 & S,

Zadanie 9.
Dane sg liczby m,n € Z, oraz liczby nieujemne p, q takie, ze p + ¢ = 1. Wykazac, ze

I=p")"+(1-q")">1

Rozwigzanie:

Niech p to prawdopodobieristwo wyrzucenia orta i ¢ to prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki.
Wowcezas rozwazmy szachownice n x m (n wierszy i m kolumn). Wyrazenie 1 — p™ mozna zinter-
pretowaé¢ w ten sposob, ze w n rzutach wypadta co najmniej jedna reszka, czyli ze w catej jednej
kolumnie jest co najmniej jedna reszka. Wyrazenie (1 — p™)™ mozna interpretowa¢ w ten sposob,
ze w kazdej kolumnie wypadla co najmniej jedna reszka. Analogicznie wyrazenie (1 — ¢™)" mozna
interpretowa¢ w ten sposob ze w kazdym wierszu wypad! co najmniej jeden orzet. Zatem wyrazenie

(1=p")"+1—q")"
mozna interpretowa¢ w ten sposob ze w kazdej kolumnie wypadta co najmniej jedna reszka lub w

kazdym wierszu wypad! co najmniej jeden orzet. To zdarzenie jest pewne, zatem jest rowne co
najmniej jeden.

Zadanie 10.
Rozwazmy schemat n prob Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p. Jaka liczba sukcesow
jest najbardziej prawdopodobna?

Rozwigzanie:
Jesli p to prawdopodobieristwo sukcesu w jednej probie, to prawdopodobieristwo &k sukceséow w n
probach to

P, (k) = (Z) p"(1 —p)* (schemat Bernoulliego)
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Mamy
Puk) _ (P*A-p*  (n—k+1)p
Po(k=1) ()" (1 —pnrtt k(1 -p)
P, maleje gdy PnP?k(ﬁ)l) < 1< k > np+ p oraz ro$nie gdy PnP?k(ﬁ)l) > 1< k < np+ p, zatem

maksimum osigga dla k = np + p.

Zadanie 11.
Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe z. Niech A; oznacza zdarzenie, ze i-ta cyfra rozwiniecia
dwojkowego x to 0. Pokaz, ze rodzina {A;}icz, jest niezalezna.

Rozwiagzanie:
Niech A; to bedzie zdarzenie polegajace na tym, ze i-ta cyfra rozwiniecia dwojkowego to 0. Mamy

r=0,1101 & =z = % + % + % + %. W przypadku liczb wymiernych pojawia sie problem z
niejednoznacznoscia (np. % = 0,1 = 0,0111...). W przypadku liczb niewymiernych ten pro-
blem znika. Jednak zbior liczb wymiernych ma miar¢ zero, wigc jesli bedziemy pomija¢ zbior z

niejednoznacznoscia, to pominiemy zbiér miary zero. Polozmy A; = [0,3], A2 = [0, 3] U [3, 2]

itd. Zauwazmy, ze {A;}; jest niezalezna wtedy i tylko wtedy, gdy {:{I}Z jest niezalezna, wiec nie

bedziemy rozréznia¢ A; od A;. Polézmy teraz A) = A; oraz A} = AS. Wystarczy wiec, ze pokazemy
n

P(AT' N...NAS) = 55, gdzie ; € {0,1}. Ale mamy A7' N...NA> = ; =, ; 5+ 2"}, skad

wynika teza.

Zadanie 12.

Rozwazmy taka przestrzen probabilistyczng (Q, F, P), ze Q jest zbiorem przeliczalnym i F = 2%
Pokaz, ze nie istnieje taka niezalezna rodzina zdarzen {A;}iez, , ze P(4;) = 5 dla wszystkich .
Rozwigzanie:

Zalozmy, ze istnieje taka rodzina {4, },ez, , ktora jest niezalezna i P(A;) = 3 dla kazdego i. Ustalmy

w € Qi potézmy
oA sdywe A

Zdarzenia B; sa nadal niezalezne, natomiast P(B;) = % dla kazdego i. Ponadto w € (2, B;, zatem

Zadanie 13.
Z okregu wybieramy losowo n potokregow. Jaka jest szansa, ze wylosowane potokregi pokrywaja
caly wyjsciowy okrag?

Rozwigzanie:

Losowanie potokregu mozemy utozsamic z wylosowaniem punktu (bedzie to jeden z koncow, drugi
bedzie generowany automatycznie) i strony na ktora pada ten potokrag. Polozenie punktéw na
okregu (czyli odlegtosé miedzy punktami) nie ma znaczenia dla liczenia prawdopodobienstwa. Zna-
czenie ma tylko to na ktora strone pada potokrag. n potokregéw generuje nam wiec 2n punktow,
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ktore z kolei generuja nam 2n obszaréw. Policzmy dopelienie szukanego prawdopodobieristwa.
Pytamy sie rownowaznie jakie jest prawdopodobieristwo tego, co najmniej jeden z obszaréw nie
zostanie przykryty. Zauwazmy, ze co najwyzej jeden z obszaréw moze zostaé¢ nieprzykryty. Obszar
ten mozemy wybra¢ na 2n sposobow. Dalej, wszystkie obszary musza padaé¢ na jedng ustalong
strone, bo w przeciwnym przypadku przykryja wyrézniony obszar. Liczba zdarzen elementarnych
jest réowna 2", bo dla kazdego poétokregu wybieramy na ktora strone pada. Zatem prawdopodo-

bieristwo dopetienia wynosi 3—2, skad szukane prawdopodobienistwo wynosi
n
P(A)=1- ST
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Cwiczenia 4

Prawdopodobienistwo warunkowe, Wzér Baysea, Wzoér na prawdopodobieristwo catkowite

Prawdopodobienstwo warunkowe
Prawdopodobienstwo zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B jest réwne

P(ANB)

PA1B) = —55

gdzie A, B € F,P(B) >0

Prawdopodobienstwo catkowite
Jezeli zdarzenia By, Bs, ..., B,,... wykluczaja si¢ parami i maja prawdopodobienistwa dodatnie,
to dla kazdego zdarzenia A zawartego w sumie zdarzen B; U By U...UB, U...

P(A)=P(A| By) -P(By)+ P(A| By)-P(By)+...+P(A| B,)-P(B,) + ...

Wzér Bayesa
Jezeli zdarzenia By, Bs, ..., B,,... wykluczaja sie parami i maja prawdopodobienistwa dodatnie,
to dla kazdego zdarzenia A zawartego w sumie zdarzen

P(A | By) - P(By)
(A|By)-P(B)) + P(A| By) - P(Ba) +...+ P(A| By) - P(Ba) + ...

P(Bk|A):P

Zadanie 1.
Z odcinka [0,1] losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze nie wieksza z nich
przekracza %, jesli wiadomo, ze suma tych liczb to co najmniej jeden.

Rozwigzanie:
Musimy obliczy¢ prawdopodobienistwo

1
P (min(:c,y) > 3 ’ Tty > 1)
Wyboér dwoch punktéw mozemy utozsami¢ z wyporem punktu z plaszczyzny

[
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Mamy
Ple+y>1)= Pole czerwonego obszaru _ 1
1 2
oraz
P | min(z,y) > 1, rry>1) = pole niebieskiego obszaru _ 1
3 1 18
Skad
1 P (min(z,y) > % z+y>1) 7
P { min(z, >—‘ >1) = 3 7
(mmzw_3 Ty ) Plx+y=>1) 9
Zadanie 2.

Gracz dostal 13 kart z 52, obejrzal 8 z nich i stwierdzil ze nie ma asa. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze gracz w ogoble nie ma asa?

Rozwigzanie:

Wynikiem do$wiadczenia bedzie uporzadkowana para (W, N) (widziane / niewidziane), taka ze
[WUN| =13, WNN =0, |[W| =8, [N| =5 oraz W,N C 52 elementowa talia. Mamy
Q| = (582) . (454). Niech A to zdarzenie polegajace na tym, ze w W U N nie ma asa, natomiast B
to zdarzenie polegajace na tym, ze w N nie ma asa. Woéwcezas

_ () (5) _ () (%)
P(B) = T P(ANB) = T
skad
P(ANB) _ (5)

P(A| B) = P(B) = (44)

Zadanie 3.

Wsérod n monet £ jest asymetrycznych, orzel wypada na nich z prawdopodobienistwem % W wyniku
rzutu wybrana losowa moneta wypada orzel. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta moneta jest
asymetryczna?

Rozwigzanie:
Niech O to zdarzenie polegajace na tym, ze podczas jednego rzutu moneta wypadl orzel, zas A
to zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowang moneta jest asymetryczna. Szukamy prawdopodo-
bienstwa ze wylosowana moneta jest asymetryczna pod warunkiem, ze wypad?t orzet, czyli

PO | A)-P(A)+ PO |S)-P(S) l-%

3

+ W=
N 3 =

Zadanie 4.

Rzucamy N kostkami, gdzie N € Z, jest losowa liczba. Niech A; bedzie zdarzeniem, ze N = 1.
Zakladamy, ze P(A;) = 27% dlai > 1. Przez S oznaczamy sume wszystkich wyrzuconych oczek.
Zmajdz prawdopodobienstwo, ze

a) S =4 wiedzac, ze N jest parzyste

b) N =2 wiedzac, ze S = 4 i na pierwszej kosci wypadto 1
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¢) najwieksza liczba oczek sposrod wszystkich wyrzuconych to r
Rozwigzanie:

a) 7 definicji mamy

P(S =4 N N jest parzyste)
P(N jest parzyste)

P(S =4 N jest parzyste) =

Prawdopodobienistwo, ze N jest parzyste wynosi }l—i- % + é +...= % Prawdopodobienstwo,
ze S = 4 oraz ze N jest parzyste jest rowne sumie prawdopodobienstwa ze S = 41 N jest
rowne 2 oraz ze S =41 N = 4. Mamy

P(S =4 N N jest parzyste) = P(S=4NN=2)+P(S=4NN =4) =

3 1,11

1
_P(S_4\N_2)-P(N_2)+P(S_4\N_4)-P(N_4)—36-Z+64 G
b) Mamy
B B .. _P(N=2n(S=4NnK,=1))
PIN=2|S=4NnK =1)= PlE =Nk, = 1) —
P(S=4NK,=1)NN=2)-P(N=2) P(S=4NnK, =1|N=2)-P(N=2)
P(S=4NK,=1)-P(N =2) B P(S=4NnK, =1)

Dalej mamy

1 1
licznik = — - —
36 4
oraz
mianownik = P(S=4NK;,=1|N=2)-P(N=2)+
+ P(S=4NK,=1|N=3)-P(N=3)+
+ P(S=4NK,=1|N=4)-P(N=4) =

1 1 1 2 1 1 1

62712763 8 6 16
¢) Oznaczmy przez M maksimum z wyrzuconych kosci (1 < M < 6). Mamy
PM=r)=PM<r)—P(M<r-1)
gdzie r € [1,6]. Wystarczy wiec, ze policzymy P(M < r). Mamy
- T 1 r

P(Mgr):ZP(MSMNzi)-P(Nzi)zZ(%)i-%:12 =

i=1 i=1 12

Zadanie 5.

W wypadku drogowym brata udzial taksowka, ktora uciekta jednak z miejsca zdarzenia. W danym
miescie funkcjonuja dokladnie dwie firmy taksoéwkarskie - Zielona i Niebieska. Swiadek zdarzenia
zidentyfikowal kolor taksowki jako Niebieski. Wiadomo, ze:
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1. 85% taksowek nalezy do filmy Zielonej, 15% do Niebieskiej

2. $wiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80% i myli sie w 20% przypadkow - niezaleznie od
koloru

Jaka jest szansa, ze szukana taksowka jest niebieska?

Rozwigzanie:

Niech Sy to zdarzenie polegajace na tym, ze Swiadek zdarzenia rozpoznatl niebieska taksowke,
N to zdarzenie polegajace na tym, ze poszukiwana takséwka jest niebieska, za§ Z to zdarzenie
polegajace na tym, ze poszukiwana taksowka jest zielona. Woéwczas szukane prawdopodobieristwo
wynosi

P(Sy | N)- P(N) B 0,8-0,15 N
(Sy | N)-P(N)+P(Sy | Z2)-P(Z)  0,8-0,15+0,85-0,2

PN | Sy) = 7 0,41

Zadanie 6.

W fabryce rygli maszyny A, B, C' wyprodukowuja odpowiednio 24,35 i 40 procent calej produkc;ji.
Pierwsza z nich daje 5 procent, druga 4, a trzecia 2 procent brakow. Rygiel zostaje wybrany losowo
z partii wyprodukowanych i okazuje sie, ze jest wadliwy. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze zostat
on wyprodukowany przez maszyne A, B, C?

Rozwiazanie:
Szukamy prawdopodobienistwa tego, ze wylosowany rygiel pochodzi z maszyny A pod warunkiem
ze jest wadliwy, czyli
PW | A)-P(A
A W) (W | A) - P(4) )
PW A -PA+PW|B)-P(B)+P(W|C)-P(C)
B 5-25 125
© 5-25+35-4+40-2 345

Analogicznie
140 80

Zadanie 7.

Gracz rzuca moneta symetryczna. Jesli wypadnie reszka, to wygrywa on 1 z1, a jesli orzet to traci
1 zt. Na poczatku gry gracz ma k zt. Gra koniczy sie, gdy gracz wygra z gory ustalong kwote a zt
albo przegra wszystkie pienigdze. Jakie jest prawdopodobieristwo zrujnowania sie gracza?

/ bariery pochlaniajace \

Rozwigzanie:
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Szukamy prawdopodobienstwa
P(RUINA) = P(RUINA | START z 0)

Okreslmy funkcje P, = P(RUINA | START z x) dla © € [—k,a]. Woéwczas P(RUINA) = B,
Mamy P, = a oraz P_k = 1. Ponadto

1 1
PxZE'Px—1+§'Px+1 g Px_Px—lsz—l—l_Px =C
czyli moZemy napisac ze P, = O (a—x)-C,skad 1 = P, = —(a+k)-C < C = —. Ostatecznie
P, ==, czyli P(RUINA) = 4.
Zadanie 8.

Niech prawdopodobienistwo p, oznacza, ze losowo wybrana rodzina ma n dzieci i niech bedzie

réwne
ap” dlan=1,2,...

Pn = 1—Y ap® dlan=0
i=1

Przypusémy réowniez, ze wszystkie rozktady plci n dzieci sa tak samo prawdopodobne. Pokaz, ze
dla k£ > 1 szansa, ze rodzina ma doktadnie k£ chtopcow jest rowna

2ap*
(2= p)itt
Rozwigzanie:
Mamy
oo [e.e] 1
P(k chlopcow) = Z P(k chlopcow | n dzieci) - P(n dzieci) = Z (Z) T p"
n=0 n=1

Zachodzi (}) = (".") + (;~;). Dla k > 2 zdefiniujmy

532 () 0 =% [(0 )+ ()] 6 = fesd

n=1

skad Sy, = ﬁsk_l. Pozostaje do pokazania, ze S| = (23—1;)2. Mamy S = Z n- (—) Rozwazmy

szereg 1+x+a22+23+... = ﬁ dla |z| < 1. Szereg potegowy jest zbiezny Jednostajnle na zwartym
podzbiorze kola zbieznosci (na przyktad na [0,1] > 2). Zatem mozemy rézniczkowaé wyraz po

’2 2
wyrazie, czyli 1 + 2x + 322 + 423 + . . Stad 51 =% - (1_13)2 = L
2

(2-p)?-

(lx

Zadanie 9.

W urnie mamy b kul biatych i ¢ czarnych. Powtarzamy n razy nastepujaca operacje: losujemy
kule z urny, nastepnie wktadamy ja z powrotem, doktadajac dodatkowo jeszcze a kul tego samego
koloru

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowano doktadnie k razy kule czarna?
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b

b) Wykazac¢, ze szansa wylosowania za n-tym razem kuli bialej wynosi ;= +

Rozwigzanie:

a) Niech B; to zdarzenie polegajace na tym, ze mamy biala kule w i-tym losowaniu, zas C; to
zdarzenie polegajace na tym, ze mamy czarng kule w ¢-tym losowaniu. Rozwazmy przypadek
dla n = 3. Mamy

b c c+a

c+b.c—|—b—|—a'c+b+2a

analogicznie
c b c+a
P(C, By, Cy) = — - |
(Ch, By, Cs) c+b c+b+a c+b+2a
c ct+a b
P(01;027B3) =

ctb ctbta ct+b+2a
Stad wniosek (ktory mozna tatwo udowodni¢), ze prawdopodobienstwo zalezy tylko od liczby
kul czarnych / bialych, ale nie od kolejnosci ich wyjmowania. Zatem

n)Hfol(CH a) - [Iiy ' (b+i-a)

P( k czarnych kul w n probach ) = (

k 1 (c+b+a-i)
b) Rozwazmy wynik (wq,ws, ..., w,), gdzie w; € {C, B}. Dla dowolnej permutacji 7 : [n] — [n]
mamy P(wq,...,w,) = P(Wr), ..., Wrwn), skad
b
P(B,)=Plw,=B)=P =B)=P(B;) =
(B,) = Pluwn = B) = Pluy = B) = P(By) = 1

bo mozemy skorzystac¢ z dowolnej permutacji 7 takiej, ze (1) = n.

Zadanie 10.
Owad sklada k jajeczek z prawdopodobienistwem 2 , gdme A > 0. Potomek wylega sie z jaja z
prawdopodobienstwem p. Znalezé prawdopodobienstwo ze liczba potomkow bedzie rowna [.

6

Rozwigzanie:
Szukane prawdopodobieristwo jest rowne (skorzystamy ze wzoru Bayesa)

P( bedzie | potomkow ) = Z P( bedzie [ potomkéw | bedzie k jaj ) - P( bedzie k jaj ) =
k=

B = [k I poy AMeer
_Z<Z).p(1 p)Ft. =

k=l

= k! _
- m'pl“‘”k T

0 )\kl
_ kz _

l

—)\

- sl

k=0

A (pA)! AW e - (pA)!

! !
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Zadanie 11.

a) Rzucono trzy kosci do gry i na zadnej z nich nie wypadta ta sama ilos¢ oczek. Jaka jest szansa,

ze przynajmniej na jednej z nich wypadto jedno oczko?

b) Wiadomo, ze rzut 10 ko$¢mi dal co najmniej na jednej z nich jedno oczko. Jaka jest szansa,

ze zaszlo to na dwoch lub wiecej kosciach?

Rozwiazanie:

a) Nie musimy uwzglednia¢ kolejnosci kosci, czyli mozemy zaktadac ze na pierwszej kosci wypadta

jedynka. Szukane prawdopodobienistwo bedzie rowne

P(ANB)

PA|B) = =5

gdzie A to zdarzenie polegajace na tym, ze na pierwszej kostce wypadta jedynka, natomiast
B to zdarzenie polegajace na tym, ze wyniki na kostkach sie roznia. Mamy |A N B| = (‘;’),
poniewaz wybieramy wartosci dla dwoch pozostalych kostek na tyle sposobow. Mamy |B| =

(g), poniewaz wybieramy rézne wartosci na tyle sposobow. Stad

papy=t) _1

6
(s) 2
(liczba zdarzen elementarnych przy liczeniu obu prawdopodobienistw jest taka sama).

Niech A to zdarzenie polegajace na tym, ze wypadly co najmniej dwie jedynki, a B to
zdarzenie polegajace na tym, ze wypadly co najmniej jedna jedynka. Wowcezas szukane
Prawdopodobienstwo to

P(A' N B)
P(A|B)=1-PA |B)=1———+—-

(A B)=1-P(A'| B) o
gdzie A’ oznacza ze wypadla maksymalnie jedna jedynka. Mamy P(B) = 1 — (g)lo, bo
dopetienie zdarzenia ze wypadta co najmniej jedna jedynka jest rowne prawdopodobienstwu,
ze wypadlo zero jedynek. Dalej P(A' N B) to prawdopodobieristwo ze wypadta dokladnie
jedna jedynka i jest rowne P(A'NB) = 10-%- (%)9, skad szukane prawdopodobieristwo wynosi

P(A'N B) 10- 2 10-5°  60—3.510
P<A|B):1_W:1_1_ﬂ:1_610—510: 610 — 510

610

=]

ot

Zadanie 12.
Harry Potter zgubil si¢ na ulicy Pokatnej. Dwie trzecie spacerujacych ulica to dobrzy czarodzieje,

3

ktorzy spytani o droge odpowiadaja poprawnie z prawdopodobieristwem = (ich odpowiedzi na

4

powtdrzone pytanie sa niezalezne, nawet gdy Harry pyta te sama osobe kolejny raz o to samo).
Pozostata jedna trzecia spacerujacych to zZli czarnoksieznicy. Zty czarnoksieznik spytany o droge
zawsze podaje ztg odpowiedz.
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a) Harry spytal losowego przechodnia, czy powinien skreci¢ w prawo czy w lewo. Ustyszal, ze w
prawo. Jaka jest szansa, ze jest to odpowiedZ poprawna?

b) Harry spytal te sama osobe drugi raz o to samo. Znow ustyszal, ze w prawo. Jaka jest szansa
ze jest to odpowiedZ poprawna?

c) Harry spytal te sama osobe trzeci raz o to samo. Znéw uslyszal, ze w prawo. Jaka jest szansa
ze jest to odpowiedZ poprawna?

d) Harry spytal te sama osobe czwarty raz o to samo. Znoéw uslyszal, ze w prawo. Jaka jest
szansa ze jest to odpowiedz poprawna?

e) Zalozmy, ze za czwartym razem przechodzien zmienit jednak zdanie i pierwszy raz odpowie-
dzial, ze w lewo. Jaka jest szansa, ze jest to odpowiedZ poprawna?

Podaj wartosci liczbowe wynikow.
Rozwigzanie:
a) Szukane prawdopodobienistwo wynosi

H, = P(A| B)

gdzie A to zdarzenie polegajace na tym, ze droga w prawo jest dobra, natomiast B to

zdarzenie polegajace na tym, ze czlowiek powiedzial ,w prawo”. Z twierdzenia Bayesa mamy
P(B|A)-P(A)

(B|A)-P(A)+ P(B | A) - P(A)

P(H) = P(A| B) = -

gdzie A’ oznacza ze prawo to zta droga. Prawdopodobieristwo P(B | A), czyli ze randomowy

cztowiek powie ze droga w prawo jest dobra, pod warunkiem ze rzeczywiscie jest dobra,
.2 3 . 2 . . .

wynosi £ - § bo z prawdopodobienistwem £ spytamy dobrego cztowieka i on odpowie dobrze

z prawdopodobienstwem %. Prawdopodobienistwo P(A), czyli ze droga w prawo jest dobra

wynosi 3. Prawdopodobieristwo P(B | A’), czyli ze randomowy czlowick powie ze droga w

prawo jest dobra, pod warunkiem ze jest ona zla jest réwne % + % . i, poniewaz z praw-

dopodobienistwem : spytamy zlego czarodzieja i on sklamie oraz z prawdopodobieristwem

3
% spytamy dobrego czarodzieja, ale on sie pomyli z prawdopodobienistwem %. Oczywiscie
Prawdopodobienistwo P(A’), czyli ze droga w prawo jest dobra wynosi =. Stad szukane

2
prawdopodobienstwo wynosi

1
)z 2

wnN
o
N | +—=
~—~
ol
Wi
el Ll

Analogicznie rozumujac mozna pokazac, ze wzor na to ze odpowiedz jest poprawna gdy osoba k-ty
raz powie to samo to

2. (3\F
P(Hk) — ; 3 (4)
Mamy wiec
b) P(H,) = 3
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c) P(H3) = %
d) P(H4) = %

e) Niech A to zdarzenie polegajace na tym, ze droga w lewo jest dobra, natomiast B to zdarzenie
polegajace na tym, ze cztowiek powiedzial ,prawo, prawo, prawo, lewo”. Z twierdzenia Bayesa

manmy
B B P(B | 4)- P(A)

PUHL) =PATB) = 5T a-pA) 1 P(B| A)- PA)

_ 3% (1)*- 2. %3 1

NN N

Przy czym przez A’ oznaczyliSmy zdarzenie polegajace na tym, ze droga w prawo jest dobra.

Zadanie 13.
Ron jest w takiej samej sytuacji jak Harry, ale ma powody by sadzi¢, ze z prawdopodobienstwem
¢ nalezy skreci¢ w prawo, czyli P( prawo jest dobre ) = e. Pokaz, ze

a) bez wzgledu na to jaka bedzie pierwsza odpowiedZ, Ron nadal bedzie uwazal, ze nalezy skreci¢
w prawo z prawdopodobienstwem e.

b) jesli pierwsze dwie odpowiedzi beda takie same, Ron nadal bedzie uwazal, ze nalezy skreci¢
w prawo z prawdopodobienstwem e.

¢) co uzna Ron po ustyszeniu trzech takich samych odpowiedzi? Policz
P( nalezy i$¢ w prawo | PPP) i  P( nalezy i§¢ w prawo | LLL)

Podaj warto$¢ liczbowa tych prawdopodobieristw dla € = 29—0.

Rozwigzanie:

a) Rozumowanie jest identyczne jak w zadaniu 2. z tym, ze prawdopodobieristwo, ze droga w
prawo jest dobra wynosi € zamiast % Mamy wiec

P( nalezy is¢ w prawo | P) = sie =c
Y 2.3 e+ (G+2-H1-9)
oraz TR
__|__ =) .
P( nalezy i$¢ w prawo | L) = 23 4 =c
GFT D ert 1G9
b) Analogicznie
2.3.3.,
P( nalezy is¢ w prawo | PP) = 34 4 =c
T TerGes 1009
oraz a1
_+_._._ £
P( nalezy is¢ w prawo | LL) = G+5-i4) =c
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¢) Tu réwniez mamy analogiczne uzasadnienie ze wzoru Bayes’a

2.(2)3.5 e=2 81
P( nalezy i$¢ w prawo | PPP) = —3 3 " 4 S = 205
(1) et G- (1)) -9

oraz

P( nalezy is¢ w prawo | LLL) =

Zadanie 14.

W zaczarowanym zegarze wskazowka ustawiona jest poczatkowo na godzine dwunasta. Co go-
dzine wskazowka porusza sie jednak z rownymi prawdopodobienistwami w prawo lub w lewo. Wie-
dzac, ze wraz z wybiciem ostatniej niepokazanej wczesniej godziny zegar zamiera juz na zawsze,
wyznacz prawdopodobienstwo, ze godzing wskazang jako ostatnia bedzie jedenasta.

Rozwiazanie:

Wykorzystamy metode z zadania o ruinie gracza. Przegrana bedzie dojscie do godziny 11 : 00,
startem bedzie godzina 12 : 00, natomiast wygrana bedzie godzina 10 : 00, poniewaz nie chcemy
doj$é do godziny 11 : 00 przed doj$ciem do godziny 10 : 00.

Ruina Wygrana

1100 12000 01 = 0 L0} = (i)

b
n

+
+
+
+
+
+
+

s

= = =

-1 0 1 10

Stad k =1, a = 10, wiec szukane prawdopodobieristwo wynosi

a 10 1
P —1- P(Ruina)=1— —1-—=—
( Wygrana ) ( Ruina ) oy TERET

Zadanie 15.

Pan Weasley oraz n—1 nie-czarodziejow leci mugolskimi liniami lotniczymi z Londynu do Glasgow.
W samolocie jest n miejsc, a bilety sa numerowane. Pech chcial, ze pan Weasley wchodzi jako
pierwszy i siada na losowym miejscu. Kolejni pasazerowie siadaja na swoich miejscach jesli te sa
jeszcze puste. W przeciwnym przypadku siadaja na miejscu wybranym losowo z miejsc niezajetych.
Policz prawdopodobieristwo, ze ostatni pasazer usiadzie na swoim miejscu.

Rozwiazanie:

I sposé6b:

Miejsce na jakie moze usigéé¢ ostatnia osoba wchodzaca to wlasciwe miejsce lub miejsce Pana
Weasleya, poniewaz jesli wolne byloby miejsce i-te, to znaczy ze i-ta osoba nie usiadla na swoim
miejscu cho¢ mogla. Zatem jesli osoba wchodzi na poklad i jej miejsce jest zajete, to wolne
sa miejsca zarowno Pana Weasleya jak i ostatniego pasazera, bo w przeciwnym przypadku ona
mogtaby zajac¢ przez przypadek te drugie miejsce. Czyli jesli osoba wchodzi na poktad i wolne jest
miejsce Pana Weasleya albo ostatniego pasazera (albo w znaczeniu wykluczajacym), to osoba siada
na swoim miejscu. Stad prawdopodobienistwo, ze ostatnie miejsce to miejsce ostatniego pasazera
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jest rowne prawdopodobieristwu, ze miejsce Pana Weasley’a zostato zajete przed miejscem ostatniej
osoby. Gdy randomowa osoba wchodzi do samolotu i musi wybra¢ randomowe miejsce, pytamy
jakie jest prawdopowobienistwo, ze wybierze miejsce Pana Weasley’a pod warunkiem ze wybiera z
miejsca Pana Weasley’a i ostatniego pasazera. To prawdopodobieristwo jest réwne oczywiscie i

2
zatem tyle tez wynosi szukane prawdopodobieristwo.

II sposéb:
Osoby i miejsca na ktore siadajg mozemy utozsamic¢ z permutacja zbioru n-elementowego

1 2 3 ... n
(0(1) a(2) o(3) ... J(n))
gdzie i to i-ty pasazer, a o(i) to miejsce na ktorym siada. Problem z zadania mozemy wiec
utozsamié¢ z tym, ze 1 i n nie znajduja siec w jednym cyklu. Szukane prawdopodobienistwo jest
réwne
1—P(1insaw tym samym cyklu )

Policzmy wiec prawdopodobienistwo, ze 1 in sa w tym samym cyklu. Niech k oznacza dtugosé cyklu
w ktorym sa 1 i n, wowczas liczba permutacji, ze 1 i n sa w tym samym k-cyklu jest rowna

(Z:;)-(k‘—l)!-(n—kz)!

bo na (Z:g) sposoby wybieramy elementy do k-cyklu i wraz z n-em permutujemy je na (k — 1)!

sposob6w, a pozostale n — k elementéw permutujemy normalnie na (n — k)! sposoboéw. Szukane
prawdopodobieiistwo jest wiec rowne

S (772 - (k= 1)1 - (n — ) (=213 (k—1)
n! n! n(n —1) 2 2

I1I sposéb:
Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite, szukane prawdopodobienistwo jest réwne

P(n) = P(A | W;) - P(W;)

gdzie A oznacza zdarzenie, ze ostatni pasazer usiadl na swoim miejscu, zas W; oznacza zdarzenie,
ze Pan Weasley usiadt na miejscu i-tego pasazera. Mamy wiec

1 1 1
Pn)=1-- Pn—1)-=4+0-=
(n) +§ (n—1) n+0

n - n
=2

bo jesli Pan Weasley usiadt na miejscu i-tego pasazera, to mamy analogiczng sytuacje, tylko ze
1-ty pasazer dokonuje losowego wyboru. Mamy wiec rekurencje

n-Pn)=14+(mn-2)-Pn—1)

Indukcja mozna tatwo pokazac, ze P(n) =

N =
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Cwiczenia 5
Lemat Borela-Cantellego
Lemat Borela-Cantellego
Niech Ay, As, ..., A,,... € F, wowczas jesli

iP(Ai)<oo to P(ﬁ UAk> =0

n=1k=n

Mamy
wEﬂUAk = VanUAk = Vn3k>nw€Ak

n=1k=n k=n

czyli inaczej, ze w nalezy do nieskonczenie wielu zbioréw A;. Rownowaznie mozemy napisac
o
Y P(4) <o = P(A;i0.) =0
i=1

gdzie i.0. to skrot od infinitely often.

Niech Ay, As, ..., A,,... beda niezalezne, wowczas jesli
ZP(AZ-) =0 to P (ﬂ U Ak> =1 lubinczej P(A;i0.)=0
=1 n=1k=n

Zalozenie niezaleznosci mozna ostabié, wystarczy na przyktad niezaleznos¢ parami. Pewne ogra-
niczenia sa jednak konieczne.

Zadanie 1.

Niech b, oznacza pierwsze n cyfr po przecinku z rozwinigcia dwojkowego liczby £. Rzucamy
symetrycznag moneta nieskoriczenie wiele razy. Kodujac orzet jako 1 oraz reszka jako 0, jaka jest
szansa, ze:

a) uzyskamy nieskoriczenie wiele wystapien ciagu boga;

b) wystapia wszystkie podciagi b,, n > 1

Rozwigzanie:

Mamy
2

0,11011101...

3|0

by = (1), by = (11), by = (110) itd.

a) Podzielmy wszystkie rzuty na kolejne bloki po 2021 prob, to znaczy rzuty 1—2021, 2022—4022,
itd. Wyniki w kazdym bloku sa niezalezne, bo bloki sa roztaczne. Mozemy skorzystaé¢ z
lematu Borela-Cantellego. Prawdopodobienistwo uzyskania bogo; jest w kazdym bloku takie
samo i wynosi poga; = 272021, Zatem

Z P( uzyskamy b2021 W z—tym bloku ) = Zp2021 = O
i=1 =1

skad szukane prawdopodobienstwo wynosi 1.
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b) Szansa uzyskania by to 1 dla kazdego k, bo rozumowanie wyzej dziala tez dla k& # 2021.
Przeciecie przeliczalnej liczby zbiorow o prawdopodobienistwie 1 pozostaje zbiorem o praw-
dopodobienstwie 1, poniewaz jesli P(B,) =1, to

P<g3n> :1—P([ﬂgnr>:1_p<UBg)zl—ZP(B;):l_Zozl

Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi 1.

Zadanie 2.
Zdarzenia Aq, As, ..., A,,...saniezalezne oraz P(A,) < 1 dla wszystkich n. Wykaz, ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

a) z prawdopodobienstwem 1 zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzen A,

b) z prawdopodobienistwem 1 zajdzie nieskoriczenie wiele zdarzen A,

Rozwiazanie:
a) = b) Z lematu Borela-Cantellego, wystarczy pokazac ze Y P(A;) = oo. Prawdopodobieristwo,

i=1
ze zajdzie przynajmniej jedno ze zdarzenn A, wynosi 1 mozemy zapisa¢ jako

P (U AZ-) =1 jest to rownowazne temu, ze P <ﬂ A,f) =0
i=1

=1

jesli zdarzenia Ay, ..., A,, ... sa niezalezne, to réwniez niezalezne sa zdarzenia Af,..., A5, ..., skad

P (G Ai> -1 & 0=P (ﬁl A;) lim P (ﬂ AC) = g&ﬁpmg) = lim f[(1 — P(A))
=1 1= =1 =1

i=1
Zatozmy, ze > P(A;) < oco. Niech a, = P(A,) i ustalmy ¢ € (0,1). Istnieje wowczas N € Z,
i=1

takie, ze > a, < e. Dalej, dla kazdego m > N mamy
n=N

ﬁ(l—an)>1—§:an>1—e>0

i=N i=N

skad

00 N—

00 N-1
l_Il—anzl_[l—czZ Hl—al>H1—a, (1—-¢)>0
i=1

i=1 i=1 =N

H

Mamy sprzecznosé, zatem » | P(A;) = oo, skad wynika teza.
i=1

b) = a) Skoro z prawdopodobienistwem 1 zajdzie nieskoniczenie wiele zdarzen, to rowniez zajdzie
co najmniej jedno.
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Zadanie 3.

Wykonujemy nieskoriczenie wiele niezaleznych eksperymentéw. Szansa sukcesu w n-tej probie
wynosi n~%, a prawdopodobienstwo porazki to 1 — n~%, gdzie o > 0. Interesuje nas zdarzenie
polegajace na uzyskaniu k kolejnych sukceséw nieskoriczenie wiele razy. Jakie sa jego szanse?

Rozwigzanie:

Niech S,, oznacza sukces za n-tym razem, czyli P(S,) = n~*. Ciag eksperymentow dzielimy na
bloki dtugosci k. Bloki sa roztaczne oraz wyniki na poszczegdlnych blokach sa niezalezne. Stad
prawdopodobienstwo samych sukceséw w jednym bloku bedzie réwne

k
P (ﬂs) D R P D
=1

—Q

(ﬂ S) (E+1)" ... (k+ k)™ > (2k)7"

i=k+1

k(n+1)
Pl () Si|=mk+1) .- (nk+k) > (nk)™
i=nk+1
skad
0 k(n+1) o 0
SPl N |2 k) e =ty nke
n=0 i=kn+1 n=0 n=1

szereg ten jest rozbiezny o ile ak < 1 i wowczas z lematu Borela-Cantellego szukane prawdopodo-
bienstwo wynosi 1. Dla ak > 1 mamy

ZP< ﬁ z>:§:[n (n—k+1)]" in_k+1 Zn—ka

wiec z lematu Borela-Cantellego szukana szansa wynosi 0.

Zadanie 4.
Ciag zdarzen A, spelnia:

o« > P(A,NA,,) < oo
n=1

e lim P(A,)=0

n—oo
Jaka jest szansa, ze zajdzie nieskoriczenie wiele zdarzen A,,7
Rozwigzanie:

:p<ﬁ GAH) :ICILIEOP<DA71> :]}L%P<UAH\AHH+F]A”) <

k=1n—*k n=k n=k

47



Cwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa I Marysia Nazarczuk

—00 o0
n==k n==k n=~k n—=k

Drugie wyrazenie zbiega do zera na mocy drugiej kropki, zas dla pierwszego wyrazenia mamy

Y P(ANAL,) <oo = Y P(A,\ Aup) < o0

n=1 n=1

czyli cigg sum czesciowych ma skonczona granice, czyli od pewnego wyrazu zbiega do zera. Zatem
z lematu B-C P(A, i.0.) =0
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Cwiczenia, 6

m — X\ ukltady
e Rodzina II C F jest m-ukladem jesli A, B € Il pociaga za soba AN B € 1I.
e Rodzina A C F jest A-ukladem jesli

1. 0,QeA
2. jesSi ABeAiACBtoB\Ae€A
3. JeéhAl,AQ,,An,eAlAlgAgggAngtOUflozlAnEA

Lemat: (O 7\ uktadach) Jesli m-uktad II jest zawarty w A-uktadzie A, to o-cialo generowane

przez I jest zawarte w A
IICA = o(I)CA

Jesli A C F, to o(A) to najmniejsze o-ciato zawierajace A, czyli N H.
HCF, ACH

Zadanie 1.
Niech p,v : B — R beda miarami probabilistycznymi na prostej. Wykazaé, ze jesli u([a,b]) =
v([a, b)) dla wszystkich a < b to u = v dla wszystkich zbioréw borelowskich.

Rozwiazanie:

Zbior IT = {[a,b] | a < b} U {0} jest m-uktadem, bo przeciecie zbiorow postaci [a,b] jest zbiorem
postaci [a,b]. Ten m-uktad generuje B(R). Zbior A = {A € B(R) | u(A) = v(A)} jest A\-uktadem,
bo

1. p,v sa miarami probablistycznymi, wiec ), R € A

2. niech p(A) = v(A), u(B) = v(B) oraz A C B, wowczas u(B \ A) = u(B) — pu(A) =
v(B) —v(A)=v(B\A)

3. niech Ay, Ay, ..., Ay, ... €A, czyli u(A;) = v(4;) dla kazdego i. Wowcezas

1 (G Ai> = 1i_{11 1 (O AZ-) = li_)m w(Ay,) = li_>m v(A,) = li_>m v (O Ai) =v <G Al-)
i=1 i=1 i=1

=1

zatem |J A; € A

=1

Stad z lematu o 7\ uktadach, o-cialo generowane przez I1, czyli B(R) jest zawarte w A, zatem
i1 = v dla wszystkich zbioréw borelowskich.

Zadanie 2.
Niech A : B(R) — R bedzie miara skoriczong na prostej. Niech teraz f € L'(\) bedzie funkcja spet-

niajaca
fdx=0
/(v_oovx]
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dla wszystkich x € R. Pokaza¢, ze f =0 p.w.

Rozwiazanie:
Zbior IT = {(—o0, z] | z € R} jest m-ukladem generujagcym B(R). Zbior A = {A € B(R) | [, fdX =
0} jest A-uktadem, bo

1. 0 € A oraz z twierdzenia lebesgue’a o zbieznoSci zmajoryzowanej

/fdAznm/f-X(oo,n]Aznm/ fd\= lim 0=0
R n—00 n—00 (—o00,n] n—00

zatem R € A

2. Niech A, B € A, wowczas

fd/\:/de)\—/Afd/\:0—0:0

B\A

zatem B\ A € A

3. Niech fAn f d\x =0 dla kazdego n oraz A; C Ay C ... C A, C ..., wowczas dla A = |J A,
mamy =t

/fd)\—/f-XAd)\— lim/f-XAn d\ = lim/ fdx=1lm0=0
A R =0 JR oo J A, nreo
zatem A € A
Dalej z lematu o 7-A uktadach mamy A = B(R). Mamy
Ay ={f>0}eA oraz A_={f<0}eA

zatem

0= fd)\:Z/ fdx+ fdx>
Ay n=2 fe[%’ﬁ 21

=Sa({re[pat)}) o=

skad A({f > 1}) = 0 oraz dla kazdego n > 2 mamy X ({f € [£,-15)}) = 0. Analogicznie mamy
dla A_, skad f = 0 prawie wszedzie.
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Cwiczenia 7

Zmienne losowe, Dystrybuanty

Zmienne losowe, rozklad, dystrybuanta

Rozkladem prawdopodobienistwa na R™ nazywamy kazda miare probablistyczng na B(R")

Zmienng losowa na (2, F, P) nazywamy wszystkie takie odwzorowania X : Q — R, ze
Ae BR)= X"1A)eF

Wektorem losowym na (€2, F, P) nazywamy wszystkie takie odwzorowania X : Q — R", ze
AeBR") = X YA eF

Rozkladem zmiennej losowej X nazywamy rozklad px okreslony na B(R) jako

Vaenw px(A) = P(X(4) = P(fw € | X(w) € 4}) = P(X € 4)

Rozkladem wektora losowego X nazywamy rozklad px okreslony na B(R™) jako

Vaepn)  px(A) = P(XT'(A)) = P{w € Q| X(w) € A}) = P(X € A)

Powiemy, ze rozktad p na R™ ma gestosé f, gdzie f : R® — R jest catkowalna w sensie
Lebesgue’a, jesli

H(A) = / f(2) dz Yacpen

Idea jest taka, ze zamiast pracowaé na przestrzeni ({2, F, R), chcemy pracowaé na przestrzeni

(R", B(R"), )
Dystrybuantg rozkladu p na R"™ nazywamy F), : R" — R

F(t1, ... tn) = p((—o0, t1] X ... x (—00,t,])
Dystrybuanta wektora losowego (X1, ..., X,,) nazywamy

Fix,..xo(t, . ty) = P(X1 < ty,..., X, < tp)

Uwaga: Jesli (Xq,...,X,) 1 (Y1,...,Y,) maja te sama dystrybuante F', to maja ten sam
rozktad. Dystrybuanta wyznacza jednoznacznie rozktad.

Wtasnoéci dystrybuanty

1.

2.

F,, jest niemalejaca

lim F),(t) =1 oraz lim F,(t) =0

t—o00 t——o00

o1
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3. F), jest prawostronnie ciggta

Zadanie 1.

Co jest wieksze: prawdopodobieristwo, ze kwadrat losowo wybranej liczby z przedziatu [0, 10] bedzie
wiekszy niz 25, czy prawdopodobienstwo, ze pierwiastek kwadratowy losowo wybranej liczby z
przedziatu [0, 100] bedzie wiekszy niz 57

Rozwigzanie:
Niech X to losowo wybrana liczba z [0, 10] oraz Y to losowo wybrana liczba z [0, 100]. Wowczas

1 1
P(X2>25):P(X>5UX<—5):P(X>5)+P(X<—5):§+O:§

oraz

P(\/}7>5):P(Y>25):§

Zadanie 2.

Rzucamy moneta, dla ktorej prawdopodobienstwo wypadniecia orta wynosi p, az do wypadnie-
cia k-tego orla (lacznie, niekoniecznie pod rzad). Niech X oznacza liczbe wykonanych rzutow.
Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X.

Rozwigzanie:
Mamy
0 gdy n < k
P<X = TL) = n—1 k—1 n—k
(o)) P (1 —p) gdyn >k
Zadanie 3.

Na przejéciu dla pieszych przez ulice Pawinskiego §wiatto zielone $wieci sie przez 30 sekund, a
czerwone — przez 60 sekund. Pani Klementyna podchodzi do tego przejscia dla pieszych w losowym
momencie.

a) Wyznaczy¢ rozktad czasu oczekiwania Pani Klementyny na zielone $wiatto.

b) Pani Klementyna czeka na zielone swiatto od 30 sekund. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze
bedzie czekaé przez co najmniej 10 kolejnych sekund?

Rozwigzanie:

a) Rozklad jest jednoznacznie wyznaczony przez dystrybuante

0 gdy t <0
Fx()=P(X <t)=<1 gdy ¢ > 60

% gdy t € [0, 60)
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}’_ 30s 60, 30s
2IELONE QERWONE 2Elone
T
ﬁ;pv\adnodniwzj

..................................................................................................

b) Mamy

P(czeka jeszcze > 10 s i czeka juz 30 s)
P(czeka juz 30 s)

P(czeka jeszcze > 10 s | czeka juz 30 s) =

Zdarzenie polegajace na tym, ze bedzie czeka¢ jeszcze co najmniej 10 sekund i czeka juz
30 sekund jest rowne temu, ze bedzie czekaé¢ co najmniej 40 sekund, czyli ze przyszta w
pierwszych 20 sekundach czasu trwania czerwonego $wiatta. Zdarzenie polegajace na tym,
ze czeka juz 30 sekund oznacza, ze przyszta w pierwszych 30 sekundach. Stad

P(czeka jeszcze > 10 s i czeka juz 30 s) %

P(czeka juz 30 s) B %

2
3

Zadanie 4.

Rzucamy dwa razy kostka. Niech X 1Y oznaczaja odpowiednio minimalng i maksymalng liczbe
oczek uzyskanych w jednym rzucie. Wyznaczyé¢ rozktady zmiennych X i Y. Wykazaé, ze zmienne
X 17—Y maja ten sam rozktad.

Rozwigzanie:
Wyznaczmy dystrybuante X mamy

P(X < k) = P(min rzut z dwoch < k) = 1 — P(min rzut z dwoch > k) =

= 1 — P(min rzut z dwoch > k + 1) = 1 — P(na obu kostkach > k + 1) =

6— K\
=1- P(nakostce >k+1)*=1— (T)

Mozna tez inaczej
P(X = k) = P(na obu kostkach k Una jednej k a na drugiej > k) =

= P(na obu kostkach k) + P(na jednej k a na drugiej > k) =
IR (6—k>_1+12—2k_13—2k

66 %% 6 36 36

Stad

13—2k
Px(k) = 36 egdy k€ {1,2,...,6}
0 gdy k ¢ {1,2,...,6}

P(Y = k) = P(na obu kostkach k£ Una jednej k a na drugiej < k) =

23



Cwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa I Marysia Nazarczuk

= P(na obu kostkach k) + P(na jednej k a na drugiej < k) =
1 1 1 (k:—l) 1+2k—-2 2k—1
— _|_ 2 « — — =

6 6 6 6 36 36
Stad

2ol ody k€ {1,2,...,6}

0 edy k ¢ {1,2,...,6}

Sprawdzmy, ze zmienne X oraz 7 — Y maja ten sam rozklad

2.(T—k)—1 13-2k

PT—-Y =k)=P(Y=T7T—k) = 5 %

Zadanie 5.

a) Zdarzenia Ay, Ay, Ag, A4 sa niezalezne oraz P(A;) = %, P(Ay) =
Obliczy¢ P (Ui_, A;) oraz P (A1 U Ay) \ (A3 U Ay)).

L P(4s) = 2i P(4)) = L

b) W urnie znajduje si¢ jedna kula biala i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy ciag losowan:
losujemy jedng kule z urny, ogladamy ja, wrzucamy ja z powrotem i dorzucamy jedna kule
czarng. Czynnosé powtarzamy do momentu wylosowania kuli biatej. Niech X oznacza liczbe
wykonanych losowan. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej X.

Zadanie 6.
Z trojkata rownobocznego ABC o polu 3 losujemy punkt D. Niech X oznacza najmniejsze sposrod
pol trojkatow ABD, BCD,CAD. Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X.

Zadanie 7.
Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

0 dla t < -2,
&3t dlat € [-2,2),
dlat € [2,4),
dla t > 4.

Wyznaczy¢
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Rozwigzanie:

L)
C

! * T Y
a) P(X <0)=P(X <0)=2 =2, bo X jest ciagle w 0
b) P(X = —2)=P(X < —2)—P(X < —2) = P(X < —20— P(X < —2) = 0, bo X ciggle w —2
c) P(X=2)=P(X§2)—P(X<2):g—gzg,boP(Xd):hnmP(Xg2+h):g
—0~
d) PA<X<3)=P(X<3)-P(X<l)=:-2=1
e) P(X>4)=1-P(X <4)=1-1=1

f) PX>4)=1-P(X>4)=1-1=0

Zadanie 8.
Dystrybuanta zmiennej losowej X dana jest wzorem

dlat <0,
dlat € 0,2),
dla t > 2.

Fx(t) =

— o+ O

Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennych losowych
a) Y =max{l, X'}

b) Z =min{X, X?}.

Rozwigzanie:

a)
P(Y <k)=P(max{l,X} <k)=P(X <kA1<k)=

0 gdyk<l1
0 dy k<1
=P<X§k>-P<1§k>={P(X<k) S LS =% edvke[?)
=5 By k= 1 gdy k> 2
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b)
P(Z <k)=Pmin{X,X?)<k)=P(X <kVX*<k)=
=1-P(X<kVX*<k))=1-P(X <k NX*<k)) =
1—-P(X >k dy k>1
=1-P(X>kANX?>Fk)= ( ) edyk=1_
1-P(X?2>k) k<1
(P(X <k) gdyk>1
0 gdy k<0
= k
P(X?<k) glyk<1=SV? gdy k €[0,1)
5 edykell,2)
\ 1 gdy k> 2
Zadanie 9.
Zmienna losowa X ma dystrybuante
0 dlat <0
1+2t dla0<t< L
P=1 T
1 dla 2 <t¢

Policz
a)
)

)
d)

e
v

~J|w

X
<X <

o
S

~lw

( )
)
(

e

X

o

0)

A

1
(17

IN

X <

~Jlw

)

Rozwigzanie:
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Mamy
P(X<t)=P U {(X<su}|=lim P(X <s,) = lim Fx(s,) = Fx(t)
Sp—t— Sp—t—
Sp—t7 ,8n <t
zatem
a) P(X>3)=1-P(X<2)=1-5=2
b) PO<X<3)=PX<3)-PX<0)=2-1=1
) PX=0=PX<0)-PX<0)=1-0=1

Zadanie 10.
Dana jest zmienna losowa X o dystrybuancie F'. Wyznaczy¢ dystrybuanty zmiennych

a) X =max{0, X}
b) X~ = —min{0, X'}
o) |X|=X*t— X~

d) —-X

Rozwigzanie:

a) Fx+ = P(max{0,X} < t) zatem dla ¢ < 0 mamy Fx+ = 0, natomiast dla ¢ > 0 mamy
Fy: = P(0<t,X <t)=P(X <t)= Fx(t)

b) Fx-(t) = P(—min{0, X} <t) zatem dla t < 0 mamy Fx-(t) = 0, natomiast dla ¢ > 0 mamy
Fy-(t) = P(min{0, X} > —t) = P(0> —t, X > ~t) = P(X > —~t) =1 — P(X < —t) =
1-— Fx(—ti)

c) Fix|(t) = P(|X| £ t) zatem dla t < 0 mamy Fx|(t) = 0, natomiast dla ¢ > 0 mamy
Fx(t)=P(-t < X <t)=P(X <t)— P(X <t) = Fx(t) — Fx(—t")

d) Fx(t)=P(-X <) =P(X > —t)=1-P(X < —t)=1— Fx(—t")

Zadanie 11.
Zmienna losowa X ma ten sam rozktad co eX~1. Udowodni¢, ze P(X =1) = 1.

Rozwigzanie:
Skoro X ~eX 1 to P(X =X ) =1 Pl =eX1=1PhX=X-1)=1& P(X =
1)=1

Zadanie 12.
Zatozmy, ze F' : R — [0, 1] jest prawostronnie ciagla, niemalejaca funkcja speliajaca lim, , o F(t) =
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0, limy_,o F(t) = 1. Niech Q = (0, 1), niech F' bedzie o-cialem zbioréw borelowskich na 2, a P
niech bedzie prawdopodobieristwem geometrycznym na ). Zdefiniujmy zmienna losowa X na
przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P) wzorem

X(t) =sup{s € R: F(s) #t}.

Wykazaé, ze F' jest dystrybuanta zmiennej losowej X.

Zadanie 13.
Wyznaczy¢ wszystkie takie zmienne losowe X o wartosciach w {0,1,2,...}, ze P(X =n) > 0 oraz
P(X =m+n|X =n)=P(X =m) dla wszystkich m,n € {0,1,2,...}.

Definicja: Zmienna losowa X ma rozklad dyskretny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje S C R
takie ze S = {s1,...,8n,...} (gdzie |S| < Rg) oraz Vacpm) P(X € A) = > P(X = s;), gdzie

s; € A.

Niech Sy = {z € R" | P(X = z) > 0}. Jesli P(X € Sx) = 1, to méwimy, ze X ma rozklad
dyskretny (to znaczy Py jest dyskretny) i mamy

P(X=2)P(X <z)—P(X <z)=Fx(z)— lim Fx(x+h) = Fx(x) — Fx(z™)

h—0—

Przyklady rozktadéw dyskretnych

e Rozktad skupiony w punkcie a, oznaczamy d,

P(X=a)=1 Syx=/{a}

Rozktad dwupunktowy skupiony w a, b, gdzie a # b oraz p € (0,1)

P(X=a)=p P(X=b=1-p Sx={ab}

Rozktad Bernoulliego z parametrami n, p oznaczamy B(n, p)

P(X =k)= (Z) (1 —p)"F Sx =1{(0,1,2,3,...,n} Dk

Rozktad geometryczny z parametrem p, oznaczamy Geom(p)

PX=k=>01-p"p Sx=1{0,1,2,3,...} >k

e Rozklad Poissona z parametrem A > 0, oznaczamy Poiss(\)
)\k
P(X =k)= g-e—A Sx =1{0,1,2,3,..} 5k

Zadanie 14.
58
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a) Pokazac, ze Fx(x) jest ciagla w z = xg wtedy i tylko wtedy, gdy P(X = z) =0

b) Pokazaé¢, ze rzeczywista zmienna losowa ma rozklad dyskretny wtedy i tylko wtedy, gdy jej
dystrybuanta jest czysto skokowa, to znaczy

S (FX@) - FX(:C—)) —1

z€R

¢) Wskaza¢ zmienng o rozkladzie dyskretnym, ktorej dystrybuanta jest $cisle rosnaca

Rozwiazanie:

a) Mamy {zq | xo = X} = N{wi | vi < X < x0}. gdzie y; to ciag rosnacy zbiegajacy do xg.
i=1

Zatem

P(X =1zy) = lim P(y; < X <) = lim (P(X < 2p) — P(X <)) =

Yi—To Yi—T0

= P(X <uxzp) — lim P(y; <o) = Fx(z0) — Fx(zy)

Yi—T0

Dalej mamy, ze F jest ciagte w xq wtedy i tylko wtedy, gdy Fx(x¢) = Fx(zd) = Fx(xy ).

b) = Jesli X jest dyskretna, to istnieje S takie, ze S = {s1,...,8p,...} (gdzie |S| < Ny) oraz
Vaenr) P(X € A)— >3 P(X =s;), wiec

1] s, €A

1=P(X eR) = ZP <ZFXS, =Y Fx(z) 7)) <1

zeR

< Jedli dystrybuanta zmiennej losowej jest czysto skokowa, czyli > <FX (x)—FX(x_)> =1,
zeR

to [{z € R | Fx(x) — Fx(xz7)} # 0] < Ny. Niech § := {z € R | Fx(x) — Fx(z™) # 0}.

Wowcezas

1= (Fx(x) = Fx(z7)) =Y (Fx(z) - Fx(27)) =Y P(X=1)=P(X €5)

z€eR z€eSs €S

Zatem biorac A € B(R) mamy

Y P(X=z)= > P(X=1x)=PXcA

€A z€(ANS)

¢) Ustawmy liczby wymierne w ciag @ = {q1,¢2,...,¢n,...}. Niech P(X = ¢,) = 27" i niech
t > s oraz m takie ze ¢, € (s,t). Wtedy

Fx(t)— Fx(s) = P(X <t)—P(X <s)>P(X <gn) — P(X <qn)
bo P(X <t) > P(X < gqy) oraz P(X < gn) > P(X <s). Zatem

Fx(t) = Fx(s) > P(X = gn) =2"">0
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Zadanie 15.
Niech F': R+ [0, 1] bedzie taka prawostronnie ciagla i niemalejaca funkcja, ze

lim F(t) =1 lim F(t)=0

t—o00 t——00

Wykaz, ze F' jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowe;.

Zadanie 16.
Zatozmy, ze dystrybuanta F' jest prawie wszedzie rozniczkowalna. Pokaz, ze dla a < b zachodzi

/bF'(s) ds < F(b) — F(a)

Rozwigzanie:
Korzystajac z lematu Fatou w pierwszej nierownosci mamy

b b P(s+ 1) —F b D(s+ m=rr
/F'(s) ds:/ lim (8+”1) (5) ds:/ liminfwdsé

n—0o0 n—o0 l
n

"F(s+3)— F P F(s) ds — ["Th F(s) d
Sliminf/ (5+3) ) ds:liminffb () ds — J, (5) ds

n—oQ

— F(b) — F(A)

l n—oo
n

S =

Przy czym w ostatniej rownosci korzystamy z prawostronnej ciagtosci.

Zadanie 17.
Pokaz, ze

a) jesli dystrybuanta F' jest prawie wszedzie rozniczkowalna oraz

/ F'(s)ds=1

o

to F” jest gestoscig rozkladu o dystrybuancie F'

b) jesli dystrybuanta F jest ciggla i kawalkami klasy C' to f jest gestoscia rozktadu o dystry-
buancie F', gdzie

f(t) = F'(t)  jesli F'(t) istnieje
0 jesli F'(¢) nie istnieje

Zadanie 18.
Oblicz miare Lebesgue’a zbioru

{x e [0,1] |

a 1
T — ‘ < — dla nieskoriczenie wielu par (a,q) € N x N}
q q
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Zadanie 19.
Niech X bedzie zmienng o dystrybuancie
0 dla z <0
Flz)=qiz dla0<z<2
1 dla z > 2

S%):P(XS%)—P(X<%):Fx(%)—FX(%_):%(%_%):%

L<x
b) PA<X <2 =PX<2)-PX<l)=12-1)=1
X

¢) PV <X)=PX?<X)=PO<X<1)=PX<1)-p(X<0)=1-1-0=1
d) P(X <2Y)=P(X <2X?)=1-P(X(22-1))<0)=1-P0< X <3)=1—-(3-3-0)=2
e) PX+Y <3H=P(X-H(X+3H<0)=2L-1-0=1
f) F x(t) = P(VX < t) = Fx(t?), zatem
0 dlat <0
Fz(t) =< 42 dlate[0,V2]
1 dlat>+2

Zadanie 20.

a) Zmienna losowa X ma gestos¢ ca? - xpo,7(z). Znajdz liczbe ¢ oraz dystrybuante X.

b) Czy funkcja
l—e™ dla0<zy<oo
F(z,y) =
0 dlaz<0luby <0

jest dystrybuanta pewnego wektora losowego (X,Y)? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:
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7
a) Mamy p(R) =1 & [pc-2* xpn(z)de =1 & f07cx2 dr=1 & c- (”3—;> ’ =1 & c=43.
Dystrybuanta wynosi

0 dlat <0
Fx(t)=q 4 dlatel0,7]
1 dlat>1

b) F(X,Y) nie spelnia warunku ze dla kazdego uy,us > 0, (z,y) € R? mamy A, ., F(z,y) >0,
vodla (1,1,1,1) mamy Ay F(1,1) = F(2,2) - F(2,1) - F(1,2) + F(1,1) = 5 - 5 -1 <0,
zatem F'(X,Y) nie jest dystrybuanta.

Zadanie 21.
Losujemy punkt z okregu o promieniu 1 i $rodku w punkcie (0,0). Przez (X,Y) oznaczamy
wspohrzedne tego punktu. Znalezé¢ dystrybuante i gestosé (jesli istnieje) zmiennej X.

Rozwigzanie:

5 ) . 0 dlat < -1
T — 2 arccos
Fx(t)=P(X <t)= o = Fx(t) = 1—%‘)“ dlat e [-1,1]
0 dlat>1
0 dlat < —1
0 dlat>1

00 1 1 1 1 0 T
F'(s ds:/ Ods+—/—dm+/ 0ds=04+—+01
/oo () —00 @ 71\/1_32 1 n

ponad to F' jest prawie wszedzie rozniczkowalna wiec f = F'(t).
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Cwiczenia 8
Zmienne losowe, rozktad, gestosé
Przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej X
e jej rozklad okreslony jest wzorem Px(B) = P(X € B) .= P{w € Q| X(w) € B)}
e jej dystrybuanta okreslona jest wzorem F'x(t) = P(X <)

e dystrybuanta wyznacza jednoznacznie rozktad i na odwrot, rozktad wyznacza jednoznacznie
dystrybuante

Definicja: Mowimy, ze zmienna losowa d-wymiarowa X ma rozkitad ciggtly, jesli istnieje
funkcja borelowska g : RY — [0, 00) taka, ze dla dowolnego podzbioru borelowskiego B C R¢,

P(X € B)=Px(B) = /Bg(x) dzx.

Funkcje g nazywamy wowczas gestoscig rozktadu.

Przyklady:

1. Rozklad jednostajny na zbiorze K € B(R?), oznaczamy X ~ Unif(K)

9(x) = Ai(K) 0 gdy = ¢ K

1k (x) _ {ﬁ gdy v € K
dla B € B(RY) mamy Px(B) = P(X € B) = [, g(z) dz
2. Rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0, oznaczamy X ~ Exzp(\)

0 dlaz <0

=AM 100 () =
gx(w) = e 000)(%) {Aem dla z >0

0 dlaz <0
Fx(t) =
x(t) {—e‘“—l dlax >0
3. Rozklad normalny (gaussowski) jednowymiarowy o §redniej a i wariancji 6%, oznaczamy X ~
B(a, §?)

1 —(x — a)Q)

x) = cexp | ———=—"—

gX( ) \/ﬁ 5 p ( 2452
Zadanie 1.

Zmienna losowa X ma gestos¢ cx41[_172] (x). Wyznaczy¢ ¢ oraz dystrybuante X.
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Rozwigzanie:
Mamy Px(R) = 1, zatem

/ 1[12]()dx—1<:>/ cttdr=1sc- (x—> =1ls
R 3 ~1
C — —= C= — = C = —
5 33 33

Wowcezas dystrybuanta wynosi

0 dlat<—1
Fx(t)=4qL% dlate[-1,2)
1 dlat > 2

Zadanie 2.
Zmienna losowa X ma gestos¢ cx®lyz)(x). Wyznaczyé ¢, P(|X| = 0| | X] < 1) oraz gestos¢
rozktadu zmiennej Z = VX,

Rozwigzanie:
Mamy
3
P(XGR)zl@/chI[mg](x) dmzl@/ cxtdr =1«
R 0
- 3 3_1(:) 31
BT T T
Zatem
0 gdyte (—o0,0)
Fx() =P(X <t)=<¢% gdyt€l0,3)
1 gdytel3, +0)
Mamy
((X]=0A[X]<1)  POX]=0)
_ P(Xe01) PX<)-PX<0) 5-0 1
- P(X €(~,2)) P(X <2) R

Wyznaczmy teraz dystrybuante Z = v X. Mamy

Fx(t)=P(Z<t)=P(VX <t)=P(X <t*) =

? ? 6
= / 5 . .1'2 . 1[073](33') dr = 1[0’3}@)/0 5 . .1'2 dr = 2—7

czyli
0 gdyt<O
Fr(t) =< & gdyte[0,v3)
1 gdyt>+3
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Mamy Fj(t) =215 193 (t) oraz sprawdzamy, ze

Zatem gestos¢ Z = VX to gz(t) = Fy(t) = % 7 1[0,\/31 (t)-

Zadanie 3.
Pokaz, ze jesli {X,}aeca sa zmiennymi losowymi, ale zbior A jest nieprzeliczalny, to sup,4 X, nie
musi byé¢ zmienng losowa.

Rozwigzanie:
Niech A C [0, 1] bedzie taki, ze A ¢ B([0,1]). Dla o € A ktadziemy

1 dlaz=
Xa(@) = Lo(x) = e
0 dlazx+#a«
Wowcezas X, jest zmienna losowa dla kazdego «a, ale sup X, =: X nie jest zmienna losowa, bo
acA

X =14, ale X71(1) = A ¢ B([0,1]).

Zadanie 4.

Dany jest wektor losowy X o wartosciach w R™ i o rozktadzie cigglym z gestoscia gyx. Pokaz,
ze jesli istnieje taki podzbior otwarty S C R”, dla ktorego P(X € S) = 1, oraz dyfeomorfizm
$: S — P(S) C R, to gestosé wektora losowego Y = ®(X) ma postac:

9(y) = v(®7(y)) - [det DO - 1) (y).

Rozwiagzanie:
Mamy
P(®(r) e A)=P(X € d71(4)) = / gx(z) dx =
2-1(4A)
QI>(x)
= 2 = [ gx(@ ) [dee DO )] dy
d:t—|detD<I> Ly)| dy A
Skad

gax)(y) = v(®(y)) - ‘det D‘I)_1’ Las) ().

Twierdzenie: Jesli X jest zmienng losowg o wartoéciach w R? o gestodci g,, zas ¢ : R? — RY
jest funkcja klasy C! i réznowarto$ciowa, to ¢(x) ma gestosé dana wzorem

gsa(:):)(‘T) = 1Irn<p(w) : gX(QD_l(‘T)) : |det D@_1($)|

Przyktad: Dla zmiennej X o gestosci gx(z) = é 2% 1p5(z) mamy o(X) = VX, p (X)) = X?
oraz (¢~ (X)) = 2z, skad

gvx(@) =1 55 5 (@) log 20 =1 s5(2) -

@In—
@II\D
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Zadanie 5.

Zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [0, 1] (tzn. X ma gestos¢ rowna 1y 1)(x)).
Wyznaczy¢ gestosé zmiennej losowej Y = —In X,

Rozwigzanie:

Mamy X ~ Unif([0,1]), zatem gx(x) = 1[0+](x) = 1py(x). Niech ¢ : [0,1] — (0,00) zadane

bedzie wzorem ¢(X) = —In X, wowczas ¢ 1(X) = e oraz (¢ 1(X)) = —e™¥, skad

gv(z) = /[ @) gx(e) €T = Tpoofe) T(e ) e =

—X

= 1[0,00)(3:) : 1[0,00)(x) et = 1[0,00)(££) - €

bo to ze e~* € [0, 1] jest rownowazne temu, ze x € [0,00). Zatem gestos¢ Y jest gestoscia rozktadu
wyktadniczego z parametrem \ = 1.

Zadanie 6. ,
Zmienna losowa X ma rozktad normalny N (0, 1) (tzn. X ma gestos¢ rowna \/LQTT -e~'7). Wyznaczy¢
gestosci zmiennych

a) Y =¢X
b) Z=X?
c) Uso=0X+a.

Rozwigzanie:

a) Niech p : R — (0,00) okreslone bedzie wzorem ¢(X) = eX, wowczas Y = ¢(X). Mamy

¢ HX)=InX oraz (p~') =1, skad

o(2) = Loy (o) - ax(9™(0) - § = Tame) - o (50 )+

b) Okreslmy p(X) = X2. Przeksztalcenie nie jest jednak réznowartosciowe. Wiec musimy
zrobi¢ inaczej niz w punkcie a). Wezmy A C (0, 00), wtedy

P(ZeA) =P(X?cA)=P(XeVAU-X e VA) = P(X e VJAUX € —VA) =

:P(Xe\/Z)JrP(Xe—\/Z):/

\/ZgX(x) dx —|—/ gx(z) dx =

VA

1 12 1 a:2 = —l‘
:/ —-e‘?dx—i—/ —— e 2 drv = -
VA V2T _VA V2 w drugiej calce

y:aj
2 2 2 y 1
A V2T 2y
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c) Niech ¢ : R — R dane bedzie wzorem p(X) = a + X0, wowczas ¢ '(X) = 22 oraz

(¢ (X)) = ;. skad

w0 = ax(67 ) = e (T ) o e (FE2)

Zadanie 7.

Zmienna losowa X ma rozklad wyktadniczy z parametrem A (tzn. A > 0 oraz X ma gesto$¢ rowna
)\e*’\wl[opo) () — sprawdzi¢, Ze to jest gestosé¢ rozkladu prawdopodobienistwa). Wyznaczyé gestosci
zmiennych

a) Y =eX
b) Z=X?

c) Uso=0X+a.

Rozwigzanie:
a) Niech ¢ : R — (0, 00) zadana wzorem (X ) = . Mamy ¢~ 1(X) = In X oraz (¢~ 1(X)) = +.
Mamy
-1 1 —Alnzx 1
9y (%) = Lpoo) (X) - gx (97 (2)) - — = Lppooy (@) - Ae Lo (In X)— =
A _
= Tpoo)(@) - = 27 o) (2) = Tp (@) - A= 2™V
b) Wezmy A C (0, 00), wtedy
P(ZeA) =P(X?cA)=PXeVAU-XeVA) =P(X e VAUX € —VA) =
— P(X e VA)+ P(X € —VA) = / ox (@) d:v+/ gx () dz ==
VA —VA
= e 1 o) (2) do + e g o) (2) do = y=r =
Vi [0,00) VA [0,00) w drugiej calce
= / e M 1j0,00) () dx +/ e M L0 (y) dy = / e ™ dy =
VA VA VA
2
=|Y=7 —/Aew 1y
= = . y
=Y A 2\/y
Zatem gz(z) = 1p o) (2) - Ae 2V ﬁi
¢) Niech ¢ : R — R okreslone bedzie wzorem ¢(X) = a + X0, wowczas ¢~ 1(X) = 2% oraz
(p7H(X)) = i Mamy wiec
_ 1 _y(z—a r—a ]_ _y(z—a 1
gu.s(¥) = gx (¢~ (x)) - 5= e M) - 10 ( 5 > 5= e M) lgo0)(2) - 5
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Zadanie 8.
Dana jest zmienna losowa X o gestosci fx oraz liczby a,b € R, a # 0. Wyznacz gestos¢ zmiennej
Y =aX +0.

Rozwigzanie:
Niech ¢ : R — R okreslone bedzie wzorem ¢(X) = aX + b, wowczas o' (X) = 2= oraz

(go_l(X))/ = % Wtedy
gv(z) = fx <w_b> |i

a al

Zadanie 9.
Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny na przedziale [0,27]. Znalezé gesto$é zmiennej
losowej Y = sin X.

Rozwigzanie: B B B
Niech X ~ Unif[—7, %] oraz niech Y ~ sin X. Pokazemy, ze Y oraz Y maja taki sam rozktad.
Wystarczy, ze pokazemy dla kazdego t € R

(sin X <t) = P(sinX <t)

Dla ¢t > 1 lub ¢t < —1 oba prawdopodobienstwa sa rowne 0. Ustalmy ¢ € [0,1]. Niech A; =
0,3] +5-(i—1)dlai=0,1,2,3,4 Mamy
4
P(sinX <t)=)» PsinX <t|X eA) P(X €A)
i=1

oraz
1

P(sinX <t)=Y PsinX <t|X € A)- P(X € 4))

i=0
Mamy P(X € 4;) = 5 oraz P(X € A;) = 1 dla odpowiednich i. Mamy tez
PsinX <t| X eA)=PsinX <t|XecA)=PsinX <t|XecA)

oraz
P(sinX <t| X € Ay)=P(sinX <t| X € Ay) = P(sinX <t | X € Ay)

Skad wynika, ze dla kazdego t € R
(sin X <t) = P(sin X <t)

Funkcja ¢ : [-5,5] — [0,1]) okreslona wzorem ¢(X) = sin X jest roznowartosciowa. Mamy
@ 1(X) = arcsin X oraz (¢ (X)) = \/117 Zatem
() = 1a(@) - gxlaresinge) - ——— = 1 1(e) -~ ——
x) =1_1q(2) - gx(arcsin(x)) - ——— = 1_1q(2) - — - —
gy [—1,1] ax - [-1,1] p m
Zadanie 10.

Rzucamy moneta, dla ktorej prawdopodobieristwo wypadniecia orta wynosi p € (0,1), az do mo-
mentu wyrzucenia pierwszego orta. Niech X oznacza liczbe rzutéow. Wyznaczy¢ rozktad zmien-
nej X.
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Rozwigzanie:
Policzmy P(X = k), to jednoznacznie nam wyznacza rozktad. Mamy

P(X = k) = P(pierwszy orzel za k-tym razem) = (1 —p)*' - p

Mamy
. 1
da-pttip=——p=1
— 1-(1-p)
zatem z prawdopodobienstwem 0 nigdy nie wyrzucimy orta.
Zadanie 11.
Przypusémy, ze moneta rzucamy teraz n razy na sekunde, zas prawdopodobieristwo wypadniecia

orta wynosi %, gdzie A > 0. Niech X,, ponownie oznacza liczbe rzutéw az do momentu pierwszego

orta. Czas oczekiwania (liczony w sekundach) wynosi wtedy %Xn. Wyznacz dystrybuante zmiennej
% » 1 zbadaj jej zachowanie przy n — o0.

Zadanie 12.

Rzucamy moneta, dla ktorej prawdopodobieristwo wypadniecia orta wynosi p € (0,1), az do mo-
mentu wyrzucenia k > 1 ortéw (niekoniecznie po kolei). Niech X oznacza liczbe wyrzuconych
reszek. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X.

Rozwigzanie:

Mamy

Pla=m = (" 5T ey

bo ostatni rzut musi zakonczy¢ sie ortem, czyi pozostaje uporzadkowac pozostate m reszek oraz

k — 1 ortow. Musimy jeszcze pokazaé, ze P(X = oo) =. Zdarzenie ze wypadnie nieskoriczenie

wiele reszek jest rownowazne temu, ze wypadnie mniej niz k ortéw. Niech A oznacza zdarzenie

polegajace na tym, ze wypadto mniej niz k ortéw. Niech B, to zdarzenie polegajace na tym, ze

w n-tym rzucie wypadl orzet. Wtedy zdarzenia Bj, Bs,... sa niezalezne oraz z lematu Borela-
oo

Cantellego mamy > P(B,) = oo, wiec z prawdopodobieristwem 1 zajdzie nieskonczenie wiele
n=1

zdarzen B,,. Stad P(A) = 0.

Zadanie 13.
Wykazaé, ze rozktady geometryczny i wyktadniczy maja nastepujaca wtasnosé braku pamieci: jesli
X jest zmienng losowa o danym rozktadzie, to

PX >t+s|X >t)=P(X > s),

gdzie w przypadku rozktadu ciaglego ¢, s € R*, a w przypadku rozktadu dyskretnego ¢, s € N.

Zadanie 14.
Wykazaé, ze jedynym rozkladem z wtasnoscig braku pamieci oraz odpowiednio

a) dyskretnym, na {1,2,3,...}, jest rozklad geometryczny,

b) ciaglym (o dodatnich ogonach), na (0, c0), jest rozklad wyktadniczy.
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Zadanie 15.

a) Rzucamy dwa razy kostka. Niech XY oznaczaja odpowiednio minimum oraz maksimum z
uzyskanych liczb oczek. Wyznaczyé¢ rozktady zmiennych X, Y oraz sprawdzi¢, ze zmienne X
1 7—Y maja ten sam rozktad.

b) Wykazaé, ze funkcja
3

g(z) =327 e - X(0,00) (2)

jest gestoscia prawdopodobienistwa. Niech X bedzie zmienng losowa o tej gestosci. Wyzna-
czy¢ rozklad zmiennej Y = max(X? 3X).

Zadanie 16.

a) Wektor (X,Y) ma rozklad jednostajny na trojkacie o wierzchotkach (0,0), (1,0) i (1,1).
Obliczy¢ P(Y < X?).

b) Wektor losowy (X,Y’) ma gestos¢ g(x,y) = C - e - Ljo<y<ony (@, y). Wyznaczyé

1. stata C
2. rozktad X
3. P(Y < %)

Rozwigzanie:

a) Musimy obliczy¢ stosunek pola pod krzywa y = 22 (ograniczonego do kwadratu) w stosunku
do pola kwadratu.

Pole pod krzywa wynosi

1
1
/xzdx:—
0 3

za$ pole trojkata wynosi 3, skad P(Y < X?) = 2.

b) Mamy

0 2z
/ g(z,y) dN? =/ C- e Lgoey<any(z,y) d*(,y) =/ / C-e " dyde =
R2 R2 0 0
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:C’-/ 2ze”" dx =2C
0
Przyréownujemy to do 1 i otrzymujemy 2C =1 & C' = % Dalej
t 00
P <t =Fe)= [ [ glon) v o

Dla t < 0 mamy Fx(t) =0, zas dla ¢t > 0 mamy

t 2z t t
FX(t):// C’-e_xdtdmz/C-e‘”-?xd:c:—e_x(:v—i-l)Ozl—e_t(t—i-l)
0 Jo 0
Dalej
P<Y<X) / gz, y) dN? /m/é{e—x L dy da /me—f v 1
S — = , Y — — — ¢ - = —
2 <2} o Jo 2 0 4 4
Zadanie 17.

(X1+X5) 1Y, = (X1—X>)

a) Zmajdz rozktad taczny Y] = 7 =

b) Zmienna losowa X ma rozklad Cauchy’ego to znaczy, z gestoscia

1 1

A

1

Udowodni¢, ze zmienne X i & maja ten sam rozktad.

¢) Zmienna X ma rozktad normalny na prostej. Zmienna Y ma rozktad normalny na proste;.

e Czy wektor (X,Y) moze mie¢ rozktad normalny na plaszczyznie?

o Czy wektor (X,Y) musi mie¢ rozktad normalny na plaszczyznie?

Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 18.
Zalozmy, ze p1 jest ustalonym wektorem w R?, a 3 jest symetryczna i dodatnio okreslona macierza
o wymiarach d x d. Pokaz, ze
/ g(x)dr =1,
Rd

1 1 T —1(,.
g(x):(%r)%—dmexp {—2@—,&) Y (r—p)l,

jest gestoscia d-wymiarowego rozktadu normalnego N (u, ).

gdzie

Zadanie 19.
Wektor losowy X o wartosciach w R? ma rozktad normalny N(u,>). Dana jest réwniez macierz
A, det A # 0, oraz wektor b € R?. Wyznaczyé¢ gestosé wektora AX + b.
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Zadanie 20.
X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A. Znalez¢ rozktad zmiennych:

_ 1
Y_X+1

Z=VX

Zadanie 21.
Zmienna losowa X ma rozklad z gestoscig g(x) = 1 sina - 1jg -(2). Wyznaczy¢ P(sin® X # 1) oraz
rozklad zmiennej losowej max{sin X, 3}.

Zadanie 22.
Podac¢ przyktad zmiennej losowej o rozktadzie dyskretnym, ktorej dystrybuanta jest Scisle rosnaca.

Zadanie 23.

Poda¢ przyklad zmiennej losowej X o ciaglej dystrybuancie, ktorej rozktad nie jest ciagly (tzn.
nie ma gestosci).

Rozwigzanie:
Przyktadem takiej funkcji sa schody Cantora

A

Y

Niech fo(z) = x oraz

\

0 z <0
%-fn(?)x) O§a7<%

fopr(z) =<1 ;< <3
s+5-faBx—2) 2<z<1
1 z>1

7

wowczas f, zbiega jednostajnie do funkcji ciaglej f (nazywanej funkcja Cantora). Funkcja f jest
ciagta, niemalejaca oraz istnieja przedzialy gdzie jest stata. W minus nieskoniczonosci ma granice 0,
za$ w nieskoniczonosci ma granice 1. Zatem funkcja ta jest dystrybuantg pewnej zmiennej losowe;j

X.
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Wezmy zbior Cantora C, wowczas P(X € C) = 1, bo poza zbiorem Cantora funkcja jest stata.
Gdyby X miata gestosé, to

1:P(X€C):/g(a:)dx:0
C

bo A;1(C) = 0. Zatem X nie ma gestosci.

Zadanie 24.
Dana jest zmienna losowa X o dystrybuancie F' rézniczkowalnej w prawie wszystkich punktach
prostej rzeczywiste;j.

a) Wykazac, ze jesli [, F'(x)dx = 1, to X ma rozklad ciagly o gestosci F.
b) Podac przyktad zmiennej losowej X, dla ktorej [, F'(x)dx # 1.
¢) Czy istnieje zmienna losowa X, dla ktorej [, F”(x)dz > 17

d) Udowodni¢, ze jesli F jest ciagta i kawatkami klasy C', to X ma rozklad ciagly o gestosci F.

Rozwiazanie:

a) Jesli fR F(z) de =1, to F’ jest gestoscia zmiennej losowej o dystrybuancie F. Z jednoznacz-
nosci wynika wiec, ze X ma rozktad o gestosci F”.

b) Niech dystrybuanta F' dana bedzie worem dla 0 < 1

0 gdy z <0
F(t)=<t+(1—-6) gdyxel00)
1 gdy x >0

Wtedy F” istnieje na R\ {0, 1} oraz [, F'(t) dt = fog 1dt=49.
c)

Zadanie 25.

Zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne i maja rozklady wyktadnicze z parametrami odpowiednio
AL, -5 An. Wyznaczy¢ gestosé rozktadu zmiennej losowej max{ Xy, ..., X, }.

Rozwiazanie:

Wiemy, ze X; ma gestos¢ gx,(z) = Nie ™% - 1jg o) (). Policzmy Fy (t). Mamy
Fy(t)=P(Y <t) = (max{X;,..., X,} <) =P(X; <tn...nX, <t)=

—P(X1<t)- ...  P(Xy <t) = P(X, € (—00,1]) ...  P(X, € (—00,1]) =

t t
- (/ Ae - 1pp.o0) dl") ' (/ Au€”" - 1o.00) dx) -
0 0

t t
= (/ e e d:c) Ce (/ e dx) o) (t) = (1 =) oo (T —eMh) - 1) (t)
0 0
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Fy jest ciggla i klasy C*! na (—o0,0) oraz na (0, 00) zatem Y ma prawie wszedzie gesto$é rowna

Fy(t) = zn: ﬁ (1-— e—%‘t) e it

J=1 =1, j#i

Zadanie 26.
Niech F,G : R — [0, 1] beda dystrybuantami. Pol6zmy
dp(F,G):=inf{e >0: F(z —¢) —e < G(z) < F(x+¢)+ec VreR}.

Pokaz, ze dj, jest metryka na przestrzeni jednowymiarowych dystrybuant.
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Cwiczenia 9

Niezalezno$é zmiennych losowych

Definicja:  Zalozmy, ze (2, F, P) jest przestrzenia probabilistyczna, a {X;}ie; jest ro-
dzing zmiennych losowych, przy czym X; przyjmuje wartoéci w R%. Moéwimy, ze zmienne
te sa niezalezne, jesli o-ciata generowane przez te zmienne sa niezalezne.

Innymi stowy, zmienne { X };c; sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n, dowolnych
parami réznych iy, s, . .., 4, € I oraz dowolnych B; € B(R%1), ..., B, € B(R%") zachodzi

P(X;, € B, X, € By,...,X;, € B,)=P(X;, € By)-P(X;, € By)-...- P(X;, €B,)

Zadanie 1.

Dane sa zmienne losowe X, X5, ... takie, ze dla kazdego n € N zmienna X,, ma rozktad Poissona
z parametrem n. Wykazaé, ze z prawdopodobieristwem rownym 1 ciag (X,,) jest rozbiezny do
nieskoriczonosci.

Rozwigzanie:
Chcemy pokazaé, ze P(lim X, = oo) = 1, czyli rownowaznie, ze dla kazdego M > 0 istnieje
n—oo

N(M) € N, ze dla kazdego n > N zachodzi X,, > M. Ustalmy wiec M i niech A, :={X,, > M},

wtedy
v v =2 (U ) ) =1-2(() U #)

N=1n=N+1 N=1n=N+1

Pokazemy z lematu Borella-Cantellego, ze P (\yv_; Ury.1 A5) = 0. Mamy

P(A°) = P(X, < M) ZP = :ZZ—

k=0
zatem

e M oo M oo
ZP(AZ):ZZTL'“-@’" gZZe’% < 00
n=1

k=0 n=1 k=0 n=1
Niech By := Inen Vasn An Wiemy juz ze dla kazdego M > 0 zachodzi P(By;) = 1. Musimy
pokazac, ze P (ﬂMeN BM) = 1. Ale mamy

P ( N BM> = lim P(By) =1
MeN

Zadanie 2.

Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne oraz maja rozktady geometryczne z parametrami odpowiednio
pigq. Obliczy¢ P(X <Y) oraz P(X =Y).

Rozwiazanie:

Mamy {X <Y} = J{X =k <Y}, przy czym zdarzenia po ktorych sumujemy sa roztaczne.
k=1
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Zatem . .
PX<Y)=> P(X=kNk<Y)=> P(X=k)-PY >k)=
k=1 k=1
=> P (1-p) (Zqz‘l(l—Q)) =(1=p)- > ! ((1—29) > ¢ 1) =
k=1 i=k k=1 i=k
[e'e) - - [e’e) 1 —p
=(1—p)- > P! ((1—61)-61’“ ' 1—) =(1=p)- ) pa=7
- —Pq
k=1 k=1
Mamy wiec
I—p L 1—gq
PX<Y)= oraz analogicznie P(Y < X) =
1 —pg 1 —pq
Mamy
PX<Y)+PY <X)+PX=Y)=
zatem ) ) ) )
PX=Y)= —p _q_lzm
L—=pg 1-pq L —pq
Zadanie 3.

Zmienne losowe X 1Y sg niezalezne oraz maja rozktady geometryczne z parametrami odpowiednio
piq. Wyznaczy¢ rozkltady zmiennych X + Y oraz X — Y.

Twierdzenie: Zatozmy, ze ¢1,92,...,9, sa gestosciami. Wowcezas zmienne losowe
X1, Xs, ..., X, orozktadach z gestosciami gy, g, . . ., g, 3 niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
zmienna (X1, Xo, ..., X)) ma gestos¢

g(x1,za, .. xn) = g1(x1) - ga(m2) - ..o - gul(y,

Zadanie 4.
Zmienne losowe X 1Y sa niezalezne oraz majg rozktady wyktadnicze z parametrami odpowiednio
Aip. Obliczy¢ P(X <Y) oraz P(X =Y).

Rozwigzanie:
Liczymy

P(X<Y)= / gxv) (@, y) dha(z,y) = / 1(0,00) () - L(0,00)(y) - A - pe ™ do(,y) =
z<y

Ty
:/ pe MY (/ )\e’\xd:c) dy:/ ue’“y~(1 eAy) dy =
0 0 0
:/Ooue “ydy—/ooue(”“)ydyzl— p__2
0 0 Atp ptA

Stad
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Mozna tez powiedzie¢, ze P(X =Y) = 0, bo f{x:y} gxy)(x,y) dhao(z,y) = 0, bo zbior {z = y}
ma miare zero.

Zadanie 5.
W : . = ce yl<zy. W ALRE
Zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(x,y) = ce Ljy|<ay yznaczy¢ ¢ oraz dystry
o . . 42 . Y 3 Y Qe ] ¢ , ¢
buante i gestos¢ zmiennej 5. Czy zmienne % i X sa niezalezne?

Zadanie 6.
Dla w € [0,1] niech X, (w) oznacza n-ta cyfre po przecinku w zapisie dziesietnym liczby w.
Wykazaé¢, ze X1, Xs,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycznej

([0, 1], B([0, 1]), £1)-

)

Zadanie 7.
Zmienne X1, X, ... sa niezalezne oraz P(X,, = 1) = 1 = P(X,, = —1).
a) Czy zmienne losowe X; + X5 oraz X; X5 sa niezalezne?

b) Czy zmienne losowe X + Xy, X3X, + X5 oraz X X7 sa niezalezne?

¢) Czy zmienne losowe X7, X1 X5, X7 X5X3, ... sa niezalezne?

Rozwigzanie:

a) Pokazemy, ze te zmienne sg zalezne. Mamy X; + X, € {—2,0,2} oraz X1 X, € {—1,1}. Mamy

1 1 1
analogicznie P(X; 4+ X, = —2) = 1, wiec P(X; + X, = 0) =  oraz mamy
11 11 1

wiec P(X1 Xy = —1) = % Zauwazmy, ze X1 Xy =1 < X; + X, # 0, zatem

PXiXo=1AX{+X,=0)=0%£=--=P(X; X, =1) P(X; + X5 = 0)

N | —
N =

Stad X7 + X, oraz XX, sa zalezne.

b) Wektory (X3, Xs), (X3, X4, X5) oraz (Xg, X7) sa niezalezne z twierdzenia o paczkowaniu
niezaleznosci. Ale X; + X, to obraz (X, X3) przy funkcji ciaglej. Podobnie X3X, + X5 oraz
X X7 to obrazy (X3, Xy, X5) oraz (Xg, X7) przy funkeji ciaglej. Zatem X; + Xo, X3X, + X5
sa niezalezne.

¢) Niech V] = X, Ys = X1 Xy, V3 = Xj X5 X5 itd. Ustalmy Y;
in oraz €; € {—1,1}. Mamy

Yi,,..., Y ,gdzie iy <ig < ... <

19

1
P, =€) P(Yy, =¢,) ...- P(Y; :%)227
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Zauwazmy, ze Y;, = Yy, - Xj41 ... - Xy, czyli Y, = ¢4, - 4, - €5, itd, zatem
P(Kl :Sil,...,}/;n :ezn):P(XlXu =E&jy oy Xin_1-‘r1""'Xi =& ""'Ein)
Z twierdzenia o paczkowaniu niezaleznosci wynika, ze Xq-...- X5, ..., Xi 41 ... X;, sa

niezalezne, zatem

P(Xle :€i17"'7Xin—l“l’l."'.Xin:Eil."'.gin):
:P(Xl'...'Xil:€Z‘1)'...'P<Xin_1+1'...'X,L'n:Sil'...'Sin):
1 I 1
2 2o
Stad wynika, ze zdarzenia Y;,,...,Y; sa niezalezne.

Zadanie 8.
Zmienna losowa X jest niezalezna od siebie samej. Wykazaé, ze istnieje taka liczba rzeczywista x,

ze P(X =x)=1.

Rozwigzanie:
Skoro X jest niezalezna od samej siebie, to

PX=xANX=x)=PX=x)-P(X =ux)
Ale P(X =2 ANX =2x) = P(X =), zatem P(X =z) = 1.

Zadanie 9.
Zmienne losowe X i Y sa niezalezne, przy czym X nie ma atoméw (tzn. dla kazdego z € R
zachodzi P(X = x) = 0). Wykaza¢, ze P(X =Y) = 0.

Rozwigzanie:

Niech pux, puy oznaczaja odpowiednio rozktady zmiennych X i Y. Skoro zmienne te sg niezalezne,
to rozktadem wektora (X, Y") jest rozktad produktowy u(X,Y") = ux®puy. Przechodzac na wektor,
mamy P(X =Y) = P((X,Y) € A), gdzie A = {(z,y) : © = y} jest przekatna. W szczegolnosci

P(X = Y) = p(X.Y)(A) = /A Ld(x ® piy) = / /{ iy () = / x ({u}) diay ()
Zauwazmy, ze

px({y}) = P(X =y) = Fx(y) — Fx(y™) =0
bo dystrybuanta zmiennej X jest ciggla zgodnie z zatozeniem. Czyli, P(X =Y) = [, 0duy = 0.
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Cwiczenia 10

Wartosé oczekiwana, Wariancja, Kowariancja

Definicja: Mowimy, ze X ma warto$¢ oczekiwana, jesli istnieje catka [, X (w) dP(w). Calke
te nazywamy wartoscia oczekiwang i oznaczamy FEX.
Innymi stowy, jesli X ma rozktad dystkretny to

E(X)= ) k-P(X =k)

za$ jesli X ma rozklad ciagly o gestosci g(x) to

EX:/Rxg(:L’) dx

Definicja: Liczbe Var(X) = E(X — FX)? nazywamt wariancja zmiennej X.

Wtlasno$ci:
e Var(X) = EX? — (EX)?
e Var(X) >0, przy czym Var(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X ma rozktad jednopunktowy

e Var(aX +b) = a*Var(X)

Twierdzenie: Zal6zmy, ze zmienna X ma rozklad z gestoscia g. Wowcezas dla dowolnej
borelowskiej funkcji f : R — R mamy

Ef(X) = / f(@)g(z) dz

oraz

Var(X) = /Rx2 -g(z) do — (EX)?

Zadanie 1.

a) Obliczy¢ E[X], gdzie X jest suma wyrzuconych oczek przy stukrotnym rzucie kostka.
b) Kupujemy £ loséw na loterii, w ktorej M losow przegrywa i N losow wygrywa. Niech Y bedzie
liczba losow wygrywajacych, ktore kupilismy. Obliczy¢ E[Y].

Rozwiazanie:
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100

a) Niech X; to wynik i-tego rzutu kostka. Wowezas suma wyrzuconych oczek wynosi X = >~ X,
i=1

zatem

100 100
EX =E (ZX) :ZEXi
=1 =1

. o 14243444546
- . -

3,5

skad
EX =100 EFX; =100-3,5 =350

b) Niech Y; oznacza zmienng losowa rowna 1 gdy i-ty los jest wygrywajacy oraz 0 gdy i-ty los
k

jest przegrywajacy. Mamy P(Y; = 1) = MLJFN oraz Y = > Y;, zatem
=1

1=

k k N
EY:EZY;:;EY;:IC-MJFN

=1

Zadanie 2.
Zmalez¢ wartosci oczekiwane i wariancje rozktadow:

a) jednostajnego na odcinku [a, b],

b) Bernoulliego z parametrami n i p dlan € N oraz p € (0, 1),
¢) wyktadniczego z parametrem A,

d) geometrycznego z parametrem p € (0, 1),

e) Poissona z parametrem A > 0,

f) gaussowskiego (normalnego) N (a, %)

g) gamma ['(r, \)

Rozwigzanie:

a) Mamy

1 b 2 _ 2
EX:/xg(x)dx: -/xdx:b @ _otb
R b—a J, 2(b—a) 2

1 b a+b\> (b—a)?
b—a'/ax dx_( 2 ) 1

80
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b) Niech X ma rozktad Bernoulliego. Rozwazmy niezalezne zmienne losowe X, Xs,..., X, o
rozkltadzie dwupunktowym zadanym wzorem P(X; = 1) = p =1 — P(X; = 0). Wowczas
X=X,+...+ X,, zatem

EX=FEXi+..+X,)=EX;j+...+EX,=n-p

Ponadto

EX?=B(Xi+Xo+...+X,)P =Y EX}+2-Y EX|X,
k=1 k<l

Dla dowolnych réznych k,l zmienna X;X; ma rozklad dwupunktowy skoncentrowany na
{0,1}, przy czym

PX:X;=1)=PXp,=1,X,=1)=P(X;,=1)-P(X; =1) =p*

na mocy niezaleznosci X oraz X;. Zatem

n
EX*n -p—|—2(2)p2 =np +n(n — 1)p?
zatem
VarX = EX? — (EX)* = np +n(n — 1)p* — n?p*> = np — np? = np(1 — p)
¢) Mamy
o0 00 o0 1
EFX = / - e M dr = —ge —|—/ e A dr = =
0 0 0 A
oraz
o 1 1
VarX = EX* — (EX)Q/ 22 e ™M dr — 1=
0

EX:ik'PO(:k):ik'p(l—p)k1:p~(1+2(1—p)—|—3(1—p)2+...):

D p 1

(1-(1-=p)? p* p

e) Niech X ma rozklad Poissona z parametrem A > 0. Wowczas

oo )\ o0 )\k—l
_ -0 -2 _
EX—Zk;e k‘—)\e Z(k_l)l_x
k=0 k=1
oraz
VarX—ikQ ‘A-)\—k—(EX)2—>\
— o —
k=0
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f) Mamy
1 —(z — a)? y=:5
EX:/wg(x)dx:/ -x-exp<—2> de=|z=yd+a|=
R R V210 2 dz = & dy
1 5 y> d (5 y> d a 2 d
_ — . +a)-e 2 e — e 2 + — e 2 =qa
o /R(y ) y %/Ry y %/R y
oraz . ( . 5
— 2
VarX = — xr—m)?ex —l> de = / 207 dy =
V276 /R( )\ exp ( 202 Vor Jo ! Y
52 y2 oo 62 y2 d 52
= . — 6_7 + 6_7 =
o (=ye™ )| _ o /R y
Zadanie 3.

Pokaz, ze momenty zmiennej o rozkladzie Y ~ N(0, 1) spekniaja:

Bym 0 dla m nieparzystych,
B (m —1)!!' dla m parzystych

Rozwigzanie:
Ustalmy m € Z,. Mamy

& 1 2 1 o0 22
EY™ = " —e 2 dpr = — - ! <x6_7> dr =
/oo VT V2m /oo

= — [ —zg™ e +(m—1 " e dx ) =
= Ty [

* 1 o2
=(m-—1)- / g2 e 2 dv=(m—-1)EY™?
—oo V2T

Z rozumowania indukcyjnego wynika wiec, ze

gym 0 dla m nieparzystych,
| (m =)' dla m parzystych
Zadanie 4.
Zalozmy, ze P(X =1) =1, P(X =2) =1 i P(X =3) = }. Obliczy¢ E(X), E (+) oraz Var(X).
Rozwigzanie:
Mamy
3
1 1 1 11
E(X)=>k P(X=k)=g+2- 543 ===
k=1
oraz ,
1 1 1 11 1 1 23
B(o)=S "2 P(X=k)=-fzaf=22
(X> Z k ( ) 3 + 2 2 + 3 6 36
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oraz s
1 1 23
EX? = E-P(X=k == — ==
E (X =k) +4-249 :
k=1
zatem 23 11 12
X)=EX?—(EX)?=2"2___~--"°°
Var(X) (EX) 5 G 5
Zadanie 5.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parametrem A. Obliczy¢ E(X), Var(X)
oraz F(tX) dlat € R.

Rozwiazanie:
Wiemy juz, ze E(X) = X oraz Var(X) = A. Liczymy

0 /\k 0 N1
=t A
; = ; = 1)

Zadanie 6.

Kazdy bok i kazda przekatna szeSciokata foremnego malujemy losowo na jeden z trzech koloréw.
Wyboér kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny, kolorowania réznych odcinkéw s nieza-
lezne. Niech X oznacza liczbe jednobarwnych trojkatéw o wierzchotkach bedacych wierzchotkami
szesciokata. Obliczy¢ warto$é¢ oczekiwana zmiennej X.

Rozwigzanie:
Wazystkich tréjkatow jest tacznie (5) = ©2% = 20. Niech

X 1 gdy i-ty trojkat jest jednobarwny
10w przeciwnym przypadku

Wowcezas X = X + ...+ Xy. Jako, ze EX; = EX; dlai # j, to EX = E(X;+...+ X,) =
EX1+...+EXy=20-EX; =20- P(X; =1) =20 351

Zadanie 7.
Rzucamy kostka az do momentu wypadniecia wszystkich mozliwych liczb oczek. Obliczy¢ wartosé
oczekiwang liczby rzutow.

Rozwiazanie:

Niech X; to liczba rzutéw pomiedzy pojawieniem si¢ ¢ — 1-szego nowego wyniku a pojawieniem
sie i-tego nowego wyniku wliczajac nowa wyrzucona wartos¢. Zmienne X; to zmienne o rozktadzie
geometrycznym z prawdopodopieﬁstwem sukcesu poraZki ﬂ oraz prawdopodobienstwem sukcesu

%:71 Mamy wiec EX; = Zk P( ) Zk( )k1(76_2-):%‘( 1)2:%'
k=0
Mamy X = X; + ...+ Xg, skad wartos¢ oczekiwana wynosi EX = EX;+... +EXg =1+2+ %+

6 . 6 , 6 _ 147
st T1=T-
Zadanie 8.

Liczby 1,2,...,100 ustawiono losowo w ciag (a1, aq, ..., a100). Niech N bedzie najwieksza liczba
taka, ze a; < as < ... < ay. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej N oraz EN.
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Rozwigzanie:

100
Mamy N € {1,...,100}. Mamy P(N > n) = {22000 _

o L skad otrzymujemy P(N =n) =
1 100 100
P(X = n) B P(X Zn+ 1) Tl (n+1)" wiec EN = E n: (ﬁ (n+1)'> Z (n+1

n=

Zadanie 9.
Z urny zawierajacej 15 kul biatych i 5 kul czarnych losujemy 4 kule bez zwracania. Obliczy¢
warto$¢ oczekiwang liczby wylosowanych kul biatych.

Rozwigzanie:

15\ ( 5
Mamy X € {0,1,2,3,4}. Mozna policzy¢ ze P(X = i) = ()2)

(%)

i potem wartos¢ oczekiwang ze

4
wzoru EX = > i - P(X =1i). Ale mozna tez inaczej. Niech
i=0

X — 1 gdy i-ta kula jest biata
’ 0 w przeciwnym przypadku

Wowcezas jako ze P(X; = 1) oznacza prawdopodobienstwo na to, ze i-ta kula jest biata, czyli z
symetrii réwniez na to, ze pierwsza kula jest biala, to zmienne losowe X7, X5, X3, X, maja taki
sam rozklad prawdopodobienstwa, czyli EX = E(X; +Xo+ X3+ Xy) = EXi +EXo +EX3+EX, =
4-EX, =4-2=3.

Definicja: Zatézmy, ze X, X sg zmiennymi losowymi catkowalnymi z kwadratem. Liczbe
Cow(X,Y)=E(X - EX)(Y — EY))

nazywamy kowariancja zmiennych X i Y. W przypadku gdy Cov(X,Y) = 0 moéwimy, ze
zmienne X i Y sa nieskorelowane.

Wlasnosci:

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

e Cov(X,X)=Var(X)

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Cov(X+Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)

dla a € R mamy Cov(X,a) =0
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Twierdzenie: Dla dowolnych X1, ..., X, catkowalnych z kwadratem zachodzi

n C
Var(Xi+...+ X,) =Y Var(Xe) +2- ) ov(Xx, X))

k=1 k<l

w szczegblnosei jesli zmienne X, ..., X, sa nieskorelowane to

Var(X1 + ...+ X,,) =Var(Xy) +... + Var(X,,)

Zadanie 10.

Jest N listow i N zaadresowanych kopert z réznymi adresami. Kazdy list odpowiada doktadnie
jednemu adresowi i na odwrot. Wtozono listy do kopert na chybit trafit, po jednym liscie do kazdej
koperty. Niech X oznacza liczbe listow, ktore trafity do wlasciwych kopert. Obliczyé¢ wartosé
oczekiwang i wariancje zmiennej X.

Rozwiazanie:

Niech

o

{1 gdy i-ty list trafit do wlasciwej koperty

0 w przeciwnym przypadku

Wowczas EX; = P(X; = 1) = % Mamy X = X; + ...+ Xy, wiecc EX = E(X; +...+ Xy) =
EXi+...+EXy =+ +...4+ 4+ = N-+ = 1. Dalej mamy VarX = Var(X; +... + Xy) =
N

S VarX;+2- Y Cov(X;, Xp) = N-VarX; +2- () - Cov(X1, Xa). Policzmy VarX;. Mamy
= 1<j<k<N

VarX; = EX? + (EX)2 = [12- P(X; = 1)+ 02- P(X; = 0)] + (4)” = £ — & = X5 Policzmy
COV(Xl,XQ). Mamy COV(Xl,X2> = E(Xng)—]EXlEXQ = OP(X1X2 = O)+1P(X1X2 = 1)—

1\2 _ 1 1 1 _ N-1 N-(N-1) 1 _ N-1,1 _ N _
(v) = N-N-1) N2 — NE(N-1)' Skad Var(X) = N- 7 +2- =5 M) S N TN N L

Zadanie 11.
Srednia liczba bledéw na pojedynczej stronie skryptu wynosi 0,2. Wyznaczy¢ przyblizone praw-
dopodobienistwo tego, ze na nastepnej stronie beda co najmniej 2 bledy.

Rozwiazanie:

Niech X to liczba btedéw na stronie. Szukamy P(X > 2) =1 - P(X < 2) =1—- P(X =
0) — P(X = 1). Niech n to liczba znakéw na stronie oraz niech p to prawdopodobieiistwo tego,
ze znak bedzie zle wpisany. Zmienna X to zmienna o rozktadzie Bernoullego B(n, p), gdzie mamy
n-p = 0,2 oraz n jest duze. Mozemy wiec rozktad Bernoullego przyblizyé¢ rozktadem Poissona
Poiss()\), gdzie A = n-p = 0,2. Wowcezas P(X = 0) = 673!"\0 oraz P(X =1) = 672—!')‘1, skad
PX>2)=1—(e%+40,2-e*) ~0,0177

Zadanie 12.
W 100 torebkach cukru umieszczono 200 oznakowanych krysztatkow. Wyznaczy¢ przyblizone praw-
dopodobienistwo tego, ze ustalona torebka zawiera co najmniej trzy oznakowane krysztatki.

Rozwigzanie:
Niech X to liczba oznakowanych krysztatkow w ustalonej torebce. Rozwazmy schemat Bernoullego
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n = 200 prob wlozenia oznakowanych krysztatkéw do ustalonej torebki z prawdopodobienstwem
p= ﬁ, czyli zmienna X ma rozktad Bernoullego B(n,p). Mozemy zatozy¢, ze n jest stosunkowo
duze i przyblizy¢ rozktad Bernoullego rozktadem Poissonowskim Poiss(\), gdzie A = n-p = 2.

Wowezas P(X >3)=1—-(P(X=0)+P(X =1)+P(X =2))=1— (6*2-20 el 6*2-22> —

0! 1! 2!
1 — 3 ~0,3233. Blad przyblizenia wynosi & = 2= = 0,02

Zadanie 13.

Do punktu badania jakosci wody dostarczono 100 probek. Prawdopodobieristwo tego, ze w danej
probee znajduja sie bakterie E. coli wynosi 0,1. W celu zaoszczedzenia na badaniach, probki
podzielono na 10 grup po dziesie¢ w kazdej. Nastepnie, w obrebie kazdej grupy zmieszano wode
i przeprowadzono badanie. Jesli wynik jest negatywny, wszystkie dziesie¢ probek jest wolnych od
bakterii. Jedli natomiast wynik jest pozytywny, przeprowadza sie dodatkowe 10 badan, dla kazdej
probki z osobna. Niech X oznacza liczbe przeprowadzonych badan. Oblicz EX.

Rozwiazanie:
Niech

X {1 gdy w danej probie wszystkie probki sa nieskazone
' 11w przeciwnym przypadku

Wowcezas X = X; +...+Xjporaz EX; = EX; dlai # j, wiec EX = EX; +... +EX;o = 10-EXj;.

Mamy EX; = 1-P(X; = 1)+ 11- P(X; = 11) = (2) 411 (1 — (2)19) =11 - 10- ()"

Zadanie 14.
Na terytorium Polski odnotowuje sie §rednio 3 powazne pozary laséow w ciggu lipca. Wyznaczy¢
przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze

a) w nastepnym lipcu nie bedzie pozarow.

b) w nastepnym lipcu bedzie parzysta liczba pozarow.

Rozwigzanie:

a) Podzielmy lipiec na n czesci. W kazdej z tych n czesci pozar moze wystapi¢ raz z jednakowym
prawdopodobienstwem p. Wowczas srednio n - p razy w ciagu lipca pojawi sie pozar. Mamy
wiec n - p = 3. Niech X oznacza liczbe pozaréw w lipcu. Jesli n jest dostatecznie duze, to
zrr;ieonna X ma rozklad Poissona Poiss()), gdzie A = n-p = 3. Mamy wiec P(X = 0) =
6_0!'3 — 6_3.

b) Zdarzenia X = 2k i1 X = 2k+2 sa rozlaczne, zatem jesli P(parz) oznacza zdarzenie polegajace
na tym, ze liczba pozaréw w lipcu bedzie parzysta, to mamy P(parz) = > P(X = 2k) =
k=0

(2k)! 2 2

;ﬂ:e—?g%:e—?’-ﬁzﬂ.
Zadanie 15.

W pojemniku znajduja sie dwie monety. Na pierwszej orzel wypada z prawdopodobieristwem
0,6, na drugiej z prawdopodobienstwem 0, 3. Losujemy monete i wykonujemy nia rzut. Mozemy
postawi¢ z zt (0 < z < 10) na to, ze wypadnie orzel. W przypadku gdy tak sie stanie, zyskujemy
x zt, w przeciwnym razie tracimy x zt.

86



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa I

a) Jaka jest wartos¢ oczekiwana wygranej? Jaka jest optymalna strategia?

b) Zalézmy, ze za dodatkowe ¢ > 0 zlotych mozemy kupié¢ informacje ktora moneta zostala
wylosowana (na tej podstawie tej informacji mozemy wybra¢ wysokosé stawki). Dla jakich ¢
oplaca sie przyjac te oferte? Jaka jest optymalna strategia?

Rozwigzanie:
a) Niech X to wartos¢ wygranej. Policzmy rozktad X. Mamy P(X = z) = % . % + 1 % = %
oraz P(X = —x) = % . % -+ % . % = %. Warto$é oczekiwana wygranej wynosi wiec EX =
_ _ _ 9z 1lx __ T . .
r-P(X =2)4 (—2) - P(X = —x) = 5t — 55 = —15. Zatem strategia wygrywajaca w tym

przypadku jest nie braé¢ udziatu w grze, czyli postawi¢ x = 0 zl.

b) Niech Y oznacza wartos¢ wygranej przy zatozeniu, ze mamy monete lepsza. Wowcezas P(Y =
wiccEY =z-P(Y =)+ (—2)-P(Y = —z) =% 4z — 2

x) = 5 oraz P(Y = —x) = 3, - =1

Wowcezas strategia wygrywajaca jest postawienie jak najwyzszej kwoty. Niech Z oznacza
warto$¢ wygranej przy zalozeniu, ze mamy monete gorsza. Wowcezas P(Z = z) = 13—0 oraz
P(Z=-z)=&, wiegcEZ =2-P(Z=2)+ (—z) - P(Z =—x) =3 - & = 2 Wowczas
strategia wygrywajaca w tym przypadku jest nie bra¢ udziatu w grze, czyli postawié¢ z = 0
zt. Jedli X oznacza wartosé wygranej, to mamy EX = % : % + % 0—c=1—c. Jedlic <1, to

optaca sie ogélnie kupi¢ informacje i jesli wylosowalidémy lepsza kostke to postawié¢ 10 ztotych.
Jesli zas ¢ > 1 to nie oplaca sie w ogdle grac.

Zadanie 16.
Zatozmy, ze X jest zmienna losowa przyjmujaca wartosci w zbiorze liczb catkowitych nieujemnych.
Wykazac, ze

EX_iOP(X>n) _ip(xzn)

oraz
o)

EX® =) (2n+1)P(X > n)

n=0

Zadanie 17.
Dane sa liczby catkowite dodatnie m < n. Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy m liczb. Obliczy¢
warto$é¢ oczekiwang réznicy pomiedzy najwieksza a najmniejsza z tych liczb.

Rozwiazanie:
Niech X oznacza roznice pomiedzy najwieksza a najmniejsza liczba. Mamy X € {m —1,...,n —
1}. Wyznaczmy rozktad prawdopodobienstwa, czyli P(X = k). Najpierw wybieramy najwieksza
liczbe, mozemy tego dokona¢ na n — (k + 1) + 1 = n — k sposoby. Wowczas najmniejsza liczba
jest wyznaczona jednoznacznie. Pozostaje jeszcze dobra¢ m — 2 h(cglp)z sposérod k 4+ 1 — 2 liczb,

(n=k)1-(,

(m)

mozemy tego dokonaé¢ na ( 7’;__1) sposoby. Stad P(X = k) . Pozostaje nam policzy¢

2

) n—1 (n_k,).<k—1)
wartos$¢ oczekiwang. Mamy EX = > k- TM
k=m—1 m
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Zadanie 18.

Pie¢ uczennic i pieciu uczniéow bierze udzial w tescie. Nastepnie tworza liste rankingows. Zakta-
damy, ze zadne dwa wyniki nie moga sie powtorzy¢. Niech X oznacza najwyzsze miejsce osiagniete
przez uczennice. Wyznacz rozktad X.

Rozwigzanie:
Oznaczmy uczennice liczbami od 1 do 5 oraz uczniéw od 6 do 10. Mamy X € {1,2,3,4,5,6}.
Niech Q = {(x1,22,...,210) | 2, € {1,...,10}, z; # z; dlai # j}, F = 22 oraz niech P to

prawdopodobieristwo klasyczne. Wowcezas P(X = j) = %,

(5+Lr1)' sposobow, nastepnie wybieramy najzdolniejsza dziewczynke na 5 sposobow
oraz pozostate 4 dziewczynki i 5 — i + 1 chtopcéw ustawiamy na koncu na (10 — i)! sposobow.
Calosé dzielimy przez 10!, bo tyle jest permutacji 10 osob.

bo najpierw siadamy ¢ — 1

chtopcow na

Zadanie 19.

Pie¢ kartek ponumerowanych liczbami od 1 do 5 rozdano pieciu graczom A, B,C, D oraz E, po
jednej kartce kazdemu. Nastepnie gracz A poréwnuje numer swojej kartki z odpowiednim numerem
gracza B. Jesli numer A jest wiekszy, to wygrywa gracz A i w nastepnej rundzie poréwnuje swoj
numer z numerem gracza C'. Jesli numer gracza A jest wiekszy, to zostaje on zwyciezca drugiej i w
nastepnej grze poréwnuje numery z graczem D. Koricowa runda (jesli do niej dojdzie) polega na
poréwnaniu numeréw z graczem F. Niech X oznacza liczbe zwyciestw gracza A. Oblicz rozktad
X, jej Srednig i wariacje.

Rozwiazanie:

I sposo6b:
Mamy X € {0,1,2,3,4}. Prawdopodobienstwo, ze X = n to jest prawdopodobienstwo, ze wsrod
n + 2 graczy najwiekszg liczbe ma ostatni gracz, a nastepng w kolejce ma gracz A. Wowcezas dla

5 ) 11nl(5—(n !
n=0,1,2,3, mamy P(X =n) = (n3) 11— (n+2)

n+2
5!

, za$ dla n = 4 mamy P(X =n) = 1. Mamy
4
EX = > n-P(X = n). Wzér na wariancje dany jest wzorem Var(X) = EX? — (EX)?, przy czym
n=0

4
mamy EX?= Y n?- P(X =n).
n=0

11 sposoéb:

Prawdopodobienistwo, ze X > n jest réwne prawdopodobienstwu, ze wéréd n + 1 graczy, gracz
A ma najwiekszy numer. Mamy P(X > n) = n%l, zatem dla n = 0,1,2,3 mamy P(X =n) =
P(XZn)—P(XZn—i—l):nLH—%H:morazdlan:élmamyP(X:n):%.

Zadanie 20.

Z urny zawierajacej n kul ponumerowanych liczbami od 1 do n losujemy kolejno po jednej kuli
ze zwracaniem az do momentu wyciagniecia tej samej kuli co w poprzednim losowaniu. Niech X
oznacza liczbe losowan. Wyznaczyé¢ rozktad zmiennej X, jej wartos¢ oczekiwana i wariacje.

Rozwigzanie:

Mamy X € {2,3,...} oraz P(X = k) = n(n+lzki21 = % (%)kﬂ. Ponadto }° P(X = k) =
k=2

T L B - . P )

" é(T) = e = 1, zatem P(X = o0) = 0. Mamy wiec EX = ’gk - P(X =
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o o0 o o0 / /
=2k (5 k= ke ()" Mamy 3 ket = (z) = (&) =
k=2 k=2 k=2 K= /
(n=1)_(n=1) % oo
2”8:3;”2 = (219” "3)22, zatem EX = —- - 22)-C) )W(l’; ) . Mamy tez (Z ) = (Z k-xk_l) =
(1-25) k=2 =2
Zk(k;—l)-mkd:ZkZ-wk*Q—Zk-xk”:Zk‘Q-xk*Z 1. Z P wiee ST k2
k=2 L k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
7= (S ot) + b Eheat = i kb3 — S0 Sud BXC =
k=2 k=2
2 _ 2 1 (n—1\k—2 1 g2 - —2_;,(717_1)_3( L) +4
Zk P(X = k) - kzzék n ( n ) - kZ::Qk ( ) T n (17’”711)3 ) Sk@d
2

V() =B - (e = 3 LRI (0 2 ()

Zadanie 21.
Kij ztamano w losowym miejscu. Niech X oznacza stosunek dlugosci lewego kawatka do dtugosci
prawego kawatka. Wyznacz rozktad zmiennej X.

Rozwigzanie:
Mamy X € [0,00) oraz X jest rozkladem ciagtym. Zachodzi X = % oraz ;== <t & x < t+1’
zatem
0 t <0
F\(t)=PX <t)=4,
o t=20

Wiadomo tez, ze dystrybuanta wyznacza rozktad.

Zadanie 22.
Wybieramy losowo niepusty podzbior zbioru {1,2,...,n} (wybor kazdego podzbioru jest tak samo
prawdopodobny). Niech X oznacza moc wylosowanego podzbioru. Obliczyé¢ EX.

Rozwiagzanie:
Mamy 2" — 1 niepustych podzbior()w zbioru {1 n} Zbioréw o mocy k jest (7), zatem P(X =

Stad EX = Zk: P(X =Fk) = 5 Zk (¥). Mamy Zk: (7)) =n-2"71 co

udowodnimy przez mterpretaCJQ kombmatoryczn@ Z JedneJ strony, Wybleramy z n 0sO6b k 0sob i
wérod tych osob wybieramy lidera otrzymujac wszystkie podziaty n 0s6b na dwie grupy (z liderem
lub bez). Z drugiej strony wybieramy lidera na n sposobow, a nastepnie pozostate n — 1 oséb
dzielimy na dwie grupy (z liderem lub bez). Stad EX = Z— L

Ry = B

2n—1"

1 .

89






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z rachunku prawdopodobienstwa I

Cwiczenia 11

Warunkowa wartosé¢ oczekiwana

Definicja: Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna oraz niech B bedzie zdarze-
niem o dodatnim prawdopodobienstwie. Jesli X jest catkowalna zmienng losowsa, to warunkowa
warto$¢ oczekiwang X pod warunkiem B nazywamy liczbe

E(X | B)/QX((JJ) P(dw | B)

Twierdzenie: Zachodzi wzor
f B X dP

BX | B) =5

Zadanie 1.
Zmienne losowe X, Y sa niezalezne, przy czym X ma rozktad Bernoulliego B(n,p), a Y ma rozktad
Bernoulliego B(m,n). Wyznaczy¢ E(X 4+ Y|X) oraz E(X|X +Y).

Zadanie 2.
Dane sg niezalezne zmienne losowe €1, €9, €3 0 tym samym rozkladzie P(e; = 1) = 3 = P(g; = —1).
Obliczyé E(6182|61 + 83) oraz E(81 + &9 + 63|81€2€3).

Zadanie 3.
Rzucono kostka najpierw raz, a nastepnie tyle razy, ile oczek wypadlo w pierwszym rzucie. Obliczy¢
wartos¢ oczekiwana sumy wyrzuconych oczek oraz liczby wyrzuconych tréjek.

Zadanie 4.

W woreczku znajduje sie pewna liczba monet: cze$¢ z nich jest symetryczna, a czesé¢ sfalszowana,
z ortem po obu stronach. Wiadomo, ze stosunek liczby monet sfalszowanych do symetrycznych
wynosi p : (1—p). Powtarzamy n-krotnie nastepujace doswiadczenie: losujemy z woreczka monete,
rzucamy nia, a nastepnie zwracamy ja do woreczka. Niech O oznacza liczbe wyrzuconych ortow,
zas F' — liczbe wylosowanych sfalszowanych monet. Obliczy¢ E(O|F) oraz E(F|O).

Zadanie 5.

W urnie znajduje sie a kul amarantowych, b kul biatych i ¢ kul czarnych. Losujemy ze zwraca-
niem po jednej kuli do momentu wyciggniecia kuli czarnej. Wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwana liczby
losowan, w ktorych wyciagnieto biata kule.

Zadanie 6.

Dane sa niezalezne zmienne losowe X, X, ... o rozktadzie wyktadniczym z parametrem A. Niech
Sn = X1+ ...+ X, Wyznaczyé: (a) E(S,|X1), E(S2,]X1); (b) E(S,|Sk), E(S2.|Sk) oraz
E(e=5|Sk) dla k # n; (¢) E(Sg|S,) dla k # n
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Zadanie 7.
Zmienne losowe G, X, € sa niezalezne, przy czym G ma rozktad N(0,1), X jest nieujemna i
ograniczona, za$ P(e = 1) = 3 = P(e = —1). Obliczy¢ E(e“*|X) oraz E(e“*|eX).

Zadanie 8.
Dane sg niezalezne zmienne losowe X, Y o rozktadzie wyktadniczym z para;metrem 1. Wyznaczy¢
P(X € AIX+Y)=E(lxea|lX +7Y) dla kazdego A € B(R). Obliczy¢ E(ez|X +Y).

Zadanie 9.
Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma gestosé

22 )
g(x,y) - ?6 1x,y>0-
Wyznaczy¢ E(Y|X), E(Y? X?) oraz P(Y > 1| X3+ 1).
Wskazowka: jak sie ma E(Y?|X?) do E(Y?|X) oraz do E(Y? X3 +1)?

Zadanie 10.

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1, zas Y jest taka zmienna losowa, ze
jesli X = x, to Y ma rozktad wyktadniczy z parametrem X. Wyznaczy¢ rozktad Y oraz gestosé
taczna wektora (X,Y).

Zadanie 11.

Zmienne N, X, Xo, ... saniezalezne, przy czym N ma rozktad Poissona z parametrem A\, a X,, ma
rozklad jednostajny na odcinku [0, 1] dla wszystkich n = 1,2,.... Wyznaczy¢ E(X;+...+ Xni1).
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Cwiczenia 12

Zbiezno$é¢ zmiennych losowych

Zadanie 1.
Zalézmy, ze X, = X oraz X, = Y. Udowodni¢, ze P(X =Y) = 1.

Zadanie 2.
Wykazaé, ze X, 5 x wtedy i tylko wtedy, gdy lim,, ., Emin{|X,, — X|,1} = 0.

Zadanie 3.

Dany jest ciag X;, X, ... niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Zal6zmy, ze
E|X,| < co. Wykazaé, ze + max;<;<, | X;| £o.

n

Zadanie 4.
Zaloimy, ze X, =% X 1Y, =Y. Wykaza¢, ze X, +Y, = X +Y oraz X,Y,, =5 XY

Zadanie 5.
Zalozmy, 7e X, = X 1Y, 5 Y. Wykaza¢, 7e X, + Y, = X +Y oraz X,,Y, = XY

Zadanie 6.
Dane sa niezalezne zmienne losowe X, Xo, ..., przy czym X,, ~ Poiss(1/n). Zbada¢ zbieznosé
ciagu (X,), w L3% w L?, wedtug prawdopodobienstwa oraz prawie na pewno.

Zadanie 7. )
Dane sg liczby p,q € (1,00) speliajace zaleznosé 1/p + 1/q = 1. Wykazaé, ze jesli X, 5 X oraz

Y, By to X,Y, 5 XV

Zadanie 8.
Dany jest ciag X7, Xo, ... niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Zal6ézmy, ze

EX? < oo. Wykazaé, 7e 13" X, 5 EX,.

Zadanie 9.
Zmienne X1, X, ...saniezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie wyktadniczym z parametrem

A

a) Wykazaé¢, ze jesli A > 1, to z prawdopodobienistwem 1 zachodzi zdarzenie {X, < logn dla
dostatecznie duzych n}.

b) Wykazaé, ze jesli A < 1, to z prawdopodobieristwem 1 zachodzi nieskoriczenie wiele zdarzen
{X,, > logn}.

o0
¢) Zbadaé zbiezno$¢ prawie na pewno ciagu <1X” ) .
ogn n=2

Zadanie 10.
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Dany jest ciag zmiennych Xi, Xs,..., X, ... oraz zmienna X. Pokaz, ze zbior
{weQ: lim X,(w) =X(w)},
n—oo

jest zdarzeniem.

Zadanie 11.
a) Pokazac, ze jesli X, 2 X dla pewnego r > 0, to X, EiNS'¢

b) Niech (A,,),>1 bedzie ciagiem zdarzen niezaleznych takim, ze ) | P(A,) = oo oraz lim,,_,. P(A,) =
0. Potézmy X, = AL. Pokaz, ze:
1. X, 2o,
2. X, 25 0 dlap e (0,00),
3. (X, )n>1 nie jest zbiezny prawie na pewno.
¢) Niech Q@ = (0,1], B, = (O, %] oraz Y, = 2" - 1p . Pokaz, ze:
1. Y, 2% 0 (stad rowniez X, - 0),

2. (Y,)n>1 nie jest zbiezny w L? dla zadnego p > 0.

Zadanie 12.
a) Niech X, ~ U [0,1]. Pokaz, 7e X,, £ 0 dla r € (0,00).

b) Niech Y, ~ N(0, ). Pokaz, ze Y, 5o

c¢) Niech Zy, Z,, . . . beda niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie U|0, 1]. Polézmy Z(n) = max;<;<p, Z;.
Pokaz, ze Z) 5.

Zadanie 13.
Pokazac, 7ze X,, == X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 zachodzi

lim P (U {1X, - X| > 5}) =0.

n>N

Zadanie 14.
Niech X,, beda niezaleznymi i catkowalnymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie. Udo-
wodnié, ze

1

—max | X;| 50
n i<n

Zadanie 15.
Pokazaé, ze jesli (‘/X">n>1 jest zbiezny w L2, to ciag (X,,)n>1 jest zbiezny w L.

Zadanie 16.
Ciag zmiennych losowych (X,,),>1 speknia:
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1. E[X,] === C,
2. DX, < 5,

gdzie C' > 0 jest stala. Pokaz, ze X, —— C.

Zadanie 17.
Ciag zmiennych losowych (Y},),>1 spelnia:

1. Ely,] == C,
2. D?[Y,] == 0,

gdzie C' > 0 jest stata. Pokaz, ze Y, 5.

Zadanie 18.
Pokaz, ze jesli (X,,,Y,) KN (X,Y) oraz dana jest f: R? — R bedaca funkcja ciagla na otwartym
zbiorze A speliajacym P((X,Y) € A) =1, to fl(Xn, Yn)] L fIX, V).

Zadanie 19.
Niech X1, X5,...,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim wspélnym rozktadzie,

ze E[X1] = p oraz D*(X,) = 0 < oo. Niech S,, = X; + X5 + ... + X,,. Pokaz, ze Sn—” Lt 1.

Zadanie 20.
Niech (X,),>1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych. Pokaz, ze zdarzenia:

a) A= {lim,_,. X, istnieje i jest skoniczona},
b) B = {limsup,,_,. X, = oo},
¢) C={lim, 0 +(X1 + X5+ ...+ X,,) <5},

moga mie¢ wylacznie prawdopodobieristwo 0 lub 1.

Zadanie 21. ,
Zalozmy, ze X, —» X. Czy wynika stad, ze E[X2] 222 E[X?)? Odpowied? uzasadnij.

Zadanie 22.
Dany jest ciag 1 > e > ... > ¢, > ... >0, taki ze lim,, ., €, = 0. Pokaz, ze jesli

> P(IX, - X[ >e,) < o0

n=1

toXnﬂX.

Zadanie 23.
Wktadamy losowo n kul do n pudetek. Niech N, oznacza liczbe pudetek, ktére pozostaly puste.

. P _
Pokaz, ze %Nn — el
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Cwiczenia 13

Prawa wielkich liczb - szeregi liczbowe

Zadanie 1.

Dany jest ciag Xi, Xs, ... niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie Poissona z
parametrem \. Wykazaé, ze nastepujace ciagi zmiennych losowych sa zbiezne prawie na pewno i
wyznaczy¢ ich granice: (a) %, (b) X1 Xo 4+ Xo X3+ ...+ X, X011

Zadanie 2.

Dany jest ciag X1, Xs, ... niezaleznych zmiennych losowych, przy czym X,, ma rozktad jednostajny
na odcinku (%, 1). Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych M jest zbiezny prawie na pewno
1 wyznaczy¢ jego granice.

Zadanie 3.

Do pewnej tabeli wpisano 10000 liczb. Prawdopodobienstwo tego, ze pojedyncza liczba zostata
zle wpisana, wynosi 0.5%. Wprowadzone liczby sg sprawdzane przez kontrolera, ktory wychwytuje
(i poprawia) btedna liczbe z prawdopodobienstwem 98%. Podaj przyblizone prawdopodobieristwo
tego, ze po weryfikacji przez kontrolera tabela zawiera przynajmniej dwie btedne liczby.

Zadanie 5.
Prawdopodobienistwo urodzenia chtopca wynosi 51.7%. Oszacowaé¢ prawdopodobienistwo tego, ze
wsrod 10000 noworodkéw liczba chtopcoéw nie przewyzszy liczby dziewczat.

Zadanie 6.

Na kampusie uniwersyteckim znajduja sie dwie stotowki, a w kazdej z nich jest po 215 miejsc.
Wiadomo, ze w czasie przerwy 400 os6b bedzie chcialto zjes¢ obiad, a kazda wybierze losowo jedna
ze stolowek. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w ktorejs ze stotowek zabraknie miejsc?

Zadanie 7.

Ile os6b nalezy przepyta¢ w sondazu przed druga turg wyboréw prezydenckich, aby z prawdopo-
dobieristwem 95% wynik sondazowy nie réznit sie o wiecej niz 2 punkty procentowe od wyniku
wyboréw?
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