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Cwiczenia 1
Powtérzenie z WDM

Zadanie 1.
Oblicz nastepujace sumy i przekroje przedzialow na prostej:
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Zadanie 2.
Oblicz sumy przedzialéw na prostej

o0 )
U an7 n U (Zn, n gdZie Ap+1 S ap < bn S bn+1
n=1 n=1

Rozwiazanie:

Mamy U (an,b,) = (a,b), gdzie a = lima, € RU{—0c0} oraz b = limb, € RU {+o0}.
n=1

[a,b]
o0 (a,b) , , : .
Mamy {J [an,b,] = wb) gdzie a = lima,, € RU{—o00} oraz b = limb,, € RU {+o0}. Jesli
n=1 a,
(a,b]

ciag bedzie staly od pewnego miejsca, to bedziemy mieli koniec domkniety, natomiast jesli nie
bedzie staly, to koniec bedzie otwarty.

Zadanie 3.
Oblicz przekroje przedzialow na prostej
o0 oo
CLn, n anu n gdZie Qp S An41 < bn+1 S bn
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Mamy () (@n,b,) = { (a,b] , gdzie @ =lima, € Rorazb=1limb, € R. Koniec otwarty bedziemy
n=1

mieli, gdy ciag bedzie staly od pewnego miejsca, natomiast jesli cigg nie bedzie staly, to bedziemy
mieli koniec domkniety.

b
Mamy ﬂ [an, b,] = [{a }] , gdzie a = lima, € R oraz b = limb, € R.
n= a
Zadanie 4.

Wyraz przedzial domkniety [a, b] jako pewien przekroj przedziatléow otwartych. Podobnie wyraZ
przedziat otwarty (a,b) jako pewna sume przedziatow domknietych.

Rozwigzanie:
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Zadanie 5.
Udowodnij, ze przedzial [0, 1] nie jest suma (nawet nieskoniczona) przedzialow postaci (a,b). Po-
dobnie, przedzial otwarty (0, 1) nie jest przekrojem przedzialow postaci [a, b].

Rozwigzanie:

Przedzial otwarty (a,b) jest zbiorem otwartym na prostej. Suma zbioréw otwartych jest zbiorem
otwartym. Odcinek domkniety nie jest zbiorem otwartym na prostej. Stad [0, 1] nie bedacy zbiorem
otwartym nie moze by¢ suma przedzialéw postaci (a, b), czyli zbiorow otwartych.

Zbior F' C X jest domkniety, jesli X \ F' jest otwarty. Skoro suma dowolnej rodziny zbiorow
otwartych jest zbiorem otwartym, to przekr6j dowolnej rodziny zbioréw domknietych jest zbiorem
domknietym. Odcinek [a,b] jest zbiorem domknietym, bo R\ [a,b] = (—o0,a) U (b,00), a to jest
zbiér otwarty. Zbior (0, 1) nie jest jednak zbiorem domknietym, zatem przedzial otwarty (0, 1) nie
jest przekrojem przedzialéw postaci [a, b].

Zadanie 6.
Udowodnij, ze dla kazdego przedzialu otwartego (a,b) na prostej, istnieja liczby ¢ € Qir € R\ Q
nalezace do tego przedziatu.

Rozwigzanie:

Niech [z] = max{k € Z | k < z}, wowczas dla n € N zachodzi [n-a] <n-a < [n-a]+ 1, skad
@ <a < @ + % Woéwcezas dla dostatecznie duzego n zachodzi @ + % < b, bo zachodzi
1

= <b-—a.

Niech ¢ € QN (a, ) wowcezas q + ‘/75 € R\ Q. Dla dostatecznie duzych n, zachodzi ¢ + \/75 < b, bo
zachodzi f <b-—

Definicja: Obraz zbioru A funkcji f to

flAl={f(2) | = € A}

Przeciw obraz zbioru B funkcji f to

f7lBl={z €R| f(z) € B}

Zadanie 7.
Niech f : X — Y bedzie funkcjg pomiedzy zbiorami X i Y. Zalézmy, ze A C B C X oraz
C C D CY. Udowodnij, ze f(A) C f(B) CY oraz f~(C) C f~4(D).

Rozwigzanie:
Mamy f(A) = {f(z) |z € A} oraz f(B) = {f(z) |z € B} = {f(z) |z € AU(B\A)} = {f(z) |z
AtU{f(z) [z € B\ A} = f(A) U{f(2) | mEB\A} skad f(A) C f(B) oczywiscie f(B) CY
Mamy f~Y(C) ={r € X | f(z) € C} oraz f~1(D) = {x € X | ()ED}:{x6X|f(x)€
CUMD\C)}={z e X | f(r) e Ctu{z € X | f(z) € D\C} = fH(C)U{z € X | f(x) € D\C},
skad f~1(C) C fY(D).

Zadanie 8.
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Niech f: R — R, f(z) = sinz. Wyznacz zbiory
a) f([0,3])

Rozwigzanie:
3 £([0.5)) = 0.1
b) f([0,00)) = [-1,1]

o0

o) f10,1]) = U [2km, 2km + 7 U [-2km, —2kT + 7]
k=0
d) f71([0,%]) = kL_JO[2k7T,2k7T+%]U[2k7T—I—%”,2k7r+7r]U[—2k:7r, —2km+F)U[—2km+2F, —2km+ ]

e) [TH(-11])=R

Zadanie 9.

Niech f : X — Y bedzie funkcja i niech A, B C X. Udowodnij, ze f(A\ B) = f(A) \ f(B)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy f(A\ B) N f(B) = (. Wywnioskuj, ze jesli f jest roznowartosciowa, to
fA\ B) = f(A)\ f(DB).

Zadanie 10.

Powiemy, ze zbior U C R jest otwarty, jesli dla kazdego x € U istnieje ¢ > 0, taki ze (z—¢,z+¢) C
U. Zbior C' C R jest domkniety, jesli R\ C jest otwarty. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory
prostej sa otwarte lub domkniete.

Rozwiazanie:



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z topologii I

a)

Zbior R jest otwarty, bo wynika to wprost z definicji. Jest to réwniez zbiér domkniety,
poniewaz R\ R = (), a zbior () jest otwarty.

b) Zbior () jest otwarty, poniewaz nie ma w nim zadnego elementu, zatem zawsze spelniony jest

poprzednik implikacji. Jest rowniez domkniety, poniewaz R\ ) = R a to jest zbior otwarty.

c) Zbior [0,1] nie jest otwarty, bo dla x = 0 nie istnieje takie € > 0, ze x — e € [0, 1], bo —e < 0.

Jest to zbior domkniety, bo R\ [0, 1] = (—o0,0)U(1, +00), a ten zbior jest otwarty, bo wynika
to z definicji.

Zbior [0,1) nie jest otwarty, bo mamy problem w lewym konicu. Zbior ten nie jest tez
domkniety, poniewaz R\ [0,1) = (—o00,0) U [1, +00), a ten zbidér nie jest otwarty, poniewaz
dla = 1 nie istnieje takie ¢ > 0, ze x — ¢ € (—00,0) U [1, +00), bo —e < 0.

Zbioér liczb naturalnych nie jest otwarty, bo w malym otoczeniu kazdej liczby naturalnej,
nie znajdziemy innej liczby naturalnej. Jest to zbiér domkniety, poniewaz zachodzi zwiazek

R\N= {J(—n—1,—n)U | (n,n+1), a to jest suma zbiorow otwartych, czyli zbior otwarty.
n=1

n=1

Zbior liczb wymiernych nie jest otwarty, poniewaz dla ¢ € Q, w przedziale (¢ — ,q + ¢)
istnieje liczba niewymierna (wynika to z gestosci liczb niewymiernych). Zbior Q nie jest tez
domkniety, poniewaz R \ Q nie jest otwarte.

Zbior R\ Q nie jest ani otwarty ani domkniety.

Zbior (—1,0) U (0,1) jest zbiorem otwartym i nie jest zbiorem domknietym.
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Cwiczenia 2

Przestrzenie metryczne i topologiczne

Definicja: Metryka na zbiorze X nazywa sie funkcje d : X x X — R spelniajaca nastepujace
warunki

1. d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy © =y
2. d(z,y) =d(y,z) dlaz,y € X
3. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) dlaz,y,z € X

Pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna.

Definicja: Funkcja || - || : X — [0,00) okreslona na (rzeczywistej) przestrzeni liniowej X
nazywa sie norma na X, gdy spelnia nastepujace warunki dla dowolnych x,y € X it € R

L ||z]| =0 2=0
2. |z +yl| < el +[lyll

3. [t = [el]]]]

Zadanie 1.
Udowodnij, ze jesli || - || jest norma na przestrzeni X, to funkcja d : X x X — R zdefiniowana jak
d(z,y) = ||z — yl|| jest metryka na X.

Rozwigzanie:
Musimy sprawdzi¢, czy funkcja ta spelnia warunki na bycie metryka.

Ldzy)=0&|lz—yl|=0cr-y=0cz=y
2. d(x,y) = |le =yl = [ =1 - llz =yl = (=) (= = )I| = [ly — =[] = d(y, z)

3. d(x,y) = [z —yll = [|(z = 2) + (z =yl < |z =2l + ||z = yl| = d(z, 2) + d(y, 2)
Zatem funkcja d(z,y) = ||z — y|| jest metryka na X.

Zadanie 2.
Sprawdz, ze nastepujace funkcje sa metrykami na podanych zbiorach

a) de(x,y) = ||x — y||e (metryka euklidesowa), gdzie ||x||c = 4/ >_(x;)? (norma euklidesowa) dla
i=1
x = (21,...,2,) € R™.

[e.9]
b) d(x,y) = ||x —y|| dla normy ||x|| = /> (x;)?, gdzie x = (x1,x2...) w przestrzeni Hilberta
i=1

b={x€R®| ) (x;)* < oo}
=1

9
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¢) dx,y) = 5|z —y| dlax = (21,29,...),y = (41,92, ...) € [0,1]* (kostka Hilberta).
i=1

d)
d.(x,y) gdy 0,x,y sa wspolliniowe

dk<X7 y) - {

I|%||e + ||¥|le W przeciwnym razie

dla x,y € R" (metryka ,kolejowa”).

e) Na plaszczyznie okreslamy odleglosé punktow x = (z1,22),y = (y1, y2)

d. (x, dy 71 =
d7.<x,y>—{ e sy

|zo| + |21 — y1| + |y2] W przeciwnym razie
(metryka ,rzeka”).

f) W przestrzeni liniowej R" rozwaza sie czesto dwie inne normy

n
Lo [[x[ls = > [
i=1
2. ||| = max{|z1|, ..., |z.|}

gdzie x = (x1,...,2,) € R", prowadzace odpowiednio do metryk

L ds(x,y) = [|x =yl
2. d’m,<x7 y) - HX - Y||m

Rozwiazanie:
a) Wystarczy, ze udowodnimy, ze ||x||. jest norma.

1. Mamy |x|le =021 =...=2,=0

2. Musimy udowodnié¢ nieréwnosé

\/Z<$i+yi)2 < \/fo+\/ny @inyi < \/(fo> ) <Z?/12> o

co jest prawdziwe, poniewaz jest to nierownosé Cauchy’ego-Schawarza.
3. Mamy /> (tz;)2 = /t2- > a2 = |t| - /D> a2

Zatem ||x||. jest norma, skad d.(x,y) = ||x — y||. jest metryka.

10
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Zadanie 3.

Czy metryki ,kolejowa” i ,rzeka” pochodzg od norm w R2?

Rozwigzanie:

Zbadajmy, czy istnieje norma || - || na R? taka, ze di(z,y) = ||z — y|| dla tej normy. Jesli ma
zachodzi¢ rownosé ||z — y|| = di(x,y) dla kazdego z,y € R? to w szczegdlnosci ||z|| = di(z,0),
czyli

||2]| = di(2,0) = de(,0) = |||l

czyli jesli metryka kolejowa pochodzi od normy, to bytaby norma euklidesowa. Norma euklidesowa
nie daje jednak metryki kolejowej, poniewaz dj.((1,0), (0,1)) = 2, natomiast ||(1,0)—(0,1)||. = v/2.
Zbadajmy, czy istnieje norma || - || na R? taka, ze d,.(z,y) = ||z — y|| dla tej normy. Jesli ma
zachodzi¢ r6wnosé ||z — y|| = di(z,y) dla kazdego =,y € R?, to w szczegdlnosei ||z|| = di.(z,0),
czyli dla x = (21, 22) mamy
2| = dy(,0) = |a1] + |2

czyli jesli metryka kolejowa pochodzi od normy, to bytaby norma ,suma”’. Wezmy punkt (1, 1) oraz
(2,1), wowezas d,((1,1),(2,1)) = 3 oraz ||(1,1) — (2,1)||s = ||(1,0)|| = 1, zatem réwniez metryka
kolejowa nie pochodzi od normy.

11
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Cwiczenia 3

Zadanie 1.

Narysuj kule o srodku p i promieniu r w metrykach d,., dy, d,,, ds na plaszczyznie, gdzie

Rozwigzanie:

a)

d-r d:k ‘ dm ds ‘

' d, ) d; i ' d,
o f== / . -

“ | dk . I ds

Zadanie 2.

Czy w nieskoriczonej przestrzeni metrycznej musi by¢ nieskoriczenie wiele réznych kul?

13
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Rozwigzanie:

Zalozmy nie wprost, ze kul jest skoriczenie wiele. Niech B(xy,r), B(z2,72), ..., B(x,,r,) to te
kule. Skoro X jest nieskoriczony, to istnieje x € X \ {x1,...,2,}. Niech r = min{d(z,z;) | i =
1,...,n}. Wowczas kula B (x, g) nie zawiera punktow zy, ..., z,, poniewaz d(z;, x) > r > 5. Stad

B (x, g) # B(x;,r;)) dlai=1,...,n. Kula B (a:, %) jest nowa kula, co przeczy zatozeniu. Stad kul
w nieskoniczonej przestrzeni metrycznej jest nieskoriczenie wiele.

Zadanie 3.

Pokaz, ze zbior U jest otwarty w przestrzeni metrycznej (R?, d,) (tzn. plaszczyzne rozpatrujemy z
metryka rzeka) wtedy i tylko wtedy, gdy przekroj zbioru U z kazda prosta pionowa jest otwarte w
topologii euklidesowej tej prostej, oraz, jesli a = (¢,0) € U, to U zawiera pewna kule euklidesowa
o$rodku w a .

Rozwigzanie:

= Ustalmy prosta pionowa [. Chcemy sprawdzié, ze zbior UNI jest otwarty z metryka euklidesowa.
Niech x € U NI. Z otwartosci zbioru U w metryce rzecznej wiemy, ze istnieje kula o §rodku w x
zawarta w U, czyli ze B,(x,r) C U dla r < |z, gdzie x = (21, x2). Jest to kula euklidesowa na
prostej I, czyli B,(x,r) C U NI, czyli U N1 jest otwarte w topologi euklidesowej tej prostej. Jesli
x = (t,0) i x € U, to istnieje kula w metryce rzeka o srodku w punkcie x w calosci zawarta w
zbiorze U. W te kule mozemy wpisa¢ kule w metryce euklidesowej. Zatem U zawiera pewna kule
euklidesowg o srodku w punkcie x.

< Ustalmy zbior U, ktory spelnia zalozenia zadania. Ustalmy x € U oraz niech x # (t,0).
Woéwezas dla [; bedaca prosta pionows przechodzaca przez punkt x mamy U Nl # 0, bo x € [
ix € U oraz U NI jest otwarte na l; z d. z zalozenia. Wowczas istnieje w tym zbiorze kula w
metryce rzeka o §rodku w punkcie x, poniewaz jest to kula w metryce euklidesowej na prostej.
Skoro w U N ; istnieje kula w metryce rzeka, to roéwniez istnieje kula w zbiorze U dla dowolnego
punktu x # (¢,0). Ustalmy punkt x € U i niech x = (¢,0). Wowczas U zawiera pewna kule
euklidesowa o §rodku w punkcie x. Niech ta kula to B(x,7). Wowczas B,(x,7) C B.(x,7).
Zatem dla dowolnego punktu x € U potrafimy wskazaé¢ kule w metryce rzeka, w calodci zawarta
w U. Stad U jest otwarte w przestrzeni metrycznej (R?, d,.).

Zadanie 4.
Rozwazmy zbior C([0,1]) = {f : [0,1] — R | f jest ciagla} rzeczywistych funkcji ciagtych na
odcinku [0, 1], wyposazony w metryke supremum, to znaczy

dsnp(f, 9) = sup{|f(z) — ()| | = € 0, 1]}

Uzasadnij, ktore z podanych nizej zbioréw sg otwarte w przestrzeni metrycznej (C([0, 1], dgyp)-
a) A={fec(0,1]) | f(z) >0dlaz € [0,1]}
b) B={f€C([0,1]) | Juepo f(z) =0}
) C={feC(0,1)] [y f(z)ldr <1}
d) D={feC([0,1])] f jest scisle rosnaca }

Rozwiazanie:
Kula w przestrzeni C([0, 1]) z metryka ds,, o promieniu r bedzie zbior wszystkich funkeji zawartych
w pasku o szerokosci 2r otaczajacego dang funkcje.

14
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Y

0 e “1

a) Niech f € A, wowczas z twierdzenia Weierstrassa, funkcja ta przyjmuje w pewnym punkcie
swoja warto$¢ najmniejsza. Niech wartosé ta jest rowna ym;,. Wowcezas kula o B(f,r), gdzie
r = Y2 nie przecina osi OX, czyli w calodci zawiera si¢ w A. Skad zbiér A jest otwarty.

b) Dla funkcji f stale rownej zero, zadna kula nie bedzie w calosci zawarta w zbiorze B, poniewaz

jesli promien kuli wynosi 7, wystarczy wziac funkcje g(z) = § dla x € [0, 1]. Woéwczas funkcja

g nie przyjmuje wartosci 0, czyli nie nalezy do B. Stad zbiér B nie jest otwarty.

¢) Niech f € C, wowczas fol |f(z)|dz < 1. Niechr < 1 — fol |f(z) dz. Pokazemy, ze B(f,r) C C.
Niech g € B(f,r), wowczas |f(z) — g(x)| < r, czyli

/01 |g(l‘)|dx§/01’f(l‘)|+7“dx§/01|f(56)|dx+/017”dx:/01|f(x)|dx_|_r

Zatem zbior C' jest otwarty.

d) Niech f(x) =z, wowczas f € D. Rozpatrzmy kule B(f,r). Funkcja

r dla z € [0, ]
=2 ' 2
9(@) {x -5 daxe (g, 1}

wowcezas g € B, natomiast g nie jest Scisle rosnaca, czyli nie nalezy do D, skad kula B nie
zawiera sie w D, czyli zbior D nie jest otwarty.

15






Marysia Nazarczuk Cwiczenia z topologii I

Cwiczenia 4

Przestrzenie metryczne i topologiczne

Zadanie 1.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Udowodnij, ze dla kazdego punktu x € X, zbior {z}
jest domkniety w (X, d) (tzn. rownowaznie X \ {x} jest otwarty w (X, d)). Wywnioskuj, ze kazdy
skoriczony podzbior {1, xs,...,2,} C X jest domkniety w (X,d). Podaj przyktad przestrzeni
topologicznej i punktu tej przestrzeni, ktérego singleton nie jest zbiorem domknietym.

Rozwiazanie:
Niech y € X \ {z}, wowczas niech r = d(y,x), stad B(y,r) C X \ {z}, czyli X \ {2} jest
zbiorem otwartym. Oznaczmy teraz przez Y = {x1,29,...,2,}, wowczas dla x € X \ Y niech

r =inf{d(x,y) | y € Y'}. Zachodzi wiec B(x,r) C X \ 'Y, czyli X \ 'Y jest zbiorem otwartym.

Niech X = {0, 1} oraz niech 7 = {0}, X}, wowczas dowolny singleton nie jest zbiorem domknietym,
poniewaz jego dopetnienie nie jest otwarte, bo nie nalezy do 7.

Ogolnie jesli X jest przestrzenia Hausdorffa, to kazdy singleton (lub zbiér skoriczony) jest do-
mkniety.

Zadanie 2.
Sprawdz, ktore z metryk d, dy, d,, d,,, d, wyznaczaja te same topologie na R??

Rozwigzanie:

Wezmy punkt (1, 1) wowczas kula B, w metryce rzeka o promieniu % to pionowy odcinek dhugosci
1. Zadna kula w metryce kolejowej nie bedzie si¢ zawierata w kuli B,. Zatem metryki d, i dj nie
generuja tej samej topologii. Rowniez zadna kula w metryce euklidesowej nie bedzie si¢ zawierata
w kuli B,. Zatem metryki d, i d. nie generuja tej samej topologii. Roéwniez dla kuli By o srodku
w punkcie (1,1) i promieniu £ nie istnieje kula w metryce euklidesowej w calosci zawarta w kuli
By.. Zatem metryki d. i di nie generuja tej samej topologii. Metryki d,,, ds, d. wyznaczaja te same
topologie na R?, poniewaz w kazdej kuli w danej metryce, dla kazdego punktu do niej nalezacego,

mozemy znalezé¢ taka kule w innej metryce, ze kula ta zawiera sie w catoéci w tej wiekszej kuli.

Zadanie 3.
Ile réznych topologii mozna okresli¢é na zbiorze trzyelementowym {0, 1,2}7? Ktore z tych topologii
sa wyznaczone przez pewna metryke? Ktore z tych topologii sa Hausdorffa?

Rozwiazanie:
Wypiszemy przestrzenie w zaleznosci od liczby singletonéw otwartych

e Gdy mamy 0 singletonow otwartych, to daje nam to mozliwosci mozliwosci {f), X} lub
{0, {a,b}, X} x 3. Dwoch podzbioréw dwuelementowych nie moze by¢ w topologii, poniewaz
ich przeciecie jest singletonem.

e Gdy mamy 1 singleton otwarty, to mamy cztery mozliwosci {0, {a}, X } x3, {0, {a}, {a, b}, X } x
6, {0,{a},{a,b},{a, c}, X} x 3 1ub {0, {a}, {b,c}, X} x 3.

e Jesli mamy 2 singletony otwarte, to mamy wowczas trzy mozliwosci {0, {a}, {0}, {a, b}, X} x3,
{0,{a},{b},{a,b},{a,c} X} x31ub {0,{a}, {b}, {a,b},{b,c} X} x 3. Nie moze zachodzi¢, by

jednoczesnie {a, ¢} oraz {b,c} byly otwarte, bo wowczas rowniez {c} musiatby by¢ otwarty.

17
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e Jesli mamy 3 singletony otwarte, to mamy do czynienia z topologia dyskretna.

Zatem w sumie mamy 29 roéznych topologii. Jedynie topologia dyskretna jest Hausdorffa, a wiec
rowniez jako jedyna pochodzi od metryki.

Zadanie 4.
Czy kwadrat [0, 1] x [0, 1] z metryka ,rzeka” jest podprzestrzenia plaszczy euklidesowej?

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze kwadrat [0, 1] x [0, 1] z metryka ,rzeka” nie jest podprzestrzenia plaszczyzny eukli-
desowej. Zbioér bedacy malym otoczeniem punktu (%, %), czyli pionowym odcinkiem, jest otwarty
w 7(d,) na [0,1]?, ale nie jest otwartym zbiorem w topologii podprzestrzeni. Innymi stowy, nie
istnieje zbior otwarty w (R?,d,) ktorego $lad na [0, 1]? bytby pionowym odcinkiem. Ale pionowy
odcinek jest otwarty w 7(d,).

Twierdzenie: Niech B bedzie rodzing podzbioréow X taka, ze
. UB=X (B)
2. VB,.ByeB YaoeBinB, 3Be © € BC B1N By (Bs)

Wtedy rodzina

T={UCX | jesliz €U tox € BCU dla pewnego B € B}

jest topologia w X, a B jest jej bazg.

Zadanie 5.

Strzalka: Sprawdz, ze rodzina przedziatow {[a,b) | a,b € R,a < b} spetnia warunki (B1) i (B2),
i tym samym jest baza pewnej topologii na prostej rzeczywistej R. Zbior R rozpatrywany z ta
topologia nazywamy strzatkq lub prostq Sorgenfreya. Przekonaj sie, ze przedzial [a,b), gdzie a < b
jest zarowno zbiorem otwartym jak i domknietym w topologii strzatki.

Rozwigzanie:
Niech B = {[a,b) | a,b € R,a < b}. Pokazemy, ze jest to baza rozpatrywanej topologii. Oczywiscie

suma wszystkich przedzialow postaci [a, b) to prosta R, poniewaz R = |J [k, k+1). Niech A = [a,b)
kEZ
oraz B = [c,d) beda podzbiorami B o niepustym przekroju. Niech bez straty ogolnosci ¢ < b i

a < d, wowcezas [a,b) N [c,d) = [c,b), zatem przekroj AN B nalezy do B.

Pokazemy teraz, ze zbior [a,b) dla a < b jest zbiorem otwarto-domknietym (clopen). Jest to
zbiér otwarty, poniewaz jest zbiorem bazowym w tej topologii. Jest to zbiér domkniety, poniewaz
jego dopelnienie jest otwarte. Mamy R\ [a,b) = (—o0,a) U [b,+00). Ustalmy z € (—o0,a),
wowcezas r < a, zatem przedziat [a:, x+ %) jest zbiorem bazowym otaczajacym punkt z, zatem
(2,2 + %5%) C (—00,a), czyli zbior (—00,a) jest zbiorem otwartym. Analogicznie pokazujemy, ze
[b, +00) jest otwarty. Inaczej, mozemy przedstawi¢ kazda z potprostych jako nieskoniczona sume
przedziatow. Mamy

(—00,a) G [a—n,a—%) b, +o0) = G[b,bJrn)

n=2 n=2

18
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Stad (—o0,a) U [b,+00) jest otwarty.

Zadanie 6.

Kwadrat leksykograficzny: Niech (X, <) bedzie zbiorem co najmniej dwuelementowym z wyr6z-
nionym porzadkiem liniowym <. Sprawdz, ze rodzina przedzialow postaci {y | y < z}, {y | y > =}
i{z |z <z <y} spemia warunki (B1) i (B2), i tym samym jest baza pewnej topologii w zbiorze
X. Topologie wprowadzong przez te baze oznaczamy przez 7(<).

Rozwigzanie:

Niech B to rodzina zbioréw rozpatrywana w zadaniu. Wezmy dwa punkty a,b € X takie, ze a < b,
wowczas zbiory {y | y < b} oraz {y | y > a} naleza do B. Suma tych zbioréw to cata przestrzen
X, poniewaz te przedzialy sie zazebiaja. Niech A = (a,b), B = (¢,d) € B oraz niech bez straty
ogolnosci ¢ < bia < d (chcemy aby te dwa zbiory miaty niepuste przeciecie). Niech x € AN B,
wowcezas x € (¢, b), zatem przekroj A N B nalezy do B.

Zadanie 7.
Udowodnij, ze metryki d i p generuja te sama topologie w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ciagu (x,) w X i dla kazdego punktu x € X mamy

lim d(z,,z) =0 < lim p(x,,x) =0

n—o0 n—oo

Rozwigzanie:
= Zalozmy, ze metryki d i p generuja te sama topologie. Niech lim d(z,,z) = 0. Pokazemy,
n—o0
ze lim p(z,,z) = 0. Skoro lim d(x,,x) = 0, to dla kazdego r > 0 istnieje takie IV, ze dla
n—oo

n—oo
kazdego n > N zachodzi x, € By(z,r), czyli innymi stowy, dla dowolnej kuli o $srodku w

punkcie x, zaledwie skoniczenie wiele wyrazéw ciagu x,, jest poza kulg.

: By(x,r)

Skoro metryki d i p generuja te samag topologie, to zbidr otwarty w metryce d jest réwniez
otwarty w metryce p. Ustalmy wiec promienn R > 0 i rozwazmy kule B,(z, R). Wowczas

istnieje promienn r > 0 taki, ze kula w metryce d jest zawarta w kuli w metryce p, czyli
By(z,7) C B,(z, R).
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) Ba(x.7)

ciag =,

L. .
e i

B,(z,R)

Wynika stad, ze dla dowolnego R > 0 kula B,(z, R) mieSci w sobie prawie wszystkie elementy
ciagu x,, czyli dla kazdego R > 0 istnieje takie N, ze dla n > N zachodzi z,, € B,(z, R).
Skad mamy lim p(x,,z) = 0.

n—oo

< Zalozmy, ze dla kazdego ciagu (z,) € X zachodzi

lim d(z,,2) =0 < lim p(z,,2) =0

n—oo n—oo

Zatozmy, ze A C X bedzie otwarty w metryce d, natomiast niech A nie bedzie otwarty w
metryce p. Wowczas istnieje © € A taki, ze dla pewnego r > 0 zachodzi By(z,r) C A
oraz dla kazdego R > 0 zachodzi B,(z,R) € A. Woéwczas zadna kula w metryce p o
srodku w z nie bedzie zawarta w kuli By(z,r). Okreslmy ciag (z,) taki, ze z, € B, (z, 1),
Wowczas 7}1_)120 p(xn, ) = 0 oraz skoro (z,,) € Ba(z,r) dla pewnego r > 0, to wynika stad, ze
7}13)10 d(x,, ) # 0. Stad mamy sprzecznos¢, czyli A nie moze nie by¢ otwarty w metryce p,

czyli jest otwarty. Stad d i p generuja te sama topologie.
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Cwiczenia 5

Podstawowe pojecia topologiczne

Zadanie 1.

Udowodnij, ze A = {F € X | A C F oraz F jest domkniety w X}, to znaczy domkniecie A
zbioru A w przestrzeni X jest najmniejszym (w sensie zawierania) zbiorem domknietym w X
zawierajgcym A.

Rozwiazanie:

C Zalozmy, zex € Aoraz x ¢ (\{F C X | AC F oraz F jest domkniety w X }. Woéwczas istnieje
domkniete F' takie, ze A C F oraz © ¢ F. Skoro x ¢ F, to x € X \ F. Skoro F jest zbiorem
domknietym, to X \ F jest zbiorem otwartym. Wowczas (X \ F') N A = (. Zbior X \ F jest wiec
otwartym otoczeniem x, ktore nie przecina zbioru A. Mamy wiec sprzecznosé z tym, ze x € A.

D Jedli # ¢ A, to istnieje zbior otwarty U taki, ze # € U oraz U N A = (). Zbior X \ U
jest zbiorem domknietym oraz A C (X \ U). Skoro x ¢ X \ U oraz X \U € {F C X | A C
F oraz F jest domkniety w X}, to znaczy, ze x ¢ ({{F C X | A C F oraz F jest domkniety w X }.
Mamy wiec sprzeczno$é z zatozeniem.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze Int(A) = (J{U C A | U jest otwarty w X}, to znaczy Int(A) jest najwickszym (w
sensie zawierania) zbiorem otwartym zawartym w A.

Rozwigzanie:
C Niech x € IntA, woéwczas istnieje otwarty zbior U taki, ze x € U oraz U C A. Zatem jako, ze
Ue{UCA|U jest otwarty w X}, to z € | J{U C A | U jest otwarty w X}.

D Niech z € |J{U € A | U jest otwarty w X }, wowczas istnieje otwarte U takie, ze x € U oraz
U C A, czyli z € IntA.

Stad wynika, ze Int A jest zbiorem otwartym, bo jest pewng sumag zbioréw otwartych.

Zadanie 3.
Udowodnij, ze operacja domkniecia ma nastepujace wtasnosci

2)
b)
)

d)

AN
Sy
IN
|
]

N N

A\B

|
C —
oy
N

|
|
I

oS

uBb

=A

ol

Rozwigzanie:

a) Wiemy, ze dla dowolnych zbioréw X i Y zachodzi X CY = X C Y, poniewaz jedli v € X,
to kazda kula o srodku w x przecina zbior X. Jako, ze X C Y, to réwniez kazde otoczenie
przecina zbiér Y, czyli x € Y. Zatem skoro ANB C Aoraz ANBC B, to AN B C A oraz
AN B C B, skad otrzymujemy AN B C AN B.
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b) Niech v € A\ B, wowczas v € A oraz x ¢ B. Zatem kazde otoczenie punktu z przecina zbior
A oraz istnieje pewne otoczenie punktu z, ktére nie przecina zbioru B. Wezmy wiec dowolne
otoczenie U punktu x i ograniczmy sie do tej czesci U’, ktora nie przecina B. Mamy U’ C U,
zatem wystarczy pokazaé, ze U’ przecina zbior A\ B. Zbior U’ przecina zbiér A, poniewaz
jest pewnym otoczeniem punktu z. Zbiér U’ nie przecina zbioru B, wprost z jego definicji.
Zatem zbior U’ przecina zbior A\ B, czyli v € A\ B, skad mamy A\ B C A\ B.

¢) € Mamy AC AUB oraz BC AUB, skad AUB C AUB.

O Wezmy dowolny z € AU B, wowczas kazda kula o srodku w punkcie = przecina zbior
AUB. Mamy pokazaé, ze kazde otoczenie punktu x przecina ZAWSZE zbior A lub ZAWSZE
zbior B (a nie ze pewne przecina A a inne przecina B). Jedli 2 € A to koriczymy dowdd.
Zatozmy wiec, ze x ¢ A. Woéwezas istnieje otwarte otoczeniu U punktu z takie, ze UNA = ().
Pokazemy, ze x € B. Ustalmy dowolne otwarte otoczenie V punktu x. Wowczas UNV C V
jest otwartym otoczeniem punktu xz. Otoczenie to przecina A U B oraz nie przecina zbioru
A, czyli musi przecinac¢ zbiér B. Stad i V zawsze przecina zbiér B. Zatem kazde otoczenie
otwarte punktu z przecina ZAWSZE zbior B. Stad dla kazdego © € AU B mamy = € A lub
v €Bcezyliz e AUB. Zatem AUB D AU B.

d) Niech B = A, wéwczas B jest zbiorem domknietym, czyli B = B, skad A = A

Zadanie 4.

Czy prawda jest, ze |J A, = |J A,? Czy ktoras z inkluzji zachodzi?
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Niech X = (R, d,). Niech 4, = [1,1— 1], wowczas

UA_n:UAn:(()vl)?é[Oal]:UAn

=1

3

00 oo 0o
Zatem nie jest prawdziwa inkluzja |J A, C |J A,. Jesli z € |J A,, to istnieje taki zbior A, ze

n=1 n=1 n=1

—_ o0
xr € A,. Zatem kazde otoczenie U punktu x przecina zbior A,. Wowcezas U przecina tez |J A,,
n=1

zatem x € |J A,. Skad mamy inkluzie |J 4, 2 | A,

n=1 n=1 n=1

Zadanie 5.
Udowodnij, ze dla dowolnej przestrzeni topologicznej X mamy

a) IntU = U wtedy i tylko wtedy gdy U jest zbiorem otwartym

o

) Int(A) C A
¢) Int(AN B) = Int(A) N Int(B)
d) Int(Int(A)) = Int(A)
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e) Int(A) =X \X\A4

Zadanie 6.
Udowodnij wzory

a) bd(AU B) C bdAUbdB
b) bd(AN B) C bdAUbdB
¢) bdA =bd(X \ A)

d) bd(IntA) C bdA

e

) bd(A) C bdA
f) bdA = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest otwarto-domkniety

Rozwigzanie:

a) Stwierdzenie x € bdA oznacza, ze x* € A\ IntA, czyli kazde otoczenie punktu x przecina zbior
A oraz zadne otoczenie punktu z nie jest w calosci zawarte w A, czyli, ze kazde otoczenie
punktu x przecina X \ A.

Niech # € bd(A U B) oraz niech U oznacza dowolne otoczenie z. Skoro x € bd(A U B),
toUN(AUB) # @ oraz UN(X\(AUB)) #0. SkoroUN(AUB) # 0, toUNA#
lubUNB # 0. Skoro UN(X\ (AUB)) # 0 oraz X \ (AUB) = (X \4) N(X\ B), to
UN(X\A) #Qoraz UN(X\B) # 0. Zatem UNA # () oraz UN (X \ A) i wowczas « € bdA
lub UNB # () oraz UN (X \ B) # () i wowcezas x € bdB. Stad x € bdA lub z € bdB, czyli
€ bdA UbdB, skad bd(A U B) C bdA UbdB.

f) = Zalézmy, ze bd # 0, wowczas A\ A = (). Zatem A C IntA. Jako, ze A C A oraz IntA C A,
to mamy

ACACIntACA
Skad otrzymujemy A = A czyli A jest domkniety oraz A = IntA, czyli A jest otwarty.
< Niech A bedzie otwarto-domkniety, wowczas A = A oraz A = IntA, czyli

bd=A\IntA=A\ A =0

Zadanie 7.
Wyznacz domkniecie, wnetrze oraz brzeg nastepujacych podzbioréow prostej (z topologia euklide-
sowa,)

a) 0
b) R
¢) N
d) Q
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Rozwigzanie:

a) 0 = ), poniewaz  jest zbiorem domknietym oraz Int() = (), poniewaz (} jest zbiorem otwartym.

b)

Woéwezas bd) = (.

Mamy R = R, poniewaz R jest zbiorem domknietym oraz IntR = R, poniewaz R jest zbiorem
otwartym. Woéwczas bdR = ().

Mamy N = N, poniewaz dla kazdego R \ N znajdziemy przedziat (a,b) taki, ze dla kazdego
n € N zachodzi n ¢ (a,b). Mamy IntN = (), poniewaz kazde otoczenie liczby naturalnej nie
zawiera sie w liczbach naturalnych. Stad bdN = N.

Mamy Q = R, poniewaz dla dowolnej liczby rzeczywistej, pewne jej otoczenie zawiera liczbe

wymierng. Wynika to z gestosci liczb wymiernych. Mamy IntQ = (), poniewaz dla dowolnej
liczby wymiernej, pewne jej otoczenie zawiera liczbe niewymierna, czyli otoczenie to nie
zawiera sie w liczbach wymiernych. Stad bdQ = R.

Mamy R\ N = R, poniewaz dla kazdej liczby naturalnej, pewne jej otoczenie przecina zbior
R\ N. Mamy Int(R \ N) = R\ N, poniewaz zbiér R \ N jest zbiorem otwartym. Stad
bdR\ N =N.

Mamy R\ Q = R oraz IntR \ Q = (). Wynika to z gestosci liczb niewymiernych. Woéwczas
bdR\ Q =R.

Mamy [3,8) = [3, 8] oraz Int[3,8) = (3,8), skad bd[3,8) = {3, 8}.
Mamy (0, 00) = [0, 00) oraz Int(0,00) = (0, 00), skad bd(0, 00) = {0}.
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Cwiczenia 6

Podstawowe pojecia topologiczne

Zadanie 1.
Niech (C([0,1]), dsup) bedzie przestrzenia. Wyznacz domkniecie i wnetrze kazdego ze zbiorow w
topologii generowanej przez metryke supremum.

a) A={fec(0,1]) | f(z) >0dlaze[0,1]}
b) B={f€C(0,1)) | Fecpy f(x) =0}

o) C={feC(o1)]| fyIf)dr <1}

d) D={feC([0,1]) | f jest scisle rosnaca }

Rozwigzanie:

a) Zbior A jest otwarty zatem IntA = A, natomiast A = {f € C([0,1]) | f(z) > 0dlax €
[0,1]}, poniewaz dla dowolnej funkeji f takiej, ze f(z) > 0 i istnieje punkt a € [0,1], ze
f(a) = 0, w pewnym jej otoczeniu istnieje funkcja przyjmujaca wartosci dodatnie, czyli
otoczenie przecina zbior A, skad funkcje nieujemne naleza do domkniecia. Jesli funkcja

przyjmuje wartos¢ ujemng dla pewnego a € |0, 1] to istnieje kula By, ( 1 |f > taka, ze dla

g € Bgup <f, ‘fz >, ze |g(z) — flz)] <e = ( | czyli g(a) < 0. Zatem funkcja f nie nalezy
do domkniecia.

b) Mamy C([0,1])\ B = {f € C([0,1]) | f(z) < 0} U{f € C([0,1]) | f(x) > 0}, poniewaz
w przeciwnym przypadku z wtasnosci Darboux, funkcja przecinataby o§ OX czyli miataby
miejsce zerowe. Zarowno zbior {f € C([0,1]) | f(x) < 0} jakizbior {f € C([0,1]) | f(x) > 0}
jest otwarty, zatem C([0,1])\ B jest otwarty, skad B jest domkniety, czyli B = B. Natomiast
IntB = {f € C([0,1]) | Focp f(x) <O A Jyeo) f(y) > 0}, co wynika z wlasnosci Darboux.

c¢) Pokazemy, ze C = {f € C([0,1]) |f0 |f(z)|dx < 1}. Jesli f € C oraz f, = fi f, € C, to

wowcezas 1 1
| 1n@lis — [ @)
0 0

Zatem oczywiscie fol |f(z)|dx < 1. Jesli fol |f(z)|dz < 1, to istnieje kula wokol f taka, ze

istnieje w tej kuli funkcja g taka ze fol lg(x)|dz < 1, czyli f € C. Zbior C jest otwarty, zatem
IntC' = C.

d) Pokazemy, ze D = {f € C([0,1]) | f(z) jest niemalej@ca} Jesli f jest taka, ze f(z) > f(y)

dlaz <y, to f ¢ D, poniewaz dla kuli By, < f, L@=] (y)|> wszystkie funkcje w niej lezace nie

beda rosnace, czyli kula nie przecina zbioru D. Na odwrot, jesli funkcja f jest niemalejaca, to
zaledwie w przeliczalnie wielu przedziatach jest stata. Rozpatrzmy kule wokot f o promieniu
. Niech wiec funkcja g zadana bedzie wzorem

S dla przedziatu, gdzie f jest rosnaca
| funkeja liniowa o skoku snmr  dla przedziatu, gdzie f jest stala

25



Cwiczenia z topologii I Marysia Nazarczuk

Funkcja ta jest rosnaca oraz jest zawarta w kuli o promieniu e, poniewaz ,skoki” funkcji
sumujg si¢ do 5. Zatem kula ta przecina zbiér D. Natomiast mamy IntD = (), poniewaz dla
dowolnej kuli o promieniu € i sSrodku w f, istnieje w niej funkcja niemalejaca. Wystarczy, ze
na poczatku g bedzie stata na odcinku §, a nastepnie bedzie réwna funkcji f.

Zadanie 2.
Zmajdz wnetrze, domkniecie i brzeg nastepujacych podzbiorow: R x N, R x [0,00), [0,1) x {0},
Qx (R\Q), Rx {0}, {(z,y) | rt—y=0,2 >0}

a) plaszcezyzny euklidesowe]
b) plaszczyzny z metryka ,rzeka”

c¢) plaszczyzny z metryka ,kolejowa”

Rozwigzanie:
Narysujmy sobie najpierw wszystkie zbiory

R x N R x [0, 00) [0,1) x {0}
A ) ]
- - ® O—
- QX(R\@) e R x {0} {{z,y) |z —y=0,2 >0}

|

)
%

Oznaczmy A = {(z,y) | z —y = 0,2 > 0}.

Int(R x N) =0 Int(R x [0,00)) = R x (0, 00) Int([0,1) x {0}) =10

RxN=RxN R x [0,00) =R x [0, 00) [0,1) x {0} =[0,1] x {0}
a)

mt(Q x (R\Q)) =0 Int(R x {0}) =0 Int(A) =0

Qx (R\Q =RxR | Rx{0}=Rx {0} A=AU{(0,0)}
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Int(R x N) =0 Int(R x [0,00)) = R x (0, 00) Int([0,1) x {0}) =
RxN=RxN R x [0,00) =R x [0, 00) [0,1) x {0} =[0,1] x {0}
b)
Int(Q x (R\Q)) = Int(R x {0}) = Int( ) =10
Qx (R\Q) = R > {0} = R x {0} A=AU{(0,0)}
gdzie B = (Q x R) U (R x {0})
Int(R x N) =R x {0} \ {(0,0)} Int(R x [0, 00)) = R x [0,00) \ {(0,0)}
RxN=RxN R x [0,00) =R x [0, 00)
5 Int([0,1) x {0}) = (0,1) x {0} Int(Q x (R\Q)) =
[0,1) x {0} = [0,1] x {0} Qx (R\Q) =
Int(R x {0}) = (R x {0}) \ {(0,0)} Int(A) = A
R x {0} =R x {0} A=AU{(0,0)}
gdzie €' = (R x R) \ LEJQ{(x,y) |y = ax} U{(0,0)}
Zadanie 3.

Wyznacz domkniecie i wnetrze nastepujacych podzbioréw kwadratu leksykograficznego. Uzasadnij

swoja odpowiedz.
a) A= x {3}

) B={3}x(0.1)

Rozwigzanie:

a) Narysujmy zbior A

Domkniecie zbioru A to taki zbior A = {x € X | kazde otoczenie punktu x przecina zbiér A}.

W szczegolnoscei A

otoczenie punktu x zawiera pionowy pasek epsilonowej szerokosci (x — &, x) X

C A. Punkty ze zbioru (0, 1]

kazde otoczenie x przecina zbior A.

27

x {0} naleza do domkniecia, poniewaz kazde

[0,1], czyli



Cwiczenia z topologii I Marysia Nazarczuk

Punkty ze zbioru [0,1) x {1} naleza do domkni¢cia, poniewaz kazde otoczenie punktu x

zawiera pionowy pasek epsilonowej szerokosci (z, x+¢)x [0, 1], czyli kazde otoczenie x przecina
zbior A.

Punkt (1, 1) nie nalezy do domkniecia, poniewaz istnieje jego otoczenie otwarte {1} x (0.9, 1],
ktore nie przecina zbioru A. Punkt (0,0) nie nalezy do domkniecia, poniewaz istnieje jego
otoczenie otwarte {0} x [0,0.1), ktore nie przecina zbioru A. Dowolny punkt a = (z,y) ze
zbioru ([0, 1] x [0,1])\ (AU (]0,1] x {1}) U ([0, 1] x {0})) nie nalezy do domkniecia, poniewaz
istnieje jego otwarte otoczenie {x} X (y — €,y + ¢), ktore nie przecina zbioru A.

I

(0,0) 1

Zatem domknieciem zbioru A jest A= AU ([0,1) x {1}) U ((0,1] x {0}).

Whetrze zbioru A to taki zbior IntA = {x € X | pewne otoczenie punktu z jest zawarte w A}
Dla dowolnego punktu a = (z,y) € A dowolne otoczenie {x} x (y —e,y+¢) punktu a wystaje
poza odcinek (0,1) x {1}.
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Zatem wnetrzem zbioru A jest IntA = ().

b) Narysujmy zbior B.

O

Zbior B nalezy do domkniecia z definicji domkniecia. Punkt (%, 0) nalezy réwniez do do-
mkniecia, poniewaz dowolne otoczenie tego punktu przecina zbiér B. Punkt (%, 1) nalezy
takze do domkniecia, poniewaz dowolne otoczenie tego punktu przecina zbiér B. Dowolny
punkt spoza zbioru { } x [0, 1] nie nalezy do domkniecia, gdyz istnieje pewne otwarte oto-
czenie danego punktu nie przecinajace zbioru B. Stad domknieciem zbioru B jest zbior

B= {4} < 0.1

Dla kazdego punktu z B znajdziemy takie jego otoczenie, ze zawiera si¢ ono w catosci w
zbiorze B, poniewaz zbiér B jest otwarty, czyli jest rowny swojemu wnetrzu. Stad wnetrzem
zbioru B jest zbior IntB = {%} X

Zadanie 4.
Wyznacz domkniecie i wnetrze nastepujacych podzbioréw kwadratu leksykograficznego

a) A:(O,l)x{O}

b) B={3} x

) C=(QnJo,1]) {}
d) (@n[0,1]) x {1}

)

Rozwigzanie:
Narysujmy zbiory A, B,C, D w kwadracie leksykograficznym
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e, O O

a) Mamy IntA = (), poniewaz dowolne otoczenie punktu x € A nie zawiera sie w A. Mamy
A= AU([0,1) x{1})U(1,0), poniewaz pewne otoczenie punktu z tego zbioru przecina zbior
A.

b) Mamy IntB = B, poniewaz dowolne otoczenie punktu x € B zawiera si¢ w B. Mamy
B =B (%,O) U (%, 1), poniewaz pewne otoczenie kazdego punktu z tego zbioru przecina

zbior B.

¢) Mamy IntC' = (), poniewaz dowolne otoczenie punktu z € C nie zawiera sic w C. Mamy

C = CU((0,1] x {0}) U ([0,1) x {1}), poniewaz pewne otoczenie punktu z tego zbioru
przecina zbior C.

d) Mamy IntD = (), poniewaz dowolne otoczenie punktu x € D nie zawiera sic w D. Mamy
D = ([0,1] x {1}) U ((0,1] x {0}), poniewaz pewne otoczenie punktu z tego zbioru przecina
zbioér D.

Zadanie 5.
Niech X bedzie zbiorem nieskoniczonym. Niech 7 bedzie nastepujaca topologia na X

7={UCX |U=01ub X \U jest zbiorem skonczonym }

Uzasadnij, ze (X, 7) nie jest przestrzeniag Hausdorffa. Udowodnij, ze domkniecie dowolnego zbioru
nieskoriczonego w (X, 7) jest cala przestrzenia.

Rozwigzanie:

Pokazmy najpierw, ze (X, 7) nie jest przestrzeniag Hausdorffa. Zat6zmy nie wprost, ze (X, 1) jest
przestrzenig Hausdorffa. Wezmy punkty xq,zo € X takie, ze x1 # x5 oraz x1 € Uy, x9 € Us i
U NUs = ) dla pewnych zbiorow otwartych Uy, Uy, C X. Z definicji topologii wiemy, ze X \ U;
oraz X \ Us sa skoriczone. Zatem jako, ze X \ (U;NUy) = (X \Up)U(X\Us), to X \ (UyNUs) réwniez
jest skoriczony. Stad X \ ) = X jest skoriczony, co jest sprzeczne z tym, ze X byt nieskoriczony.
Niech A C X bedzie zbiorem nieskoiiczonym. Wezmy dowolny € X. Chcemy pokazaé, ze x € A,
czyli, ze dla kazdego U takiego, ze € U zachodzi U N A # (). Ustalmy U € 7 takie, ze x € U.
Wowcezas z definicji 7 zbior X \ U jest skoriczony. Skoro A jest nieskonczony, to A € X \ U czyli
ANU #0.

Zadanie 6.

Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Zbior A C X nazywamy gestym w X jesli dla kazdego
niepustego zbioru otwartego U C X mamy U N A # (). Zbior A C X nazywamy brzegowym w X
gdy IntA = (0. Udowodnij, ze
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a) A jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy A = X

b) A jest brzegowy w X wtedy i tylko wtedy, gdy X \ A jest gesty w X.

Rozwigzanie:

a) = Pokazemy, ze kazdy punkt przestrzeni z € X nalezy do A. Ustalmy r € X oraz otwarte
otoczenie U punktu x € U. Skoro A jest gesty, to ANU # (), zatem z € A, czyli A = X

< Zalozmy, ze A = X. Ustalmy otwarty i niepusty zbior U € X. Skoro U # (), to istnieje
r € U. Wowezas U N A # (), poniewaz réwniez v € A, bo A = X. Skoro ANU # 0, to A
jest gesty w X.

b) = Zalézmy, ze X \ A nie jest gesty. Wtedy istnieje niepusty zbior otwarty U taki, ze
UN(X\A)=0. Wowczas U C A, czyli IntA # (), bo U C IntA.

< Niech X \ A bedzie gesty. Zatozmy, ze IntA # (), czyli ze A nie jest zbiorem brzegowym
w X. Wowczas skoro IntA C A, to IntAN (X \ A) = 0. Jest to sprzeczne z tym, ze X \ A
jest gesty, bo znalezliSmy niepusty zbior otwarty U = IntA w X taki, ze U N (X \ A) = 0.

Twierdzenie: Nastepujace warunki sa réwnowazne
1. A jest brzegowy,
2. A ma puste wnetrze,

3. dopetnienie zbioru A jest zbiorem gestym

Definicja: Zbior gesty to taki zbior, ktorego domkniecie jest rowne catej przestrzeni.

Zadanie 7.

Czy prosta L w przestrzeni euklidesowej R™, n > 1 jest zbiorem: otwartym, domknietym, brze-
gowym, gestym? To samo pytanie dla prostej w przestrzeni (R?,dy), gdzie dj, oznacza metryke
kolejows.

Rozwigzanie:
Prosta w przestrzeni euklidesowej nie jest zbiorem otwartym, poniewaz dowolna kula o srodku w
punkcie lezacym na tej prostej, nie zawiera sie w proste;j.

Prosta jest zbiorem domknietym, poniewaz jej dopekienie jest zbiorem otwartym, poniewaz dla
dowolnego punktu z € R™\ L kula B(z,d.(z, L)) zawiera si¢ w catosci w dopelnieniu.

Niech x € L, wowczas kazde otoczenie punktu z zawiera w sobie pewna kule. Kula ta nie zawiera
sie w prostej, poniewaz prosta nie jest zbiorem otwartym. Stad wnetrze prostej jest zbiorem
pustym, czyli prosta jest zbiorem brzegowym.

Prosta w R, n > 1 jest domknietym podzbiorem wtasciwym, a domkniete podzbiory wtasciwe nie
sa geste w zadnej przestrzeni topologicznej.

31



Cwiczenia z topologii I Marysia Nazarczuk

Prosta w przestrzeni z metryka kolejowsa nie jest otwarta, poniewaz jesli nie przechodzi przez punkt
(0,0) to zadna kula nie zawiera si¢ w calosci w prostej. Jesli prosta przechodzi przez punkt (0, 0),
to kazda kula w punkcie (0,0) nie zawiera sie w prostej.

Prosta jest zbiorem domknietym, poniewaz dla kazdego punktu = z dopetnienia znajdziemy kule
B(z,dg(z, L)) w calosci zawarta w dopehieniu.

Jesli prosta przechodzi przez (0,0), to wnetrze prostej to L \ (0,0), poniewaz dla kazdego punktu
z tego zbioru znajdziemy kule o srodku w tym punkcie w calosci zawarta w tym zbiorze. Dla
prostej nie przechodzacej przez punkt (0,0) wnetrze jest zbiorem pustym z tego samego powodu
dla ktorego prosta nie jest zbiorem otwartym. Zatem prosta jest zbiorem brzegowym jesli nie
przechodzi przez punkt (0,0).

Prosta nie jest zbiorem gestym w przestrzeni euklidesowej z metryka kolejowa, poniewaz jej do-
mkniecie nie jest caly przestrzenia.
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Cwiczenia 7

Podstawowe pojecia topologiczne

Zadanie 1.

Udowodnij, ze suma AU B zbioru brzegowego A i zbioru domknietego i brzegowego B, jest zbiorem
brzegowym w przestrzeni topologicznej X. Podaj przyktad dwoch brzegowych (niedomknietych)
podzbioréow prostej euklidesowej R, ktorych suma nie jest brzegowa w R.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze AN B = () (bo mozna wzia¢ rownie dobrze A\ B) oraz ze x € Int(A U B). Skoro z
nalezy do wnetrza, to pewne jego otoczenie V' jest zawarte w tym wnetrzu. Zbiér ten nie moze
zawieraC sie w catosci w A, bo A jest brzegowy oraz nie moze zawiera¢ sie w catosci w B, bo B jest
brzegowy. Ale zbior V' \ B jest juz w catosci zawarty w A, poniewaz gdyby nie byt, to znaczy ze V
zawieral sic w calosci w B. V'\ B jest otwarty jako bo jest réznica zbioru otwartego i domknietego.
Stad mamy sprzecznosé z tym ze wnetrze zbioru A jest puste.

Jesli A =Q oraz B =R\ Q to spelnione sa zalozenia zadania, jednak ich suma to R a to nie jest
zbior brzegowy, stad zalozenie o domknietosci zbioru B jest konieczne.

Zadanie 2.
Niech A = {aj,as,...} C R iniech by, by, ... bedzie ciagiem zbieznym liczb rzeczywistych. Roz-
wazmy zbior B = {a; +b; | i = 1,2,...}. Pokaz, ze jesli A = R, to réwniez B = R.

Rozwiazanie:

Ustalmy x € Rie > 0. Pokazemy, ze BN (z — e,z 4+ ¢€) # 0, czyli ze istnieje n € N takie ze
|, + b, — x| < e. Rozwazmy przedzial U = (z —b— 5,2 — b+ £). Jest to kula wokol (z —b) o
promieniu 5. Skoro A jest gesty, wiec ANU # (). Gdyby ANU = F byl skoriczony, to F' bylby
domkniety, wiec U \ F bylby otwarty, zatem AN (U \ F) # 0. Mamy wiec sprzecznosé¢ z tym, ze
ANU = F, zatem F jest nieskoriczony. Mamy b, — b, wiec istnieje N € N takie, ze dla kazdego
k > N zachodzi |b, —b| < §. Skoro ANU jest nieskonczony, to istnieje n > N takie ze a,, € ANU,
czyli |a, — (z —n)| < 5. Ale wowczas |b, — b| < 5, bo n > N. Dalej mamy

|an+bn—x|:|an—(x—b)+bn—b|§|an—(x—b)]+|bn—b|<%+g:5
Stad B = R.
Zadanie 3.

Punkt a w przestrzeni topologicznej X nazywamy punktem izolowanym jesli zbior {a} jest otwarty
w X. Mowimy, ze przestrzen topologiczna X jest dyskretna, jesli wszystkie jej punkty sa izolowane.
Zauwaz, ze przestrzen X jest dyskretna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbiér A C X jest otwarty.
Niech 7, 7 beda topologiami generowanymi odpowiednio przez metryki kolejowsa i rzeka.

a) Okresl zbior nieprzeliczalny Y C R? taki, ze podprzestrzen (Y, 7, [ Y) jest dyskretna, ale
podprzestrzen (Y, 7, [ Y') nie ma punktow izolowanych.

b) Okresl zbiér nieprzeliczalny Y C R? taki, ze obie podprzestrzenie (Y, 7, [ Y) i (Y,7. [ Y)
maja doktadnie jeden punkt nieizolowany.
Rozwigzanie:
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a)

b)

Wezmy dowolna prosta p nie przechodzaca przez punkt (0,0) na przyktad p = {1} x R,
wowcezas dla kazdego punktu a = (1,y) € p zachodzi {a} = pN By, ((1, Y), %) Innymi stowy,
dowolna kula w metryce kolejowej wykrawa z prostej p doktadnie jeden punkt. Ten punkt
jest wiec izolowany w metryce kolejowej i jako, ze prosta p ma nieprzeliczalnie wiele punktow,
to zbior Y = p jest dyskretny. Natomiast podprzestrzen zbioru Y = p w metryce rzeka nie
ma punktéw izolowanych.

Niech Y = (nf_jl{(x,y) eR*| Va2 +y? =21\ (Rx {O})> U {(0,0)}, wowczas kazdy punkt

z okregu jest _punktem izolowanym, poniewaz kula w dowolnej metryce wykrawa z okregu
tylko jeden punkt. Punkt (0,0) jest nieizolowany, poniewaz dla kuli o dowolnym promieniu,
nieskoriczenie wiele punktow ze zbioru Y zawiera sie w niej.

Definicja: Mowimy, ze przestrzen topologiczna topologiczna X jest o$rodkowa jesli X zawiera
przeliczalny podzbioér gesty.

Zadanie 4.
Czy nastepujace przestrzenie topologiczne sa osrodkowe?

a) Przestrzen euklidesowa R"

b) Plaszczyzna R? z topologia 7(d,) generowana przez metryke ,rzeka”

c) Plaszczyzna R? z topologia 7(dy) generowana przez metryke ,kolejowa”

d) (R\ Q)? z topologia odziedziczong z plaszczyzny euklidesowej

(S

)
f)

Okrag S*

Prosta z topologia strzatki

h) Kwadrat leksykograficzny

i) Przestrzen (C([0,1]), dsup)

Rozwigzanie:

a) Przestrzen euklidesowa R" jest osrodkowa, poniewaz Q" = {(q1,...,qn) | ¢ € Q} jest przeli-

czalnym zbiorem gestym, poniewaz Q" odwiedza kazdy zbiér bazowy w topologii produktowe;j
na R".

Przestrzen ta nie jest oSrodkowa, poniewaz istnieje rodzina kul parami roztgcznych mocy
continuum. Mianowicie jest to zbior kul B,((z,2),1) dla dowolnego x € R. Jesli istnieje

przeliczalny zbior gesty, to odwiedza on kazda z kul, czyli musi mie¢ on moc continuum, co
jest sprzeczne.

¢) Rozwazmy rodzine kul o $rodkach lezacych na okregu o promieniu 2 i promieniach 1. Kule

te sg rozlaczne oraz jest ich continuum wiele, zatem przestrzen R? z topologia generowang
przez metryke ,kolejowa” nie jest osrodkowa.
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d) Mamy (R\ Q)? C R?, wigc (R\ Q)? ma przeliczalna baze. Sa to slady przeliczalnej bazy z
R2. Jesli przestrzen ma przeliczalna baze to jest osrodkowa. Zatem (R \ Q)? jest osrodkowa.

e) Rozwazmy funkcje f : R — S1 zadang wzorem f(t) = (cost,sint). Jest to suriekcja, zatem
f(Q) jest przeliczalny i gesty w S*.

f) Zbior liczb wymiernych Q jest przeliczalny i gesty, zatem jako ze w kazdym odcinku lewo-
stronnie domkni¢tym istnieje liczba wymierna, to prosta z topologia strzatki jest osrodkowa.

h) Kwadrat leksykograficzny nie jest osrodkowy, bo kule B((z,0.5),0.5) sa rozlaczne i jest ich
continuum wiele.

i) Przestrzen (C(]0,1]), dsup) jest osrodkowa, poniewaz kazda funkcje mozna przyblizy¢ za pomoca
wielomianu. Wielomianéw o wspoétczynnikach wymiernych jest przeliczalnie wiele. Innymi
stowy, kazda funkcja ciagla na [0, 1] jest granica jednostajnie zbieznego ciagu wielomianow
o wymiernych wspotcezynnikach.

Uwaga: Kazda podprzestrzen przestrzeni euklidesowej jest osrodkowa, bo ma przeliczalng
baze.

Zadanie 5.
Udowodnij, ze przestrzen metryzowalna X jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy X ma baze
przeliczalna.

Rozwigzanie:

Przestrzen metryzowala to taka przestrzen dla ktorej istnieje metryka d, ktora generuje topologie,
czyli 7 = 7(d). Przestrzen X jest osrodkowa jesli ma przeliczalny zbior gesty. X ma przeliczalna
baze oznacza, ze jest baza przestrzeni X, ktora jest przeliczalng rodzing zbiorow.

= Zalozmy, ze X jest przestrzenig metryzowalna oraz niech d generuje te topologie. Niech D C X
to zbior przeliczalny i gesty. Konstruujemy rodzine kul

1
B:{Bd(a,—) | a € D, n:1,2,...}
n

Pokazemy, ze B jest baza X. Ustalmy zbior otwarty U C X i x € U. Szukamy a € D oraz n takie,
x € By (a, %) C U. Skoro U jest otwarty i € U, to istnieje € > 0 takie, ze B(x,e) C U. Niech n
bedzie takie, ze % < e. Woéwcezas B (x, %) C B(xz,e). Skoro D jest gesty, to istnieje a € B (x, %)OD.
Twierdzimy, ze x € B (a, %) C U. Mamy d(z,a) < %, boa € B (:c, %), czyli x € B (a, %) Dalej
niech z € B (a, 1), wowczas z nieréwnosci trojkata mamy d(z,z) < d(z,a) + d(a,z) < + + L, bo
z€B (a, %) Zatem d(z,x) < % <eg, czyli z € B(z,e) CU.

< Niech B = {By, By, ...} to przeliczalna baza X. Wybieramy x; € By, 9 € Bs,...,2; € B;, .. ..
Zbior {x1, o, ...} jest przeliczalny oraz jest gesty, bo odwiedza kazdy zbior bazowy, czyli kazdy
zbior otwarty.

Zadanie 6.
Udowodnij, ze prosta z topologia strzatki nie ma przeliczalnej bazy. Wywnioskuj, ze ta przestrzen
nie jest metryzowalna.

35



Cwiczenia z topologii I Marysia Nazarczuk

Rozwigzanie:
Zatozmy, ze B jest przeliczalng rodzing podzbioréw prostej. Rozwazmy zbior

{z € R | = inf B dla pewnego B € B}

Jest to zbior przeliczalny, bo B jest przeliczalny. Wobec tego istnieje zo € R\ {inf B | B € B}, czyli
xo nie jest kresem dolnym zadnego zbioru z B. Dalej [z, xg+ 1) jest zbiorem otwartym w topologii
strzalki. Nie jest on suma zbioréw z B, czyli nie istnieje B € B taki ze xg € B C [zg,20 + 1), bo
w przeciwnym razie jesli takie B istnieje, to x = inf B. Stad prosta z topologia strzaltki nie ma
przeliczalnej bazy.
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Cwiczenia 8
Ciaglosc

Zadanie 1.
Podaj przyktad funkcji f: R — R, ktora jest ciagla doktadnie w jednym punkcie.

Rozwiazanie:
Niech f zadane bedzie wzorem

_J0 dlazeQ
f(x)_{x dlaz ¢ Q

wowcezas f jest ciagla w zerze. Wezmy dowolne otoczenie punktu f(0) = 0, czyli U = (f(0) —
g, f(0) +¢) = (—¢,e). Niech V = (—¢,¢), wowczas skoro dla kazdego = € R zachodzi |f(z)| < |z,
to f(V) = f((—e,¢)) C (—¢,e) = U. Funkcja f nie jest ciagta w zadnym innym punkcie niz 0.
Jesliq#01q € Q, to f(q) = 0. Rozpatrzmy wiec dowolnie mate otoczeniu U punktu f(q) = 0.
W dowolnym otoczeniu V' punktu ¢ znajdziemy liczbe niewymierna w. Zatem skoro f(w) = w, to
f(V) € U, poniewaz f(w) ¢ U. Stad funkcja f nie jest ciagta w liczbach wymiernych r6znych od
zera. Dla ¢ ¢ Q, mamy analogiczna sytuacje, zatem réwniez w takich punktach funkcja nie jest
ciagta.

Zadanie 2.

Niech X i Y beda przestrzeniami topologicznymi i X = AU B, gdzie A i B sa podzbiorami
otwartymi (domknietymi) w X. Zalozmy, ze f : A — Y i g : B — Y sa przeksztalceniami
ciaglymi zgodnymi na A N B. Pokazaé, ze wtedy funkcja F': X — Y okreslona na A jako f, a na
B jako g jest przeksztatceniem ciagglym.

Rozwiazanie:
Funkcja F' okres$lona jest wzorem

Flz) = {f(x) dlaze A
g(x) dlazeB

Funkcja ta jest dobrze okreslona, poniewaz przeksztatcenia f i g sa zgodne na A N B. Mamy
pokaza¢, ze dla dowolnego otwartego U C Y zachodzi F~1(U) jest otwarty w X. Mamy

FHU) = (U)ug (V)

Zatem jesli x € F~Y(U), tox € f~1(U) lub z € g7 (U). Wiemy, ze f~*(U) jest otwarty w A, bo f
jest ciagle oraz g~ (U) jest otwarty w B, bo g jest ciagte. Zatem skoro A C X jest otwarty i B C X
jest otwarty, to f~1(U) jest otwarty w X i g=*(U) jest otwarty w X. Zatem f~1(U)U g 1 (U) jest
otwarte w X, skad F'~1(U) jest otwarty w X.

Zadanie 3.

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna i niech f,, : X — R bedzie funkcja ciagta, dla kazdego
n € N. Udowodnij, ze jesli f, = f (to znaczy ciag (f,) zbiega jednostajnie do f), to funkcja f
jest ciagta.
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Rozwigzanie:
Skoro f,, = f, to
v€>0 EIN vn>N vacEX |fn(37) - f(x)‘ <é

Udowodnimy, ze f jest ciggla w kazdym punkcie a € X. Ustalmy a € X. Mamy pokazaé, ze dla
dowolnego ¢ > 0 bedacego promieniem kuli na R wokot f(a), istnieje zbior otwarty V' C X bedacy
otoczeniem punktu a taki, ze f(V) C (f(a) — ¢, f(a) + €), czyli innymi stowy musimy pokazac, ze

Veso Fvaa Vaea |f(2) — fla)| <e

Za zbieznosci jednostajnej f, wiemy, ze dla £

EIN vn>N vx |fn(x) - f(x)‘ < %

czyli w szczegolnoscei dla n > N zachodzi

|fn(a) = fla)| <

<
3

Niech n > N, wowczas f, jest ciagte, czyli jest ciaglta w a, czyli
Fvsa Vaev |ful@) = fula)] < 3
Niech x € V, wowczas z nieréwnosci trojkata mamy
[f(z) = fla)] = [f(z) = fulz) + fulz) + fnla) = fula) = fla)] <

< 1f(@) = ful@)] + 1fal@) = fal@)] + [fala) = (@) < S+ 5+ =<

Zatem zbior V' spelnia warunki zadania, czyli f jest ciagla.

Zadanie 4.
Oznaczmy przez 7 i 7, topologie na R? generowane przez, odpowiednio, metryke kolejows i metryke
rzeka. Okredlmy funkcje z R? w R? wzorami

a) fO(m7y) = (I,y)
b) fl('rvy> = (zxay)

C) f2(x7y) = (CL‘—I— 17?/)

Zmajdz zbiory punktow ciaglosci tych funkcji rozpatrywanych jako przeksztatcenia z przestrzeni
topologicznej (R?, 7;) w przestrzeni topologiczna (R?, 7;), gdzie i,j € {r,k} (to znaczy dla kazdej
funkcji f; sa cztery mozliwosci do rozpatrzenia).

Rozwigzanie:

a) Dla 7, — 7, punktami ciagtosci sa osie OX i OY. Dla 7. — 7 punktami ciaglosci jest o$
OY . Dla 7, — 73, punkty cigglosci to R%. Dla 7, — 7, punkty cigglosci to R2.

b) Dla 7, — 7. punktami ciaglosci sa osie OX i OY. Dla 7. — 73 punktami ciaglosci jest o$
OY. Dla 1, — 7, punkty cigglosci to R%. Dla 7, — 7, punkty cigglosci to R2.

38



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z topologii I

¢) Dla 7, — 7, punktami ciagtosci sg osie OX i OY. Dla 7. — 7, punktami ciaglosci jest prosta
{—=1} x R. Dla 7, — 71 punkty ciaglosci to 0§ OX bez (0,0). Dla 7. — 7, punkty ciaglosci
to R2.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze dla dowolnej pary f, g funkcji ciagtych na przestrzeni X w przestrzen Hausdorffa
Y, zbior {x € X | f(z) = g(x)} jest domkniety w X. Wywnioskuj, ze kazde przeksztalcenie ciagle
f A = Y okreslone na podprzestrzeni A przestrzeni topologicznej X takiej, ze A jest gestym

podzbiorem X, w przestrzen Hausdorffa Y moze mieé¢ co najwyzej jedno przedluzenie ciggle f' na
X.

Rozwigzanie:

Niech B = {x € X | f(x) = g(z)}. Rozpatrzmy = € X \ B, wowczas f(z) # g(x). Skoro Y jest
przestrzenia Hausdorffa, to istnieja otwarte zbiory U,V w Y takie, ze f(z) € U oraz g(z) € (V) i
UNV =0. Wowczas mamy z € f~1(U) oraz f~1(U) jest otwarte, bo f jest ciggta. Analogicznie
r € g (V) oraz g *(V) jest otwarte. Stad mamy x € f~1(U) N g (V) oraz f~1(U)Ng (V)
jest otwarty, poniewaz jest iloczynem zbioréw otwartych. Pokazemy teraz, ze f~1(U)Ng~' (V) jest
rozlaczny z B. Ustalmy dowolne z € f~1(U) N g~ (V), wowczas f(z) € U oraz g(z) € V. Jako, ze
UNV =0,to f(2) # g(2), czyli z ¢ B. Zatem zbior B jest domkniety, bo dla kazdego = € X \ B
istnieje otwarte otoczenie W punktu z € W takie, ze W N B = (), czyli X \ B jest otwarty.

Chcemy pokazaé, ze dla f : A — Y jesli F} i F; sg przedtuzeniami funkcji f, czyli ze F; | A =
f=F A, toF, =F, Wiemy, ze A jest gesty, zatem A = X. Mamy jednak A C B, poniewaz
FilA=F, | A= f, zatem B C X, czyli B C X oraz X = A C B. Stad mamy réwnos¢ B = X.
Zatem istnieje co najwyzej jedno przedtuzenie funkcji f na X.
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Cwiczenia 9
Ciaglosé

Zadanie 1.
Oznaczmy przez S przestrzen topologiczna {0, 1} z topologia 7 = {0, {1},{0,1}}. Niech X bedzie
przestrzenia topologiczna i niech x4 : X — {0,1} bedzie funkcja charakterystyczna zbioru A, to

Znaczy
(z) = 1 gdyxe A
XA =0 gdy ¢ A

Udowodnij, ze A jest otwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy x4 : X — S jest ciggta.

Rozwigzanie:

Przeciwobrazem zbioru pustego bedzie zbiér pusty, natomiast przeciwobrazem zbioru {0, 1} bedzie
AU (X \ A) = X. Wiemy, ze funkcja jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz zbioru
otwartego jest otwarty. Stad trzeba pokaza¢, ze x 7' ({1}) jest otwarty w X. Mamy y~'({1}) = A4,
zatem jesli A jest otwarty to x jest ciagla i na odwrot.

Zadanie 2.
Niech X bedzie suma liczb catkowitych ujemnych oraz przedzialow otwartych (n,n + 1), n =
1,2,..., na prostej euklidesowej, a Y = X U0, 1). Sprawdz, zZe istnieja przeksztalcenia wzajemnie

jednoznaczne i ciagte z X na Y iz Y na X.

Rozwigzanie:
Narysujmy zbiory X i Y.

JY

-3 -2 -1 0 1

v
] *——o—+
-3 -2 -1 0

=0
Ne)

w0

Konstruujemy ciggte przeksztatcenie f : X — Y. Zadamy je wzorem

z—1 dlaxz>1
f(x)_{x+1 dlaz <1

Konstruujemy ciagle przeksztalcenie g : Y — X. Zadamy je wzorem

T dlaxz <0
—szx+3 dlazel0,1)
ir+1 dla z € (0,1)
x dla z > 2

g(z) =
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Mamy wiec bijekcje X — Y oraz bijekcje Y — X, jednak zbiory X i Y nie sa homeomorficzne.

Zadanie 3.
Niech Zy =N, Z; = {0} U{:|n=1,2,...}, Zo = Z1UN, Z; = {0} U{: + 1 | n,k =2,3,..., 1 <
1 1

— — ~}. Pokaz, ze zbiory Zy, Z\, Z5, Z3 sa parami nichomeomorficzne.

Rozwiagzanie:

Zy sktada si¢ z samych punktow izolowanych, natomiast pozostate przestrzenie majg punkty nie-
izolowane na przyktad zero, zatem Z; nie jest homeomorficzna z pozostalymi. Dalej, zal6zmy, ze
istnieje homeomorfizm h : Z; — Z,, wowczas h(0) = 0, bo 0 jest jedynym punktem nieizolowanym
w obu przestrzeniach. Jesli U jest otwartym otoczeniem zera w Zi, to h(U) jest otwartym otocze-
niem zera w Z,. Niech V = (—1,1) N Zy, wowczas h™ (V) to zbior otwarty w Z; i 0 € h=1(V),
bo h(0) = 0. Funkcja h jest bijekcja wiec h(Zy \ V) = Z; \ h=}(V) i skoro h=(V) jest otoczeniem
zera w Z1, to Z1 \ h™1 (V) jest skoriczony. Zbior Z, \ V jest jednak nieskoriczony. Mamy wiec
sprzecznosé, bo zbiér nieskonczony musiatby przejs¢ na zbior skonczony przy zastosowaniu funk-
cji h. Analogicznie pokazujemy, ze Z; nie jest homeomorficzne z Z3. Dalej zalézmy, ze istnieje
homeomorfizm h : Zy — Z3, wowczas h(0) = 0, bo zero jest jedynym punktem nieizolowanym
w obu przestrzeniach. Niech U = (—1,1) N Zy, wowczas h(U) jest otwartym otoczeniem zera w
Z3. Skoro tak, to istnieje n € N takie, ze (—%, %) N Z3 C h(U). Niech V = (—#1, #1) N Zs.
Wowcezas {HLH + 1| dla k speliajacego warunki zadania } C h(U) \ V, zatem zbior h(U) \ V
jest nieskoriczony. Dalej h™1(V') to otwarte otoczenie zera w Zy, czyli h=1(V) C U, bo V C h(U).
Wowczas U\h™(V) jest skoticzony. Zatem h='(h(U)\V) = U\h™Y(V), czyli h przeprowadza zbior

skoniczony na zbiér nieskoniczony. Mamy wiec sprzecznosé, czyli Zs i Z3 nie sa homeomorficzne.
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Cwiczenia 10

Tloczyny kartezjanskie

Definicja: Niech X bedzie przestrzenia topologiczng i niech A C X. Punkt a € X nazywamy
punktem skupienia zbioru A, jesli kazde otwarte otoczenie punktu a zawiera element zbioru A
rozny od a. Zbioér wszystkich punktéw skupienia zbioru A oznaczamy przez A<

Zadanie 1.

Niech f : X — Y bedzie funkcja ciaglta pomiedzy przestrzeniami topologicznymi X i Y. Niech
G(f) ={(z, f(z)) | x € X} C X xY to wykres funkcji f (rozwazany jako podprzestrzen iloczynu
kartezjanskiego X x Y'). Udowodnij, ze

a) Przestrzenie X i G(f) sa homeomorficzne

b) Jesli Y jest przestrzenia Hausdorffa, to G(f) jest domknietym podzbiorem przestrzeni X x Y

Rozwiazanie:

a) Niech ¢ : X — G(f) zadane bedzie wzorem p(z) = (x, f(x)). Jest to funkcja réznowarto-
sciowa, bo dla z1 # xo mamy @(x1) = (21, f(21)) # (2, f(z2)) = @(xs). Jest to suriekcja,
bo dowolny punkt (z, f(z)) jest wartoscia funkeji p(z). Pokazemy, ze ¢ jest ciagta. Skoro
G(f) CX xY,top: X = X xY. Dalej mx o p = id jest ciagte oraz my o p = f(x) jest
ciagte, skad ¢ jest ciagte.

Inny sposob na uzasadnienie ciggtosci ¢: Ustalmy x € X 1 sprawdzamy ciggltosé ¢ w punkcie
x. Ustalamy bazowe otoczenie wokdt o(x) = (z, f(x)) € U x V. Szukamy otwartego W > x
takiego, ze o(W) C U x V. Niech W = U n f~Y V). Zbior f~Y(V) jest otwarty jako
przeciwobraz zbioru otwartego wzgledem funkcji ciagtej oraz x € f~4(V), bo f(z) € V. Stqd
W jest otwartym otoczeniem punktu x. Dalej o(W) C U x V, bo dla z € W mamy ¢(z) =
(z, f(2)) Stad ¢ jest ciggla w x.

Dalej o' : G(f) — X jest ciagle, poniewaz jest to obciecie rzutu 7y : X x Y — X do
podprzestrzeni G(f), a wiemy ze obciecie funkcji ciagtej do podprzestrzeni tez jest ciagte.
Stad g jest homeomorfizmem, czyli X i G(f) sa homeomorficzne.

b) Pokazemy, ze W = (X x Y) \ G(f) jest otwarty. Rozpatrzmy punkt (xq,yo) € W. Skoro
(xo,%0) ¢ G(f), to yo # f(xo). Z wlasnosci Hausdorffa istnieja Vi, Vs otwarte takie, ze
ViNnVy, = 0 oraz f(xg) € Vi iyo € Vo. Dalej zy € f~1(Vi) oraz f~1(V}) jest otwarty w
X. Mamy (zo,y0) € f~1 (V1) X Va. Niech (x,y) € f~1(V}) x Vi, wowezas x € f~1(V}), czyli
f(x) € Vy oraz y € Va, skad jako ze Vi N Vo = 0 mamy y # f(z), czyli (z,y) € W.

Fakt: Funkcja g: X — X7 x Xy x ... x X, jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
1 rzutowanie p; o g : X — X jest ciagte.

Zadanie 2.
Niech X; x ... x X, bedzie iloczynem kartezjanskim przestrzeni topologicznych X; i niech p; :
Xy x ... x X, = X, bedzie rzutowaniem.
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a) Udowodnij, ze dla kazdego zbioru otwartego U w iloczynie kartezjanskim, zbior p;(U) jest
otwarty w X;

b) Podaj przyktad zbioru domknietego na ptaszczyznie euklidesowej, ktorego rzut na o§ z-6w nie
jest domkniety

Rozwigzanie:

a) Niech U C X; x ... x X,, bedzie zbiorem otwartym. Woéwczas U jest suma zbioréw postaci

Vi=Uy X ... x Uy, gdzie Uy, ..., U, sa zbiorami otwartymi.
v=J v
teT
Mamy wiec

pi(U) =Pi <U Vt> = U pz‘(Vt) = U Ust

teT teT teT

Stad jako ze Uy jest otwarty, to p;(U) jest suma zbioréw otwartych, czyli jest zbiorem otwar-
tym.

b) Niech dany zbior to graf funkeji f(z) = < dla « > 0. Jest to zbior domknigty, natomiast rzut
na o$ x-6w to zbior (0, 00) czyli zbior ktory nie jest domkniety.
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Cwiczenia 11

Iloczyny kartezjanskie

Zadanie 1.
Niech X x Y bedzie iloczynem kartezjanskim przestrzeni topologicznych X i Y. Niech A C X i
BCY.

a) Udowodnij, ze A x B=Ax B

b) Udowodnij, ze (A x B)Y = (A% x B) U (A x B?)

Rozwigzanie:

a) C Niech (z,y) € Ax B, wowczas + € Aiy € B. Dla kazdego U € 7x takiego ze z € U
mamy U N A # () oraz dla kazdego V € 7y takiego ze y € V mamy V N B # (). Wowczas
nieccha €c UNAibeVNBistad (a,b) € (U x V)N (A X B). Zatem (z,y) € A x B.

DO Niech (z,y) € A x B, czyli dla dowolnych otwartych U C X iV C Y jesli (x,y) e U xV
to (UxV)N(Ax B) # (. Ustalmy otwarte otoczenie U punktu x. Zbior U X Y jest otwarty
w X x Y oraz (z,y) €U x Y. Zatem (U xY)N(Ax B) # 0, czyli UN A # (). Stad = € A.
Analogicznie y € B. Zatem (z,y) € A x B.

b) Mamy
(z,y) € (Ax B)" & (v,y) € (A x B)\ {(z,y)} = (A\ {2} x B)U(Ax B\ {y}) =

VY N x B UAx B\ {w}) V"= A\ {e} x B)U (A x B\ {y}) =
& (z,y) € (A4 x B)U (A x BY)

Zadanie 2.
Udowodnij, ze iloczyn kartezjanski dwoch przestrzeni Hausdorffa jest przestrzenia Hausdorffa.

Rozwigzanie:

Pokazemy, ze iloczyn kartezjariski (X X Y, 7) przestrzeni Hausdorffa (X, 7) i (Y, 7) jest przestrze-
nig Hausdorffa. Niech a = (a1,a2) i b = (by,b2) beda réznymi punktami z X x Y. Jesli a; # by,
to wezmy U,V € 7x takie, ze a; € U, by € V takieze UNV = (). Wowczas U x Y oraz V x Y
sa roztgcznymi zbiorami otwartymi w iloczynie kartezjanskim X x Y. Mamy a € U X Y oraz
b €V x Y. Analogicznie wybieramy zbiory jesli a; = by oraz as # bs.

Zadanie 3.
Pokaz, ze topologia produktowa na RN nie jest zadana przez zadng norme.

Rozwigzanie:

Zbiory bazowe w RY to takie zbiory bedace produktami zbioréw otwartych z R, przy czym prawie
wszystkie sa rowne catemu R (czyli do pewnego miejsca mamy dowolne zbiory otwarte, a od
pewnego miejsca tylko R). Stad zero czyli element (0,0, ...) nalezy do pewnego zbioru bazowego,
ktorego niemalze wszystkie sktadowe sa réwne R. Niech i-ta pozycja to bedzie ta pozycja ze na
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wszystkich za nia mamy juz R. Wobec tego punkt (0,...,0,1,0,...), gdzie 1 znajduje sie na i-tej
pozycji nalezy do otoczenia zera. Réwniez ¢-(0,...,0,1,0,...) nalezy do takiego zbioru. Gdyby R
byto zadane przez norme to w dowolnie matym otoczeniu zera znajdziemy punkt odlegty dowolnie
daleko od zera, bo odlegtosé ta wynosi

- (0,...,0,1,0,.. )] = [t| - [|(0,...,0,1,0,...)]]
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Cwiczenia 12

Przestrzenie zwarte

Zadanie 1.
Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa.

a) Udowodnij, ze suma skoriczenie wielu zbioréw zwartych jest zbiorem zwartym.

b) Niech Ky, K7, ... beda zbiorami zwartymi w X. Zal6zmy, ze kazdy zbior otwarty zawierajacy

Ky zawiera prawie wszystkie zbiory K,. Udowodnij, ze wowczas suma | J K; jest zbiorem
i=0
zwartym.

Rozwiazanie:

a) Zadanie mozna sprowadzi¢ do pokazania, ze suma dwoch zbioréw zwartych jest zbiorem
zwartym. Niech A i B to beda rozpatrywane zbiory. Ustalmy dowolne pokrycie U zbioru
AUB

AuBclJu

chcemy pokazaé, ze z tego pokrycia mozna wybraé¢ skoniczong podrodzine Uy, . .., U, taka ze
AuBCUyU...UU,
Wiemy, ze A jest zwarty oraz ze U jest pokryciem zbioru A, bo
AcAauBc|Ju
Stad istnieja zbiory Uy, ..., U, € U takie, ze
ACU U...UUy
Analogicznie mamy dla zbioru B
BC Uy U...UU,

Wowcezas mamy
AUBCU, 4 U...UU, JUUy U...UUp,

Stad AU B jest zwarty.
b) Ustalmy dowolne pokrycie U zbioru Ko U K; U ...
KUK U...c|Ju
Jest to réwniez pokrycie zbioru Ky, zatem istnieja Uy, ..., U, takie ze
KyCUyu...uU,

Zbior Uy U ... U U, jest otwarty, zatem zawieraja sie w nim prawie wszystkie zbiory K.
Pozostaje jeszcze do pokrycia skoniczenie wiele zbiorow. Dla ustalenia uwagi niech beda to
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zbiory Ki,...,K,,. Rodzina U jest réwniez pokryciem kazdego z tych zbioréow i jako ze
kazdy z nich jest zwarty, to mozemy wybraé¢ z U skonczone podpokrycie kazdego z nich.
Niech podpokrycie dla zbioru K; to Us, ..., Ui;,. Wowcezas rodzina

U U O U Ui}
i=1

o0
jest skoriczonym podpokryciem zbioru |J K;, zatem zbior ten jest zwarty.
i=0

Zadanie 2.

Podaj przyktad domknietych i ograniczonych podzbioréw plaszczyzny z metryka ,rzeka” i, kole-
jowa’, ktore nie sa zwarte. (Uwaga: podzbior przestrzeni metrycznej jest ograniczony jesli jest
zawarty w pewnej kuli)

Rozwiazanie:

W metryce rzeka bedzie to poziomy odcinek [0,1] x {1} jest to zbiér domkniety, poniewaz jego
dopelnienie jest otwarte. Jest to zbior ograniczony bo jest zawarty w kuli B((0,0),2). Jednak nie
jest to zbiér zwarty, poniewaz topologia odziedziczona z topologii rzecznej to beda zbiory jednoele-
mentowe (przeciecie pionowych odcinkéw z naszym poziomym zbiorem). Stad zbiér nasz pokry¢
mozemy tylko zbiorami jednoelementowymi i z takiego pokrycia nie wybierzemy skornczonego pod-
pokrycia.

W metryce kolejowej wezmy okrag B((0,0),1) (oczywiscie jest to podzbior domkniety i ograni-
czony ), wowczas mamy podobna sytuacje jak w metryce rzeka, poniewaz topologia odziedziczona z
metryki kolejowej to rowniez zbiory jednoelementowe (przeciecie okregu z pochylonymi odcinkami).
Stad pokrycie tego zbioru bedzie przy pomocy zbioréw jednoelementowych. 7 takiego pokrycia
nie wybierzemy skoriczonego podpokrycia.

Uwaga: Domkniety i ograniczony podzbiér przestrzeni Euklidesowej jest zwarty.

Zadanie 3.
Zapoznaj sie z dowodem zwartosci kwadratu leksykograficznego.

Rozwigzanie:

(B) Pokazemy, ze kwadrat leksykograficzny (12, T (<)) jest przestrzenia zwarta.
Poniewaz topologie wyznaczone przez porzadki liniowe (zob. sg Hausdorffa,
wystarczy sprawdzié, ze jesli I jest otwartym pokryeiem kwadratu leksykogra-
ficznego, to I? moina pokryé skonczenie wieloma elementami 4.

Dla kazdego t € I wybterzmy Vi, W; € U takie, ze (t.0) € V} 1 (t.1) € Wy
Ustalmy 0 =< ¢ < 1. Z okreslenia topologii 7T (<), zob. . wynika istnienie
£ > 0 takiego, ze kazdy punkt z I? lezgey miedzy (1 — =.0) i (£,0). ze wzgledu
na porzadek leksykograficzny, nalezy do V;, a kaidy punkt lezacy miedzy (¢, 1) 1
(t+ =, 1) nalezy do W;. Dla przedziatu euklidesowego J; = (t — =t + =) NI mamy
wiee (Jy x 1)\ ({t} x I} € Vi UW,. Podobnie mozna dobraé przedzialy .J; dla
t =01t =1.Ze zwartosci przedzialu euklidesowego [, mozna wybra¢ pokrycie
skoficzone I = J,, U ... U J,,. Wowczas I? U, (Vi u,) < Uﬁ“:l{f;} x I.
Na kazdym zbiorze {t} x I, topologia podprzestrzeni przestrzeni (12,7 (<)) jest
identyczna z topologia euklidesows, zob. [L2.8] a wiec zblory {t} x I sa zwarte
w przestrzeni (12, T(<)). Wynika stad, ze sume U {t;} x ] mozemy pokryé
skonezenie wieloma elementami z 4 1 w rezultacie mozemy wybraé z I skonczone
pokryeie I2,
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Zadanie 4.
Ktora z nastepujacych podprzestrzeni kwadratu leksykograficznego jest zwarta? Dlaczego lub

dlaczego nie?

b) B=[53] x {3}

) C=((.3] x{0})u([z.3) x{1})
d) {3} > [0,1]

Rozwigzanie:

a) Dowolnym otoczeniem punktu ze zbioru A jest pasek epsilonowej szerokosci. Rowniez dowol-
nym otoczeniem punktu (%, 1) jest epsilonowy pasek. Przecina on zbiér A, czyli zbioér A nie
jest domkniety. Wiemy, ze w przestrzeni Hausdorffa zbior zwarty jest domkniety, a kwadrat
leksykograficzny jest Hausdorffa. Stad A nie jest zwarty.

b) Dowolnym otoczeniem punktu (%, 1) jest epsilonowy pasek. Przecina on zbiér B, czyli zbior
B nie jest domkniety, a stad nie jest tez zwarty.

¢) Zbior C jest domkniety, bo dopelnienie jest otwarte. Dla punktéow spoza zbioru C' dowolne oto-
czenie nie przecina zbioru C'. Kwadrat leksykograficzny jest zwarty, zatem dowolny podzbior
domkniety w tej przestrzeni jest zwarty, skad C' jest zwarty.

d) Zbior D jest domkniety, zatem jest zwarty.

Uwaga: Topologia dyskretna na nieskoniczonym zbiorze nie jest zwarta (a na skoriczonym
zbiorze jest).
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Cwiczenia 13

Przestrzenie zwarte

Zadanie 1.

Niech K bedzie przestrzenia zwarta zas X przestrzenig topologiczna. Niech p: X x K — X bedzie
rzutowaniem. Udowodnij, ze jesli FF C X x K jest domkniety w X x K, to jego obraz p(F') jest
domkniety w X.

Rozwiazanie:
Niech F' C X x K bedzie domkniety oraz zo ¢ p(F'). Mamy

{I’Q}XKSK

czyli {xo} X K jest zbiorem zwartym w X x K. Zalozmy, ze a € ({xo} x K) N F = (). Element a
ma postaé¢ a = (xg, k) dla pewnego k € K. Wowczas a € F' i

pla) = p(wo, k) = 20

wbrew zalozeniu, ze zq ¢ p(F). Stad {xo} x K jest zwarty i nie przecina F. Chcemy pokazad,
ze dla kazdego xo ¢ p(F) istnieje zbior otwarty V' C X taki, ze g € V oraz V N p(F) = 0.
Wezmy takie pokrycie zbioru {z¢} x K, ze nie przecina ona zbioru F'. Takie pokrycie istnieje, bo
kazdy punkt z {z¢} x K, czyli punktu (x,z) mozemy przykry¢ pewnym jego otoczeniem takim,
ze otoczenie to nie przecina F' (bo F' jest domkniety). Elementy tego pokrycia beda mialy postac
Vi X Uy. Teraz skoro {zg} x K jest zwarty, to z tego pokrycia mozemy wybraé¢ pokrycie skoniczone.
Niech bedzie to Vi x Uy, ..., V,, x U,. Niech V.=V N...NV, (jest to zbior otwarty jako przeciecie
skoniczonej liczby zbioréw otwartych), wowczas V' x U; C'V; x U;, czyli zbiory V x Uy, ...,V x U,
sa rowniez pokryciem zbioru {zo} x K. Dalej mamy U = U;U...UU, 2 K, czyli skoro V x U jest
zbiorem roztacznym z F' zawierajacym w sobie V' x K, to rowniez V x K jest roztaczny z F. W V
lezy punkt zg oraz V. C X i VN p(F) =0, skad V to szukany zbior, zatem p(F') jest domkniety.

Zadanie 2.

Ktora z przestrzeni Zo =N, Z; = {0} U{:| n=1,2,...}, Zo = ZyUN, Zs = {0} U{: + 1 | n,k =
2,3,..., % < ﬁ — %} jest zwarta? Dlaczego lub dlaczego nie?

Rozwigzanie:

Mamy tu podzbiory prostej Euklidesowej. Zbior Z; nie jest zwarty, bo jest nieograniczony. Zbior
Z1 jest ograniczony i jedyny jego punkt skupienia (punkt 0) nalezy do tego zbioru, zatem zbior Z;
jest domkniety, czyli jest zwarty. Z, rowniez nie jest ograniczony, wiec nie jest zwarty. Zbior Z3
jest ograniczony, jednak nie jest domkniety, zatem nie moze by¢ zwarty.

Zadanie 3.
Niech I(a,b) bedzie odcinkiem domknietym w plaszczyznie euklidesowej R? taczacym punkty a i
b. Ktore z ponizszych podzbioréw plaszczyzny euklidesowej R? sa zwarte?

a) X = I(ap,a,)U U I(bo,bn), gdzie ag = (0,1), a, = (%,0), bp = (0,—1), b, = (—l O).

)
n=1 n=1

b) Y =XU ({0} xR)
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¢) Z=XU({0}x[-1,1])

Rozwigzanie:
a) Narysujmy zbior

X
Zbioér ten nie jest zwarty, poniewaz ciag a, = (%,O) nalezy do tego zbioru, natomiast
lim a, = (0,0) juz nie nalezy do tego zbioru. Zbiér ten jest wiec ograniczony ale nie
n—oo
domkniety.
b) Narysujmy zbior
}/"

Zbior ten nie jest ograniczony, poniewaz jego podzbior, czyli {0} x R nie jest ograniczony.
Stad Y nie moze by¢ zwarty.

¢) Narysujmy zbior

02



Marysia Nazarczuk Cwiczenia z topologii I

Domknieciem zbioru X jest odcinek {0} x [—1, 1]. Zbiér Z jest wiec domkniety i ograniczony.
Jest zatem zwarty.

Twierdzenie: Jesli X jest Hausdorffa i A C X jest zwarty, to A jest domkniety w X

Whiosek: Jesli X jest Hausdorffa i A C X nie jest domkniety, to A nie moze by¢ zwarty.

Twierdzenie: Jesli X jest zwarta i A C X jest domkniety, to A jest zwarty.

Whniosek: W przestrzeni zwartej zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy gdy A jest
zwarty.
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Cwiczenia 14

Przestrzenie zwarte

Zadanie 1.

Dla A C (0,+00), niech X(A) bedzie suma odcinkéw domknietych na plaszczyznie euklidesowej
R? taczacych punkt (—1,0) z punktami (a, i) dla a € A. Udowodnij, ze domknietos¢ zbioru X (A)
na plaszczyznie jest rownowazna zwartosci zbioru A i jest rownowazna zwartosci zbioru X (A).

Rozwigzanie:
Pogladowy rysunek

Jesli X (A) jest zwarte, to oczywiscie jest domkniete, bo zbiory zwarte w przestrzeni Hausdorffa sa
domkniete. Zal6zmy wiec teraz, ze X (A) jest domkniety. Wystarczy pokazac, ze jest ograniczony.
Zalozmy nie wprost, ze X (A) jest nieograniczony. Wtedy zbior {(a,1) | a € A} musi by¢ nie-
ograniczony. Istnieje wiec ciag a, € A taki, ze albo a,, — oo, albo a,, — 0. Zalézmy, ze a,, — oo,
wowcezas ciag y,, bedacy punktami na osi OY powstalymi w przeciecia tej osi z odcinkami ze zbioru
X (A), jest zbiezny do zera. Punkt (0,0) nie nalezy do X (A), zatem znalezlismy podciag, ktorego
granica nie lezy w zbiorze, skad X (A) nie jest zwarty. Jesli a,, — 0, to ciag x,, bedacy punktami
z prostej y = 1, jest zbiezny do punktu (—1,1) (bo odcinki daza do bycia pod katem 90°). Punkt
(—1,1) nie nalezy do zbioru X (A), zatem analogicznie jak poprzednio X (A) nie jest zwarty. Stad
X (A) musi by¢ ograniczony.

Zbior B = {(a,2) | a € A} jest homeomorficzny ze zbiorem A, poniewaz jest to graf funkcji
ciaglej, wiec jest homeomorficzny z dziedzina. Zalozmy, ze X (A) jest zwarty. Wowcezas B jest
domkniety w X (A). Jest wiec domknietym podzbiorem przestrzeni zwartej, wiec jest zwarty. Stad
A ~ B rowniez jest zwarty. Zalozmy teraz, ze A jest zwarty. Rozwazmy A x [0,1] = C. Zbior
C' jest zwarty z twierdzenia Tichonowa. Rozwazmy odwzorowanie ciggle f : C' — R? takie, ze
odwzorowanie to ,skleja” punkty (z,1) w jeden punkt dla = € A. Wowczas f(C') jest zwarte jako
obraz zbioru zwartego przez funkcje ciagta. Zbior f(C') bedzie homeomorficzne z X (A), wiec X (A)
bedzie zwarte.

Przestrzen {0, 1} to dwupunktowa przestrzeri dyskretna. Bazowy zbior otwarty w {0, 1} to zbior
postaci Uy x ... x U, x {0,1} x ..., gdzie U; to dowolny zbioér otwarty w {0,1} (czyli {0} lub
{1} Tub {0,1}). Ciag (x,) € {0,1} to ciag zero-jedynkowy. Otoczenie bazowe tego punktu to
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zbior {(y,) € {0, 1} | Vi, v; = 23} Zbioér Cantora C' jest homeomorficzny z {0, 1}, czyli zbior
Cantora C' ma baze ztozona ze zbiorow otwarto-domknietych. Przestrzen o tej wlasnosci nazywamy
ZEro-wymiarows.

Zadanie 9.
Zdefiniuj homeomorfizm pomiedzy przestrzeniami {0, 1} i {0, 1} x {0, 1}

Rozwiazanie:
Homomorfizm h bedzie zadany wzorem

(x1, 0,3, ...) — (21, 23,25, .. .), (T2, 4, T, . . .))

Jest to homeomorfizm, poniewaz jest to ciagla bijekcja. Jest to funkcja ciagta, bo dla ustalo-
nego punktu (z1, s, x3,...) € {0,1}, gdy ustalimy otwarte bazowe otoczenie U x V punktu

(1,23, T5,...), (X2, 24, x¢,...)), czyi U = {(yn) | i = x; dlai < no} oraz V.= {(yn) | vi =
z;dlau < ny}, to dla ng = max{ng,n;} mamy W = {(y,) | i = x; dlai < ny} i wowczas
h(W)CU X V.

Zadanie 10. -
Sprawdz, ze funkcja f : {0, 1} — [0, 1] zadana wzorem f(z) = Y %, gdzie x = (2;)2, € {0, 1}"
i=1

jest ciagla i "na’”.

Rozwigzanie:

Ustalmy x = (z,) € {0,1}". Ustalmy € > 0, czyli zbiér (f(z) —¢, f(x) +€). Chcemy znalezé zbior

otwarty U > w taki ze f(U) C (f(x) —¢, f(x) +¢). Mamy f(x) = > 5. Istnieje ng takie, ze
i=1

> 3 <e. Niech wiee U = {(yn) € {0, 1}" | yi = 2; dla i < ng}. Niech (y;) € U, wowczas

1=n0

1 (i) = S () |—

=1

Y; Oosz‘
7 2 3

i=ng+1 i=ng+1

bo na pierwszych ny miejscach ciagi sie zgadzaja, czyli y; = x; dla i < ng. Dalej mamy

Yi — Xy = |$z—yz| = 1
F() = F((x)] = ; P D
i=ng+1 i=ng+1 i=ng+1

czyli f jest ciggla.

Uwaga: Przestrzenie {0, 1} i [0, 1] nie sa homeomorficzne.

Zadanie 11.
Oznaczmy przez C' zbiér Cantora. Czy istnieja ciagle surjekcje z:
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a) C'naQ

b) CnaR\Q
¢) C naR?

d) C na okrag S!
C na sfere S?
C na C x [0,1]

e

)
f)

g) Cmna0,1] x [0,1]

)
h) Cna X ={0,1,11 .}
i) X naC

i) CnaX x[0,1]

k) [0,1] na [0,1)

1) [0,1) na [0,1]

Podaj przeksztatcenia (wykorzystujac m.in. funkcje z C na [0,1]) lub przyczyne ich braku (np.
zwartosc)

Rozwigzanie:

a) Nie ma bo C jest zwarty, natomiast Q nie jest zwarty, za$ funkcje ciagle przeprowadzaja
zbiory zwarte na zbiory zwarte

b) Nie ma bo C' jest zwarty, natomiast R \ Q nie jest zwarty
c¢) Nie ma bo C' jest zwarty, natomiast R? nie jest zwarty

d) Zbior C' mozna przeprowadzié¢ funkcja ciagla na [0, 1], natomiast zbior [0, 1] mozna przeksztal-

cié funkcja t 5 (cos(2rt), sin(27t)) na okrag S

e) C przeksztalcamy na [0,1]. Zbior [0, 1] przeksztalcamy na [0,1]? (krzywa Peano). Kwadrat
0, 1] przeksztalcamy na sfere ,zawijajac kwadrat w sfere”.

f) C przeksztalcamy na C? i druga ze skladowych przeksztatcamy na [0, 1]
g) C przeksztalcamy na C? a nastepnie kazda ze sktadowych przeksztalcamy na [0, 1]

h) Tak (przerzucamy zbior trojkowy Cantora po kolei, kolejne odcinki na kolejne wyrazy ciagu
)

i) Nie, bo | X| =N,

j) Oczywiscie

k) Nie ma bo C jest zwarty, natomiast [0, 1) nie jest zwarty

1) Tak, [0,3) ~ [0,1], natomiast [3,1) — 1.
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Cwiczenia 15

Przestrzenie zupelne

Definicja: Ciag punktow (z,,) w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy ciagiem Cauchy’ego,
jesli
Veso Elno vn,mzno d(l‘n, xm) <e

Definicja: Przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, jesli kazdy ciag Cauchy’ego w tej prze-
strzeni jest zbiezny (granica to pewien element zbioru X).

Zadanie 1.
Uzasadnij zupetnosé nastepujacych przestrzeni:

)

a) Plaszczyzny w metrykach rzeka” i kolejowej’

b) Przestrzeni z metryka dyskretna

Rozwigzanie:

a) Ustalmy ciag Cauchy’ego (a,)>2, w (R? d,), czyli a, = (%n,y,). Dla dowolnych dwoch
punktow (x,,,yn) 1 (Tg, yg) mamy |z, — zx| < dp(an,ax) 1 |yn — yi| < dr(an,ar). Stad ciag
(x,,) jest Cauchy’ego na prostej oraz (y,,) tez jest Cauchy’ego na prostej. Czyli x,, 5 7 oraz

Yn ey y dla pewnych z,y € R. Pokazemy, ze a, N (z,y).

1. Jesli (z,y) lezy na ,rzece”, czyli y = 0, to w dowolnej kuli wokol punktu (z,y), prawie
wszystkie wyrazy ciagu sa a, s w niej zawarte, bo prawie wszystkie wyrazy ciagu
x, sa zwarte w zielonym odcinku i prawie wszystkie wyrazy ciagu y, sa zwarte w
pomaranczowym odcinku, czyli wyrazy ciagu a, sa zawarte w czerwonym kwadracie.

2. Jesli (z,y) nie lezy na ,rzece”, to dla dostatecznie duzych n, mamy z,, = z, bo inaczej
dy(an, ag) > % + ‘—g' = |y| > 0. Zatem na dostatecznie duzych n mamy zbieganie wzdtuz

prostej, zatem a,, N (x,y).

Stad przestrzen z metryka ,rzeka” jest zupena.

Ustalmy ciag Cauchy’ego (a,)2; w (R? dy), czyli a, = (T, yn). Albo ay, N (0,0), albo dla
dostatecznie duzych n punkty ciagu a,, leza na jednej prostej. Mamy dwa przypadki
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1. Punkt (0,0) jest punktem skupienia i wtedy a, Ay (0,0)

2. Punkt (0,0) nie jest punktem skupienia, wtedy istnieje r > 0 takie ze dla n > m dla
pewnego m mamy a, ¢ B, ((0,0),r). Wowczas jesli punkty ciagu a,, nie ukladaja sie
na jednej prostej, to di(am,a,) > 2r czyli leza daleko od siebie. Zatem od pewnego
miejsca, wszystkie punkty leza na jednej proste;j.

Stad przestrzen z metryka ,kolejowa” jest zupelna.

b) W metryce dyskretnej odlegtosé dowolnych dwoch roznych punktow jest rowna 1, zatem kazdy
ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego jest od pewnego miejsca staly. A taki ciag jest zbiezny,
bo granica rowna jest wyrazowi stalemu.

Fakt: Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zupetna. Niech Y C (X, d). Wowczas jesli
Y jest zupeilna z metryka d | Y, to Y jest domknietym podzbiorem X.

Zadanie 2.

Czy homeomorfizm pomiedzy przestrzeniami metrycznymi zupelnymi musi przeprowadzaé ciagi
Cauchy’ego na ciagi Cauchy’ego?

a) Niech X = {% ln=1,2,.. } z metryka euklidesowa. Rozwaz funkcje f : X — N zdefiniowana
wzorem f (%) = n, gdzie N tez rozwazamy z metryka euklidesowa. Czy f jest homeomorfi-
zmem? Czy f przeprowadza ciggi Cauchy’ego na ciagi Cauchy’ego? Czy przestrzenie X i N
sg zupelne?

b) Udowodnij, ze jesli f : (X,d) — (Y, p) jest przeksztalceniem Lipschitza pomiedzy przestrze-
niami metrycznymi (X, d) i (Y, p) i (x,) jest ciagiem Cauchy’ego w X, to (f(z,)) jest ciagiem
Cauchy’ego w Y

Rozwigzanie:

W przestrzeni zupelnej ciag speliajacy warunek Cauchy’ego i ciag zbiezny to tozsama definicja.
Homeomorfizm przeprowadza ciagi zbiezne na ciagi zbiezne (w szczegélnosci granice na granice),
zatem homeomorfizm pomiedzy przestrzeniami metrycznymi zupelymi musi przeprowadzaé ciggi
Cauchy’ego na ciagi Cauchy’ego.

a) Przestrzen N jest zupelna, natomiast przestrzen X zupelna nie jest, poniewaz granica ciagu %
jest zero, a on nie nalezy do zbioru. Odwzorowanie f (%) = n jest ciagla bijekcja, zatem jest
homeomorfizmem. Ciag % jest Cauchy’ego, natomiast cigg liczb naturalnych Cauchy’ego nie
jest, zatem f nie przeprowadza ciggdéw Cauchy’ego na ciaggi Cauchy’ego.

b) Skoro f jest przeksztalceniem Lipschitza, to istnieje L > 0 takie, ze p(f(zn), f(zm)) <
L-d(zp, Tym), zatem jesli Veso Fng Vamsne d(Tn, Tm) < €, to dla tak ustalonych 6 i € mamy

p(f(zn), fam)) < L-e

Wiec zachodzi teza.
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Zadanie 3.
Pokaz, ze funkcja f : R — R zdefiniowana wzorem f(x) = In(1+¢%) spelia |f(z) — f(y)| < |z —y]
dla x # y, ale nie ma punktu statego.

Rozwigzanie:
Zadanie czysto z analizy
!/ 6x /
= 1> >0
)= 1> )
czyli f rosnaca. Z twierdzenia Lagrange’a dla przedzialu (z,y) mamy
=y

dla pewnego z € (z,y), skad wynika teza (bo licznik i mianownik maja taki sam znak).

Jesli f miataby punkt staly, to f(z) = 2 < = = In(1 + €%) dla pewnego z, czyli Ine” = In(1 + %),
co jest niemozliwe.

Twierdzenie: (Twierdzenie Banacha o punkcie stalym) Przeksztalcenie f : X — X prze-
strzeni metrycznej (X, d) w siebie jest zwezajace, jesli dla pewnej statej ¢ € [0, 1) dla dowolnych
x,y € X mamy

d(f(x), f(y)) < c-d(z,y)

wowcezas f ma punkt staly z, czyli taki punkt, ze f(z) = z i ten punkt jest doktadnie jeden.

Zadanie 4.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng zupelng i niech f : X — X bedzie przeksztalceniem
rozszerzajacym, to znaczy dla pewnego e > 1 mamy d(f(z), f(y)) > e-d(z,y). Udowodnij, ze jesli
f(X) =X, to f ma dokladnie jeden punkt staty.

Rozwigzanie:
f jest roznowartosciowe, bo jesli f(x) = f(y) dla = # y, to z warunku na rozszerzanie mamy

0=d(f(z), f(y) = e-d(z,y) >0

czyli mamy sprzecznosé. Skoro f(X) = X, to f jest suriekcja, czyli stad jest bijekcja. f~! jest
funkcja malejaca, spelnia wiec zalozenia twierdzenia Banacha. f~! ma wiec doktadnie jeden punkt
staty, skad f réwniez ma doktadnie jeden punkt staty.

Definicja: Zbior A w przestrzeni topologicznej (X, 7) jest brzegowy, jesli ma puste wnetrze.

Uwaga: Zbior A w przestrzeni topologicznej (X, 7) jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy
X \ A jest gesty.

Twierdzenie: (Baire’a) W przestrzeni metrycznej zupelej (X, d), przeliczalna suma do-
mknietych zbioréw brzegowych jest zbiorem brzegowym.
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Zadanie 5.
Udowodnij, ze kazda przeliczalna, zupetna przestrzenn metryczna ma punkt izolowany.

Rozwigzanie:

Zalozmy, ze X nie ma punktu izolowanego. Niech X = {x,z5,...}. Dla kazdego i punkt z; jest
nie izolowany. Wowczas {z;} jest domkniety bo singletony w przestrzeni metrycznej sa domkniete.
Mamy int{z;} = (), poniewaz z; nie jest izolowany (bo gdyby int{z;} = {z;}, to {x;} bylby otwarty
i z; bytby jedynym punktem do niego nalezacym, czyli bytby punktem izolowanym). Mamy wiec
przeliczalnie wiele domknietych zbiorow brzegowych, czyli X = [ J{z;} jest zbiorem brzegowym na
mocy twierdzenia Baire’a. X ma wiec puste wnetrze, wiec nie moze by¢ cata przestrzenig.
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Cwiczenia 16

Przestrzenie zupelne

Zadanie 1.
Udowodnij, ze zbior liczb niewymiernych nie jest przeliczalng sumg zbioréw, ktore sa domkniete
na prostej euklidesowe;j.

Rozwigzanie:

Zatozmy nie wprost, ze R\ Q = |J F,, gdzie F,, C R jest zbiorem domknietym. Dalej, wiemy
n=1
ze F, CR\ Q, czyli IntF,, = (), bo w przeciwnym razie we wnetrzu znalezliby$my przedzial, a w

kazdym przedziale na R znajduje sie liczba wymierna. Liczby wymierne to Q = |J {q}, gdzie {¢}
qeQ
jest domknietym zbiorem o Int{q} = ). Stad

R=R\QuQ=JF U J{&
n=1 qeQ

Z twierdzenia Baire’a R jest wiec domknietym zbiorem brzegowym. Ale wiemy, ze R jest zupehy,
skad mamy sprzecznosc¢.

Zadanie 2.
Niech A C R"™ bedzie zbiorem przeliczalnym w przestrzeni euklidesowej R™. Niech Fj, C R bedzie
zbiorem domknietym brzegowym na prostej R, dla kazdego k£ = 1,2,.... Pokaz, ze istnieje punkt

c € R” taki, ze d.(c,a) ¢ | F, dla kazdego a € A (gdzie d. oznacza metryke euklidesowa w
k=1
przestrzeni R™).

Rozwigzanie:

Pokarzemy ze punkty, ktéore nie maja wymaganej wlasnosci, nie wypeliaja calej przestrzeni.
Punkty, ktére nie maja wymaganej wlasnosci to takie punkty = € R", Ze istnieje a € Ai k € N,
ze de(x,a) € Fy. Ustalmy a € A oraz k. Zdefiniujmy zbior

Sa = {x € R" | de(a,x) € Fy}

Zbiér punktow x, ktore nie spetniaja wymaganej wtasnosci to

X= J S

acA, keN

Niech z € R™ \ Sg;. Niech f : R" — R bedzie zadane wzorem f(z) = d.(z,a). Jest to funkcja
ciggla, zatem przeciwobraz zbioru domknigtego jest zbiorem domknigtym. Zbior Sy, = f~1(F})
jest wiec domkniety.

Zalozmy, ze intS,y, # 0, wtedy istnieje kula B.(z,7) C S, dla pewnego z € S,i. Odlegtosé kazdego
punktu z kuli od punktu a nalezy do zbioru Fj. Rozwazmy prosta przechodzaca przez z i a. Kula
Be(z,r) wykrawa z te] prostej przedzial, czyli (d.(z,a)—r,d.(z,a)+71) € F}, co przeczy brzegowosci
zbioru Fj,. Stad intSy, = 0.
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b‘n k

(L

B.(z,71)

Zbior Sy jest wiec domknietym zbiorem brzegowym. Ponadto zbidr X zawiera przeliczalnie wiele
sktadnikow (bo A jest przeliczalne i N jest przeliczalne), skad z twierdzenia Baire’a X jest zbiorem
brzegowym. Nie wypelnia wiec calej przestrzeni, czyli istnieje ¢ € R" taki ze ¢ ¢ X

Uwaga: Przeciwobraz zbioru brzegowego wzgledem funkcji ciaglej nie musi byé brzegowy.

Zadanie 3.

Niech F' C R bedzie domknietym brzegowym podzbiorem prostej euklidesowej R. Udowodnij, ze
istnieje punkt (a,b) na okregu jednostkowym S' = {(x,y) € R? | 2% +y? = 1} taki, ze dla kazdego
q € Qi dla kazdego ¢ € F zachodzi b # qa + c.

Rozwiazanie:
Punkty, ktore nie spelniaja wymaganej wlasnosci to takie punty (a, b) na okregu jednostkowym, ze

istnieje ¢ € Qic € F ze b = ga+c. Czyli zbidr punktow, ktore nie spetniaja wymaganej wlasnosci
to

X ={(z,y) € S" | Jyeq Jeer y = qz + ¢}

Wyraz wolny w wyrazeniu y = gx + ¢ to punkt na osi OY w ktéorym prosta przecina o§ OY.
Wygodnie wiec bedzie jesli F' bedzie podzbiorem prostej x = 0.

X = U {(z,y) €S" | Jer y=qv +c} := UXq
q€Q q€Q

Zbior {(z,y) € R? | y = qw + ¢} to prosta o nachyleniu ¢ przechodzaca przez punkt (0, a).

62




Marysia Nazarczuk Cwiczenia z topologii I

Y

Zalozmy, ze X, nie jest brzegowy, czyli ze int X, # (. Wtedy X, zawiera pewien tuk. Ale wowczas
obraz tego tuku w F' to pionowy odcinek, co przeczy brzegowosci zbioru F. Zatem X, musi by¢
brzegowy.

Niech ¢ : S' — R to rzut wzdluz prostej y = gx (czyli dany punkt z okregu rzutujemy na o$
OY). Jest to funkcja ciagta. Dalej mamy X, = ¢~ *(F), czyli skoro F byl domkniety to X, tez
jest domkniety:.

Z twierdzenia Baire’a, zbior X = (J X, jest zbiorem brzegowym. Nie wypelnia wiec calej prze-

qeQ
strzeni. Istnieje wiec punkt z okregu o szukanej wlasnosci.
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Cwiczenia 17

Przestrzen zupela to przestrzen metryczna (topologia wyposazona jest w metryke). Przestrzen
metryzowalna w sposob zupelny to taka przestrzen topologiczna, ze istnieje metryka d ktéra gene-
ruje te topologie (topologia nie musi mie¢ metryki) oraz przestrzen ta jest zupelna.

Zadanie 1.

Mowimy, ze przestrzen topologiczna X jest metryzowalna w sposob zupetny, jesli istnieje metryka
d na X generujaca topologie przestrzeni X i taka, ze przestrzeri metryczna (X, d) jest zupelna.
Udowodnij, ze

a) X jest metryzowalna w sposob zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy jest homeomorficzna z
przestrzenia zupelna

b) Przestrzen Q liczb wymiernych z topologia podprzestrzeni odziedziczong z prostej euklideso-
wej, nie jest metryzowalna w sposob zupelny

c) Jesli X jest metryzowalna w sposob zupelny i F' jest domknietym podzbiorem X, to F' C X
z topologia podprzestrzeni jest metryzowalna w sposob zupetny

d) Niech U C X bedzie otwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Udowodnij, ze U
z topologia podprzestrzeni jest metryzowalna w sposoéb zupetny

e) Ktore z ponizszych podprzestrzeni plaszezyzny euklidesowej R? sa metryzowalne w sposob

zupetny
° Xlz@XR
[} XQZQX(R\@)

[}
s

I

(@
A

—~
—~
3=
—

X

]
3=
i
N——

{(z,y) eR? | y # 0}
o Xs={(z,y) eR?|0<a?+y?> <1}
{(

r,y) €R? | /a2 +y? € Q)

s
I

Rozwigzanie:

e) Zbadajmy kazda podprzestrzen

e X; : Niech 41 = Q x {0} C X;. Zbior A; to domkniety podzbior w X;. Jest on
homeomorficzny z Q. Gdyby X; byla metryzowalna w sposoéb zupelny, to A; bylaby
metryzowalna w sposob zupelny. Tak jednak nie jest, bo A; >~ Q, a Q nie jest metry-
zowalna w spos6b zupelny.

e X, : Mamy analogiczng sytuacje, bo A; = Q x {v/2} C X, jest homeomorficzny z Q.

e X3: Mamy X3 ~Nx[0,1], bo{$ |n=1,2,...} xNoraz [0, 2] ~ [0,1]. Przestrzen N x
[0,1] € R? jest domknietym podzbiorem przestrzeni metryzowalnej w sposob zupelny,
zatem jest rowniez metryzowalna w sposob zupelny.

o X, : Zbior X, jest otwarty w R?, wiec jest metryzowalny w sposéb zupelny.
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e X5 : Zbior X5 jest otwarty w R?, wiec jest metryzowalny w sposob zupelny.

e Xg : Niech A4¢ = Xg N (R x {0}) ~ Q. Jest to zbiér domkniety, zatem nie jest
metryzowalna w sposéb zupeliny.

Zadanie 10.
Udowodnij, ze catkowicie ograniczona przestrzen metryczna (X, d) musi by¢ osrodkowa.

Rozwigzanie:
Dla kazdego n niech B, to skoriczona rodzina zbioréw o srednicy mniejszej niz % Wowezas | B, =
X. Dla kazdego B € B, niech x4 € B. Wtedy zbior | J{z'; | B € B, } := D jest gesty, bo jesli ...

Definicja: Przestrzenn X jest spojna wtedy i tylko wtedy, gdy nie da sie jej przedstawi¢ w
postaci sumy dwéch domknietych i niepustych podzbioréw.
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Cwiczenia 18

Zadanie 1.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. X jest spdjna
2. Jedynymi podzbiorami przestrzeni X, ktore sg jednoczesnie otwarte i domkniete sg () i X

3. Nie istnieje ciggta surjekcja z X na dwupunktows przestrzen dyskretng {0, 1}

Rozwiazanie:
1. = 2. Zal6zmy nie wprost, ze istnieje A C X, A # ()1 A # X taki, ze A jest otwarto-domkniety.
Wowcezas X \ A jest otwarto-domkniety. Wtedy AN (X \ A) = ) oraz X = AU (X \ A). Oba
zbiory A1 X \ A sa niepuste, zatem X nie jest spojne.
2. = 1. Zalézmy nie wprost, ze X = UUV | gdzie U,V to dwa roztacznie niepuste i otwarte zbiory.
Wtedy V = X \ U, ale wtedy V jest otwarto-domkniety, wiec mamy sprzecznosc.
2. = 3. W {0,1} zbiory {0} i {1} sa otwarto-domkniete. Zal6zmy, zZe istnieje ciagla suriekcja
f: X — {0,1}. Woéwczas f~1({0}) jest otwarto-domknicty w X. Skoro f jest ,na”, to istnieje
a € X taki, ze a € f71({0}) i istnieje b € X taki, ze b € f~1({1}). Stad f~'({0}) nie moze
by¢ caltoscig ani zbiorem pustym, nie moze wiec by¢ zbiorem otwarto-domknietym.
3. = 2. Zalézmy, ze istnieje A C X takize A# (i A # X oraz A jest otwarto-domkniety. Niech
f:X —{0,1} zadana bedzie wzorem
0 z¢ A
-

1 zc A

f jest ciagta, bo A jest otwarto-domkniety. Znéw mamy sprzecznosé.

Lemat: (Urysohn) Niech (X, 7) bedzie przestrzenia metryzowalna. Niech A, B C X beda
domkniete i roztaczne, czyli AN B = (). Wowczas istnieje funkcja ciagta h : X — [0, 1] taka, ze

h(z) = 0 dlazec A
1 dlazeB

Zadanie 2.
Udowodnij, ze jesli metryczna przestrzen spojna X ma przynajmniej dwa punkty, to musi by¢é mocy
€O najmniej continuum.

Rozwigzanie:
Niech a i b to te dwa punkty z X. Wowczas {a} oraz {b} to zbiory domkniete i roztaczne. Zatem
z lematu Uryhsona istnieje funkcja ciagla f: X — [0, 1] taka ze

0 dlazxz=a
f(w)_{l dlaz = b
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Skoro X jest spojny, to f(X) jest spojny, czyli
f(X) < [0,1]

Wiemy, ze f(X) jest przedziatem, zatem skoro f(a) = 0 oraz f(b) = 1, to z wlasnosci Darboux
f(X) =10,1]. Stad | X| > [f(X)| = ¢

Zadanie 3.
Niech C' oznacza zbior Cantora. Wiemy, ze [0, 1] jest ciaglym obrazem C. A czy C jest ciaglym
obrazem [0, 1]7

Rozwigzanie:
Obraz zbioru [0, 1] wzgledem funkeji ciaglej jest spojny. Zbior C' nie jest spojny, zatem C' nie moze
by¢ ciagtym obrazem [0, 1].

Zadanie 4.

Niech dane bedzie pokrycie przestrzeni spojnej X zbiorami otwartymi U, C X, ¢ € T'. Udowodnij,
ze kazda para punktow a, b € X daje sie polaczyé skonczonym tanicuchem ztozonym ze zbiorow Uy,
to znaczy istnieja wskazniki 1, ..., ¢, takie, ze a € Uy, Uy, NU, £ 0,..., U, NU;, #0, b€ Uy,.

Rozwigzanie:

Zadanie 5.
Niech f : R - R i g : R — R beda funkcjami spelniajacymi réwnosé f(x) < g(z) dla kazdego
x € R. Niech

S={(z,y) eR?| f(z) <y < g(x)}
Udowodnij, ze jesli f jest funkcja ciagta, to S jest zbiorem spéjnym na ptaszczyznie.

Rozwiagzanie:
Zbior S jest tukowo spojny, poniewaz wykres funkeji f jest tukowo spojny oraz kazdy odcinek
doczepiony do grafu réwniez jest tukowo spojny spojny. Zatem z twierdzenia o sumie zbior S jest
tukowo spojny.

Zadanie 6.
Niech

1\? 1
Anz{(x,y)eRQIx“ryQ:(;) ,xSOlubySO} U {(—w) 6R2\0§y§1}
n

Udowodnij, ze zbior A; U As U ... jest spéjnym podzbiorem ptaszczyzny euklidesowe;j.

Rozwigzanie:
Narysujmy zbior X = A; U Ay U. ..
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Niech f: X — {0,1} bedzie ciagta. Pokazemy, ze f jest stala na X, bo wtedy X bedzie spojna.
Zbior A, jest spojny dla kazdego n, poniewaz jest homeomorficzny z [0, 1]. Dla dowolnego n funkcja
f jest stala, czyli dla kazdego n mamy f[A,] = {0} lub f[A,] = {1}. Niech Ny = {n € N| f[4,] =
{0}} oraz niech Ny = {n € N | f[A,] = {1}}. Jeden z tych zbioréw jest nieskoniczony. Bez straty
ogolnosci zat6zmy, ze N; jest nieskonczony. Bez straty ogélnosci niech N; bedzie nieskonczony.
Niech n; < ny < ... to ciag rosngcy taki ze dla kazdego i mamy n; € N;. Pokazemy, ze Ny = ().
Zalozmy, ze Ny # 0 i niech m € Ny, czyli f[A,] = {0}. Mamy (0,1) € A, oraz f((0,21)) = 0.
Mamy (-, L) — (0, +), ale f((niz, L)) = 1. Z ciaglosci funkeji f mamy

oos{(od) - ((28) -
m i—00 n; m

Mamy wiec sprzecznosé, wiec Ny = 0, wiec f[A,] = {1} dla kazdego n, zatem f(|JA,) = {1},
wiec X jest spOjne.

Zadanie 7.
Pokaz, ze zbior

X = nL:Jl ({ﬁ} x [0, 1]) unL:Jl ([—1,0] x {5}> Un!l <{—ﬁ} X [_1,0]) uanjl ([o, 1] x {_E})
jest spojny ale nie jest tukowo spéjny na plaszczyznie euklidesowej.

Rozwiazanie:
Narysujmy ten zbior
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Cwiczenia 19

Spo6jnosé

Zadanie 1.
Udowodnij, Ze przestrzen otrzymana z plaszczyzny euklidesowej R? poprzez usuniecie z niej prze-
liczalnie wielu punktéw, jest tukowo spdjna.

Rozwigzanie:

Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Niech a,b € R* \ A. Przez punkt a mozemy poprowadzi¢
continuum wiele prostych. Niech P to rodzina prostych przechodzacych przez a. Istnieje jakas
prosta nie przechodzg przez dowolny punkt z A. Analogicznie istnieje prosta przechodzaca przez
b roztaczna ze zbiorem A oraz nieréwnolegla do poprzedniej prostej. Proste te sie przecinaja, wiec
punkty a i b sa polaczone tamana, wicc R? \ A jest tukowo spojne.

Zadanie 2.
Ktére z ponizszych podprzestrzeni plaszezyzny euklidesowej R? sg homeomorficzne?

a) Xy ={(a,y) | y=sinl| a0}

b) Xo=X1U{(0,y) |ye[-1,1]}

¢) Xz={(z,y) ly=sing[2>0}U{(0,y)]ye[-1,1]}
Zadanie 3.

Uzasadnij, Ze nastepujace litery (traktowane jako podzbiory plaszczyzny euklidesowej) sa parami
niehomoeomorficzne: S, P, T, X.

Zadanie 4. o
Niech a = {(0,0)}, b= {(1,0)} i niech X = {a,b} U ngl([(), 1] x {%})

a) Wyznacz sktadowe spojnosci zbioru X
b) Wykaz, ze X nie jest homeomorficzna z Y = X \ {a}

¢) Czy Y U{(3,0)} jest homeomorficzna z X?
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