Uniwersytet Warszawski
Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Marysia Nazarczuk
Nr albumu: 417755

Ultrakrotkie wprowadzenie
do teorii graféw

Praca licencjacka
na kierunku MATEMATYKA

Praca wykonana pod kierunkiem
dr. hab. Michat Pilipczuk prof. UW
Wydzial MIM

Warszawa, Luty 2024






Spis tresci

Whprowadzenie . . . . . . . .. )
1. Podstawy . . . . . . . e 7
1.1. Podstawowe definicje . . . . . . . . . .. 7

2. Skojarzenia . . . . . ... 9
2.1. Grafy dwudzielne . . . . . . .. 9
2.2. Twierdzenie Halla . . . . . . . . . . .. 10
2.3. Wzoér Ore’a i twierdzenie Kéniga . . . . . . . . . ... ... oo 12
2.3.1. Twierdzenie Kéniga . . . . . . . . . . ... 12

2.3.2. Wzdr Ore’a . . . . . . . . e 12

2.4. Twierdzenie Tutte . . . . . . . . . . . e 13

3. Cykl Eulera i Hamiltona . . . . . . .. .. ... ... . ... ... .. .. 17
3.1. CyklEulera . . . . . . . . . 17
3.2, Cykl Hamiltona . . . . . . . . . . . . 18

4. Drzewa . . . . .. 19
4.1. Twierdzenie Cayleya . . . . . . . . . . 19
4.2. Twierdzenie Kirchoffa . . . . . . . . . . . .. . 20

5. PlanarnoS$¢ . . . . . . . L 23
5.1. Wzér Eulera . . . . . . . 23
5.2. Charakterystyka graféow planarnych . . . . . . ... ..o 0000000 24

6. Kolorowanie . . . . . . . . . . L 25
6.1. Wprowadzenie . . . . . . . . . 25
6.1.1. Twierdzenie Brooksa . . . . . . . . . . ... 25

6.1.2. Kolorowanie krawedziowe . . . . . . . . ... oL 27

6.2. Kolorowanie graféow planarnych . . . . . . . . ... ... oL 27
6.3. Grafy na réznych powierzchniach topologicznych . . . . . . . .. ... ... ... ... 28

7. Homomorfizmy . . . . . . . . . .. 31
7.1. Homomorfizm . . . . . . . . . . e 31
7.2. Funkcja n(k,0) . . . . 31
7.2.1. Grafy Mycielskiego . . . . . . . . .. 32

7.2.2. Ograniczenia funkcji n(k,0) . . . . ... 33

7.3. Hipoteza Chena-Raspauda . . . . . . . . .. ... ... ... .. ... ... ... ... 36
7.3.1. Grafy Knesera - wtasnosci grafu Petersena . . . . . . . .. ... ... ... .. 36

7.3.2. Mad i hipoteza Chen-Raspauda . . . . . . . .. ... ... ... ... ...... 37

8. Minory . . . . . . . e 39
8.1. Nowe spojrzenie na twierdzenie Kuratowskiego i twierdzenie Wagnera . . . . . . . .. 39
8.2. Twierdzenie Robertsona—Seymoura . . . . . . . . .. ... ... L. 40



9. Podsumowanie . . . . . . . ..

Bibliografia . . . . . . . . e



Wprowadzenie

Studiujac matematyke, napotkatam sie z ciekawa galezia matematyki jaka sg grafy. Brakuje przed-
miotéw oraz materiatéw dydaktycznych dla mtodych studentéow. Praca ta jest wiec skierowana do
wszystkich tych, ktorzy chca sie wglebi¢ w tematyke grafow.

Grafy to bardzo wazne narzedzie uzywane w wielu dziedzinach zycia. Shuza do abstrakcyjnej reprezen-
tacji (potaczen /relacji) miedzy obiektami. Sa uzywane w planowaniu tras komunikacyjnych, w analizie
sieci spoteczno$ciowych, w uktadaniu planéw lekcji i wielu innych zastosowaniach.

W pracy skupimy sie na oméwieniu podstawowych rzeczy zwiazanych z grafami. Wprowadzimy pod-
stawowe definicje oraz twierdzenia, ktore przydatne sa w algorytmicznym zastosowaniu teorii grafow.
Analizujac dowody, poznamy wiele przydatnych technik dowodzenia oraz doglebniej zrozumiemy struk-
ture grafow.

W pierwszym rozdziale wprowadzimy podstawowe pojecia dotyczace grafow. W kolejnym rozdziale
omoéwimy skojarzenia w grafach, czym sa grafy dwudzielne oraz czym sie charakteryzuja. Poznamy
twierdzenie Halla, K&niga, Ore’a oraz Tutte-Berga. W rozdziale trzecim opowiemy o cyklach Eu-
lera i Hamiltona oraz ich charakterystyce. Rozdziat czwarty skupi sie na drzewach, a wlasciwie na
drzewach rozpinajacych w grafach. Nastepnie przejdziemy do planarnosci grafow, gdzie skupimy sie
na ich charakterystyce oraz poznamy wzér Eulera. W rozdziale széstym przyjrzymy sie kolorowa-
niu graféw. Omoéwimy twierdzenie Brooksa, kolorowanie krawedziowe oraz kolorowanie graféw pla-
narnych. Rozdziatl si6dmy bedzie zawieral moje wlasne przykltady i przemyslenia dotyczace homo-
morfizmach w grafach. Przyjrzymy sie¢ funkcj n(k,[) przydatnej w kolorowaniu graféw oraz poznamy
hipoteze Chena-Raspauda. Ostatnim dzialem bedza minory, w ktérych wprowadzimy réwnowazne
sformutowanie twierdzenia Kuratowskiego oraz twierdzenia Wagnera. Oméwimy réwniez twierdzenie
Robertsona-Seymoura, ktore pozwoli uogélni¢ twierdzenia dla graféw planarych na inne klasy grafow.

W pracy skupiamy sie na poznaniu podstawowych wlasnosci dla graféw, jednak w koncowych roz-
dziatach przyjrzymy sie trudniejszym zagadnieniom z teorii graféw, ktore zawieraja wiele ciekawych
probleméw do rozwigzania.

Mam nadzieje, ze po przestudiowaniu tej pracy, czytelnik zaciekawi sie grafami na tyle, ze sam sprobuje
dalej zagtebiaé sie w te pasjonujaca dziedzine.



Adnotacja

Dowody obarczone zakonczeniem (' lub [0 nie pochodza z zadnej literatury. Sa one udowodnione
przez autora pracy ((J') lub zostaly poznane przez niego na drodze nauki réznych przedmiotéw mate-
matycznych i informatycznych ((J2).



Rozdzial 1

Podstawy

1.1. Podstawowe definicje

Definicja 1.1.1. Graf (niesierowany) to para (V, E) gdzie V to zbior wierzchotkow, zasg E to zbior
krawedzi (czyli nieuporzadkowanych par wierzchotkow).

Grafy mozemy graficznie reprezentowaé za pomocs punktéw oznaczajacych wierzcholtki oraz krzywych,
ktore beda oznaczaé¢ krawedzie. Na potrzeby pracy zatdézmy, ze grafy nie maja wielokrotnych krawedzi
oraz nie istnieja krawedzie postaci {v,v}, czyli petle. Mowimy, ze krawedZ jest incydentna z wierz-

chotkami v i w, jesli taczy dwa wierzcholtki. Stopien kazdego wierzchotka to liczba krawedzi z nim
incydentnych. Oznaczamy go przez deg(v).

Przyktadowy graf o 13 wierzchotkach i 17 krawedziach

Przejdzmy teraz do podstawowych definicji zwigzanych z grafami.

Fakt 1.1.1. (Lemat o usciskach dloni) Dla kazdego grafu suma stopni wszystkich wierzchotkow jest
dwa razy wieksza od liczby krawedzi w grafie.

Whniosek 1.1.1. W kazdym grafie liczba wierzchotkéw nieparzystego stopnia jest parzysta.
Przejdzmy teraz do kilku waznych definicji zwigzanych z grafami.

Definicja 1.1.2. H jest podgrafem G jesli V(H) C V(G) oraz E(H) C E(G).

Definicja 1.1.3. Marszruta w grafie G to ciag wierzchotkow (vg, v, . .., vg) taki, ze {v;, viy1} € E(G)
dla 0 <4 < k. Dlugo$¢é marszruty to liczba krawedzi k. Droga to marszruta bez powtorzen krawedzi.
Sciezka to marszruta bez powtorzen wierzchotkow. Cykl to droga zamknieta (vg = v). Cykl prosty
to cykl bez powtoérzen wierzchotkow.



Definicja 1.1.4. Graf G jest spojny jesli dla kazdych u,v € V(G) istnieje Sciezka od u do v. Mak-
symalny podgraf spojny to spdjna sktadowa. Graf jest dwuspdjny jesli usuniecie pojedynczego
wierzchotka (oraz incydentnych z nim krawedzi) go nie rozspojnia. Ogoélniej, grafu k-spdjnego nie roz-
spojnia usuniecie k — 1 wierzchotkéw. Wierzchotek, ktérego usuniecie zwieksza liczbe spéjnych sktado-
wych, nazywamy wierzchotkiem rozcinajgcym lub punktem artykulacji. Dwuspéjna skladowa
to maksymalny podgraf dwuspdjny.

Definicja 1.1.5. Graf jest k-regularny, jesli kazdy jego wierzcholek ma stopien k. Klika K, to graf
o n wierzchotkach, ktory jest (n — 1)-regularny.

Klika Kg

Definicja 1.1.6. Dopelnienie G grafu G to taki graf, ze V(G) = V(G) oraz E(G) wszystkie krawe-

dzie z kliki na wierzchotkach V(G) bez tych krawedzi, ktore naleza do E(G).

Przyklad 1.1.1. Pokazemy, ze przynajmniej jeden z grafow G, G jest spojny. Rozwazmy spdjne
sktadowe grafu G. Wezmy teraz dwa wierzchotki z r6znych spéjnych sktadowych v, w. Sa one potaczone
w dopeieniu G, poniewaz nie byly polaczone w grafie G. Z kolei kazde dwa wierzcholki v, u lezace w
jednej spojnej sktadowej sa potaczone Sciezka dhugosci dwa przechodzacy przez wierzchotek w, ktory
lezy w innej spojnej sktadowej. Zatem dopelnienie jest spojne.



Rozdzial 2

Skojarzenia

W tym rozdziale oméwimy pojecie skojarzenia w grafach. Jest to zbior krawedzi w grafie, ktore lacza
wierzchotki w taki sposob, ze kazdy wierzchotek jest incydenty z maksymalnie jedna krawedzia ze
skojarzenia.

Definicja 2.0.1. Podzbiér M zbioru krawedzi grafu G jest skojarzeniem jesli dla kazdych ey, es € M,
e1 Nes = 0, czyli krawedzie nie maja wspolnego wierzchotka. Skojarzenie M jest doskonale jesli dla
kazdego v € V(G) istnieje e € M, ze v € e.

Pewne skojarzenie oraz skojarzenie doskonate w grafie

2.1. Grafy dwudzielne

Grafy dwudzielne to takie grafy, w ktorych zbiér wierzchotkéw mozna podzielié na dwie roztaczne
czeécl tak, ze wszystkie krawedzie tacza wierzchotki z réznych czesci.

Definicja 2.1.1. Graf G jest dwudzielny jesli V(G) = V3 U Vs, gdzie V1 NVa = 0 i kazda krawedz ma
jeden koniec w Vi, za$ druga w Va.

Sformutujmy teraz twierdzenie, ktore charakteryzuje grafy dwudzielne.

Twierdzenie 2.1.1. (Charakteryzacja grafow dwudzielnych) Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko
wtedy, gdy nie zawiera cykli nieparzystej dlugosci.



Dowdad.

= Marszruta zaczynajace si¢ w zbiorze V; i majaca dtugoéé k konczy sie w zbiorze Viig mod 2, zatem
jesli zaczynamy cykl w zbiorze Vi i koniczymy cykl w zbiorze V1, to $ciezka ta ma dlugoéé k, gdzie
k = 0 mod 2. Zatem kazdy cykl ma parzysta dlugosé.

< Zalozmy, ze graf G nie zawiera cykli nieparzystej dtugosci i ze jest spojny (bo wowczas kazda spojna
sktadowa mozemy rozpatrywaé¢ oddzielnie). Ustalmy vy € V(G) oraz zdefiniujmy V; jako takie
wierzchotki v, ze dlugo$é najkrotrzej sciezki od vy do v jest parzysta, oraz Vo = V(G) — V3
Gdyby istniata krawedz taczaca u i v, ktore naleza do tego samego zbioru V;, to woéwczas wraz z
najkrotszymi Sciezkami vg — v oraz vg — u otrzymujemy droge zamknieta nieparzystej dtugosci,
w ktorej zawiera sie cykl nieparzystej dtugosci. [

2.2. Twierdzenie Halla

Twierdzenie Halla, nazwane na cze$¢ Philipa Halla, jest fundamentalnym wynikiem teorii graféw. Jego
celem jest badanie warunkéw koniecznych i wystarczajacych do istnienia skojarzeri w grafach dwudziel-
nych.

Wprowadzmy kilka waznych definicji, by méc sformutowaé twierdzenie Halla.

Definicja 2.2.1. Dla danego wierzchotka v € V przez N(v) oznaczamy sasiedztwo otwarte v, czyli
{u € V :uv € E}. Przez N[v] oznaczamy sasiedztwo domkniete, czyli N(v) U{v}. Dla S CV przez
jego domkniete sasiedztwo N [S] rozumiemy J,cg IV [v]. Przez jego otwarte sasiedztwo N (.S) rozumiemy
N[S] - S.

Definicja 2.2.2. Niech G = (V4 U V,, E) bedzie grafem dwudzielnym. Defektem zbioru S C V;
(ozn. def(S)) nazwiemy wielkosé |S| — |[N(S)|. Defektem grafu def(G) nazywamy najwickszy defekt
podzbioru V.

Twierdzenie 2.2.1. (Hall) Niech G = (V1 U V4, E) bedzie grafem dwudzielnym. W G istnieje skoja-
rzenie o mocy |Vi| wtedy i tylko wtedy, gdy def(G) = 0.

Zanim jednak przejdziemy do dowodu, udowodnimy lemat pomocniczy, do ktérego przydadza nam sie
dwie definicje.

Definicja 2.2.3. Sciezka alternujaca to taka $ciezka, na ktorej krawedzie ze skojarzenia i krawedzie
spoza skojarzenia wystepuja na przemian.

Definicja 2.2.4. Sciezka powiekszajaca to taka Sciezka alternujaca, ze pierwszy i ostatni wierzcho-
tek nie sg skojarzone, to znaczy ze nie sg incydentne z krawedzia ze skojarzenia.

Lemat 2.2.1. (Twierdzenie Berge’'a) |[1] Skojarzenie M w grafie G jest maksymalne wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje w nim zadna Sciezka powiekszajaca.

Dowdad.

= Gdyby w grafie istniata Sciezka powiekszajaca, to zamieniajac w niej krawedzie skojarzone na
nieskojarzone i nieskojarzone na skojarzone otrzymalibySmy skojarzenie M’ ktore ma wiece]
krawedzi niz skojarzenie M, stad M nie bytlo maksymalne.

< Niech M; oraz My beda pewnymi skojarzeniami w tym grafie. Niech krawedz ktéra pochodzi ze
skojarzenia M ma kolor niebieski, za$ niech krawedz ktora pochodzi ze skojarzenia My ma kolor
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czerwony. Niech H bedzie grafem, ktory powstaje z réznicy symetrycznej Ms oraz My, to znaczy

V(H) = V(G) oraz E(H) = (Ml — MQ) U (MQ — Ml)

N

My My
H

Pokazemy, ze kazda spojna sktadowa H to albo z wierzcholek, albo $ciezka alternujaca albo z cykl
parzystej dtugosci. Kazdy wierzchotek w H bedzie mial stopienn maksymalnie 2. Jesli dana spojna
sktadowa ma wierzchotek stopnia 0, to jest to spdjna sktadowa sktadajaca sie z pojedynczego
wierzchotka. Jesli dana spojna sktadowa ma wierzchotek stopnia 1, to mamy przypadek Sciezki.
Jedli kazdy wierzchotek jest stopnia 2, to mamy cykl. Pokazemy, ze cykl ten ma parzysta dtugosé.
Kazdy wierzchotek jest incydentny z jedna krawedzia czerwona i jedna niebieska, wiec rzeczywiscie
cykl ma parzysta dtugosé. Wezmy teraz takie skojarzenie M, ktore nie jest maksymalnym oraz
niech Ms bedzie skojarzeniem od niego wiekszym. Wowczas liczba czerwonych krawedzi w H
jest wieksza niz liczba niebieskich krawedzi, gdyz w przeciwnym przypadku graf M; miatby
wieksze skojarzenie niz My. Co wiecej skoro wszystkie cykle w H sa parzystej dtugosci, to pewna
sktadowa ktora jest Sciezka ma wiecej czerwonych krawedzi niz niebieskich, czyli znalezlismy
Sciezke powiekszajaca. [

Mozemy wiec przejsé¢ do dowodu twierdzenia Halla

Dowdd twierdzenia Halla. O

= Zalozmy, ze istnieje S C V; takie, ze def(S) > 0, wowczas |S| > |[N(S)]|, czyli nie mozna znalezé

skojarzenia z S w N (S), ktore kojarzyloby kazdy wierzcholek z S. Zatem nie istnieje skojarzenie
Z V1 do V2.

< Zalozmy deg(G) = 0, czyli ze dla kazdego S C Vj zachodzi |S| < |N(S)|. Wezmy dowolne skojarze-

nie maksymalne i pokazemy, ze jest mocy |Vi|. Zalézmy przeciwnie, Ze skojarzenie maksymalne
nie jest mocy |Vi|. Istnieje wowczas pewien niepusty zbior S; C V; taki, ze jego wierzchotki sa
nieskojarzone.

(TSN
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Rozwazmy N (S1). Mamy |N(S1)| > |S1|. Kazdy wierzcholek z N(S7) musi by¢ skojarzony z
jakim§ wierzchotkiem z V; — S7, bo w przeciwnym razie skojarzenie mozna bytoby powickszy¢.
Niech Sy to S oraz wierzcholki z Vi, ktore sa skojarzone z wierzchotkami z N(S7). Rozwazmy
N(S2). Mamy |N(S2)| > |S2| = |S1| + [N(S1)| > |N(S1)|, zatem w zbiorze N(S3) — N(S1)
musi istnie¢ co najmniej jeden wierzcholek. Kazdy wierzchotek z N(S2) musi by¢ skojarzony z
jakim§ wierzchotkiem z Vi — S5, bo w przeciwnym razie znalezliby$my Sciezke powiekszajacy.

W analogiczny sposob definiujemy zbiory Ss, Sy, ..., powtarzajac te operacje w nieskoriczonos¢.
Kazdy z tych zbiorow jest niepusty. Ale jako, ze |V1| < oo, to operacja ta kiedy$ musi sie zakonczy¢
|:|2

2.3. Wz6r Ore’a i twierdzenie Kéniga

Twierdzenie Kéniga nazwane jest na czes¢ wegierskiego matematyka Dénesa Kéniga, ktéry zapoczat-
kowal badania nad tym zagadnieniem. Twierdzenie Kéniga stanowi kluczowy punkt odniesienia w
analizie struktury graféw dwudzielnych oraz w rozwiazywaniu probleméw zwiazanych ze skojarzeniami
w takich grafach. Zaréwno twierdzenie Kéniga jak i wzor Ore’a przydatne sa do wyznaczania mocy
najwiekszego skojarzenia w grafach dwudzielnych.

2.3.1. Twierdzenie Kd&niga

Definicja 2.3.1. Podzbiér I zbioru wierzchotkéw grafu G jest niezalezny jesli dla kazdych u,v € I,
{u,v} ¢ E(G). B jest pokryciem wierzchotkowym w G wtedy i tylko wtedy, gdy V(G) — B jest
zbiorem niezaleznym (czyli kazda krawedz ma ktorys$ koniec w B).

Twierdzenie 2.3.1. (Kéniga) W grafie dwudzielnym licznosé najmniejszego pokrycia wierzchotko-
wego jest réwna licznosci najwiekszego skojarzenia.

Dowdd. Niech P bedzie najmniejszym pokryciem wierzchotkowym oraz niech M bedzie maksymalnym
skojarzeniem. Pokazemy, ze |P| = |M].

> Aby pokry¢ krawedzie z najwiekszego skojarzenia, musimy dla kazdej krawedzi ze skojarzenia
wybraé jeden wierzcholek z nia potaczony. Zatem |P| > |M|.

< Ogznaczmy przez S1 zbiér nieskojarzonych wierzchotkow w Vi, za§ przez So zbiér nieskojarzonych
wierzchotkéw w Va. Niech X bedzie zbiorem tych wierzchotkéw, ktére wystepuja na Sciezkach
alternujacych o poczatkach w wierzchotkach z S oraz niech Y bedzie zbiorem tych wierzchotkéw,
ktore wystepuja na $ciezkach alternujacych o poczatkach w wierzchotkach z So. Musi zachodzié
X NY = 0, bo inaczej M nie byloby maksymalny. Przez U oznaczmy zbiér pozostalych wierz-
chotkow. Niech X7 = X NV, Xo=XNW, Y1 =Y NV, Yo =Y NV, U =U NV oraz niech
Us; = U N Vs, Pokazemy, ze Xo U Y] UU; tez jest pokryciem wierzchotkowym. Zauwazmy, ze z
definicji X 1Y wszystkie krawedzie z X1 wchodza do Xo, zas wszystkie krawedzie z Yo wchodza
do Y;. Pozostaje zauwazy¢, ze krawedzie z Uz nie moga wchodzi¢ do X1, czyli wchodza do U; UY;.
Zatem XoUY;UU] jest pokryciem wierzchotkowym. Dodatkowo kazdy wierzchotek w XoUY;UU;
nalezy do jakiej$ skojarzonej krawedzi i zadna krawedZ w M nie ma obu koricow w X UY; UUj,
zatem |M| > |Xo UY, UUL| > |P| 02

2.3.2. Wz6r Ore’a

Twierdzenie: (Wzor Ore’a) Moc najwickszego skojarzenia w grafie dwudzielnym to |Vi| — def(G).
Dowdad.

< Niech def(G) = k, oznacza to, ze istnieje S C V7, takie ze |S| = |[N(S)|+k, czyli mamy co najmniej
k wierzchotkow w V1, ktoére nie beda skojarzone.
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> Rozwazmy graf G, taki ze def(G) = k. Do zbioru Vo dodajemy k wierzchotkéw oraz taczymy je z
wszystkimi wierzchotkami z V;. Wéwczas kazdy wierzchotek z V; jest skojarzony z jakims wierz-
chotkiem z V5. Zatem istnieje skojarzenie z Vi do Vo mocy V;. Usuwajac dodane wierzchotki
mozemy stwierdzi¢, ze maksymalne skojarzenie z V1 do Vo ma moc co najmniej |V;| — k. [J?

2.4. Twierdzenie Tutte

Zanim przytoczymy i udowodnimy twierdzenie Tuttego udowodnimy wczesniej twierdzenie Tutte-
Berge’a. Wprowadzmy najpierw nowe definicje.

Definicja 2.4.1. Niech odd(S) oznacza liczbe sktadowych grafu G[S] o nieparzystej mocy. Deficytem
df zbioru S w grafie G nazywamy df(S) = odd(V — S) — |S|. Deficyt grafu G to maksimum deficytow
po podzbiorach. Zbior cc(G) zawiera wszystkie spojne sktadowe grafu G.

Zanim przejdziemy do twierdzenia Tutte-Berge’a wprowadzimy kilka lematow. Ustalmy graf G =

(V. E).

Lemat 2.4.1. Dla kazdych S,T C V zachodzi |V | = df(S) =2 df(T).

Dowdd. df(A) = odd(V — A) — |A| =2 ( > |C’|> — A =|V-Al—|A| = |V - A|+ |A| = |V]
Cecc(G—-A)

|:|2

Niech Shax bedzie zbiorem o maksymalnym deficycie w G, ktéry ma najwieksza mozliwg moc.

Lemat 2.4.2. Wszystkie spdjne sktadowe grafu G — Spax maja nieparzysta moc.

Dowdd. Zatozmy przeciwnie i wezmy C' o mocy parzystej oraz u € V(C). Wowczas C' — v ma co
najmniej jedna spojna skltadowa o mocy nieparzystej. Stad odd(V — (Smax U {u})) > odd(V — Smax),
wiec df(SmaxU{u}) = 0odd(V — (SmaxU{u})) = |SmaxU{u})| > df(Smax). Z drugiej strony |SmaxU{u}| >

|Simax|, Wiec mamy sprzecznogé. [12
Lemat 2.4.3. Niech C € cc(G — Smax) oraz u € V(C), wowczas df(C' — u) = 0.

Dowdd. Zatozmy, ze istnieje T' C V(C —u) taki, ze (C' —wu) — T ma wiecej niz |T| spojnych sktadowych
o nieparzystej mocy.

Woéwcezas
® [Smax U{u} UT| = |Smax| + [T + 1 > |Smaxl,

¢ 0dd(G — (Smax U{u} UT)) > (0dd(G — Smax) — 1) + |T| + 1 = 0o(G — Spmax) + |T|, zatem
df(Smax U{u}UT) = 0dd(G — (SmaxU{u} UT)) — | Smax U{u}UT| > o(G — Smax) +|T'| — (| Smax| +
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|T|4+1) = 0dd(G — Smax) — |Smax| — 1 = df(Smax) — 1. Ale jako, ze df(Spax U{u}UT) =2 df(Smax),
to stad wynika, ze df(Smax U {u} UT) > df(Smax)-

Mamy wiec sprzecznogé. [12

Definicja 2.4.2. Graf G jest krytyczny jesli dla kazdego v € V', graf G — v ma skojarzenie doskonate.

Lemat 2.4.4. Niech H bedzie grafem dwudzielnym, w ktorym Vi = Spax oraz Vo = cc(G — Smax),
gdzie wierzchotki u € Vj oraz C € V5 sg polaczone wtedy i tylko wtedy gdy istnieje v € C' takie, ze
v € N(u). Wowcezas H ma skojarzenie z V1 w Vo, kojarzace kazdy wierzchotek z V.

Dowdd. Zatozmy, ze istnieje X C Spax, takie ze [Ny (X)| < | X|. Zatem |Smax — X| = |Smax| — | X| oraz
0dd(G — (Smax — X)) > 0dd(G — Spax) — |[Ng(X)|. Wowezas df(Spax — X) = odd(G — (Spmax — X)) —
[Smax — X| = 0dd(G = Smax) = [N (X)| = ([Smax| — |X]) = df(Smax) + [X| = [Ng(X)| > df(Smax).

Mamy wiec sprzecznosé, gdyz defekt Spax nie moze byé mniejszy niz defekt innego podzbioru. 12

Mozemy wiec przej$é¢ do twierdzenia Tutte-Berge’a.

Twierdzenie 2.4.1. (Tutte-Berge) Niech G bedzie grafem, zas niech M bedzie maksymalnym sko-
jarzeniem w nim. Wtedy |V| — 2|M| = df(G).

Dowdad.

>

IN

Rozpatrzmy zbior Spax. Wowcezas we wnetrzu kazdej nieparzystej sktadowej G — Spax znajduje
sie wierzchotek, ktory albo jest nieskojarzony, albo skojarzony z czyms z Smax. Ale 2 Smax jest
skojarzonych co najwyzej |Smax| wierzchotkow, czyli pozostaje co najmniej df(G) wierzchotkow
nieskojarzonych.

Dowdd bedzie przez indukcje po |V(G)|. Dla |V (G)| = 1 teza jest jasna. Niech wiec |V (G)| =n
oraz zaldézmy, ze teza zachodzi dla wszystkich grafow o liczbie wierzchotkéw mniejszej niz n. Niech
bedzie Smax C V(G). Z Lematu 2.4.2 wszystkie spojne sktadowe G — Spax maja nieparzysta moc
oraz z Lematu 2.4.3 dla C' € cc(G — Spax) oraz dowolnego u € V(C) mamy df(C —u) = 0. Z
zalozenia indukcyjnego, to ze df(C'—u) = 0 oznacza, ze w tym grafie istnieje skojarzenie doskonate
M. Stad wszystkie C' € cc(G — Smax) sa krytyczne. Z Lematu 2.4.4 wiemy, ze istnieje skojarzenie
7 Smax W ¢c(G — Smax) W grafie H, kojarzace wszystkie wierzcholki z Spax. Wowczas dla kazdego
C € cc(G — Smax) istnieje u € V(C) takie, ze u jest polaczone z wierzcholkiem z Spax. Ale w
C' — u istnieje skojarzenie doskonate, bo C' jest krytyczne. Konstruujemy teraz skojarzenie M dla

grafu G. Bierzemy skojarzenie dla H i dopetniamy je skojarzeniami dla kazdych graféw C' — w.
D2
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Whioskiem z tego twierdzenia jest twierdzenie Tutte’a ktére moéwi o skojarzeniach doskonalych w
grafach.

Twierdzenie 2.4.2. (Tutte) W grafie G istnieje skojarzenie doskonale wtedy i tylko wtedy, gdy
df(G) = 0.
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Rozdzial 3

Cykl Eulera 1 Hamiltona

Cykl Eulera oraz cykl Hamiltona sa waznymi pojeciami w teorii graféw. Oba dotycza przemieszczenia
sie po grafie w taki spos6b aby wszystkie wierzcholki zostalty odwiedzone. Mimo iz zalozenie jest
podobne, oba cykle réznig sie wlasnosciami, zastosowaniami oraz trudnoscia rozwiazania probleméw.
Cykl Eulera to taki cykl w grafie, ktéry przechodzi przez kazda krawedz w grafie doktadnie raz, zas cykl
Hamiltona to taka zamknieta Sciezka w grafie, ktora przechodzi przez kazdy wierzchotek doktadnie raz,
tworzac cykl. Znajdowanie cyklu Eulera w grafie jest prostym problemem. Da sie go rozwigzaé¢ w
czasie wielomianowym. Znajdowanie cyklu Hamiltona lub sprawdzenie czy on istnieje, w odrdznieniu
od problemu znajdowania cyklu Eulera, jest bardzo trudnym zagadnieniem i nalezy do probleméw
NP-trudnych. Z problemem znajdowania cyklu Hamiltona, $cisle zwiazany jest problem komiwojazera.
Oba problemy maja liczne zastosowania w planowaniu tras i w problemach logicznych.

3.1. Cykl Eulera

Definicja 3.1.1. Cykl Eulera w grafie to cykl przechodzacy przez kazda krawedz doktadnie raz. Graf
zawierajacy cykl Eulera nazywamy eulerowskim.

Twierdzenie 3.1.1. (Charakteryzacja grafow eulerowskich) Graf spojny G ma cykl Eulera wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka v € V(G) stopien tego wierzchotka jest parzysty.

Dowdad.

= Niech kazda krawedZ bedzie na poczatku zgaszona i po przejéciu dana krawedzia ja zapalamy.
Chcemy zapali¢ kazda krawedZ dokladnie raz. Ustalmy dowolny wierzchotek v € V(G) i niech
n to liczba zapalonych krawedzi przy danym wierzchotku. Poczatkowo v = 0. Rozwazmy teraz
dowolny cykl Eulera na grafie G. Za kazdym razem gdy przechodzimy przez dany wierzchotek v,
to liczba zapalanych krawedzi z nim incydentnych zwieksza sie o 2. Jesli v nie jest poczatkiem
cyklu, to liczba zapalonych krawedzi zawsze bedzie parzysta. Jesli zas v jest poczatkiem cyklu,
to liczba zapalonych krawedzi dla tego wierzchotka bedzie nieparzysta do momentu powrotu do
tego wierzchotka. Zatem po przejsciu cyklu Eulera, stopien kazdego wierzcholka jest parzysty.

< Zalézmy, ze kazdy wierzchotek grafu ma parzysty stopieni. Niech S to najdtuzsza droga w grafie
G. Pokazemy, ze droga S to cykl. Zatézmy przeciwnie, ze S zaczyna sie w wierzchotku v i koniczy
w wierzchotku w takim, ze u # v. Skoro kazdy wierzchotek grafu ma parzysty stopieri, to wcho-
dzac do danego wierzchotka zawsze zostanie nam co najmniej jedna krawedZ do ktoérej mozemy
wyjs¢ i ktora jeszcze nie przechodzilismy. Zatem koriczac droge w wierzchotku innym niz w v,
zawsze mozemy droge przedtuzyé o jeszcze jeden wierzchotek, co przeczy temu, ze u byto koicem
najdtuzszej drogi. Stad droga S jest cyklem. Niech v to poczatek cyklu. Pokazemy teraz, ze S
jest cyklem Eulera dla danego grafu. Zalozmy przeciwnie, ze istnieje krawedz {a, b}, ktéra nie
nalezy do drogi S. Skoro G jest spdjny, to istnieje droga M z a do v. Jesli droga ta nie zawiera
krawedzi {a,b}, to przedtuzamy ja o krawedz {a,b}. Niech u to bedzie ostatni wierzchotek na
Sciezce M, ktory nalezy jednoczes$nie do cyklu S oraz drogi M. Droga powstalta poprzez obejscie
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cyklu S zaczynajac od wierzchotka u, a nastepnie przejscie po krawedziach drogi M jest dtuzsza
od drogi S, co prowadzi do sprzecznosci. Stad nie istnieje krawedz nienalezgca do drogi S, zatem
S to jest cykl Eulera. O

3.2. Cykl Hamiltona

Definicja 3.2.1. Cykl Hamiltona w grafie to cykl przechodzacy przez kazdy wierzchotek doktadnie
raz. Graf zawierajacy cykl Hamiltona nazywamy hamiltonowskim.

Problem rozstrzygniecia czy dany graf jest hamiltonowski jest zwykle bardzo trudny. Nie ma pro-
stych twierdzeri, ktére beda w jednoznaczny sposob charakteryzowaly wszystkie grafy hamiltonowskie.
Ponizej podamy kilka warunkéw koniecznych i wystarczajacych aby graf byl hamiltonowski.

Fakt 3.2.1. Jesli G jest hamiltonowski, to po usunieciu dowolnych k wierzchotkéw rozpada sie na co
najwyzej k spojnych sktadowych.

Dowdd. Niech S to cykl Hamilotna dla grafu G. Zalézmy, ze S = G, czyli ze w grafie G nie ma
zadnych krawedzi poza tymi, ktore sa w cyklu Hamiltona. Jesli vy,...v; to takie wierzchotki w .S,
ze {vi,v;} ¢ E(S) dla ¢ # j, to cykl rozpada si¢ na dokladnie k czesci, za$ jesli v; sasiaduje z vy,
to dostajemy mniej niz k czesci. Jesli S # G, to mamy sytuacje polegajaca na tym, ze do cyklu S
mozemy doda¢ dodatkowe krawedzie otrzymujac graf G. Niech G’ to graf powstaly poprzez usuniecie
k wierzchotkéw. Graf ten zawiera w sobie podgraf ktory jest powstaly z usuniecia k wierzchotkéw z S.
Zatem zawiera on co najwyzej k spojnych sktadowych. O

Fakt 3.2.2. Jesli graf G jest dwudzielny o sktadowych V; i V5 i jest on hamiltonowski, to |Vi| = |Va.

Dowdd. Kazdy cykl w G zawiera tyle samo wierzchotkow w zbiorze Vi co w zbiorze Va, zatem |Vi| =
Vol OOF

Twierdzenie 3.2.1. (Ore) Niech n = [V(G)| i niech n > 3. Jesli Yy, \1¢p(q) deg(v) +deg(u) > n, to
graf G jest hamiltonowski.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze G nie jest hamiltonowski mimo, ze VY, ,1¢p() deg(v) + deg(u) > n.
Graf G mozemy uzupelni¢ krawedziami do grafu G’ hamiltonowskiego (na przyktad do kliki K,).
Niech G’ to najmniejszy taki graf hamiltonowki, czyli ze usuniecie dowolnej krawedzi z E(G') — E(Q)
spowoduje, ze graf przestaje by¢ hamiltonowski. Niech wierzchotki vy, vo, ..., v, W tej kolejnosci tworza
cykl Hamiltona w grafie G/, przy czym ponumerujmy je w ten sposob, ze {v1,v,} ¢ F(G). Niech graf
G" to graf powstaly z G’ przez usuniecie krawedzi {vi,v,}. Jest to graf niehamiltonowski. Skoro
graf G spemial warunek Vg, ,y¢p(q) deg(v) + deg(u) > n, to po dodaniu krawedzi stopien kazdego
wierzchotka moglt jedynie wzrosna¢, wiec rowniez graf G’ oraz graf G” spelniaja ten warunek. Zatem
dla grafu G” mamy spelniony warunek deg(vi) + deg(v,,) > n. Jedli istnieje @ ¢ {1,n — 1,n} takie ze
{v1,vi11} € E(G") i {vn, v} € E(G"), to ciag v1,v2, ..., Vi—1, Vi, Un, Un—1, - - - , Vit2, Vit+1, V1 tworzy cykl
Hamiltona. Mamy wiec sprzeczno$cé z tym, ze G” byl niehamiltonowski. Stad nie istnieje ¢ ¢ {1,n—1,n}
takie ze {v1,vit1} € E(G") 1 {vp,vi} € E(G"). Zatem jesli {z1,xi+1} € E(GQ), to {xn,2;} ¢ E(G), bo
inaczej G mialtby cykl Hamiltona. Ale wowczas deg(v,) < (n— 1) — deg(vy), czyli deg(vy,) + deg(vy) <
n — 1, co jest sprzeczne z zalozeniem. Stad jesli G nie jest hamiltonowski to nie spelnia warunku
Yivuyge() deg(v) +deg(u) >n. O
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Rozdzial 4

Drzewa

W tym rozdziale oméwimy strukture jaka sa drzewa. Sa to spojne grafy bez cykli. Ich prostota jest
czesto wykorzystywana w analizie bardziej ztozonych grafow.

Definicja 4.0.1. Drzewo to graf spojny bez cykli. Las to graf bez cykli, czyli kazda spéjna skta-
dowa lasu to drzewo. Drzewo rozpinajace grafu spojnego GG to drzewo stanowigce podgraf G o zbiorze
wierzchotkow V(G).

Drzewo o 11 wierzchotkach, gdzie 6 wierzchotkéw to lidcie

Przytoczymy teraz proste twierdzenie, ktore charakteryzuje drzewa w rézny sposéb.
Twierdzenie 4.0.1. Nastepujace warunki sg rownowazne dla grafu G = (V, E):

1. G jest drzewem

2. kazde dwa wierzchotki w G sa potaczone dokladnie jedng droga

3. G jest minimalny spdjny, czyli usuniecie dowolnej krawedzi go rozspdjnia

4. G jest maksymalny acykliczny

5. G jest spojuy i |V| = |E| +1
4.1. Twierdzenie Cayleya
Przejdziemy teraz do twierdzenia Caylea o zliczaniu drzew etykietowanych w klikach. Twierdzenie
Cayley’ego nazwe na czes¢ brytyjskiego matematyka Arthura Cayley’ego.

Twierdzenie 4.1.1. (Cayley) Klika K,, ma n"~2 drzew rozpinajacych.

Dowdd. Pokazemy, jak mozna zestawi¢ odpowiednio drzewa i (n — 2)-elementowe ciagi sktadajace sie
z liczb od 1 do n. Do tego celu uzyjemy kodu Priifera [2|. Kod Priifera jest sposobem zapisu drzewa w
formie ciggu o dtugosci n — 2, gdzie n to liczba wierzchotkéw w grafie.
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= (Wyznaczanie kodu Priifera z drzewa) Wezmy dane drzewo z wierzchotkami o numerach {1,2,...,n}.
Chcemy stworzy¢ kod Priifera, ktory jest ciagiem liczb o dtugosci n — 2 ze zbioru {1,2,...,n}.

1. Jesli w drzewie istnieje wiecej niz jedna krawedz, to szukamy w drzewie wierzchotka o
stopniu jeden o najnizszym numerze ze zbioru {1, 2, ...,n} i oznaczamy go jako v. Nastepnie
znajdujemy jedynego sasiada wierzchotka v i nazywamy go w.

2. Dodajemy liczbe w na koniec kodu Priifera i usuwamy krawedz {v, w} z drzewa.
3. Jedli w drzewie pozostaly jeszcze jakies krawedzie, wracamy do kroku pierwszego. W prze-

ciwnym razie kod Priifera jest gotowy.

< (Wyznaczanie drzewa z kodu Priifera) Wezmy kod Priifera sktadajacy sie z n—2 liczb (a1, ag, . .., an—2)
ze zbioru {1,2,...,n}. Chcemy stworzy¢ opis drzewa z wierzchotkami {1,2,...,n} przy uzyciu
tego kodu Priifera.
1. Niech c=1

2. Tworzymy dwie listy: L1 = (a1, ag, ..., an—2) oraz Ly = {1, 2, ...,n}. Rozpoczynamy tworzenie
drzewa jako grafu z wierzchotkami {1,2,...,n}, bez zadnych krawedzi.

3. Wybieramy najmniejsza wartos¢ i z listy Lo, ktora nie wystepuje w liscie L i oznaczamy ja
jako 1.

4. Dodajemy krawedz {i,a.} do drzewa. Nastepnie usuwamy a. z listy Lq 14 z listy Lo.

5. Jesli lista Ly nie jest pusta, to zwickszamy wartosé ¢ o 1 i wracamy do kroku trzeciego.
W przeciwnym razie lista Lo zawiera jeszcze dwie liczby, nazwijmy je vy i ve. Dodajemy
krawedz {v1,ve} do zbioru krawedzi drzewa.

Dowdéd poprawnodci algorytmu zostawiam dla czytelnika. [

4.2. Twierdzenie Kirchoffa

Uogoblnieniem twierdzenia Cayley’a jest ponizsze twierdzenie Kirchoffa. Ponizszy dowdd pochodzi z
ksiazki ,The Nature of Computation”[3|, jednak zostal ponizej uogélniony dla multigrafow.

Twierdzenie 4.2.1. (Kirchoffa) [3] Niech G bedzie spojnym multigrafem (czyli takim, w ktorym
miedzy dwoma wierzchotkami moze wstepowaé¢ wiele krawedzi) nieskierowanym o n wierzchotkach

V1,02, ...,0,. Niech L(G) bedzie macierza n x n, taka ze
0 i # j oraz v; nie sasiaduje z v;
a;j = § —dij i # j oraz v; sgsiaduje z v;
deg(v;)) 1=

gdzie d;; to liczba krawedzi migdzy wierzchotkami ¢ oraz j dla j # i. Woéwczas liczba drzew rozpi-
najacych tego grafu wynosi T'(G) = | det L;;| dla dowolnego 4, gdzie L;j to (n — 1)-wymiarowy minor
macierzy L(G), powstaly z usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Macierz L(G) nazywamy laplasja-
nem grafu G.

Dowdd. Udowodnimy to przez indukcje po liczbie wierzchotkow, zas dla ustalonej liczby wierzchotkéw
zrobimy indukcje po liczbie krawedzi. Jesli liczba wierzchotkéw jest rowna 2, za$ liczba krawedzi tacza-
cych dane dwa wierzchotki jest rowna d, to oczywiscie liczba drzew rozpinajacych tego grafu jest réwna

d, za$ laplasjan wynosi , ktorego wyznacznik minora 1-wymiarowego jest réwny d. Zatdézmy

—-d d
wiec ze teza zachodzi dla wszystkich graféw ktére maja mniej niz n wierzchotkéw i rozwazmy graf G
o n wierzchotkach. Zatézmy tez, ze teza zachodzi dla graféw o n wierzchotkach, ktére maja mniej niz
V(G) wierzchotkow. Wezmy dowolny wierzchotek v;. Jesli deg(v;) = 0, to pokazemy, ze det(L;;) = 0.
Zauwazmy, ze L;; = L(G —v;), gdyz skoro v; ma stopien 0, to zaréwno i-ty wiersz, jak i i-ta kolumna sa
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wyzerowane, wiec wyrazy na przekatnej sie nie zmieniaja oraz jako ze v; nie sasiaduje z zadnym wierz-
cholkiem, to wyrazy poza przekatna tez sie nie zmieniaja. Pokazemy, ze det(L(G)) = 0 dla dowolnego
grafu G. Istotnie mamy
(1,...,1) L= (deg(vl) — (d21 +...+dn12,...,deg(vn) — (d1n++dn,1 n)) = (O,,O)
)

suma wynosi deg(vy

suma wynosi deg(vp)

wiec L(G) nie ma pelnego rzedu. Stad det(L;;) = 0. Niech wiec deg(v;) # 0. Pokazemy, ze T'(G) =
T(G—e)+T(G -e), gdzie G - e to graf powstaly z G przez Sciagniecie wierzchotkow, ktore znajduja
sie na koricu e, do jednego wierzchotka.

Graf G —e

Graf G -e

Liczba T(G) oznacza liczbe wszystkich drzew rozpinajacych grafu. Liczba T(G — e) oznacza liczbe
drzew rozpinajacych grafu, ktore nie przechodza przez krawedz e. Liczba T'(G - €) oznacza liczbe drzew
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rozpinajacych grafu, ktore przechodza przez krawedz e. Zatem oczywiscie T(G) = T(G —e) +T(G - e).
7 zatozenia indukcyjnego wiemy, ze teza zachodzi dla G — e oraz dla G - e. Przenumerujmy wierzchotki
tak aby v; byl pierwszym oraz v; byl drugim. Wowczas

deg(v;) —d;j rzT deg(v;) — 1 —(dij — 1) riT
LG = | —dj | deg(v;) | T LG=e)= | (=1 | deg(v)—1 | o7
T3 ’I“j L/ T3 ’I"j L/

deg(v;) + deg(v;) — 2 ‘ TZT + TJT

L(G-e)=
i+ 7 . L

Musimy pokazaé, ze det(L;;(G)) = det(L;i(G — e)) + det(L;;(G - ) lub rownowaznie, ze

deg(v;) ‘ TJT | deg(vj) — 1 ‘ TJT
= det

det
7“]' . L/ T‘j . L/

+det(L')

Ale poniewaz obie macierze (L;;(G)) oraz L;;(G — e))) maja wszystkie wyrazy poza a1; takie same, to
rownowaznie mozemy wykaza¢, ze deg(v;) - det(L’) = (deg(v;) — 1) - det(L') + det(L’), co oczywiscie
zachodzi. O

22



Rozdzial 5

Planarnosé

5.1. Wz6r Eulera

Definicja 5.1.1. Graf G nazywamy planarnym, jesli mozemy go narysowaé¢ na plaszczyznie w taki
sposob, ze krzywe reprezentujace krawedzie sie nie przecinaja. Sciana to kazdy maksymalny spojny
obszar plaszczyzny roztaczny z grafem.

Jedna ze $cian jest nieograniczona, jednak odpowiednio przeksztatcajac rysunek, kazda ze Scian mozemy
uczyni¢ zewnetrzng. Liczba Scian wynika ze wzoru Eulera, ktory taczy ze soba liczbe wierzchotkéow n
liczbe $cian f oraz liczbe krawedzi grafu m.

Twierdzenie 5.1.1. (Wzor Eulera) Dla spdjnego grafu planarnego zachodzi wzor n + f —m = 2.

Dowdd. Usuwamy zewnetrzne krawedzie, czyli te, ktore oddzielaja zewnetrzna $ciane od innych Scian,
w taki spos6b aby usuwana krawedz nie rozspojniata grafu. W kazdym kroku liczba Scian zmniejsza
sie o 1, zatem roznica f —m sie nie zmienia. Na konicu pozostaje nam graf, ktory jest drzewem. Ma on
jedna sciane, n — 1 krawedzi oraz n wierzchotkow, zatem n+ f —m =n+1— (n — 1) = 2. Jako, ze
podczas usuwania krawedzi réznica f —m nie ulegata zmianie, totez poczatkowy graf réwniez spetniat
wzor Eulera. [O!

Jako, ze kazda ze §cian jest ograniczona zamknieta droga dtugosci co najmniej 3 oraz ze kazda krawedz
nalezy do maksymalnie 2 Scian, totez dostajemy nier6wnosé 3f < 2m,skad m = n+f—2 < n+%m72 &
m < 3n — 6. Stad na przyktad wynika, ze graf K5 jest nieplanarny (zawiera on 5 wierzchotkow i 10
krawedzi). Dla grafow nie zawierajacych trojkata prawdziwa jest nierownosé 4f < 2m, skad m < 2n—4.
Mozemy wiec stad wywnioskowaé, ze graf K33 nie jest planarny. Ogoélnie dla graféw nie zawierajacych
k-cyklu, kazda ze Scian jest ograniczona cyklem o dlugosci co najmniej k 4+ 1, czyli prawdziwa jest

nieréwnosé (k+1) f < 2m, skad gorne oszacowanie liczby krawedzi dane jest wzorem m < %-n—z%.

Twierdzenie 5.1.2. Kazdy graf planarny zawiera wierzchotek stopnia nie wiekszego niz 5.

Dowadd. Zaldézmy przeciwnie, ze kazdy wierzcholek ma stopieri co najmniej 6. Kazda krawedz taczy dwa
wierzchotki, wiec zliczajac krawedzie wokoét wierzchotka otrzymujemy nierdéwnosé 2m > 6n. Jednak
wiemy, ze m < 3n — 6, wiec 2m > 6n > 6n — 12 > 2m, co jest sprzecznoscig. [O!

Oszacowania tego nie mozna wzmocnié, czego przykladem jest graf ponizej.
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Dwunastodcian foremny

5.2. Charakterystyka graféw planarnych

Wprowadzimy teraz pojecia homeomorficznosci graféw oraz Sciggalnosci grafow, ktore postuza nam do
charakteryzacji graféw nieplanarych.

Definicja 5.2.1. Graf G i graf H sa homeomorficzne jesli mozna otrzymac je z pewnego grafu M
poprzez zastapienie pewnych krawedzi grafu sciezka w ktorej kazdy wierzcholek ma stopien dwa.

Definicja 5.2.2. Graf G jest $ciggalny do grafu H, jesli H mozemy otrzymaé¢ z grafu G poprzez
skoniczona liczbe operacji polegajaca na usunieciu z grafu G krawedzi e = {u, v}, a nastepnie utozsa-
mieniu wierzchotkéw w i v (jesli w wyniku tej operacji powstaje krawedZ wielokrotna to zamieniamy
ja na krawedz pojedyncza).

Wprowadzone definicje postuzg nam do sformulowania dwoch waznych twierdzen charakteryzujacych
grafy planarne. Jednym z nich jest twierdzenie Kuratowskiego, ktore pozwala nam identyfikowaé, czy
dany graf jest planarny.

Twierdzenie 5.2.1. Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu homeomorficz-
nego z Ks lub K3 3.

W praktyce oznacza to, ze aby dowiedzie¢ sie, czy dany graf jest planarny, mozemy badac¢ jego strukture
pod katem tych konkretnych podgraféw. Twierdzenie Wagnera rozszerza nasza zdolnosé¢ do pracy z
grafami planarnymi.

Twierdzenie 5.2.2. Graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera pewnych podgrafow
Sciggalnych do K5 lub K3 3.

Oznacza to, ze nawet jesli nie jesteSmy pewni, czy dany graf zawiera K5 lub K33, mozemy stosowaé
operacje Sciggania krawedzi, aby dowiedzie¢ sig, czy jest on planarny. Twierdzenie Wagnera jest niezwy-
kle poteznym narzedziem w analizie graféw planarnych, umozliwiajac nam dowodzenie ich planarnosci
w bardziej ogblny sposob.
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Rozdzial 6

Kolorowanie

6.1. Wprowadzenie

Kolorowanie grafow polega na przypisaniu koloréw wierzchotkom grafu w taki sposéb, aby zadne dwa
wierzchotki potaczone wspoélna krawedzig nie mialy tego samego koloru. To zadanie, choé¢ pozornie
proste, jest do dzi§ sporym wyzwaniem.

Definicja 6.1.1. Kolorowanie grafu G za pomoca k kolorow to taka funkcja f: V(G) — {1,...,k},
ze f(u) # f(v) dla {u,v} € E(G). Liczba chromatyczna x(G) to najmniejsze k, dla ktorego istnieje
k-kolorowanie grafu G.

Przyktad 6.1.1. Podamy kilka przyktadéw na znajdowanie liczb chromatycznych w pewnych klasach
grafow:

o X(Ky)=n
e X(G) <2 wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest dwudzielny

¢ x(G) < nwtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dwuspojnej sktadowej B grafu G zachodzi x(B) < n

W szukaniu liczby chromatycznej grafu dazymy do tego, aby moc ja jak najbardziej oszacowaé z gory.

6.1.1. Twierdzenie Brooksa

Twierdzenie Brooksa daje ograniczenie na liczbe chromatyczna w pewnych klasach grafow.

Twierdzenie 6.1.1. (Brooks) Jesli graf G jest spojny i nie jest cyklem nieparzystej dtugosci ani klika,
to x(G) jest co najwyzej rowne maksymalnemu stopniowi wierzchotka w grafie G.

Dowdd. Niech maksymalny stopieni wierzchotka w grafie G' to k oraz oznaczmy |V (G)| = n. Dowod
przeprowadzimy indukcja po liczbie wierzchotkow. Jesli k < 2, to graf G jest dwudzielny, wiec x(G) < 2.
Mozemy zatozy¢ wiec, ze k > 3. Rozwazmy przypadek gdy G nie jest dwuspdjny. Niech v bedzie wierz-
chotkiem rozspojniajacym graf. Po usunieciu wierzchotka v z grafu G otrzymalibySmy dwa roztaczne
krawedziowo grafy A i B. Wierzchotek v sasiaduje z maksymalnie k — 1 wierzchotkami zaréwno z grafu
A jak i B. Mozemy wiec tak pokolorowaé wierzchotki w A i B aby te sasiadujace z wierzchotkiem v
uzywaly maksymalnie k— 1 koloréw. Stad wierzcholek v mozemy pokolorowaé k-tym kolorem. Zatézmy
wiec, ze G jest dwuspdjny i rozwazmy nastepujace przypadki

e Graf G nie jest k-regularny. Istnieje wowczas wierzchotek v o stopniu mniejszym niz k. Zatézmy,
ze graf o n — 1 wierzchotkach da sie pokolorowaé k kolorami. Usuwajac wierzchotek v z tego grafu
mozemy dany graf (n — 1)-wierzchotkowy pokolorowaé k kolorami. Ale deg(v) < k, wiec istnieje
kolor taki, ze v nie sasiaduje z wierzchotkiem tego koloru, wiec mozemy rozszerzyé kolorowanie
na wierzchotek v.
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e Jedli graf G jest k-regularny, to oznacza, ze kazdy wierzchotek ma doktadnie tyle samo sasiadow,
czyli stopien k. Teraz wybieramy trzy wierzchotki: vy, vo i v,, W taki sposéb, ze v; i vy nie sa
ze soba polaczone, ale oba sa potaczone z v,. Dodatkowo, graf G bez v i ve jest wciaz spojny.
Poézniej pokazemy, czemu mozemy takie wierzchotki wybraé. Ustawiamy wierzchotki w kolejnosci
v1,...,V, tak, zeby dla kazdego ¢ < n wierzcholek v; mial sgsiada v;, gdzie 7 > . Tak si¢ da
zrobié¢, poniewaz wierzchotki vy oraz ve nie sasiaduja ze soba, za$ dla pozostatych wierzchotkéow
robimy drzewo rozpinajace ukorzenione w v, i ustawiamy wierzchotki w kolejnosci od lisci do
korzenia. Kolorujemy je, zaczynajac od v1. Nadajemy mu pierwszy dostepny kolor. Idziemy dalej
i kolorujemy kolejne wierzchotki w takiej samej kolejnosci, nadajac kazdemu z nich pierwszy
wolny kolor, ktéry jeszcze nie zostal uzyty. Zauwazmy, ze skoro v; nie sasiaduje z wve, to kolor
vy jest taki sam jak kolor vo. Mamy wiec wolny kolor, ktéry mozemy przypisaé v,. Pozostaje
pokazaé, ze takie wierzcholtki vy, v, v, istnieja.

— Jedli G nie jest 3-spojny, to wybieramy wierzchotek v,, w taki sposob, ze po usunieciu v,, graf
G — {v,} nie jest 2-spdjny. Niech M, N beda dwoma r6znymi 2-spdjnymi sktadowymi grafu
G — {v,} majacymi doktadnie po jednym punkcie artykulacji w G — {v,, }, odpowiednio w,
i wy. Wowczas v, ma sasiada v; w M — {wy}, poniewaz gdyby go nie mial, to usuniecie
wyr z G sprawiloby, ze nie istnialaby $ciezka taczaca v, i M — {war}, wiec wys bylby
punktem artykulacji w G, co daloby sprzecznos$é. Analogicznie v, ma sasiada vo w N —{wy}.
Oczywiscie v1 1 vy nie sa polaczone krawedzia, ponadto G — {v1,v2} jest spdjny, poniewaz
v, ma stopienn k > 3, wiec jest polaczony z G — {v1, v2}, a spéjnosé¢ G — {v1, v, v, } wynika z
tego, ze v1 1 vy sa wierzchotkami w réznych dwuspoéjnych sktadowych niebedacymi punktami
artykulacji.

— Jedli G jest 3-spojny. Oznaczmy Sx = N(X). Niech X; = {u,v} C V, gdzie u,v to dowolne
dwa wierzchotki z V. Woéweczas jedli istnieje ¢ € Sx, takie, ze g jest polaczone ze wszystkimi
wierzchotkami z X7, to niech Xy = X7 U {¢q}. Algorytm powtarzamy dla kolejnych zbiorow
X9, X3,.... Innymi stowy jesli istnieje ¢ € Sy, takie, ze g jest polaczone ze wszystkimi
wierzchotkami z X;, to niech X;; = X; U {q}. Zauwazmy, ze wszystkie X; musza by¢ kli-
kami, zatem skoro G nie jest klika to wykonywanie powyzszego algorytmu musi sie kiedy$
zakoriczy¢. Zatem istnieje ¢ takie, ze istnieje v; € Sy, ze v; nie jest polaczony ze wszystkimi
elementami z X;, czyli istnieje v € X; takie, ze vy 1 v2 ze soba nie sasiaduja. Co wiecej w X;
istnieje taki wierzcholek vy, ze v sasiaduja z v, oraz v sasiaduje z v,. Ponadto G —{vy, v}
pozostaje spojny dzieki 3-spojnosci, co konczy dowod. [0

Oszacowanie to nie jest doktadne. Przyktadowo graf G, ktorego kazdy wierzchotek ma stopien 1 oprocz
jednego, ktory ma stopieni |V (G)| — 1, ma liczbe chromatyczna réwna 2, ale liczba maksymalny stopien
jest rowny |V (G)| — 1, co przy duzej liczbie wierzchotkow w grafie jest liczba bardzo duza.

Przytoczmy jeszcze (bez dowoddw) wazne twierdzenie przydatne przy szacowaniu liczby chromatyczne;.

Twierdzenie 6.1.2. (Hajnal-Szemerédi) [4] Mozna pomalowaé¢ G na o jeden wiecej niz maksymalny
stopien wierzchotka w grafie kolorow tak, aby liczby wierzchotkéw pomalowane na rézne kolory roznity
sie 0 co najwyzej jeden.

Mozemy wiec wysnué¢ wniosek, ze prawie zawsze x(G) jest mniejsze niz maksymalny stopien wierzchotka
w grafie.
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6.1.2. Kolorowanie krawedziowe

Warto jeszcze wspomnieé¢ o innym rodzaju kolorowania. Przypomnijmy najpierw czym sg krawedzie
incydentne, a nastepnie przejdzmy do okreslenia czym jest kolorowanie krawedziowe.

Moéwimy, ze krawedz jest z wierzchotkami v i w, jeSli taczy dwa wierzcholki. Krawedzie e i f sa
incydentne jesli maja wspolny wierzchotek

Definicja 6.1.2. Kolorowaniem krawedziowym nazywamy funkcje f : E(G) — {1,...,k} taka, ze
incydentne krawedzie maja rézne kolory. Indeks chromatyczny x.(G) to najmniejsze k, dla ktorego
istnieje k-kolorowanie krawedziowe.

Tu réwniez bez dowodu pozostawimy dwa twierdzenia

Twierdzenie 6.1.3. (Konig) [5] Jesli G jest dwudzielny, to x.(G) rowne jest maksymalnemu stopnia
wierzchotka w grafie.

Twierdzenie 6.1.4. (Vizing) [6] Jesli k£ to maksymalny stopieri wierzchotka w grafie, to zachodza nie-
réwnosci
k<xe(G)<k+1

6.2. Kolorowanie graféw planarnych

Szukanie oraz szacowanie liczby chromatycznej jest ogdlnie trudnym problemem. W celu jak najlep-
szego oszacowania warto zawezi¢ sie do pewnych klas grafow (co bedziemy kontynuowaé w kolejnych
rozdziatach pracy). Teraz przyjrzymy sie kolorowaniu grafow planarnych. Latwo pokazaé, przez induk-
cjeg, ze

Twierdzenie 6.2.1. (O 6 kolorach) Kazdy graf planarny ma liczbe chromatyczna nie wieksza niz 6.

Dowdd. Niech n to liczba wierzcholtkéw w grafie. Dla n = 3 mozemy graf ten oczywiscie pokolorowaé
maksymalnie 6 kolorami. Zal6zmy wiec, ze kazdy graf planarny o n wierzchotkach da sie pokolorowaé 6
kolorami. Rozwazmy teraz graf o n+1 wierzchotkach. Wiemy, ze w grafie planarnym istnieje wierzchotek
v o stopniu co najwyzej 5. Usuimy go z grafu i pokolorujmy powstaly graf maksymalnie szescioma
kolorami korzystajac z zalozenia indukcyjnego. Poniewaz wierzchotek v ma co najwyzej 5 sasiadéw, to
po ponownym dotozeniu go do grafu mozemy go pomalowaé na kolor inny niz kolory jego sasiadow. (!

Twierdzenie 6.2.2. (O 5 kolorach) Kazdy graf planarny ma liczbe chromatyczna nie wieksza niz 5.

Dowdd. Niech n to liczba wierzchotkéw w grafie G. Mozemy zaltozy¢, ze n > 5. Zaldézmy, ze kazdy graf
planarny o n wierzchotkach da sie pokolorowaé 5 kolorami. Rozwazmy teraz graf o n+ 1 wierzchotkach.
Wiemy, ze w grafie planarnym istnieje wierzchotek v o stopniu co najwyzej 5. Usuimy go z grafu i
pokolorujmy powstaty graf maksymalnie piecioma kolorami korzystajac z zalozenia indukcyjnego. Jesli
deg(v) < 4, to mozemy go pokolorowaé na piaty kolor, rozny od kolorow jego sasiadow. Zatozmy wiec,
ze deg(v) = 5. Po dotozeniu go do grafu, mozemy tez zalozy¢, ze wszystkie wierzchotki z nim sasia-
dujace maja rozne kolory. Oznaczmy sasiadéw v jako v1,vs,...,vs oraz nadajmy im kolory 1,2,...,5.
Wierzchotki vy, va, ..., vs nie tworzg kliki zawartej w G, gdyz K5 nie jest grafem planarnym. Pewne
dwa wierzchotki nie sa wiec ze soba potaczone. Po ewentualnym przenumerowaniu mozemy zalozy¢ ze
sa to wierzchotki vy oraz vy. Niech H to graf powstaly z G po $ciagnieciu wierzchotkéow vy i vy do w.
Graf H ma n — 1 wierzchotkow, jest planarny, wiec jest 5-kolorowalny. Niech f: V(H) — {1,2,3,4,5}
to funkcja kolorujaca graf H. Niech f(v) to kolor wierzchotka v w grafie H. Skonstruujemy funkcje
g: V(G) = {1,2,3,4,5}, kolorujaca graf G. Dla w € V(G) — {v,v1,v2} niech g(w) = f(w'), gdzie
w' € V(H) odpowiada wierzchotkowi w. Niech g(v1) = g(v2) = f(v). Oczywiscie do tej pory kolo-
rowanie jest poprawne, bo krawedzie, ktore idg w grafie G do vy lub v9 szlty w grafie H do v. Teraz
zauwazmy ze w grafie G wierzchotek v sasiaduje z piecioma wierzchotkami oraz ze wierzcholtki v i vy
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maja ten sam kolor, czyli ze sgsiadow wierzchotka v pokolorowaliSmy za pomoca 4 koloréw. Zatem
wierzcholek v mozemy pokolorowaé pigtym kolorem réznym od jego sasiadow. [

Twierdzenie to pozostaje prawdziwe gdy ograniczymy liczbe chromatyczna graféw planarnych przez 4,
otrzymujac

Twierdzenie 6.2.3. (O 4 kolorach) [7| Kazdy graf planarny ma liczbe chromatyczna nie wieksza niz 4.

C

4-kolorowalna mapa na ptaszczyznie

Dowdd tego twierdzenia jest jednak bardzo trudny i zostal pokazany w roku 1976 z uzyciem wspoma-
gania komputerowego. Wyniku tego nie da sie juz poprawié¢, cho¢by dlatego, ze Ky jest 4-kolorowalne.

6.3. Grafy na ré6znych powierzchniach topologicznych

O ile planarnos¢ dotyczy grafow znajdujacych sie na ptaszczyznie, to grafy mozemy rysowaé na réznych
obiektach topologicznych. Ciekawym zagadnieniem moze by¢ rozwazanie roznych obiektow topologicz-
nych i rozwazanie na nich graféw takich, ze mozna narysowac¢ je na danym obiekcie w taki sposoéb, aby
kazde dwie krawedzie nie przecinaly sie. Ponizej przedstawione sa dwa najbardziej znane przyktady (z
pominieciem grafow planarnych).

Definicja 6.3.1. Graf G nazywamy toroidalnym jesli da sie go narysowaé¢ na torusie w taki sposob,
aby krawedzie nie przecinaly sie.

Stwierdzenie 6.3.1. Grafy toroidalne maja liczbe chromatyczna rowna 7 [8].

28



7-kolorowalna mapa na torusie

Stwierdzenie 6.3.2. Grafy rysowane na plaszczyznie rzutowej sa 6-kolorowalne [9]

6-kolorowalna mapa na plaszczyznie rzutowej
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Rozdzial 7

Homomorfizmy

7.1. Homomorfizm

Kolorowanie graféw to problem przypisania koloréw wierzchotkom grafu w ten sposéb, ze zadne dwa
wierzchotki nie sg tego samego koloru o ile sg potaczone krawedzig. W celu znajdowania liczby chro-
matycznej grafu warto przyjrzeé sie mniejszym grafom, ktore maja podobne wlasnosci co wyjsciowe
grafy. Do tego przydatna jest definicja homomorfizméow grafow.

Definicja 7.1.1. Homomorfizm z grafu G w graf H to przeksztalcenie ¢ : V(G) — V(H), takie ze
jesli wierzcholki z i y sa polaczone krawedzia w G, to ¥ (x) i 1(y) sa polaczone krawedzia w grafie H.

Jesli istnieje homomorfizm z G do H, to piszemy G — H. Mozemy moéowi¢ wowcezas, ze G jest H-
kolorowalne, gdyz dla kazdego wierzchotka x € V(G) mozemy mu da¢ kolor ¢(x) € V(H) w taki
sposob, ze ¥ mapuje sasiadow w G na sgsiadow w H.

Zauwazmy, ze homomorfizm jest przechodni. Jedli istnieje homomorfizm z G w H oraz z H w F, to
istnieje rowniez homomorfizm G w F', ktory jest ztozeniem powyzszych dwoch homomorfizmoéw.

Na dwoéch przyktadach pokazemy, ze homomorfizmy w grafach to istotne przeksztalcenia.

7.2. Funkcja n(k,[)

Rozwazmy problem polegajacy na znalezieniu grafow, ktore nie maja trojkatéw i jednoczesnie nie sg
3-kolorowalne, czyli nie dopuszczaja homomorfizmu w Ks. Pierwszy taki graf zostal skonstruowany
przez Grotzscha. Ma on 11 wierzchotkow i 20 krawedzi. Harary [10] pokazal, ze potrzeba co najmniej
11 wierzchotkow do zbudowania grafu, ktory nie ma trojkatow i nie jest 3-kolorowalny. Chvatal [11]
pokazal, ze graf Grotzscha to jedyny taki graf.

Graf Grotscha
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Definicja 7.2.1. Przez nieparzysty obwod oznaczaé¢ bedziemy dlugosé najkrotszego nieparzystego
cyklu, ktory jest podgrafem pewnego grafu.

Traktujac K3 jako nieparzysty obwod diugosci 3 mozemy zadaé sobie ciekawe pytanie

Problem 7.2.1. [12] Dla dowolnych dodatnich k,[ jaki jest najmniejsza liczba wierzchotkow n(k, 1)
grafu o nieparzystym obwodzie 2k + 1, ktéry nie ma homomorfizmu w graf Coy 17

Powyzsze pytanie jest przydatne przy wyliczaniu liczby chromatycznej graféw. Jesli mamy graf G i
wiemy, ze jego nieparzysty obwdd jest réwne 2k + 1 dla pewnego k i jego liczba wierzchotkéw jest
mniejsza niz n(k,[) dla pewnego [, to wiemy, ze graf ten ma homomorfizm w graf Co,1, a wiec jest
20 + 1 kolorowalny (czyli jego liczba chromatyczna jest mniejsza lub rowna 21 + 1). Ponizej podamy
kilka twierdzeri, ktore sa przydatne w szacowaniu tej liczby.

Zauwazmy, ze jesli k < I, to n(k,l) = 2k + 1, poniewaz samo Coy11 jest szukanym grafem. Dalej mamy
oczywiscie n(1,1) = 4, poniewaz K, jest najmniejszym (pod wzgledem liczby wierzchotkow) grafem,
ktory nie jest 3-kolorowalny. Wynik Harary’ego mozemy napisaé¢ jako n(2,1) = 11. Ogolniej, dla i =1
i dowolnego k, zadanie to sprowadza sie do znalezienia najmniejszej liczby wierzchotkéw w grafie o
nieparzystym obwodzie co najmniej 2k + 1, ktory nie jest mozliwy do pokolorowania trzema kolorami.

7.2.1. Grafy Mycielskiego

Przyjrzyjmy sie konstrukeji ciekawej grupie graféw, ktére maja bezwzglednie duzg liczbe chromatyczna
przy jednoczesnie matej liczbie wierzchotkdéw w najwiekszej klice zawartej w danym grafie.

Definicja 7.2.2. Graf Mycielskiego M, jest konstruowany w nastepujacy sposéb My = Ky oraz
M, 41 jest konstruowany na bazie grafu M, ktory zawiera n wierzchotkéw oznaczonych jako vg, v1,
.oy Un—1. W grafie M, 11 dodawane sa n + 1 dodatkowe wierzchotki: u;, ktére odpowiadaja wierzchot-
kom w; z grafu M, oraz dodatkowy wierzchotek w. Kazdy wierzchotek u; jest polaczony krawedzia
z wierzchotkiem w, tworzac razem podgraf przypominajacy gwiazde o n + 1 wierzchotkach. Ponadto,
dla kazdej krawedzi v;v; w grafie M, dodawane sa krawedzie u;v; oraz v;u; do grafu Mycielskiego
M, +1. Innymi stowy, graf M, 1 powstaje z grafu M,, przez stworzenie kopii wierzchotkow M
stepnie potaczenie wierzchotkéw z kopii z sasiadami wierzchotkéw z oryginatu. Na koniec dokladamy
dodatkowy wierzchotek v, ktéry bedzie sasiadowal z wierzchotkami z kopii.

a na-

My, M;,

Graf Mg

Fakt 7.2.1. Graf Mycielskiego nie zawiera trojkatow.

Dowdd. Udowodnimy przez indukcje, ze w grafie M}, nie ma trojkatow. W grafie Ms nie ma oczywiscie
zadnego cyklu, zatem nie ma tez cyklu o dtugosci 3, czyli nie ma trojkatow. Zatdézmy wiec, ze trojkatow
nie ma w grafie Mj,. Zauwazmy, ze w M, zadne dwa wierzcholki nie sg polaczone. Wierzcholek v nie jest
tez polaczony z wierzchotkami z Mj.. Wierzchotek v nie moze by¢ wiec czescia trojkata. Jesli wierzchotek
z' z Mj, bedacy kopia wierzchotka x z M}, jest potaczony z wierzchotkami v, w z My, to wynika z tego,
ze skoro z'v jest krawedzig to xv jest krawedzia i skoro x’'w jest krawedzia, to xw jest krawedzia.
Zatem gdyby istnial trojkat o wierzchotkach 2/, v i w, to musialby tez istnie¢ trojkat o wierzchotkach
x, v 1w, co jest sprzeczne z zatozeniem indukcyjnym. Ale w takiej sytuacji jedyna mozliwoscia, aby
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powstal trojkat jest to, ze wszystkie wierzchotki trojkata leza w My, co jest nie mozliwe z zalozenia
indukcyjnego. [}

Fakt 7.2.2. x (M) =k

Dowdd. Roéwniez przez indukcje pokazemy, ze x(My) = k. W grafie My = k, oczywiscie mamy 2-
kolorowanie. Zalézmy wiec, ze graf M mozna pokolorowaé k kolorami. Pokazemy, ze M, ,2 mozna poko-
lorowa¢ tak samo jak graf Mj. Dla wierzchotka z' z M, bedacego kopia wierzchotka = z My, wszyscy
jego sasiedzi to rowniez wszystkimi sgsiadami wierzchotka x, zatem wierzchotki x oraz ' moga mieé
takie same kolory. Wierzcholek v sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami z M, zatem musi zostaé
pokolorowany na k 4 1 kolor. Zatem do pokolorowania grafu wystarczy k 4 1 koloréw. Aby pokazad,
ze do pokolorowania Mj 1 potrzeba k + 1 koloréw, pokazemy, ze do pokolorowania M, potrzeba k
kolorow. Zalozmy, ze da si¢ pokolorowaé¢ Mj U My, na k kolorow tak, by wsrod M, wystepowato mniej
niz k kolorow. Wezmy dowolny kolor A, ktory wystepowal w M, ale nie wystepowal w M. Taki kolor
istnieje, poniewaz z zalozenia indukcyjnego do pokolorowania My, uzylismy k koloréw. Wezmy dowolny
wierzcholek @ w My, ktory ma kolor A. Niech wierzchotek =’ w M, bedzie kopia wierzcholka x. Skoro
2’ jest polaczony ze wszystkimi wierzchotkami z ktorymi polaczony jest z, to oznacza, ze wierzchotek
x wcale nie musi by¢ koloru A, lecz moze by¢ koloru takiego jak x’. Postepujac tak ze wszystkimi
wierzchotkami koloru A, dostajemy kolorowanie My na mniej niz k koloréw. Mamy sperzecznosé, wiec
teza jest prawdziwa. O

Zauwazmy, ze graf Grotscha to My.

7.2.2. Ograniczenia funkcji n(k, )

Wykorzystujac uogdlnienie graféow Mycielskiego [13], mozemy uzyska¢ gorne ograniczenie na liczbe

n(k,1).

Gloéwna czesé konstrukeji, z ktora bedziemy pracowaé, to prawie kwadrangulacja cylindra, ktéra tu
definiujemy. Tutaj, oraz w reszcie tego opracowania, dodawanie do indekséw jest brane modulo mak-
symalnej wartosci tego indeksu, czyli (mod 2k + 1) w tym przypadku.

Definicja 7.2.3. [13| Dla danych liczb catkowitych [ i k, Cix(2k+1) Jest grafem, ktorego zbior wierz-
chotkéw to V' = {v; ;|1 <i <[,1 < j < 2k+1}, a zbior krawedzi to E = {v; jvit1,j—1, Vi jVig1,j41 |1 <
i <1—-1,1 <j < 2k+1}. Dodawanie do indekséow jest brane modulo maksymalnej wartosci tego
indeksu, czyli (mod 2k + 1).

Cix(2k+1) 7 Wwyrdznionymi warstwami (obrazek pochodzi z pracy [13])
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Definicja 7.2.4. [13] Dane sa liczba catkowita dodatnia [ oraz liczba catkowita dodatnia k. Uogélniony
graf Mycielskiego cyklu o nieparzystej dtugosci Co1 1, oznaczany jako M;(Coxy1), jest tworzony z grafu
Clix(2k+1) W nastepujacy sposob:

e Laczymy wierzchotki vy j i vy jyk (obrazek po prawej)

e Dodajemy nowy wierzchotek u i tgczymy go z wszystkimi wierzchotkami vy ;, j = 1,...,2k +1
(obrazek po lewej)

Konstrukcje na dolnych i gornych warstwach (obrazki pochodza z pracy [13])

Ponizsze dwa twierdzenia pochodza z pracy [13]. Twierdzenie 7.2.1 oznaczone jest w pracy jako Pro-
position 1. za$ twierdzenie 7.2.2 oznaczone jest w pracy jako Theorem 10.

Twierdzenie 7.2.1. |13] Najmniejszy nieparzysty cykl grafu M;(Coy11) ma dtugos¢ rowna min{2k +
1,21+ 1}.

Twierdzenie 7.2.2. [13] Dla dowolnych k, ! € N zachodzi x(M;(Car+1)) = 4.

Stad wynika, ze My (Car11) jest najmniejszym grafem Mycielskiego, ktorego liczba chromatyczna wy-
nosi 4 oraz ma najmniejszy nieparzysty cykl rowny 2k + 1. Liczba wierzchotkéw tego grafu jest réwna
k- (2k+1) +1=2k% +k + 1, skad dostajemy oszacowanie n(k,1) < 2k? + k + 1.

Wprowadzimy teraz kilka nowych pojec [14], ktore postuza nam do sformutowania twierdzenia Gerarda
[15], z ktorego bedziemy mogli wywnioskowaé nowe ograniczenia na n(k,[).

Definicja 7.2.5. Grafem np-K, bedziemy oznaczaé graf (jest ich wiele i tworza klase grafow) powstaly
przez dodanie na krawedzie grafu K, takiej dodatniej liczby wierzchotkow, ze kazdy cykl zawarty w
jednym z czterech trojkatow grafu Ky jest nieparzystej dlugosci. Grafem (2k + 1)-np-K4 bedziemy
nazywaé taki graf np- Ky, ktorego kazdy cykl ma dtugosé 2k + 1.

Zauwazmy, ze wszystkie cykle nieparzystej dtugosci w grafie np-K, zawarte sa w tréjkatach grafu Kj.
Zatem nieparzysty obwod grafu (2k + 1)-np-Ky jest rowne 2k + 1.

Ponizsze wyprowadzenie na dolne oszacowanie liczby n(k, 1) pochodzi z pracy [12].
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Stwierdzenie 7.2.1. [12]| Niech K bedzie np-K4 o nieparzystym obwodzie co najmniej 2k + 1. Wtedy
K ma co najmniej 4k wierzchotkéw, przy czym doktadnie 4k wierzchotkéw wtedy i tylko wtedy, gdy
K jest (2k + 1)-np-Ky.

Dowadd. Jesli K ma nieparzysty obwod co najmniej 2k + 1, wowczas kazdy z czterech cykli K ma
dlugosé co najmniej 2k + 1, skad 2 - |E(K)| > 4(2k + 1). Z drugiej strony, cztery wierzchotki grafu K
(oryginalne wierzchotki z K4) maja stopieni 3 a pozostate maja stopien 2, skad |V (K)| = |E(K)| — 2,
co implikuje, ze |V (K)| > 4k. Jesli w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnosé, to kazda Sciana ma
doktadnie 2k + 1 wierzchotkow, czyli K jest (2k + 1)-np-Ky. Zalozmy wiec, ze K jest (2k + 1)-np-Ky
i ze Sciezki K4 maja dlugosci a,ad’, b,V oraz ¢, d, gdzie kazda para 4,7’ dla i € {a,b,c} odpowiada
roztacznym krawedziom Kj.

Mamy wiec a +b' +c=a+b+c =2k + 1. Zatem b’ + ¢ = b+ c. Analogicznie a’ + b = a + b oraz
a+d=a+c skad a=d,b="V oraz c = . Co konczy dowod. OJ

Graf np—K§ to graf powstaly z trzech roztacznych cykli nieparzystej dtugosci i trzech roztacznych
Sciezek (by¢ moze o dtugosci 0) ktore tacza te cykle (czyli na ponizszym rysunku mamy czerwone cykle
o nieparzystej dlugosci, a czarne $ciezki mozemy $ciagnac¢ do jednego wierzchotka). Tak wiec w takim
grafie kazde dwa z trzech cykli maja co najwyzej jeden wspolny wierzchotek (jesli taczaca je $ciezka ma
dtugosé 0). Stad np-K3 o nieparzystym obwodzie co najmniej 2k + 1 ma co najmniej 6k wierzchotkow
(bo wierzchotkow bedzie co najmniej 3 - (2k + 1) — 3 > 6k).

y

Przytoczymy teraz twierdzenie Gerarda, ktore postuzy nam do oszacowania liczby n(k, ).

Twierdzenie 7.2.3. (Gerarda) [15] Jedli G nie ma ani np-K, ani np-K3 jako podgrafu, to dopuszcza
homomorfizm do swojego najkrotszego nieparzystego obwodu .

Whiosek 7.2.1. [12] Dla dowolnego dodatniego catkowitego k mamy n(k, k) = 4k.

Dowdd. Rozwazmy graf G o nieparzystym obwodzie co najmniej 2k 4+ 1, ktory nie ma homomorfizmu
w Copy1. Z twierdzenia Gerarda wynika, ze graf G zawiera albo np-K4 albo np-K3 jako podgraf. Jesli
zawiera np—Kg’, to ma co najmniej 6k wierzchotkéw. W przeciwnym razie G musi zawiera¢ np-Ky o
nieparzystym obwodzi co najmniej 2k + 1. To w potaczeniu z powyzszym stwierdzeniem, daje nam, ze
G ma co najmniej 4k wierzchotkow, czyli n(k, k) > 4k.

Co wiecej, z powyzszego stwierdzenia 7.2.1 mamy, ze (2k + 1)-np-K4 ma 4k wierzchotkow, ale nie
dopuszcza on homomorfizmu w Coyy1, skad n(k, k) < 4k. O
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Obserwacja 7.2.1. [12] Dla dodatnich liczb catkowitych k,l mamy n(k,1) > n(k,l + 1).

Dowdd. Poniewaz Cy; 3 ma homomorfizm w Co;1 1 mamy przechodnio$é homomorfizmoéw, to jesli graf
G nie ma homomorfizmu w graf Cy; 11, to rowniez nie ma homomorfizmu w Cy; 3, skad wynika teza. [

Oszacowania te sa przydatne do wyznaczania liczb n(k, [). Dzieki nieréwnosci n(k, 1) < 2k%+k+1 oraz
nieréwnosci n(k,l) > n(k,l + 1) otrzymujemy goérne oszacowanie na liczbe wierzchotkow. Zas dzieki
rownosci n(k, k) = 4k oraz nieréwnosci n(k,l) > n(k,l + 1), otrzymujemy dolne oszacowanie. Stad dla
ustalonego k > 1 oraz [ < k mamy

4k < n(k,1) <2k +k+1

7.3. Hipoteza Chena-Raspauda

7.3.1. Grafy Knesera - wlasnoéci grafu Petersena

Przyjrzyjmy sie ciekawej klasie graféow jaka sa grafy Knesera.

Definicja 7.3.1. Graf Knesera K (r,n) to taki graf G = (V, E), ze V to podzbiory {1, ..., n} wielkosci
r, natomiast {A, B} € E jest krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy czes¢ wspdlna A i B jest pusta.

Przyktad 7.3.1. Najbardziej znanym przykladem graféow Knesera jest graf Petersena K(2,5)

Usuwajac wierzchotek F' oraz incydentne z nim krawedzie otrzymujemy graf homeomorficzny z grafem
K3 3. Zatem graf Petersena nie jest grafem planarnym.

Grafu Petersena nie da sie pokolorowaé¢ dwoma kolorami, poniewaz zawiera cykl dtugosci 5. Jednak
jesli f(A) = f(2) = f(3) =, f(C) = f(4) = f(E) = B oraz f(1) = f(5) = f(B) = f(D) =, to f

jest kolorowaniem grafu Petersena, wiec graf Petersena jest 3-kolorowalny.
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Definicja 7.3.2. Dla liczb naturalnych k,n > 2k (n,k)-kolorowaniem nazywamy funkcje f. :

V(G) — ({1’ 2, k ' ,n}) , dla ktorej dla dowolnych sasiadujacych wierzchotkow v, w zbiory f.(v), fo(w)

s roztaczne.

Pojecie (n, k)-kolorowania jest uogélnieniem problemu kolorowania wierzchotkow. Na przyktad (n,1)-
kolorowanie to n-kolorowanie.

7.3.2. Mad i hipoteza Chen-Raspauda

Wprowadzimy teraz pojecie, ktére postuzy nam do sformutowania hipotezy Raspauda.

Definicja 7.3.3. Maksymalnym S$rednim stopniem grafu G nazywamy wartosé

20E(H)| o, .
Mad(G) = max { H jest podgrafem G
“ Vi)

Latwo pokazaé¢, ze jesli Mad(G) < k, to graf G moze zosta¢ pokolorowany k kolorami (bo skoro
Mad(G) < k, to w G istnieje wierzcholek stopnia mniejszego niz k i dalej dowdd przebiega analogicznie
do dowodu twierdzenia o 6 kolorach).

Chen i Raspaud [16] badali odpowiednik tego wyniku w kontekscie (2k + 1, k)-kolorowania. Mozna za-
uwazy¢, ze narzucenie ograniczenia na maksymalny sredni stopieni nie jest wystarczajace. Faktycznie,
jest znane, ze jesli graf G dopuszcza homomorfizm do grafu H, to odd-cycle(G) > odd-cycle(H)|[17]
(poniewaz w przeciwnym przypadku istniatby homomorfizm z mniejszego cyklu w wiekszy, co jest nie-
mozliwe). Poniewaz wiadomo, ze odd-cycle(K (2k+1,k)) = 2k+1 [18], kazdy graf G z homomorfizmem
do K(2k + 1, k) musi niezbednie spelia¢ warunek odd-cycle(G) > 2k + 1. Chen i Raspaud wysnuli
hipoteze, ze dodanie tego zalozenia jest wystarczajace do uzyskania homomorfizmu do K (2k + 1, k).

Hipoteza 7.3.1. (Hipoteza Chena-Raspauda) Ustalmy k& > 2 iniech G bedzie grafem o odd-cycle(G) >
2k 4+ 1 oraz Mad(G) < %k—“ Wowczas G dopuszcza homomorfizm w graf K(2k + 1, k).

Hipotezy tej nie mozna poprawi¢, poniewaz dla kazdego k > 2 istnieja grafy G o odd-cycle(G) > 2k +1
oraz Mad(G) = ZEEL ktére nie maja homomorfizmu w graf K (2k + 1,k) [19]. Chen oraz Raspaud
udowodnili te hipoteze dla k = 2 w 2010 roku [20], za§ w 2022 roku zostala udowodniona dla k = 3
[21].

Hipoteza dla k > 3 pozostaje nadal problemem otwartym.
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Rozdzial 8

Minory

Minory to bardzo wazne pojecie w dziedzinie graféw. W tym rozdziale skupimy sie gtéwnie na zrozu-
mieniu definicji minoréw oraz na tym, jak znane problemy mozna wyrazi¢ z ich pomoca.

8.1. Nowe spojrzenie na twierdzenie Kuratowskiego i twierdzenie Wa-
gnera

Definicja 8.1.1. Graf H jest minorem G, jesli istnieje rodzina (Up)uey () niepustych podzbiorow
V(G) taka, ze:

1. Uy, sa parami rozlaczne;
2. G[Up) jest spojny dla kazdego h € V(H);

3. jesli wv’ € E(H), to istnieje wierzcholtek u € U, oraz istnieje wierzcholek v € U, takie, ze
uwv € E(G).

Innymi stowy, H jest minorem G, jesli H mozna go otrzymaé¢ z G poprzez cigg operacji, z ktorych
kazda operacja jest:

1. usunieciem krawedzi;
2. usunieciem wierzchotka i wszystkich incydentnych z nim krawedzi;

3. $ciagnieciem krawedzi uv, tj. usunieciem krawedzi miedzy u i v oraz utozsamieniem u i v (czyli
powstaly wierzchotek uv ma wszystkich sasiadow u oraz wszystkich sasiadow v).

Ponizej przedstawimy dowod réwnowaznosci powyzszych definicji

= Niech H bedzie minorem zgodnie z definicja pierwsza. Istnieje wiec rodzina (Uh)heV( ) spel-
niajaca warunki 1-3. Skoro G[Up] jest spojny,to mozemy $ciagnaé¢ wierzchotki G[U] do jednego
wierzchotka. Wierzcholki ktore nie naleza do zadnego ze zbiorow Uy, usuwamy. Jesli v;v; ¢ E(H),
to usuwamy krawedz miedzy wierzchotkami z U, oraz Uy, (jest to jeden wierzchotek).

< Dowdd bedzie indukcja po liczbie przeksztatceri. Jesli mamy 0 przeksztalcen to teza jest jasna.
Zatézmy, ze Hy 1 jest minorem G po n—1 przeksztatceniach. Udowodnimy, ze po jednym z trzech
przeksztalcen, opisanych w definicji drugiej, otrzymamy H,, bedacy minorem G w pierwszej.
Usuwajac wierzchotek v € H,,_1 musieliémy mie¢ w H,_1 rodzine U} indukowang wierzchotkami
H,_;. Dla H, bierzemy te sama rodzine bez U,. Usuniecie jednego ze zbioréw z rodziny nie
wplywa na spelnienie warunkéow 1-3. w definicji pierwszej. Jesli operacja jaka wykonamy bedzie
usuniecie krawedzie e € H,,_1, to wowczas dla H,, bierzemy te sama rodzine co dla H,,_;. Wowczas
Uy, sa nadal parami roztaczne i G[Uy] jest spojny dla kazdego h € V(H). Usuwana krawedz
jest miedzy wierzchotkami z dwoéch réznych zbioréw Uy, zatem réwniez warunek 3. pozostaje
spetniony. Sciagajac krawedz uv z H,_1 bierzemy dla H, te sama rodzine, przy czym usuwamy

39



zbiory U, oraz U, i zamiast tego dodajemy zbior U,, = U, U U,. Wowczas warunki 1-3. sa w
jasny sposob spetnione. [O!

Definicja 8.1.2. Graf H jest podpodzialem G, jesli H powstaje z G przez wstawienie $ciezek
zamiast niektorych krawedzi. Graf H jest topologicznym minorem G, jesli G zawiera podgraf bedacy
podpodziatem H.

Zauwazmy, ze jesli H jest topologicznym minorem G, to jest rowniez jego minorem. Uzywajac ter-
minu topologiczny minor oraz minor twierdzenie Kuratowskiego oraz twierdzenie Wagnera mozemy
sformutowaé¢ w nieco inny sposob.

Twierdzenie 8.1.1. (Kuratowskiego) Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera K33
oraz K jako topologicznego minora.

Twierdzenie 8.1.2. (Wagnera) Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera K3 3 oraz
K5 jako minora.

7 twierdzenia Kuratowskiego od razu wynika twierdzenie Wagnera. Skoro graf G jest nieplanarny to
zawiera K33 lub K5 jako topologiczny minor. Ale ze topologiczne minory to réwniez minory, to G
zawiera K33 lub K5 jako minor.

8.2. Twierdzenie Robertsona—Seymoura

Przejdziemy teraz do twierdzenia Robertsona-Seymoura, ktére méwi, ze jesli chcemy okreslié, jakie
grafy mozna znalezé w danej klasie grafow, to wystarczy zidentyfikowaé pewna staly liczbe grafow,
ktérych nie mozna znalezé jako minory w danej klasie. Zanim przejdziemy do sformutowania tego
twierdzenia, wprowadzmy definicje quasi-porzadku.

Definicja 8.2.1. CzeSciowy quasi-porzadek (relacja zwrotna i przechodnia) jest WQO (well-quasi-
ordering) jesli dla kazdego nieskoriczonego ciagu z1,z2,... elementow X, istnieja indeksy i < j, ze
ZT; < Zj.

Roéwnowaznie, czesciowy porzadek jest WQO gdy
e nie zawiera nieskoniczonego ciggu scisle malejacego, oraz
e nie zawiera nieskoriczonego antylancucha (czyli nieskoriczonych ciagéw elementéw wzajemnie
nieporéwnywalnych)
Mozemy wiec przej$é do sformutowania twierdzenia Robertsona-Seymoura

Twierdzenie 8.2.1. (Robertson-Seymour) [22]| [23] [24] Skoriczone grafy z relacja bycia minorem. sa
WQO

Nie bedziemy dowodzié¢ tego twierdzenia, gdyz dowdd ten zajmuje kilkaset stron. Ponizej przytoczymy
hipoteze Wagnera, ktéra wynika wprost z twierdzenia 8.2.1

Definicja 8.2.2. Méwimy, ze klasa graféw G jest zamknieta na minory jesli zachodzi warunek: jesli
graf nalezy do klasy, to rowniez jego minory nalezg do tej klasy.

Wagner nie udowodnit swojej hipotezy, natomiast Robertson i Seymour sformutowali i udowodnili

swoje twierdzenie, aby wywnioskowa¢ z niego dowdd hipotezy Wagnera. Ponizszy dowod tego wniosku
jest mojego autorstwa.

40



Twierdzenie 8.2.2. (Hipoteza Wagnera) Kazda klasa graféow zamknieta na minory moze by¢ scha-
rakteryzowana przez skoriczong liczbe graféw, ktore sg zakazanymi minorami w tej klasie. Innymi stowy
mamy C = {G | Ygerorbidden(c) H 2 G}, gdzie = to operacja bycia minorem.

Dowdd. Niech C' bedzie klasg grafow zamknieta na minory. Wezmy zbior elementéw minimalnych €7,
gdzie C jest dopelnieniem zbioru klasy C. Zbiér elementéw minimalnych jest antyltancuchem, bo w
czesciowym porzadku elementy minimalne nie sa poréwnywalne. 7Z twierdzenia 8.2.1 wiemy, ze ten
antylanicuch jest skonczony. !

W ten sposob pokazalismy, ze jak dla graféw planarnych istnieje skonczona rodzina graféw zabronionych
(K33 oraz Ks), tak dla dowolnej powierzchni topologicznej rowniez istnieje jaka$ skoriczona klasa
grafow C takich, ze jesli wiemy wezmiemy graf G i zawiera on pewien graf z C' jako minor, to wéwczas
grafu G nie da narysowac sie na tej powierzchni. Przyktadowo dla graféw toroidalnych, klasa grafow
ktore wykluczamy zawiera ponad 17535 elementow [25].
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Rozdziat 9

Podsumowanie

Poczatkowo praca miata nazywaé sie "Wstep do probleméw otwartych w teorii grafow". Uczac sie
tematyki zwigzanej z grafami, czytalam sporo prac naukowych z réznych tematéw. Pod koniec wiek-
szosci prac pojawialy sie w podsumowaniu jakies pytania i problemy otwarte nad ktérymi czytelnik
mogt dalej pracowaé. Sporo z takich pytan préobowatam samodzielnie pociagnaé, otrzymujac jakied
mniejsze lub wieksze wyniki ktore chciatam opisaé w tej pracy i zostawié¢ pytania jako otwarte. Praca
byta juz porzadnie rozbudowana, jednak ze wzgledu na malg ilos¢ czasu postanowiliémy z tutorem
o usunieciu trudniejszych rozdziatléow. Licencjat wiec stal sie skryptem z teorii graféw i przyjal na-
zwe "Ultrakrotkie wprowadzenie do teorii graféw". Skupia sie na pokazaniu podstawowych wtasnosci
z teorii graféw wraz z dowodami. Mozemy dowiedzie¢ sie z niego sporo na temat skojarzen, cyklow
Eulera i Hamiltona, drzew, planarnosci oraz kolorowan. Z poprzedniej wersji pracy zostawitam temat o
homomorfizmach, w ktérym znajduja sie opisane przeze mnie przemyslenia na temat oszacowan funk-
cji n(k,l) oraz wstep zachecajacy do przeczytania pracy naukowej, ktorej jestem wspotautorem. W
niedalekiej przysztosci zapewne dotoze do pracy dodatkowe materialty. W rozdziale o planarnosci po-
jawi sie osmiostronicowy dowod twierdzenia Kuratowskiego a zaraz potem wynikajacy z niego dowdd
twierdzenia Wagnera. Mozna sie réwniez spodziewaé opisania przeze mnie tematow z y-ograniczonosci,
kolorowania listowego czy metody roztadowari.

Podziekowanie

Serdeczne podzickowania dla Jaremy za to, ze byl moja gumowa kaczuszka, ktérej mogtam opowiadaé
dowody wszystkich twierdzen.
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