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0.1 Stowo na niedziele

README

Niniejszy skrypt zostal napisany celem wyja$nienia poczatkujacym uczestnikom obozéw informatycznych podstawowych
algorytmoéw i sposobdéw ich implementacji. Zalozeniem autora tekstu jest pomoc w zrozumieniu i implementacji oraz
udzielenie wskazéwek dot. przydatnosci réznych metod w rozwiazywaniu przyktadowych problemoéw algorytmicznych.
Nie nalezy spodziewaé si¢ przesadnego nagromadzenia formalizmoéw, oczekiwaé pelnych dowodéw poprawnosci i ztozo-
nosci. Dzialanie algorytmoéw i struktur bede probowal ttumaczy¢ intuicyjnie, nierzadko z wykorzystaniem konkretnych
przyktadéw lub calych zadan.

Mimo czestego pojawiania sie kodéw zrodtowych, skrypt nie jest przeznaczony do nauki jezyka jako takiego. Jedy-
nym wyjatkiem od tej zasady moze by¢ ttumaczenie funkcjonowania elementéw STL.

Zawarte kody nie sg jedynie stluszng wersja implementacji algorytmu w zadnym z aspektéw kodowania, od stylu
indentacji i nazewnictwa poczawszy, na modularyzacji skoniczywszy.

Wszelkie requesty, zauwazone bledy (w tym literéwki i niespojny styl programowania), propozycje, ciekawe pomysty
i tym podobne prosze sta¢ na adres szreder [at] mimuw.edu.pl. Mile widziani ochotnicy do tworzenia rysunkéw!'
i zgtaszania przykladowych zadan (moga by¢ wraz z rozwiazaniami jesli nie sa trywialne).

Rozpowszechnianie

...jest nieograniczone z zastrzezeniem o niemodyfikowalnosci tresci. Jesli uwazasz, ze co$ jest schrzanione i nalezy
poprawi¢ — napisz do mnie. Wszelkie inne czynnosci zwiazane z kopiowaniem, drukowaniem, kserowaniem i tapeto-
waniem $cian sa dozwolone, a nawet zachecane. Tym niemniej sugerowany sposob rozpowszechniania elektronicznego
to linkowanie adresu:

http://students.mimuw.edu.pl/ szreder/skrypt.pdf

Motywacja: dostep do najswiezszej wersji z wszystkimi aktualizacjami i poprawkami.

IWymagania: kod kompatybilny z pakietem TikZ.



log, zy = log, z +log, y
T
log,, 5 =log, x —log, y

log, =¥ = k - log, «

O(f(n)) + O(g(n)) = O
O(f(n)) - O(g(n)) = O(f(n) - g(n))

Czescé 1

Troche matematyki

max(f(n), g(n)))




1 Wszedobylski logarytm

Logarytm jest operacja odwrotng do potegowania, tak jak dzielenie jest odwrotnoscia mnozenia, a odejmowanie odwrot-
noscig dodawania. Zapis log, b oznacza logarytm o podstawie a z liczby b. Jesli wynikiem takiego logarytmu jest pewna
liczba ¢, to znaczy, ze podstawa logarytmu podniesiona do potegi ¢ daje liczbe b, czyli:

log,b=c <= a“=b

Na przyktad log, 1024 = 10, bo 2! = 1024. Czasami uzywa sie skroconych oznaczeni na logarytmy o specjalnych podsta-
wach, np. logarytm o podstawie 2 zapisuje si¢ przez ,lg”, natomiast logarytm o podstawie e (jedna z najpopularniejszych
stalych w przyrodzie, zaraz obok ) zapisuje sie ,In” (tzw. logarytm naturalny). Obliczenie przyblizonego logarytmu
mozna wykona¢ w drodze wielokrotnego dzielenia przez podstawe, np. log;s 750 = 1 + log;5 50 = 2 + log;; 3%. Zatem
2 < logy5 750 < 3.

Pojecie logarytmu bedzie sie czesto pojawiato w opisach algorytmoéw, zazwyczaj w kontekscie czasu ich dziatania.
Ponizszy algorytm prezentuje pewng idee obrazujaca dlaczego tak sie dzieje.

1.1 Wyszukiwanie binarne

Zalozmy, ze mamy tablice zawierajaca n réznych wartosci liczbowych, posortowanych rosngco. Chcemy stwierdzié,
czy w tablicy znajduje sie pewna warto$é¢ x. Rozwiazanie brutalne polegatoby na sprawdzaniu liczb po kolei i przerwaniu
w momencie, gdy albo znajdziemy x, albo dojdziemy bez sukcesu do korica tablicy. Nie wykorzystalismy w zaden sposéb
faktu, ze zawarto$¢ tablicy jest posortowana. Mozemy odrobine poprawi¢ algorytm przerywajac jego dzialanie w chwili
gdy stwierdzimy, ze na pewno nie znajdziemy x, bo przekroczyliSmy juz jego warto$¢ i az do konca tablicy bedziemy
mieli tylko elementy wicksze.

Nadal jednak mamy duzo miejsca na poprawe. Zrobmy tak, ze wezmiemy Srodkowy element tablicy (lub %1 jesli
liczba elementéw jest parzysta) i oznaczmy go y. Mamy teraz trzy mozliwosci:

1. z =y, wiec wygraliSmy i koniec pracy.

2. x <y, wtedy wszystkie elementy na prawo od y takze sa wieksze od z, a zatem nas nie interesuja — mozemy o nich
zapomnie¢ i skupié sie na szukaniu z w lewej potowie tablicy.

3. x > y to sytuacja analogiczna do powyzszej, tylko teraz odrzucamy lewa potowe, bo tam na pewno nie ma =z
i kontynuujemy w prawej potowie.

W ten spos6b odrzuciliSmy z rozwazan potowe elementéw tablicy. Jesli teraz wykonamy identyczne dzialanie dla pozo-
stalej czesci tablicy, to znowu odrzucimy potowe z pozostatych elementéw itd. Kazdy krok algorytmu dzieli dwukrotnie
pozostaty do sprawdzenia przedziat w tablicy, a zatem liczba krokéw algorytmu jest ograniczona przez logarytm o podsta-
wie 2 z liczby elementow tablicy. Zeby doceni¢ przyspieszenie wynikajace z takiego dzialania nalezy dostrzec jak powoli
rosna funkcje logarytmiczne:

e log, 32 = 5, mamy wiec 5 krokéw algorytmu zamiast sprawdzenia 32 elementow tablicy.
e log, 1024 = 10, czyli 10 krokéw zamiast 1024 sprawdzei.
o log, 1048576 = 20, czyli 20 krokéw zamiast ponad miliona sprawdzeri!
To sa jedynie logarytmy dwojkowe. Logarytmy o wiekszych podstawach rosna duzo wolniej! Pokazuje to jak potezne

sa metody dzialajace w oparciu o powyzsza zasade wyszukiwania binarnego.

1.2 Szybkie potegowanie

Analogiczny pomyst do wyszukiwania binarnego mozemy zastosowaé¢ przy podnoszeniu liczb do wysokich poteg. Przyj-
mijmy, ze chcemy obliczy¢ warto$é ™. Standardowa metoda polega na wykonaniu wielokrotnego mnozenia przez wartosé



x, zgodne ze schematem z” = z" - 2. Wykorzystajmy jednak sympatyczna wlasciwogé mnozenia dwoch liczb o tych sa-
mych podstawach potegi: 2" -z™ = 2"t™, a w szczegdlnosci ™ - ™ = 22". Mozemy teraz zapisaé algorytm potegowania
w formie rekurencyjnej:
x dlan=1
" ={ aF .k dla n = 2k
2k a2k .x dlan=2k+1

W oczywisty sposob rekurencja zbiegnie do wartosci brzegowej n = 1 w logarytmicznej liczbie krokéow.

1.3 Wyszukiwanie binarne po wyniku

Wezmy n-elementowy ciag liczb naturalnych, ktéry mamy podzieli¢ na k spéjnych przedzialow w taki sposob, aby kazda
liczba z ciagu znalazla sie w dokladnie jednym przedziale. Oprécz tego chcemy, aby przedzial o najwiekszej sumie
elementéw mial te sume mozliwie najnizsza.

Powyzsze zadanie nalezy do probleméw, ktére da sie rozwigzaé technika wyszukiwania binarnego po wyniku. Idea
jest nastepujaca. Chcemy rozwiazaé problem optymalizacyjny (znalezienie najmniejszej albo najwiekszej wartosci spet-
niajacej warunki zadania), jednak umiemy rozwiaza¢ jedynie problem decyzyjny (czy okreslona liczba x spelnia warunki
zadania). W postawionym zadaniu mozemy ,strzeli¢” w jakas liczbe, stanowiaca gorne ograniczenie na sume elementow
w pojedynczym przedziale. Nastepnie przechodzimy przez kolejne elementy ciagu i zachtannie przydzielamy je do bie-
zacego przedziatu tak dilugo, jak to jest mozliwe, tzn. dopoki biorac kolejny element nie przekroczymy wybranego
ograniczenia x. Jesli przekroczymy ograniczenie, to w tym miejscu koniczymy przedziat i rozpoczynamy nowy. Na koricu
sprawdzamy, czy w ten sposob ,zuzyliSémy” co najwyzej k przedzialow (wtedy wybrane ograniczenie x jest poprawne),
czy moze wiecej (wtedy jest niepoprawne).

Jesli strzeliliSmy w poprawna wartos$¢ x, to teraz strzelamy w jaka$ mniejsza (bo moze uda sie poprawi¢ wynik),
w przeciwnym wypadku strzelamy w wieksza. Mozemy w ten sposéb znalezé rozwiazanie problemu optymalizacyjnego
poprzez sukcesywne rozwiazywanie problemu decyzyjnego, az do zbiegniecia wybieranych ograniczen do pewnego punktu
granicznego, tzn. takiej liczby x, Ze stanowi ona poprawne ograniczenie, ale x — 1 jest juz niepoprawne.

Wyszukiwanie binarne po wyniku mozna stosowaé¢ w miejscach, w ktorych funkcja wyniku od przyjetej wartosci
rozwigzania jest monotoniczna. Jesli nie mamy takiej gwarancji, to wyszukiwanie binarne moze zglupieé, odcinajac
przedzialy zawierajace optymalny wynik. Opisane wyzej przyktadowe zadanie spelnia ten warunek — jesli zwiekszymy
dopuszczalne ograniczenie na sume elementéw w pojedynczym przedziale, to liczba przedziatéw potrzebnych do podzie-
lenia wejsciowego ciggu nigdy nie wzrosnie.

2 Asymptotyka

Analiza czasu dzialania programu komputerowego oraz ilosci zuzywanej pamieci pozwala na dobér odpowiedniego rozwia-
zania do postawionego problemu. Czasami mamy do dyspozycji wiecej czasu, jednak musimy sie zmiesci¢ w ograniczonej
pamieci lub odwrotnie. Chcieliby$my okresli¢ pewna miare dla zasobdéw wymaganych do dziatania algorytmu, zeby moc
poréwnywaé ze soba roézne rozwiazania i dowiedzieé sie, ktére wybraé najlepie;j.

Niestety dokladne wyliczenie liczby operacji jest zazwyczaj niemozliwe, poniewaz dla wiekszosci zadan jest ona
zalezna od danych wejéciowych. Ponadto rézne implementacje tego samego algorytmu moga sie znaczaco rézni¢, wy-
muszajac wielokrotne analizowanie kodow zrodtowych. W wiekszosci wypadkow wystarczy jednak pewne oszacowanie
na rzad wielkosci liczby najwazniejszych operacji w algorytmie.

e Operacja dominujgca jest pojedyncza operacja lub niezmiennym zestawem operacji, stanowiacych trzon algorytmu.
Dla przyktadu operacja dominujaca w wiekszosci algorytmoéw sortujacych jest poréwnanie dwoch elementow.

o Zlozono$¢ obliczeniowa, zamiennie nazywana czasowa, to liczba operacji dominujacych wykonywanych przez wy-
brany algorytm do rozwiazania pewnego problemu dla danych wejsciowych rozmiaru n. Poniewaz ten sam algorytm
moze wykonywaé sie diametralnie réznie dla r6znych danych wejsciowych tego rozmiaru, na ogét bedziemy rozpatry-
wacé ztozonosé czasowa w dwoch wariantach: pesymistycznym (najbardziej zlosliwe dane wejsciowe) 1 oczekiwanym
(przypadek $redni).
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e Analogicznie ztozonoscig pamieciowq nazywamy ilo$¢ pamieci wymaganej przez zastosowany algorytm do rozwia-
zania problemu dla danych wejSciowych rozmiaru n. Przez wiekszosé tekstu omawiany bedzie jedynie problem
okreslania ztozonoéci czasowe;j.

2.1 Notacja wielkiego ’O’

Rzad wielko$ci mozna pojmowac intuicyjnie jako tempo wzrostu wykonywanych operacji dominujacych wraz ze wzrostem
rozmiaru danych wej$ciowych. Dla przykladu rozpatrzmy sortowanie babelkowe zaimplementowane nastepujaco:

001 for (int i = 0; i < n; ++i)

002 for (int j = 1; j < mn; ++j)
003 if (tab[j - 11 > tab[jl) {
004 int temp = tabl[j];

005 tab[j] = tab[j - 1];
006 tab[j - 1] = temp;

007 }

Operacja dominujaca jest poréwnanie dwoch elementéw w tablicy tab. Zewnetrzna petla wykonuje n obiegdéw, we-
wnetrzna n — 1, co lacznie daje n? — n poréwnan. Interesuje nas jedynie oszacowanie liczby wykonywanych operacji
dominujacych, a poniewaz wyraz n? zdecydowanie przewaza n juz dla malych wartosci naturalnych, odrzucamy ten drugi
czynnik jako nieznaczacy. Mozemy teraz powiedzieé, ze zltozono$é algorytmu sortowania babelkowego jest kwadratowa.

Do oznaczania rzedu wielkosci ztozonosci obliczeniowej algorytmu postuzymy sie symbolem wielkiej litery *O’. O(f(n))
oznacza, ze algorytm ma ztozono$é nie wieksza niz f(n). Bardziej formalnie: g(n) jest rzedu nie wiekszego, niz f(n),
jesli istnieje taka stala ¢, ze zachodzi g(n) < ¢- f(n) przy wystarczajaco duzych wartosciach n.

Dla uproszczenia stosuje sie zapis g(n) = O(f(n)) jesli g(n) jest rzedu nie wickszego, niz f(n). Zastosowanie znaku
rownosci jest pewnym naduzyciem — mozemy zapisac¢ f(n) = O(h(n)) i g(n) = O(h(n)), co jednak nie oznacza, ze f(n)
i g(n) sa tego samego rzedu.

Przyjmijmy, ze f(n) = O(h(n)) i g(n) = O(h(n)). Mozna wtedy okresli¢ kilka przydatnych wtasnosci wielkiego *O’:

o f(z) +9(z) = O(h(n))

o f(x) —g(x) = O(h(n))

o f(x) g(x) = O(h*(n))

Nastepujace formuly sa zatem prawdziwe:

e n2 = O(n?) (oczywiste)

e n = O(n?) (ale nieprawdziwe jest n2 = O(n))
e n%2—n=0(n?) (bon=0(n?))

e n? — (n* —n) =n=0(n)

Proste przyktady

Ponizsze ztozonoéci obliczeniowe uszeregowane sa w kolejnosci rosnacej.

e O(1) oznacza algorytm wykonujacy sie w czasie statym, czyli niezaleznym od rozmiaru danych wejsciowych. Roz-
wigzanie dzialajace w czasie stalym istnieje dla bardzo matego zbioru probleméw obliczeniowych, na przyktad
okreslenie parzystosci liczby catkowitej lub znalezienie cyfry jednosci operacji n!.

e O(logn) oznacza algorytm wykonujacy sie w czasie logarytmicznym. W poprzednim rozdziale zostaly przedsta-
wione przykladowe algorytmy dzialajace w takim czasie. Nalezy zwroci¢ uwage na brak podstawy obok symbolu
logarytmu — wiaze sie to z tzw. pominieciem stalego czynnika w zapisie zlozonosci i zostanie opisane w dalszej
czedci rozdziatu.

e O(n) oznacza algorytm wykonujacy sie w czasie liniowym wzgledem rozmiaru danych wejsciowych, na przyktad
poszukiwanie konkretnej warto$ci w nieuporzadkowanym n—elementowym ciagu liczb.

e O(nlogn) oznacza algorytm wykonujacy sie w czasie liniowo-logarytmicznym, czasami zwanym takze pseudolinio-
wym. Wiekszosé algorytmoéw sortowania dziata w takim czasie pesymistycznym albo oczekiwanym.



e O(n?) oznacza algorytm wykonujacy sie w czasie kwadratowym. Proste algorytmy sortujace przez poréwnania
dzialaja w takim czasie: sortowanie babelkowe, sortowanie przez wybor, sortowanie przez wstawianie. Co ciekawe,
jeden z najpopularniejszych algorytmow sortowania, czyli sortowanie szybkie (QuickSort) dziala w pesymistycznym
czasie kwadratowym, chociaz w przypadku srednim jest duzo szybszy od wielu algorytmoéw sortowania o pesymi-
stycznej ztozonosci liniowo-logarytmiczne;j.

2.2 Pominiecie stalej

Zalozmy, ze w pewnym algorytmie wykonujemy g(n) = 3n? + n operacji dominujacych. Zgodnie z opisem notacji
wielkiego 'O, jesli dla pewnej funkcji f(n) istnieje stala ¢, taka ze g(n) < ¢- f(n), to mamy g(n) = O(f(n)). Wobec
tego ustalmy f(n) = n? i zauwazmy, ze 3n% + n < 4 -n?. Mozemy wobec tego zapisa¢, ze g(n) = O(n?). Intuicyjne
uzasadnienie jest takie, ze przy zwiekszaniu rozmiaru danych wejsciowych liczba koniecznych operacji wciaz wzrasta
kwadratowo, niezaleznie od stalej stojacej przy wyrazie n?.

Nastepujace formuly sg zatem prawdziwe:
e n? —100n? = O(n?)

e 3n 425000 = O(n)

e 2147483647 = O(1)

e 0.00003n% = O(n?)

Na tych przykladach mozna dostrzec pewne putapki kryjace sie w ocenianiu algorytmu jedynie wedlug jego zlozo-
nosci. Teoretycznie przyklad czwarty jest duzo gorszy od trzeciego. W praktyce, dla dostatecznie matych wartosci n,
bardziej optacalny jest algorytm opisany przykladem czwartym. Nalezy wiec mie¢ na uwadze istnienie stalego mnoz-
nika przy rozpatrywaniu kilku algorytmoéow dla pewnego problemu, poniewaz nie zawsze warto wybraé¢ ten najszybszy
,ha papierze”.

Nalezy tutaj wyjasni¢ dwie kwestie zwiazane ze zlozonosciami, w ktoérych pojawia sie logarytm. Po pierwsze, stan-
dardowo pomija sie w notacji podstawe logarytmu. Wynika to z tego, ze przejscie z jednej podstawy logarytmu do drugiej
jest relatywnie prosta operacja. Jesli chcemy sprowadzi¢ logarytm o podstawie a z liczby x do logarytmu o podstawie b:

log, x
=1 L
log, b 08a ¥ log, b

a

logy x =

Wartosé @ jest po prostu stata, ktéra pomijamy w zapisie ztozonosci, z czego wynika, ze wszystkie logarytmy naleza,
do tej samej klasy asymptotycznej. Trik zwiazany z zamiana podstaw przydaje sie czasami w zyciu codziennym —
wiekszos¢ podrecznych kalkulatoréw potrafi obliczaé¢ jedynie logarytmy naturalne, zatem stosujac zmiane podstawy
potrafimy posrednio obliczaé logarytmy o dowolnych podstawach.

Druga kwestia zwiazana jest z obliczaniem logarytméw z wartosci bedacych potegami. Latwo sprawdzié, ze zachodzi
log, n¢ = c¢-log, n. Ale wtedy w zapisie ztozonosci mamy O(logn®) = O(c-logn), co pozwala pominaé czynnik c o ile
jest on staly (czyli nie jest parametrem algorytmu), sprowadzajac w ten sposob ztozonosé do O(logn). Nie nalezy jednak
myli¢ takiego zapisu ze ztozonoscig O((logn)?) = O(log® n).

3 Teoria liczb

3.1 Pierwszo$¢ i wzgledna pierwszosé

Liczba naturalna z jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy ma dokladnie dwa rozne dzielniki (jedynke oraz x). Liczby,
ktore maja wiecej niz dwa dzielniki nazywamy ztozZonymi. Sprawdzenie pierwszosci najprosciej wykonaé¢ brutalnie, tzn.
testujac czy Vicice T — 0 - L%J # 0. Ten bizantyjski' zapis sprawdza, czy reszta z dzielenia /i jest rézna dla wszystkich
wartosci ¢ z zakresu [2,  — 1] (o resztach z dzielenia wiecej w rozdziale 3.2). Zapis ten jednak da sie od razu przetozyé
na prosta petle sprawdzajaca pierwszosé:

W sensie: przekomplikowany
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001 bool is_prime(int x)

002 {

003 if (x == 1)

004 return false;

005 if (x == 2)

006 return true;

007

008 for (int i = 2; 1 < x; ++i)
009 if (x-1x* (x/ 1) ==0)
010 return false;

011 return true;

012 %}

Takie podejscie jest mocno glupawe i kosztowne. Mozemy w zasadzie za darmo zaoszczedzié¢ polowe pracy sprawdzajac
tylko liczby nie wieksze niz /2, bo dalej i tak nie bedzie zadnych dzielnikow. Kolejna potowe kandydatow do bycia dziel-
nikiem mozemy odrzuci¢ zauwazajac, ze jedyna parzysta liczba pierwsza jest dwojka. Zatem wszystkie liczby parzyste
rozne od 2 od razu odrzucamy, a petle zapuszczamy jedynie po liczbach nieparzystych. Oczywiscie nie bedziemy sie
wyghupia¢ i zamiast kombinowaé z zapisem z poprzedniego fragmentu kodu uzyjemy operacji modulo (%), czyli reszty
z dzielenia.

001 bool is_prime(int x)

002 {

003 if (x == 1)

004 return false;

005 if (x == 2)

006 return true;

007 if (x%h 2 ==0)

008 return false;

009

010 for (int i =3; i < x/ 2; i += 2)
011 if (x% 1 ==0)
012 return false;
013 return true;

014 %}

Duzo lepiej, ale nadal mamy czas O(n). Pora na kolejng, tym razem duzo silniejszg obserwacje. Dzielniki pewnej liczby
r mozna pogrupowac w pary (a, b) w taki sposob, ze £ = b, a zatem jednoczesnie § = a. Na przyktad dla x = 36 mamy
nastepujace pary: (1, 36), (2, 18), (3, 12), (4, 9), (6, 6), (9, 4), (12, 3), (18, 2), (36, 1). Uporzadkowanie po rosnacej
wartosci a jest celowe, pozwala bowiem dostrzec bardzo przydatna prawidlowo§é: w momencie gdy a > /x, pary
dzielnikow zaczna sie powtarzaé¢. Mozemy zatem wszystkie dzielniki dowolnej liczby = odnalezé (lub stwierdzié¢ ich brak)
sprawdzajac jedynie liczby nie wigksze niz 1/z, a zatem mamy algorytm dzialajacy w czasie O(y/n).

Znajdowanie liczb pierwszych

Jesli chcemy wyznaczy¢ liczby pierwsze z jakiegos zakresu, to najprosciej uzy¢ powyzszej funkcji is_prime dla kolejnych
wartosci x i zapisywac gdzies$ na boku te liczby, dla ktorych funkcja zwrocita true. Dla przyspieszenia dzialania mozemy
przerobié¢ petle wewnatrz tej funkeji w taki sposob, zeby nie przebiegala przez wszystkie liczby nieparzyste od 3 do +/z,
a jedynie przez wczesniej znalezione liczby pierwsze.

Jesli jednak zakres, w ktorym potrzebujemy liczb pierwszych jest na tyle niewielki, ze zmie$cimy w pamieci tablice
wartosci logicznych odpowiadajacych na pytanie ,czy x jest pierwsze”, to mozemy zastosowaé sito Eratostenesa:

1. Ustalamy goérne ograniczenie na szukane liczby pierwsze, oznaczmy je n.
2. Oznaczamy wszystkie liczby od 2 do n jako pierwsze. Pdzniej niektore z nich bedziemy wykreslaé jako ztozone.

3. Przebiegamy po tablicy w kolejnosci od 2 do n. Jesli trafimy na liczbe x widniejaca jako pierwsza, to wykreslamy
z tablicy wszystkie jej dalsze wielokrotnosci, czyli liczby postaci 2z, 3z. ..

001 int primes[MAX], prime_cnt;

002 bool sieve[N]; //jesli sieve[i] == true, to liczba 7 jest wykreslona
003

004 void calc_primes()



ROZDZIAL 3. TEORIA LICZB 10

005 {

006 for (int i = 2; i < N; ++i)

007 if (Isievel[il) {

008 //znalezlidmy liczbe pierwszg

009 primes [prime_cnt++] = ij;

010

011 //wykreslamy wszystkie jej wielokrotnosct
012 for (dnt j =i + i; j < N; j += 1)
013 sieve[j] = true;

014 }

015 }

Rozklad na czynniki pierwsze

Kazda liczbe naturalng mozna zapisa¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, np. 300 =2-2-3-5-5 = 223! 52. Ogdlniej,
jesli przez p; oznaczymy jakas liczbe pierwsza, to mozemy przedstawié¢ kazda liczbe jako x = p{* p5? ... pp*. Korzystajac
z tego zapisu mozna obliczy¢ kilka rzeczy.

e Kazdy dzielnik liczby x to liczba postaci pi* p3> ... p}*, gdzie Vigi<k vi < ;. Zatem mozemy na oq + 1 sposobow
wybraé¢ wyktadnik przy liczbie pp, niezaleznie na as 4+ 1 sposobéw wybraé wyktadnik przy liczbie po itd., zawsze
otrzymujac w ten sposéb liczbe bedaca dzielnikiem z. Zatem liczba réznych dzielnikéw z wynosi

k

[T(ei+1)

=1

Qg

o Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a = p{™* p3® ... pp* i b= pfl p§2 e pg’“ to

min(az, B1) pglin(oéz,ﬁfz) o p?in(amﬁk)

C=Dp

e Analogicznie najmniejsza wspolna wielokrotnosé

max (a1, 1) p;nax(ozg, B2) o p;:nax(ak, Br)

cC=DP;

Algorytm Euklidesa

Najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb mozna szybko znalezé nie korzystajac z rozkladu na czynniki pierwsze. Ko-
rzystamy z nastepujacych wlasnosci podzielnodci liczb:

e 0 jest podzielne przez kazda liczbe niezerowa, zatem NWD(a, 0) = a dla a > 0.
e jeslid|aid]|b,tod]| (a—Db)
e NWD(a, b) = NWD(a — b, b)

W najprostszym ujeciu powyzszych wlasnosdci, mozemy zapisa¢ algorytm znajdowania najwickszego wspoélnego dzielnika
(algorytm FEuklidesa) nastepujaco:

001 //zatozenie: a >=b >= 0
002 int gcd(int a, int b)

003 {

004 while (b !'= 0) {
005 while (a >= b)
006 a -= b;
007

008 int ¢ = a;

009 a = b;

010 b =c;

011 }

012 return a;

013 }
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Nazwa funkcji gecd pochodzi od angielskiego okreslenia najwickszego wspoélnego dzielnika — greatest common divisor.
Powyzsza implementacja jest dos¢ wolna, mozemy ja jednak znaczaco przyspieszyé zamieniajac wielokrotne odejmowanie
na pojedyncza operacje modulo.

001 int gcd(int a, int b)

002 {

003 while (b != 0) {
004 int ¢ = a % b;
005 a = b;

006 b =c;

007 }

008 return a;

009 }

Wzgledna pierwszosé

Dwie liczby a i b nazywamy wzglednie pierwszymi wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a, b) = 1. Czesto jest to skrotowo
oznaczane a L b. Dla liczb catkowitych dodatnich okreslamy funkcje ¢ (tzw. funkcja Eulera), zdefiniowana nastepujaco:

el@)={0<n<z:n L}

Innymi stowy ¢(x) oznacza liczbe wartosci nie wiekszych od x i wzglednie pierwszych z . Warunek n < = (zamiast
ostrzejszego n < x) moze sie wydawa¢ dziwny, poniewaz wydaje sie, ze zawsze jesli n = x, to n £ . Jest jednak istotny
wyjatek w postaci liczby 1, bowiem zgodnie z definicja wzglednej pierwszosci mamy NWD(1, 1) = 1. Zatem 1 jest
wzglednie pierwsze z 1.

Obliczanie funkcji Eulera jest zwiazane z rozkladem na czynniki pierwsze liczb. Wiaze si¢ to z kilkoma obserwacjami
dotyczacymi wartosci funkcji Eulera:

o Jesli x jest liczbg pierwsza, to wszystkie liczby mniejsze od x sa wzglednie pierwsze, zatem p(x) = x — 1.

e Wzmocnienie powyzszej reguly, jesli x jest liczba pierwsza, to p(z*) = 2% — z¥~1. Wynika to z faktu, ze wszystkie

liczby nie wicksze od z*, dla ktorych NWD z ta wartoscia jest rézne od jedynki, to wielokrotnogci liczby z: x, 2z,
3z, ..., x* "'z = . Jak widaé jest ich doktadnie 2*~1.

e Funcja Eulera jest tzw. funkcjo multiplikatywna, tzn. jesli a L b, to ¢(ab) = ¢(a) - p(b). Mozemy skorzystaé z tej
wtlasnosci aby obliczy¢ ¢ dla dowolnej liczby. Wystarczy dokonaé rozktadu na czynniki pierwsze, a potem idzie juz

tatwo:
k

e=pps? L, (@) = [ e
i=1

3.2 Arytmetyka modularna

Operacja modulo oznacza reszte z dzielenia dwoch liczb catkowitych. Mowimy, ze dwie liczby a i b sa przystajgce modulo
n wtedy i tylko wtedy, gdy reszta z dzielenia ¢/n (czyli @ mod n) réwna jest reszcie z dzielenia b/n (czyli b mod n).
Przystawanie oznaczamy znakiem rownosci z trzema kreskami i podajac na boku wartosé n wzgledem ktorej obliczamy
reszte:

a=b (modn) < amodn=>bmodn

Moéwimy, ze dzialamy w arytmetyce modulo n gdy wynik wszystkich obliczen jakie wykonujemy traktujemy na koricu
operacja wziecia reszty z dzielenia przez n. Tak naprawde sprowadzamy wtedy kazda liczbe catkowita do réwnowaznej
jej (przystajacej) liczby ze zbioru {0, 1,...,n — 1}. Liczby ujemne sprowadzamy do nieujemnych wiedzac, ze a = a+n
(mod n), czyli na przyklad —2 = 11 (mod 13). Latwo sprawdzié¢, ze zachodza nastepujace tozsamosci:

e (a+b) modn = ((a modn) =+ (bmodn)) modn
e (a-b) mod n = ((a mod n) - (bmodn)) modn

Problem pojawia si¢ dopiero, gdy chcemy dokonaé¢ dzielenia. Dzielenie jest odwrotnoscia mnozenia — kazde dzielenie
mozemy zapisa¢ jako mnozenie przez liczbe odwrotna;:

1
a+b:a-g:ab_1
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Oczywiscie przez liczbe odwrotng do b rozumiemy taka liczbe b=1, ze b-b~! = 1. Bedziemy trzymac sie tej definicji takze
w arytmetyce modulo n: b-b~! = 1 (mod n). Dzialajac w arytmetyce modulo n wykonanie dzielenia przez dowolng
liczbe z bedzie zatem réwnowazne wykonaniu mnozenia przez x~!. Znalezienie odwrotnosci jest czasami niemozliwe,

na przyktad w modulo 9:
1. 1-1=1 (mod 9)
2. 2-5=1 (mod 9)
3. nie ma odwrotnosci
4. 4-7=1 (mod 9)
5.5:-2=1 (mod 9)
6. nie ma odwrotnosci
7.7-4=1 (mod 9)
8. 8-8=1 (mod 9)

Nietrudno zauwazy¢, ze istnienie odwrotnosci liczby x w arytmetyce modulo n jest rownowazne x L n.

Rownania liniowe

Znajdowanie odwrotnosci jest specjalnym przypadkiem rozwiazywania réwnan liniowych w arytmetyce modularne;j.
Rownania takie maja nastepujaca postaé:
ax =b (mod n)

Jesli szukamy odwrotnosci liczby a, to rozwiagzujemy takie réwnanie dla b = 1. Modularne réwnania liniowe maja rozwia-
zanie tylko, gdy NWD(a, n) | b. Istnieje wtedy doktadnie NWD(a, n) réznych rozwiazan w zbiorze liczb {0, 1,..., n—1}.
Gdy znajdziemy przynajmniej jedno rozwiazanie sg, to pozostale rozwiazania mozemy wyliczy¢ korzystajac z wzoru

si=1|so+1 " mod n
R NWD (a, n)

Uzyjemy rozszerzonego algorytmu Euklidesa do znalezienia interesujacych nas liczb. Rozszerzony algorytm Euklidesa
oprocz znalezienia najwiekszego wspoélnego dzielnika liczb a i n potrafi réwniez znalezé pare liczb p, ¢ spelniajacych
réwnanie:

ap +ng = NWD(a, n)

Majac taka pare mozemy wyznaczy¢ rozwigzanie korzystajac z wzoru

b-p

= NWD(a, n) 04"

S0
Z warunku NWD(a, n) | b wynika, ze powyzsza liczba bedzie zawsze catkowita.

Rozszerzony algorytm Euklidesa

Dzialanie algorytmu polega na obliczaniu z; i y; w réwnaniu r; = ax; + by; dla kolejnych wartosci ¢, gdzie r; oznacza
reszte po i-tym kroku algorytmu Euklidesa. Koriczymy, gdy reszta spadnie do zera (por. ,zwykla” wersja algorytmu
w p. 3.1). Zaczynamy od ustalenia 7y =a-1+4+b-0irg =a-0+b-1 (zmienne x, y, px i py w ponizszym programie
przechowuja odpowiednio biezace wartosci x;, y; oraz poprzednie x;_1, y;—1).

Uwaga. Ponizsza implementacja rozszerzonego algorytmu Euklidesa nie zwraca zadnej wartosci w wyniku wywotania
funkcji. Wynika to z faktu, iz w zaleznosci od okolicznosci mozemy jako ,wynik” uznaé¢ zupelnie rézne koricowe liczby.
Najwiekszy wspolny dzielnik znajduje sie na konicu w zmiennej a, natomiast zmienne px i py przechowuja takie wartosci
x, y, ze zachodzi NWD(a, b) = ax+by. Wynikiem odpalenia rozszerzonego algorytmu Euklidesa bedzie pewien podzbior
tych wartosci — nalezy zdecydowaé ktore z nich sg dla nas istotne i zawrze¢ je w wyniku wywotania funkeji.

001 void extended_gcd(int a, int b)

002 {

003 int x =0, y=1, px =1, py = 0;
004

005 while (b != 0) {

006 int c=a % b, d=a/ b, temp;

007



008 a = b;

009 b =c;

010

011 temp = x;

012 x =px - d * x;
013 px = temp;

014

015 temp = y;

016 y=py -d*y;
017 py = temp;

018 }

019 }

4 Macierze

Macierz jest prostokatna tablica o okreslonych wymiarach przechowujaca wartosci liczbowe'. Wymiary nazywamy

wierszami i kolumnami, a same macierze zwykle oznaczamy wielkimi literami alfabetu. Pojedyncza komoérke macierzy
oznaczamy taka samg litera, jak te macierz, tylko maly. Macierz sktadajaca sie z jednej kolumny czesto nazywamy
wektorem. Transpozycja macierzy A nazwiemy taka macierz AT, ktora odpowiada pierwotnej macierzy z zamienionymi
wierszami i kolumnami, tzn. a; ; = a™;; (tab. 4.1).

4.1 Macierze specjalnego typu
e Jesli macierz ma tyle samo wierszy co kolumn, to wtedy jest kwadratowa.
e Macierz kwadratowa jest symetryczna wtedy, gdy zachodzi V;V; a; ; = a; ;.

e Macierz kwadratowa jest diagonalna wtedy, gdy wszystkie jej komorki poza tymi na przekatnej (diagonali) sa
rowne zero: V,;V; i # j = a; ; = 0. Analogicznie mozna zdefiniowa¢ macierz antydiagonalng, jesli jedyne niezerowe
komorki znajduja si¢ na drugiej przekatnej, tzn. dla macierzy n x n zachodzi V;V; i +j —1#n=a;; =0.

e Macierz diagonalna o wszystkich wartosciach na przekatnej rownych 1 to macierz jednostkowa.

o Jesli wszystkie wartosci powyzej diagonali sg zerowe, to mamy wtedy macierz trdjkgtng gorng. Analogicznie
definiujemy macierz trdjkgtng dolng jezeli wszystkie wartosci ponizej diagonali sa zerowe.

4.2 Dzialania na macierzach

Dzialania na macierzach podlegaja pewnym restrykcjom. Dwie macierze mozna doda¢ lub odjaé tylko jesli sa takiego
samego wymiaru. Wtedy dokonujemy prostego dodawania (albo odejmowania) poszczegolnych komorek:

C=A+B&VVc;=a,;tb;;

Duzo ciekawsze jest mnozenie macierzy. Macierz A mozna pomnozyé¢ przez macierz B tylko wtedy, gdy liczba kolumn
A réwna jest liczbie wierszy B. Wynikiem mnozenia jest macierz, ktéra ma tyle wierszy co A i tyle kolumn co B.
Przyjmijmy, ze A wymiaru p X ¢, a B jest wymiaru ¢ X r. Samo mnozenie zdefiowane jest nastepujaco:

q
C=A B & ViciVigi<r € = ) aik b
k=1
Ten dosé skomplikowany zapis oznacza tyle, ze obliczajac warto$é¢ komoérki w i-tym wierszu, j-tej kolumnie macierzy
wynikowej dodajemy do siebie kolejno elementy z i-tego wiersza macierzy A przemnozone przez elementy j-tej kolumny
macierzy B. Latwo zapamieta¢ ten sposdb obliczen, jesli mnozac dwie macierze jedna zapiszemy po lewej stronie,

1Tak naprawde macierz moze zawiera¢ duzo réznych bytéw matematycznych, ale skupiamy sie tutaj tylko na liczbach rzeczywistych.

13
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5 3 0
5 2 -3 0 9 2 1 -8
A=| 3 1 3 —6 4 AT = -3 3 6
0 -8 6 7 0 0 —6 7
9 4 0
ajl = 5 az o = —8 azs = 4 aT171 =5 aT3,2 =3 aT275 = nie istnieje

Tablica 4.1: Przyktadowa macierz wymiaru 3 x 5 oraz transpozycja tej macierzy.

10 4 2
5 2 -3 09 2 735 54 T 8 AT
A=(3 1 3 64) B=| 0 160| C=A-B=| 31 20 33 17
0 -8 6 70 -1 -3 0 1 —23 71 12 -33
5 -2 0 3
1 o] 4 2
2| 7| 3 5
o| 1| 6 o | =B
1] -3| 0o 1
5| -2 0o 3
5 -3 09
A= (3 1 3 6 1
0 8 6 70

Coo=asi-bipgt+ass-baotass-bzas+ass-bss+ass- -bso
=3.041-T+3-1+4(—6)-(—3)+4-(-2)
=0+7+3+18—8=20

Tablica 4.2: Mnozenie macierzy.

a druga po prawej i troche powyzej (tab. 4.2). Cala operacje mozna zapisa¢ za pomoca prostego kodu, ktéry w istocie
implementuje mnozenie macierzy wprost z definicji:

001 for (int i = 1; i <= p; ++1i)

002 for (int j = 1; j <= r; ++j)
003 for (int k = 1; k <= q; ++k)
004 Clil [j] += A[il[k] * B[k][j1;

Oczywiscie ztozonosé takiej operacji wynosi O(pgr), lub O(n?) jesli mamy do czynienia z mnozeniem kwadratowych
macierzy n x n. Co ciekawe, taki sposob implementacji algorytmu jest wysoce nieefektywny ze wzgledu na dosé specy-
ficzny sposoéb przechodzenia po pamieci. Wystarczy jednak zamieni¢ miejscami dwie wewnetrzne petle, aby otrzymac
algorytm o rownowaznym dzialaniu i zachowujacy sie duzo lepiej w praktyce.

4.3 Rownania rekurencyjne

W dosé zaskakujacy sposéb mozna wykorzystaé¢ technike mnozenia macierzy do szybkiego obliczania réwnan rekuren-
cyjnych. Zacznijmy od prostego przyktadu — liczb Fibonacciego zdefiniowanych nastepujaco:

Fo=0 Fi=1 F,=F, 1+ F, o dlan>1

Obliczenie k-tego wyrazu ciagu mozna w oczywisty sposob przeprowadzi¢ w czasie O(k). Co prawda istnieje wzor
pozwalajacy na obliczanie dowolnej liczby Fibonacciego, jednak ma on dwie istotne wady: wymaga podnoszenia do potegi
(co wymaga czasu logarytmicznego) wartosci niewymiernych (co ogolnie jest przykre).

Zapiszmy jednak pierwsze dwie wartosci (Fp i Fy) ciagu w postaci wektora, ktorego przemnozymy przez macierz

kwadratowa (% (1)) (oznaczmy ja A). Wspolczynniki macierzy A sa tak dobrane, aby w wyniku mnozenia otrzymac

wektor wartosci Fy i1 Fy:
L1\ (A _(FA+FR)\_ (R
10 Fy )~ Py -\
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Jesli bedziemy kontynuowaé mnozenie tak otrzymanego wektora przez macierz A, to wynikiem beda kolejne wartosci

ciagu Fibonacciego:
Fr\_ v B0\ _ [ F
aaea ()= (5 )= ()

k—1

Przy takim zapisie juz widaé¢, ze mozemy macierz A podnie$é do zadanej potegi w czasie logarytmicznym, a nastepnie
przemnozy¢ ja przez wektor inicjalnych wartosci ciagu liczb Fibonacciego, osiagajac w ten sposéb duzo lepszy czas,
niz standardowa, liniowa symulacja rekurencji.

Korzystajac z tej techniki potrafimy radzi¢ sobie z rownaniami rekurencyjnymi takiej postaci:

T, =ciTp_1+cTyp_o+...+cepTh_p dlan>Ek

oczywiscie przy zalozeniu, ze dane sa wartosci graniczne Ty, 11, ..., Tk—1. Zaczynamy od zbudowania wektora vq
zawierajacego te warto$ci poczatkowe i konstruujemy macierz A w taki sposob, aby w wyniku dzialania A - vy_q
otrzymaé wektor vy zawierajacy wartosci 11, 15, ..., Tx. Nietrudno sprawdzi¢, ze macierz taka wyglada w ten sposob:

¢ C2 -+ Cg—1 Ck

10 --- 0 0

o 1 --- 0 0

A= )
o 0 --- 1 0
o 0 --- 0 1

Teraz aby znalezé szybko T, musimy obliczy¢ v, = A" *+lyy ;. Czyli potegujemy macierz A w logarytmicznej liczbie
krokéw, przemnazamy przez wektor wartosci poczatkowych i mamy wynik.
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5 Kolejki

Kolejki stuza do kolejkowania (tall) zadari, czynnosci itp. Kolejki dobiera sie w zaleznosci od potrzeb — zwykle kolejki
FIFO (First In, First Out) dobre sa do przeszukiwania wszerz, poniewaz dzialaja analogicznie do sklepéw miesnych:
kto pierwszy, ten lepszy. Kolejki LIFO (Last In, First Out), zwane takze stosem, sa jak sterta talerzy do zmycia:
najpierw bierzemy te z samej gory, nawet jesli kto§ doniesie nowe, dlatego dobre sa do nierekurencyjnej implementacji
przeszukiwania w glab — elementy na stosie reprezentuja kolejne wywotania DFS na réznych gltebokosciach (czyli
zdejmujemy ze stosu, kiedy rekurencyjny DFS musialby wykona¢ krok w tyl). Istotne sa jeszcze kolejki priorytetowe
tzn. takie, gdzie w pierwszej kolejnosci nie musza byé przetwarzane elementy pierwsze ani ostatnie, ale o maksymalnym
priorytecie, ktory w dodatku moze sie zmienia¢ w czasie dzialania programu.

5.1 Kolejka prosta (FIFO)

Kolejke First In, First Out (pierwszy na wejSciu jest pierwszy na wyjsciu) wygodnie implementuje sie na bazie jedno-
wymiarowej statycznej tablicy. W takim wypadku oprocz kolejkowanych elementéow trzeba pamietaé tylko o potozeniu
poczatku i korica kolejki. Dodanie nowego elementu powoduje przesuniecie koiica kolejki w przod, pobranie elementu
przesuwa poczatek kolejki. W momencie spotkania poczatku kolejki z jej koiicem nie ma juz zadnych obiektéow do prze-
tworzenia.

Bardzo ostroznie nalezy ustali¢ rozmiar tablicy na kolejke obliczajac wczesniej liczbe wszystkich mozliwych obiektow
w najbardziej pesymistycznym wypadku. Niewielkie przeoczenie moze skutkowaé niedoborem pamieci na nowe elementy.
Dobrg praktyka jest obliczenie takiej granicznej wartosci i dodanie do niej jeszcze kilku elementéw na ,nieprzewidziane
wypadki”. Z drugiej strony zadeklarowanie zbyt duzej tablicy skonczy sie przekroczeniem dozwolonego limitu pamieci.
Jesli przy planowaniu algorytmu wyglada na to, ze pamieci na potrzebna kolejke z wszystkimi elementami bedzie
brakowaé, to prawdopodobnie nalezy szukaé¢ innego algorytmu. Sztuczki oszczedzajace pamieé¢ na kolejkach sa rzadko
wykorzystywane, chociaz calkiem przydatne.

Przykladowa implementacja

Jednowymiarowa tablica Q jest kolejka o poczatku w indeksie head i koricu tail. Stala MAX wyznacza gérny limit liczby
wszystkich elementow w kolejce (takze tych juz przetworzonych, poniewaz ta implementacja nie pozbywa sie niepotrzeb-
nych obiektow).

Funkcja queue_front () zwraca pierwszy element w kolejce i od razu przemieszcza poczatek kolejki do przodu (czyli
jednoczesnie usuwa z kolejki pobrany element); queue_push(x) wstawia na koncu kolejki nowy element x i przesuwa
do przodu koniec kolejki; queue_empty() odpowiada, czy istnieje jaki§ nieprzetworzony element. Czyszczenie kolejki
to zwykte wyzerowanie jej rozmiaru, realizowane w funkcji queue_clear().

001 int Q[MAX];

002 int head = 0, tail = 0;
003

004 int queue_front()

005 {

006 return Q[head++];
007 }

008

009 void queue_push(int x)
010 {

011 Qltail++] = x;

012 }

013

014 bool queue_empty()

015 {

016 return head == tail;

17
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017 }

018

019 void queue_clear()
020 {

021 head = tail = 0;
022 }

5.2 Cykliczna FIFO

Jesli przewidywana liczba wszystkich obiektéw w kolejce jest zbyt duza na pomieszczenie w dozwolonej pamieci,
ale wiemy, ze nowe elementy do przetworzenia nie naptywaja przesadnie szybko, mozemy nadpisywaé juz przetworzone
obiekty nowymi w jednej i tej samej tablicy. W momencie kiedy koniczy sie miejsce w tablicy zaczynamy zapisywacé¢ nowe
elementy na jej poczatku, wykorzystujac miejsce po juz niepotrzebnych, przetworzonych elementach.

Oczywiscie procedure zapisywania tablicy od poczatku mozna powtorzy¢ wielokrotnie w czasie dzialania algorytmu.
Trzeba tylko pamietaé¢ o zabezpieczeniu sie przed nadpisywaniem jeszcze nieprzetworzonych elementéw nowymi, bo wtedy
bezpowrotnie traconych jest czes¢ obiektow w kolejce. W tym celu nalezy obliczyé¢ sensowne (tzn. pozwalajace na stwo-
rzenie mieszczacej sie w pamieci tablicy) gorne ograniczenie na najwicksza mozliwa liczbe skolejkowanych elementow.

Przykladowa implementacja

Jednowymiarowa tablica Q jest kolejka o poczatku w indeksie head i koricu tail. Stala MAX wyznacza gorny limit liczby
nieprzetworzonych elementéw w kolejce.

Funkcja queue_front() zwraca pierwszy element w kolejce i od razu przemieszcza poczatek kolejki do przodu;
queue_push (x) wstawia na koricu kolejki nowy element x i przesuwa do przodu koniec kolejki. Obie funkcje poma-
gaja sobie dzieleniem modulo do latwego obliczenia miejsca docelowego w tablicy reprezentujacej kolejke. Funkcja
queue_empty () odpowiada, czy istnieje jakis nieprzetworzony element, a queue_clear () czysci kolejke — tak jak wcze-
$niej, wystarczy wyzerowanie jej rozmiaru.

001 int Q[MAX];
002 int head = 0, tail = O;

003

004 int queue_front()

005 {

006 int temp = Qlhead % MAX];
007 ++head;

008 return temp;

009 }

010

011 void queue_push(int x)
012 {

013 Q[tail % MAX] = x;
014 tail++;

015 }

016

017 bool queue_empty()

018 {

019 return head == tail;
020 }

021

022 void queue_clear()

023 {

024 head = tail = 0;
025 }

5.3 FIFO wskaznikowa (lista jednokierunkowa)

Jesli gorne ograniczenie na liczbe elementow jest trudne do wyznaczenia lub jest zbyt wysokie do zaalokowania statycznej
tablicy, mozemy zaimplementowaé kolejke za pomoca wskaznikéw zamiast tablicy. Kazdy pobrany element od razu
usuwamy, zwalniajac niepotrzebna pamiec.



ROZDZIAL 5. KOLEJKI 19

Konstrukcja takiej struktury wymaga pamietania wskaznikéw na pierwszy element w kolejce i ostatni element w ko-
lejce, a ponadto kazdy z elementéw ,Srodkowych” musi wiedzieé jaki jest kolejny element, na co potrzebujemy kolejnego
wskaznika. Nie ma oczywiscie niczego za darmo — przydzielanie i zwalnianie pamieci jest dosé czasochtonne, a koniecz-
nos¢ posiadania wskaznikow zwieksza zuzycie pamieci.

Przykladowa implementacja

Struktura queue_el reprezentuje pojedynczy element w kolejce i sktada sie z dwoch pol: samego elementu (w tym
przyktadzie sg to zmienne typu int) oraz wskaznik na nastepny element. Poczatek i koniec kolejki wskazuja odpowiednio
head i tail.

Poczatkowo kolejka jest pusta (head wskazuje na NULL). Standardowo funkcja queue_front() zwraca pierwszy
element w kolejce, uprzednio zwalniajac zajmowane przezen miejsce oraz przemieszcza gltowe kolejki o jeden element
naprzéd; queue_empty() sprawdza, czy mamy w kolejce jaki§ element. Funkcja queue_push(x) wstawia na konicu
kolejki nowy element x i przesuwa do przodu koniec kolejki. Jesli kolejka w momencie wywolania tej funkcji byta
pusta, to jest wpierw inicjowana pierwszym elementem. Czyszczenie (queue_clear()) wykonuje sie niestety w czasie
proporcjonalnym do liczby elementéw w kolejce (wezesniej mielismy czas staly).

Mozna troche oszukaé¢ odcinajac glowe kolejki (queue_dirty_clear ()), jednak powoduje to wycieki pamieci (nie usu-
wamy elementow, ale zapominamy o nich bezpowrotnie). Nalezy tego uzywaé¢ mozliwie rzadko, w sytuacjach, gdy bardziej
interesuje nas obnizenie czasu dziatania i majac pewnosé, ze programowi wystarczy pamieci na dalsze alokacje.

001 struct queue_el {

002 int el;

003 queue_el *next;

004 };

005

006 queue_el *head = NULL, *tail = NULL;
007

008 int queue_front()

009 {

010 queue_el *temp = head;

011 int result = temp->el;

012

013 head = head->next;

014 delete temp;

015

016 return result;

017 %

018

019 bool queue_empty()

020 {

021 return head == NULL;

022 }

023

024 void queue_push(int x)

025 {

026 if (queue_empty()) {

027 //kolejka jest pusta, tworzymy jeden element,
028 //ktory staje sie jednoczednie poczgtkiem t koncem kolejki
029 head = new queue_el;

030 head->next = NULL;

031 head->el = x;

032 tail = head;

033 } else {

034 //tworzymy nowy element na koncu kolejki
035 tail->next = new queue_el;
036 tail = tail->next;

037 tail->next = NULL;

038 tail->el = x;

039 }

040 }

041
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042 void queue_clear()

043 {

044 while (!queue_empty())
045 queue_front();

046 }

047

048 void queue_dirty_clear()
049 {

050 head = NULL;

051 }

5.4 LIFO (stos)

Kolejka Last In, First Out (ostatni na wejsciu jest pierwszy na wyjsciu), zwana czesto stosem, jest réwnie prosta
w dzialaniu, co zwykta kolejka FIFO. Jedyna istotna roznica zawiera sie w kolejnosci zdejmowania elementéw ze stosu
— nie zachodzi na poczatku, lecz na konicu. W ten sposoéb w pierwszej kolejnosci pobrane zostang elementy najmtodsze.
7 tej wlasnosci wynika najczestsze zastosowanie stosu — nierekurencyjne implementowanie wielu operacji intuicyjnie
rekurencyjnych, np. przeszukiwania w gltab.

Przykladowa implementacja

Jednowymiarowa tablica S jest stosem o poczatku w indeksie 0 i koricu (wysokosci) height. Stala MAX wyznacza gorny
limit ilo$ci nieprzetworzonych elementéw na stosie.

Funkcja stack_pop() zwraca pierwszy element na stosie i od razu usuwa go oraz zmniejsza wysoko$¢ stosu. Funkcja
stack_push(x) wstawia na stos nowy element = i zwieksza wysokosé stosu; stack_empty() odpowiada, czy istnieje
jakis element na stosie. Czyszczenie analogicznie jak dla kolejek prostych na tablicach za pomoca wyzerowania rozmiaru
w funkcji stack_clear().

001 int S[MAX];

002 int height = 0;

003

004 int stack_pop()

005 {

006 return S[--height];
007 }

008

009 void stack_push(int x)
010 {

011 S[height++] = x;
012 }

013

014 bool stack_empty()

015 {

016 return height == 0;
017 }

018

019 void stack_clear()

020 {

021 height = 0;

022 }

5.5 Lista dwukierunkowa

Dotychczasowe kolejki stuzylty do reprezentowania ciagéw, w ktérych na okreslonym koiicu wstawiamy kolejne elementy
i z okreslonego (by¢ moze tego samego) korica mozemy je zdejmowaé. Dosé naturalnym rozwinieciem tej idei sa kolejki
dwustronne czyli takie, w ktérych po obu stronach mozemy wstawiaé i usuwac elementy. Zamiast rozmieniaé sie na drobne
pojdziemy od razu o krok dalej i zajmiemy sie listami dwukierunkowymi, czyli strukturami, ktére umozliwiaja szybkie
wstawienie i usuniecie elementu w dowolnym miejscu ciagu, a nie tylko na koncu i poczatku. Przedstawiona dalej
implementacja listy dwukierunkowej oparta bedzie o wskazniki i alokacje potrzebnej pamieci w locie. Mozna zamiast
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tego wykorzystaé¢ technike analogiczna do pokazanej w 6.1 i uniknaé potencjalnie kosztownych dynamicznych alokacji
pamieci.

Kazdy element listy bedzie zawieral dwa wskazniki, odnoszace sie do poprzedniego (prev) i nastepnego (next) ele-
mentu w liscie. Podobnie jak w przypadku kolejki wskaznikowej, gdzie$ na boku zapamietamy takze wskazniki na pierw-
szy (glowa — head) i ostatni (ogon — tail) element w liscie. Dzieki temu bedziemy potrafili dodawaé i usuwaé elementy
na poczatku i konicu. Wstepnie ustalmy, ze wskaznik na poprzedni element w glowie listy oraz wskaznik na nastepny
element w ogonie maja wartosé NULL (rys. 5.1). Ustalmy takze, ze lista pusta reprezentowana jest przez wskaznik head
wskazujacy NULL, czyli tak samo jak w kolejce wskaznikowej z rozdziatu 5.3.

e1.next es.next es.next eyq.next

NULL ‘\_/f\/ed ) (62 )| (€es) ( 64/3/_\ NULL
A S A X

ej.prev / €2.prev €3.prev €4.prev /\

head tasl

Rysunek 5.1: Schemat dziatania dwukierunkowej listy wskaZnikowej.
Skupimy sie na operacjach dziatajacych na glowie listy. Odpowiadajace im operacje dzialajace na ogonie sa syme-
tryczne. Wstawienie nowego elementu eg przed element ey (wskazywany przez head) wymaga nastepujacych aktualizacji:
e ¢g.prev ustawiamy na NULL (nie ma niczego przed eg),
e ¢g.next ustawiamy na head (czyli eg.next wskazuje na ey),
o head.prev (czyli ej.prev) ustawiamy na eq,
e zapamietujemy, ze nowa glowa kolejki jest eq.

Jesli natomiast lista byta poczatkowo pusta, to ustawiamy wskazniki eg.prev i eg.next na NULL oraz head i tail na eg.

Usuniecie gltowy listy (czyli tak naprawde elementu ey ), po ktorej wystepuje element es wyglada nastepujaco:
e ustawiamy glowe na head.next (czyli na es),
e zwalniamy pamieé¢ pod adresem head.prev (czyli usuwamy es.prev, czyli e),
e head.prev ustawiamy na NULL.

Nalezy uwazaé¢ na sytuacje, w ktorej usuwamy jedyny element listy, bo wtedy head.next przed wykonaniem pierwszego
kroku bedzie miato warto§¢ NULL. A zatem w drugim kroku odwotanie head.prev spowoduje nielegalne odwotanie do pa-
mieci i w efekcie zabicie programu. Przypadek jednoelementowej listy wykrywamy sprawdzajac czy head i tail wskazuja
na ten sam adres.

Jak juz wczesniej zostalo wspomniane, nie ograniczymy sie do wstawiania i usuwania elementéw jedynie na poczatku
lub koricu listy. Majac wiedze o elemencie poprzednim i nastepnym mozemy w czasie stalym dokonywaé¢ modyfikacji
w dowolnym miejscu listy. Przyjrzyjmy sie najpierw wstawieniu: powiedzmy, ze pomiedzy e; i es chcemy wstawié¢ pewien
element v. Kroki, ktére musimy wykonaé¢ ukladaja si¢ nastepujaco:

e Powiazujemy e; z v, a zatem ustawiamy e;.next na v oraz v.prev na e;.
e Analogicznie powigzujemy es z v, czyli ustawiamy es.prev na v oraz v.next na e;.

Usuwanie wyglada bardzo podobnie do wyrzucania elementéw z kraricow listy. Przyjmijmy, ze element v wstawiony
pomiedzy e i eo chcemy teraz usunaé. Po kolei:

e Wiazemy ze soba e i eo z pominieciem v, czyli e;.next ustawiamy na e, oraz es.prev ustawiamy na e .

e Sprzatamy pamieé po v.
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Przykladowa implementacja #1

Definiujemy typ ztozony list_el do reprezentowania pojedynczego elementu w liscie (dla uproszczenia przyjmujemy
w tym przykladzie, ze beda to liczby catkowite). Oprocz samej liczby (zmienna typu int) potrzebne sa dwa wskazniki,
prev i next. Oprdcz tego trzymamy dwie zmienne wskazujace na poczatek i koniec kolejki, odpowiednio head i tail.

Poczatkowo lista jest pusta (head wskazuje na NULL). Funkcja list_empty() sprawdza, czy mamy w kolejce jakis
element; list_front() i list_back() zwracaja odpowiednio pierwszy albo ostatni element listy i usuwaja go z listy
zwalniajac miejsce po nim. Funkcje list_push_front(x) i list_push_back(x) wstawiaja odpowiednio na poczatku
albo koricu listy nowy element . Czas potrzebny na wyczyszczenie listy (1ist_clear()) jest proporcjonalny do liczby
elementow w liscie. Nietrudno bytoby napisa¢ funkcje wstawiajaca nowy element w srodku kolejki, a nie tylko na poczatku
albo konicu.

001 struct list_el {

002 int el;

003 list_el *prev, *next;

004 };

005

006 list_el xhead = NULL, *tail;

007

008 bool list_empty()

009 {

010 return head == NULL;

011 3}

012

013 void list_erase(list_el #*ptr)

014 {

015 if (ptr == head || ptr == tail) {
016 if (ptr == head && ptr == tail) { //usuwamy jedyny element
017 head = tail = NULL;

018 } else if (ptr == head) { //usuwamy gtowe
019 head = head->next;

020 head->prev = NULL;

021 } else { //usuwamy ogon
022 tail = tail->prev;

023 tail->next = NULL;

024 }

025 } else {

026 ptr->prev->next = ptr->next;
027 ptr->next->prev = ptr->prev;
028 }

029

030 delete ptr;

031 }

032

033 void list_clear()

034 {

035 while (!list_empty())

036 list_erase(head) ;

037 }

038

039 void list_push_front(int x)

040 {

041 list_el *ptr = new list_el;

042 ptr->el = x;

043

044 if (list_empty()) {

045 ptr->prev = ptr->next = NULL;
046 head = tail = ptr;

047 } else {

048 ptr->prev = NULL;

049 ptr->next head;
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050 head->prev = ptr;
051 head = ptr;

052 }

053 }

054

055 void list_push_back(int x)
056 {

057 list_el *ptr = new list_el;
058 ptr->el = x;

059

060 if (list_empty()) {
061 ptr->prev = ptr->next = NULL;
062 head = tail = ptr;
063 } else {

064 ptr->next = NULL;
065 ptr->prev = tail;
066 tail->next = ptr;
067 tail = ptr;

068 }

069 }

070

071 int list_front()

072 {

073 int result = head->el;
074 list_erase(head) ;

075 return result;

076 }

077

078 int list_back()

079 {

080 int result = tail->el;
081 list_erase(tail);

082 return result;

083 }

Listy cykliczne ze straznikiem

Jak wida¢ powyzej, standardowa implementacja list dwukierunkowych generuje do$é¢ sporo przypadkoéw szczegodlnych,
z ktorymi trzeba uwaznie dziata¢. Najsilniej widaé¢ to w przypadku wycinania elementow z listy: usuwanie gltowy czy
ogona wymaga wiekszej ostroznosci w dziataniu niz usuniecie elementu ze srodka listy.

Dokonamy niewielkiej modyfikacji pomystu na liste. Zamiast wyrdznionego poczatku i konca zwiniemy liste w cykl
i wstawimy sztuczny element (tzw. straznika, ang. sentinel). Sam straznik nigdy nie bedzie przechowywal znaczacej
dla nas wartosci, ale jego obecno$¢ i ,nieusuwalno$¢” sprawi, ze nagle pozbedziemy sie wszystkich przypadkéw szczegol-
nych:

e Prawdziwg glowg bedzie pierwszy element ,na prawo” (next) od straznika, a ogonem element ,,na lewo” od straznika
(prev). A zatem pusta liste reprezentujemy jako liste skladajaca sie wylacznie ze straznika. Zachodzi wtedy
sentinel->next == sentinel i sentinel->prev == sentinel.

e Poniewaz zaden ze wskaznikéw next i prev w elementach listy nie jest NULL, to wstawianie na poczatku i na konicu
nie rézni sie niczym od wstawienia elementu w $rodku listy.

e Analogiczny argument dotyczy usuwania elementéw z listy.

Wyglad takiej listy mozna zobaczy¢ na rysunku 5.2.

Przykladowa implementacja #2

Straznikiem jest pojedynczy element kolejki sentinel. Przed pierwszym uzyciem nalezy zainicjowaé straznika usta-
wiajac jego wskazniki na kolejny i poprzedni element listy na samego siebie (funkcja list_init()). Operacje wstawie-
nia elementu na poczatek (list_push_front()) i koniec listy (1ist_push_back()) korzystaja z pomocniczej funkcji
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Rysunek 5.2: Lista cykliczna ze straznikiem S: pusta (tylko straznik), jednoelementowa i wieloelementowa. Strzatki
dwukierunkowe sa skroétem notacyjnym dla oznaczenia pary wskaznikow prev i next.

list_insert(after, x), ktora powoduje wstawienie nowego elementu = zaraz za elementem wskazywanym przez ar-
gument after. Latwo sie przekonaé¢ metoda kartkologiczno-rysunkowa, ze zastosowanie straznika eliminuje wszelkie
przypadki szczegdlne zaréwno przy wstawianiu jak i usuwaniu elementow.

001 struct list_el {

002 int el;

003 list_el *prev, *next;

004 };

005

006 list_el sentinel;

007

008 void list_init()

009 {

010 //elementem poprzednim i nastepnym wzgledem straznika
011 //jest poczgtkowo on sam

012 sentinel.prev = &sentinel;
013 sentinel.next = &sentinel;
014 }

015

016 bool list_empty()

017 {

018 return sentinel.next == &sentinel;
019 }

020

021 void list_erase(list_el #*ptr)

022 {

023 ptr->prev->next = ptr->next;
024 ptr->next->prev = ptr->prev;
025 delete ptr;

026 }

027

028 void list_clear()

029 {

030 while (!list_empty())

031 list_erase(sentinel.next);
032 }

033

034 void list_insert(list_el *after, int x)
035 {

036 list_el *ptr = new list_el;
037 ptr->el = x;

038 ptr->prev = after;

039 ptr->next = after->next;

040

041 after->next->prev = ptr;

042 after->next = ptr;

043 }
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Rysunek 5.3: Kolejnos¢ indeksowania weztow w kopcu.

tablica  posortowana tablica kopiec

usuniecie elementu O(1) O(n) O(log n)
dodanie elementu o(1) O(n) O(log n)
znalezienie maksimum — O(n) o) o(1)

Tablica 5.1: Asymptotyczny czas dziatania operacji na poszczegblnych implementacjach kolejki priorytetowe;.

044

045 void list_push_front(int x)

046 {

047 list_insert(&sentinel, x);

048 }

049

050 void list_push_back(int x)

051 {

052 list_insert(sentinel.prev, x);
053 }

054

055 int list_front()

056 {

057 int result = sentinel.next->el;
058 list_erase(sentinel.next);

059 return result;

060 }

061

062 int list_back()

063 {

064 int result = sentinel.prev->el;
065 list_erase(sentinel.prev);

066 return result;

067 }

5.6 Kolejki priorytetowe

Od teraz elementy w kolejce charakteryzuja sie dodatkowo pewna wartoscia liczbowa (priorytetem), ktora ustala rze-
czywista kolejno$é przetwarzania obiektéw. To znaczy, ze moze dojéé¢ do sytuacji, kiedy niedawno dodany element
przetwarzany jest wcze$niej od innego, przebywajacego w kolejce o wiele dtuze;j.

Najprostsza implementacja takiej kolejki, czyli zwykla jednowymiarowa tablica, w praktyce okazuje sie¢ za wolna.
Wynika to z oczywistego faktu — aby znalezé element o maksymalnym priorytecie nalezy przeszukaé¢ cala tablice.
Znaczna poprawe czasu operacji na kolejce mozna osiagnaé stosujac tzw. kopiec binarny, czyli odmiane drzewa binarnego
(patrz rozdzial 7). Porownanie czasu dziatania poszczegdlnych elementarnych operacji znajduje sie w tablicy 5.1.

Kopiec jest zawsze zrownowazony, tzn. réznica maksymalnej gltebokosci (wysokosci) dwoch podkopeow nie przekracza
1. Kolejne elementy wstawiane sg ,warstwowo”, tak jak na rysunku 5.3. Jak tatwo zauwazy¢, lewe dziecko wezla o indeksie
i ma numer 24, za$ prawe 2 + 1 (jesli uznajemy, ze korzen ma numer 1). I oczywiscie w druga strone, rodzic wezla i
ma numer L%J

Glowna wlasciwoscia kopca jest przechowywanie maksymalnego (ze wzgledu na priorytet) elementu w jego korzeniu.

Czyli dzieci (o ile istnieja) maja nizsza wartosé priorytetu. Jednakze kazde dziecko wyznacza nowy podkopiec, ktory takze
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heap_remove (1) heapify_down(1)

Tablica 5.2: Usuwanie elementu z kopca.

heap_add(9) heapify_up(6)
a) (7 \ b) \

@
e
\‘@

 ® @ @

(
A

Tablica 5.3: Wstawianie elementu do kopca.

ma wtasno$é kopca, czyli lewe dziecko korzenia jest maksymalne ze wzgledu na priorytet w calym lewym podkopcu,
prawe dziecko jest maksymalne w calym prawym podkopcu. Z takiej konstrukcji otrzymujemy staly czas wyciagania
nastepnego elementu — jest on od razu dany w korzeniu kopca.

Logarytmiczny czas pozostalych operacji wynika z koniecznosci przywracania wlasnoéci kopca wskutek jej zaburzenia
powstalego po usunieciu lub wstawieniu elementu. Usuniecie wezta ze srodka kopca powoduje powstanie nieakcepto-
walnej dziury, ktora nalezy czym predzej zalata¢. Latanie z kolei moze spowodowaé zaburzenie wtasnosci kopca, np.
jesli w miejsce wyrwy przeniesiony zostanie element z konica kopca o niskim priorytecie (wtedy nalezy zrzuci¢ go w dot)
lub gdy na koniec kopca dorzucony zostanie obiekt o wysokim priorytecie (tego z kolei trzeba wywindowad).

Poniewaz licznosé¢ kolejnych warstw kopca to potegi dwojki, wysokos¢ H wynosi |[logyn| + 1 (gdzie n — ilosé
elementow w kopcu). Przemieszczanie elementu w gore lub w dot wykonuje sie co najwyzej H = O(logn) razy, z czego
otrzymujemy logarytmiczny czas operacji usuwania i wstawiania elementu.

Strukture mozna wykorzysta¢ np. do implementacji sortowania. W korzeniu kopca zawsze znajduje sie element
o maksymalnym priorytecie (czyli o najwickszej lub najmniejszej wartosci w zaleznosci od ,kierunku” sortowania),
ktory nalezy zdja¢ z kopca i umiedci¢ w oddzielnej pamieci przeznaczonej na posortowane elementy, a nastepnie przy-
wrécié wlasnosé kopca. Ponownie w korzeniu mamy maksymalny element, ktory zdejmujemy itd. az do przetworzenia
wszystkich elementéw w kopcu.

Przykladowa implementacja

Tablica liczb catkowitych heap reprezentuje kopiec o rozmiarze heap_size. Funkcja heap_top() zwraca element w ko-
rzeniu kopca, heap_remove (i) usuwa element w heap[i], heap_add(x) dodaje element = na koricu kopca. Pomocnicze
funkcje heapify_up(i) oraz heapify_down(i) pomagaja przywrocié zaburzong wtasnosé kopca poprzez przemieszcza-
nie elementu w indeksie 7 odpowiednio w gére lub w doél; heap_swap(i, j) zamienia miejscami elementy w kopcu
o indeksach ¢ i j; heap_empty () odpowiada, czy istnieje jakis element w kopcu. Przyklad dziatania funkcji heap_remove
i heap_add mozna zobaczy¢ na rysunkach 5.2 i 5.3. Standardowe czyszczenie w heap_clear(). Dla wygody indeksuje
kopiec od jedynki, a nie od zera, jak przykladowe implementacje wczesniejszych kolejek.
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Sposob uzycia
e heap_add(x) dodaje liczbe x do kopca
e heap_top() zwraca korzen kopca

e usuniecie elementu o najwyzszym priorytecie (czyli korzenia) realizuje wywotanie heap_remove (1)

001 int heap[MAX];
002 int heap_size = 0;

003

004 void heap_swap(int i, int j)

005 {

006 int temp = heapl[i];

007 heap[i] = heap[j]l;

008 heap[j] = temp;

009 }

010

011 void heapify_up(int i)

012 {

013 int current = i, parent = i / 2;

014

015 //czy rodzic (o ile istnieje) ma nizszy priorytet?
016 //jezeli tak - zamiana miejsc

017 //% badamy wtasnosé kopca wyzej

018 if (parent > O && heap[parent] < heapl[current]) {
019 heap_swap(current, parent);

020 heapify_up(parent);

021 }

022 }

023

024 void heapify_down(int i)

025 {

026 int parent = i, left =i * 2, right =i * 2 + 1;
027 int best;

028

029 //jesli lewy potomek istnieje,

030 //to czy ma wyzszy priorytet od rodzica?

031 if (left <= heap_size && heap[left] > heapl[parent])
032 best = left;

033 else

034 best = parent;

035

036 //jeslt prawy potomek istnieje,

037 //to czy ma wyzszy priorytet od rodzica i lewego potomka?
038 if (right <= heap_size && heap[right] > heap[best])
039 best = right;

040

041 //jesli to nie rodzic ma najwyzszy priorytet,

042 //to zamieniamy miejscami z maksymalnym weztem
043 //% badamy wtasnosé kopca ponizej

044 if (best != parent) {

045 heap_swap(best, parent);

046 heapify_down(best) ;

047 }

048 }

049

050 void heap_remove(int i)

051 {

052 //nadpisuje element usuwany ostatnim ¢ zmniejszam kopiec
053 heap_swap(i, heap_size);

054 --heap_size;
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055

056 //wtasnosé kopca moze byé zaburzona w miejscu przepisania
057 //ostatniego elementu na nowy

058 //(jesli usuniety element nie byl na ostatnim poziomie kopca)
059 if (2 * 1 <= heap_size)

060 heapify_down(i);

061 }

062

063 void heap_add(int x)

064 {

065 heap[++heap_size] = x;

066

067 //wtasnosé kopca moze byé zaburzona
068 //wiec jg przywracam w miejscu dodanta tego obiektu
069 heapify_up(heap_size);

070 }

071

072 int heap_top()

073 {

074 return heap[1];

075 }

076

077 bool heap_empty ()

078 {

079 return heap_size == 0;

080 }

081

082 void heap_clear()

083 {

084 heap_size = 0;

085 }

5.7 Modyfikowalne kolejki priorytetowe

Zwykte kopce mozna tatwo wzbogaci¢ o dodatkowe informacje powiazane z konkretnymi wartosciami. Np. w kazdym
kroku algorytmu Dijkstry (patrz rozdzial 9.2) potrzebujemy nieprzetworzonego wierzchotka o minimalnej odlegtosci
od zréodla. Tworzymy wiec kopiec, w ktérym priorytet okreslamy odwrotnie wzgledem odleglosci, tzn. najwyzszy
priorytet maja wierzchotki najmniej oddalone od wierzchotka poczatkowego. Kazdy wezet w kopcu przechowuje dwa
pola — oprocz oddalenia takze numer wierzchotka, ktory znajduje sie w tej odleglosci (brak tej informacji dyskwalifikuje
uzytecznosé¢ kopca — po co odleglosé, gdy nie wiadomo ktory wierzcholek nalezy przetwarzac?).

Wszystko $miga tadnie do momentu, w ktoérym zmianie (poprawieniu) ulega minimalna odlegtosé¢ od zrodia wierz-
chotka, ktoéry juz lezy w kopcu. Najprostszym ominieciem tego problemu jest beztroskie dorzucenie do kopca dodat-
kowego wezla, przechowujacego informacje o tym samym wierzchotku, lecz z nowa wartoscia. Adekwatnej modyfikacji
wymaga wtedy cze$¢ kodu odpowiedzialna za wycigganie informacji z korzenia kopca oraz dbajaca o jego wtasnosci: jesli
korzen przechowuje nieaktualne dane (np. wierzcholek v w korzeniu kopca ma odleglosé 10, a w zewnetrznej, niezaleznej
od kopca, tablicy odleglosci wisi informacja, ze od1[v] == 8), to bez zastanowienia wywalamy korzeri.

Problem: wierzchotki mogg trafia¢ do kopca wielokrotnie. Poniewaz do korzenia trafiaja elementy najbardziej po-
zadane ze wzgledu na priorytet, te niepotrzebne beda usuwane bardzo pézno, w niektorych przypadkach drastycznie
zwiekszajac rozmiar kopca. Pogarsza nam sie czas dzialania i zwiekszamy zuzycie pamieci.

Inny pomyst: iterowaé przez elementy na kopcu, w razie znalezienia informacji o modyfikowanym wierzcholtku uak-
tualni¢ dane i w razie potrzeby przywroéci¢ wtasnosé kopca. Takie rozwigzanie niewiele rézni sie od zaimplementowania
kolejki priorytetowej na bazie tablicy jednowymiarowej z pelnym przegladem zawartosci przy kazdej zmianie. Wysoce
prawdopodobne przekroczenie dozwolonego czasu dzialania programu. Konkluzja: tak tez nie nalezy robié.

Jesli udaloby sie przyspieszy¢ etap wyszukiwania polozenia w kopcu modyfikowanego wierzchotka, dokonywatoby sie
aktualizacji w miejscu i ew. przywracato wlasnosé kopca. Cel mozna osiggnaé poprzez utrzymywanie dodatkowych tablic,
jednej przechowujacej informacje o lokacji wierzcholtkéw w kopcu, drugiej spetniajacej dokladnie odwrotng funkcje, tzn.
zapamietujacej jakiego wierzchotka dotyczy badany wezel kopca.

O ile zasadno$¢ istnienia pierwszej z tych tablic jest dosé oczywista, celowosé drugiej moze by¢ niewidoczna na pierw-
szy rzut oka. Rzeczywiscie z punktu widzenia uzytkownia kopca (chce co$ dodaé, czemu$ zmieni¢ priorytet, zna-
lezé/zabrac element o najwyzszym priorytecie) pamietanie gdzie jest wezel opisujacy konkretny wierzcholek to przydatna
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rzecz (bo chce mu zmienié priorytet), o tyle przechowywanie dla kazdego wezla informacji o tym ktorego wierzchotka
dotyczy przydaje sie gléwnie od strony implementacji flakow kopca, w szczegolnosci elementarnej operacji heap_swap (i,
3).

Niech loc[i] okresla potozenie wierzchotka o numerze ¢ w kopcu, czyli na przyktad loc[2] == 7 oznacza, ze siddmy
indeks kopca zawiera informacje o odlegtosci wierzchotka 2, a wiec heap[loc[2]] == heap[7]. Jesli zamieniamy miej-
scami wezet i-ty z j-tym, to musimy zamienié¢ takze konkretne dane w tablicy loc, odpowiadajace wierzchotkom zamie-
nianych miejscami w kopcu. Doprecyzowanie: trzeba znalezé takie u i v, ze loc[ul == i oraz loc[v] == j, a nastepnie
dokona¢ zamiany wartosci w loc[u] i loc[v]. Bez uzycia dodatkowej tablicy wyszukanie pary liczb (u,v) zajeloby czas
liniowy (koniecznosé przeszukania calej tablicy loc).

Wprowadzmy wiec tablice ver spelniajaca doktadnie odwrotna funkcje do tablicy loc — niech ver [1] okresla ktorego
wierzchotka dotyczy -ty indeks kopca. Dla dowolnych liczb z,y takich, ze loc[x] == y zachodzi ver[y] == x, czyli
loc informuje, ze opis wierzchotka z znajduje sie w heap[y], a ver, ze w heap[y] lezy opis wierzchotka zx.

Szukane indeksy w loc wyciagamy wprost z ver:

e y = ver[i]

e v =verl[j]

e zamieniamy warto$ci w loc[u] i loc[v]

e zamieniamy wartosci w ver[i] i ver[j]

e zamieniamy wartosci w heap[i] i heap[j]
e fanfary i fajerwerki

Implementacja kopca modyfikowalnego od zwyklego rozni sie gtéwnie dodaniem funkcji sprawdzajacej czy pewien
element, ktory ulega zmianie, znajduje sie juz w kopcu i nalezy go poprawié, czy tez dopiero dodaé. Nie liczac sporej
rozbudowy funkcji heap_swap (opis wyzej) i poprawce w funkcji czyszczacej, roznica w pozostalych funkcjach jest mar-
ginalna i dotyczy tylko dbania o wprowadzanie wtasciwych danych do tablic loc i ver.

Przyktadowa implementacja

Tablica liczb catkowitych heap reprezentuje kopiec o rozmiarze heap_size. Funkcja heap_top() zwraca element w ko-
rzeniu kopca, heap_remove (i) usuwa element w heap[i], heap_modify (v, x) dodaje element o numerze v i wartosci
na koncu kopca lub modyfikuje element o numerze v jesli znajduje sie juz w kopcu. Pomocnicze funkcje heapify_up(i)
oraz heapify_down(i) pomagaja przywrdci¢ zaburzona wlasno$é¢ kopca poprzez przemieszczanie elementu w indeksie
1 odpowiednio w goére lub w dol; heap_swap(i, j) zamienia miejscami elementy w kopcu o indeksach ¢ i j. Funkcja
heap_empty () odpowiada, czy istnieje jaki$ element w kopcu. Pomocnicze tablice ver i loc pelnia funkcje jak w opisie
powyzej.

Indeksacja kopca jak poprzednio zaczyna sie od jedynki. Jesli dla pewnego v zachodzi loc[v] == 0, to znaczy,
ze element v nie lezy w kopcu. Z powodu koniecznosci utrzymywania tej tablicy w spdjnym stanie, czas czyszczenia
kopca zwieksza sie ze stalego do liniowego. Nie wystarczy bowiem wyzerowanie rozmiaru kopca, nalezy jeszcze wyzerowaé
warto$ci w tablicy loc dla weztow, o ktorych informacje znajdowaly sie w kopcu w chwili jego czyszczenia.

Zakladam, ze modyfikacje wartosci elementéw moga tylko zmniejszaé ich wartosci (czyli zwiekszac priorytet). W prze-
ciwnym wypadku nalezy zmodyfikowaé¢ funkcje heap_modify, aby uwzgledniata takze przypadek odwrotny.

Spos6b uzycia
e heap_modify(v, x) zastepuje heap_add(x) ze zwyklego kopca

e reszta jak wczesniej

001 int heap[MAX], loc[MAX], ver[MAX];
002 int heap_size = 0;

003

004 void heap_swap(int i, int j)
005 {

006 int temp, u, v;

007

008 u = verl[il;

009 v = ver[jl;

010

011 temp = loc[ul;
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012 loc[u] = loclv];

013 loc[v] = temp;

014

015 temp = ver[i];

016 ver[i] = ver[j]l;

017 ver[j] = temp;

018

019 temp = heapl[il;

020 heap[i] = heap[j];

021 heap[j] = temp;

022 }

023

024 void heapify_up(int i)

025 {

026 int current = i, parent = i / 2;

027

028 if (parent > O && heapl[parent] < heapl[current]) {
029 heap_swap(current, parent);

030 heapify_up(parent) ;

031 }

032 }

033

034 void heapify_down(int i)

035 {

036 int parent = i, left =i * 2, right =i *x 2 + 1;
037 int best;

038

039 if (left <= heap_size && heap[left] > heapl[parent])
040 best = left;

041 else

042 best = parent;

043

044 if (right <= heap_size && heap[right] > heap[best])
045 best = right;

046

047 if (best != parent) {

048 heap_swap(best, parent);

049 heapify_down(best) ;

050 }

051 }

052

053 void heap_remove(int i)

054 {

055 //przenosze element ostatni w miejsce %
056 heap_swap(i, heap_size);

057

058 //zaznaczam w loc, ze wierzcholek u
059 //nie przebywa juz w kopcu

060 int u = ver[heap_size];

061 loc[u] = 0;

062

063 --heap_size;

064

065 if (2 * 1 <= heap_size)

066 heapify_down(i);

067 }

068

069 void heap_modify(int v, int x)

070 {

071 //czy wierzcholek v jest juz w kopcu?

072 if (loclv] == 0) {
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073 //jeéli nie, to dodaje

074 ++heap_size;

075 loc[v] = heap_size;

076 heap[heap_size] = x;

077 ver [heap_size] = v;

078 heapify_up(heap_size);

079 } else {

080 //jesli tak, to zmieniam wartosé
081 heap[loc[v]] = x;

082 heapify_up(loc[v]);

083 }

084 }

085

086 int heap_top()

087 {

088 //dla odmiany interesuje nas ktdry element
089 //lezy w korzeniu, a nie jakg ma wartosé
090 return ver[1];

091 }

092

093 bool heap_empty ()

094 {

095 return heap_size == 0;

096 }

097

098 void heap_clear()

099 {

100 for (int 1 = 1; i <= heap_size; ++i)
101 loc[ver[i]l] = 0;

102 heap_size = 0;

103 }

6 1001 przepiséw na drzewo binarne

Ta cze$¢ tekstu poswiecona jest budowie i zastosowaniom réznych odmian drzew binarnych. Mozna by pomysleé,
ze drzewo to drzewo i niczego ciekawego sie nie wymysli, jednak postaram sie oprocz oczywistych oczywistosei przedstawié
tez jakies mniej rzucajace sie w oczy przyklady zastosowan. Tym bardziej, ze drzewo binarne (w ktéryms§ z licznych
smakow) jest jedna z najbardziej przydatnych struktur danych przy rozwigzywaniu wielu zadan konkursowych.

Oczywiscie niektorych rodzajow drzew opisywanych dalej mozna wprost uzywacé jako kolejek priorytetowych opi-
sywanych wczesniej (zreszta kopiec binarny jest oczywiscie rodzajem drzewa binarnego), jednak przedstawiane dalej
struktury maja zazwyczaj duzo szersze zastosowania, dlatego ich opis znajduje sie wtasnie tutaj.

6.1 Binarne drzewo wyszukiwan (BST)

Przedstawiona w rozdziatach 5.6 i 5.7 struktura kopcow binarnych ma bardzo mite wlasnosci, sensownie zrozumiala
zasade dziatania, relatywnie nieskomplikowana implementacje i w ogodle super. Bywa jednak, ze trzeba czegos wiecej,
niz wyznaczenie najwiekszego/najmniejszego elementu w pewnym zbiorze. Czasami trzeba okresli¢, czy w pewnym
zbiorze istnieje element, ktory niekoniecznie jest najwiekszy lub najmniejszy, a takze robié to w sensownym czasie,
wiec zwykla tablica jednowymiarowa odpada.

Zmienmy nieco wtasnosci kopca i sposob nazewnictwa. Po pierwsze, wezet child jest dzieckiem pewnego innego
wezla root, jesli istnieje krawedz root — child oraz child znajduje sie o poziom nizej wzgledem root. Wtedy potomkiem
wezla root bedzie kazdy wezel, do ktorego mozna poprowadzié¢ Sciezke od root, ktora schodzi jedynie w dét drzewa.
W szczegdlnoscei dzieci dowolnego wezta sa takze jego potomkami.

31
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Rysunek 6.1: Wyszukiwanie w przyktadowym BST.

Po drugie, nie okreslamy elementéw zbioru wedtug priorytetu, lecz wedtug klucza. Kopiec byl takim drzewem,
w ktorym dzieci kazdego wezta mieli klucz nizszy, niz ten wezel. W ten sposdb w korzeniu calego kopca wisial wezet
o najwyzszym kluczu w calym kopcu. Zdefiniujmy wilasnosci binarnego drzewa wyszukiwar (BST — Binary Search
Tree):

e Niech root bedzie pewnym weztem w tym drzewie, wtedy jego lewe dziecko oznaczymy left, a prawe right.
e Niech T, oznacza poddrzewo ukorzenione w wezle v.
e Niech key(v) oznacza wartosé klucza wezta v.

e Klucz w kazdym wezle poddrzewa ukorzenionego w left jest mniejszy lub rowny, niz key(root), a klucz w kazdym
wezle poddrzewa ukorzenionego w right jest wiekszy lub rowny, niz key(root):

Vu€Tiep ¥ v € Trignt key(u) < key(root) < key(v)

I tyle. Nie wymagamy, zeby wezly do takiego drzewa byly dodawane ,poziomami”, jak miato to miejsce w przypadku
kopca (rys. 5.3). Dla uproszczenia przyjmuje, ze kazdy wezel w drzewie ma inny klucz. Mozna wtedy wstawié ostre
nieréwnosci w ostatniej wlasnosci, zmieniajac jej posta¢ na key(u) < key(root) < key(v).

Te wlasnosci maja przetozenie na bardzo praktyczne zastosowanie drzew binarnych. Trywialna obserwacja: wszyscy
potomkowie dowolnego wezta v na lewo od niego maja mniejszg wartos¢ klucza niz v, a wszyscy potomkowie na prawo
maja wieksza warto$¢ klucza. W ten sposob aby znalezé najmniejszy element w drzewie binarnym, nalezy znalezé
element potozony na jego lewym skraju. Najwiekszy bedzie oczywidcie na prawym skraju.

Jesli chcemy sprawdzié, czy istnieje pewien klucz k w drzewie, to rozpoczynamy wyszukiwanie od korzenia root. Jesli
k == key(root), to §wietnie, bo znalezlismy klucz w drzewie. W przeciwnym wypadku albo k < key(root) i musimy
kontynuowaé¢ wyszukiwanie w lewym poddrzewie (root = left), albo k > key(root) i wyszukujemy w prawym poddrzewie
(root = right). Jesli w pewnym momencie wywalimy sie poza drzewo (wskaznik do lewego lub prawego dziecka bedzie
NULL), to koniczymy wyszukiwanie, bo klucza k w drzewie nie ma (rys. 6.2).

Operacja wstawiania nowego elementu do BST przeprowadzana jest za pomoca wyszukiwania. Najpierw sprawdzamy,
czy wstawiany klucz k istnieje w drzewie. Jesli nie, to tworzymy go w miejscu, w ktérym wychodzilibyémy poza
drzewo w trakcie poszukiwaniu klucza k. Na przyktad gdyby w drzewie z rysunku 6.1 wstawi¢ wezel o kluczu 4,
to otrzymaliby$my drzewo takie, jak na rysunku 6.2.

Usuwanie jest operacja troche trudniejsza. Na poczatek oczywiscie wyszukujemy potozenie wezta do usuniecia,
nazwijmy go v. Dalsze dziatanie uzaleznione jest od ilosci dzieci wezla v. Jesli jest lidciem, to mozemy go po prostu
usunaé. Jesli ma jedno dziecko, to zastepujemy nim wezet v. Jedli zas wezel v ma dwojke dzieci, to nalezy w poddrzewie
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Rysunek 6.2: Wstawianie do BST.

wyznaczanym przez ten wezel znalezé element o najwickszym kluczu mniejszym od key(v) lub o najmniejszym kluczu
wiekszym od key(v) i tym znalezionym wezlem zastapi¢ wezel v.

Mozna tatwo pokazaé, ze ten nowy wezel (oznaczmy go u) ma co najwyzej jedno dziecko. Na przyklad, jesli chcieli-
by$my zastapi¢ v przez u o kluczu jak najwiekszym, ale mniejszym od key(v), to musimy szuka¢ u w lewym poddrzewie
v (poniewaz z wlasnosci BST wynika, ze wszystkie mniejsze elementy beda na lewo). W tym poddrzewie szukamy
najwiekszego elementu, czyli skrajnie prawej Sciezki. Z tego musi wynikaé, ze znaleziony wezel u moze mieé¢ co najwyzej
jedno dziecko, po lewej stronie. Gdyby mial po prawej, to nie bylaby to skrajnie prawa $ciezka, a wiec sprzecznosc.
Analogicznie mozemy wyszukiwaé najmniejszego wiekszego elementu, przechodzac po skrajnie lewej Sciezce prawego
poddrzewa.

Jesli wezel u nie mial zadnych potomkow (by? lisciem), to juz jest dobrze. W przeciwnym wypadku przeniesienie
wezta u na miejsce v powoduje powstanie ,dziury” w BST. Zeby ja zalata¢ wystarczy przeniesé dziecko wezta u w jego
poprzednie miejsce. W skrocie delete(v) powoduje znalezienie wezta u o podanych wezesniej wlasnosciach, zapisaniu
go w miejscu wezla v 1 wywolanie delete(u). Po takiej operacji wlasnosé BST dalej jest zachowana. Nowym korzeniem
jest wezel u, ktorego klucz jest wiekszy od kluczy wszystkich elementéw w lewym poddrzewie oraz mniejszy od kluczy
wszystkich elementéw w prawym poddrzewie. Przyklad usuwania mozna znalezé na rysunku 6.3. Na rysunku zaktadam,
ze przy usuwaniu wyszukujemy wezel najmniejszy sposrod wiekszych od usuwanego (czyli skrajnie lewa $ciezka w prawym
poddrzewie).

Czas dzialania Kazda operacja w BST trwa co najwyzej tyle, jaka jest wysoko$¢ drzewa. W najlepszym przypadku
mozemy otrzymaé drzewo binarne, ktore niejako wypelnione jest tak jak kopiec binarny. Wtedy czas dzialania dowolnej
operacji w drzewie jest O(logn). Niestety jesli dane wejSciowe sa podane w sposob zlosliwy (np. ciag wstawien kluczy
kolejno 1, 2, ..., 10%), to moze si¢ okaza¢, ze budujemy drzewo, ktore niewiele rozni sie od zwyklej listy (koszt czasowy
pojedynczej operacji O(n)), a nawet zachowuje sie gorzej — tracimy czas na zbudowanie drzewa, zamiast po prostu
wrzuci¢ dane do tablicy i wyszukiwaé liniowo. Czasami mozna sobie z tym radzi¢ poprzez losowe przemieszanie zbioru
kluczy, z ktorych budujemy drzewo, ale nie zawsze jest to mozliwe. W nastepnym rozdziale przedstawiony zostanie
sposob radzenia sobie z tymi problemami, za cene pewnego skomplikowania struktury danych.

Przykladowa implementacja

BST_node to struktura reprezentujaca pojedynczy wezet drzewa. W wezle zapamietujemy klucz i wskazniki do lewego
i prawego poddrzewa. W przykladowym kodzie kluczem jest pojedyncza liczba catkowita, ale nie ma zadnych prze-
ciwwskazan do wrzucenia bardziej skomplikowanych danych. Funkcje BST_search() i BST_insert() sa dosé proste
i zasada ich dzialania powinna by¢ widoczna. Troche bardziej Smieciowate jest BST_delete(), bo trzeba rozpatrywac
dwa istotne przypadki:

1. usuwany wezel v nie ma prawego poddrzewa — w takiej sytuacji przepinamy lewe poddrzewo na jego miejsce,
usuwamy rzeczywiscie v i po klopocie,

2. usuwany wezel v ma prawe poddrzewo — wtedy szukamy w tym poddrzewie skrajnie lewego wezta (to pomocni-
cza funkcja BST_delete_helper()), znaleziony wezel ¢t wyjmujemy z drzewa i odkladamy na bok (bedzie zaraz
potrzebny), a jego ewentualne prawe poddrzewo przepinamy na miejsce ¢; poniewaz t zastapi usuwany wezel v,
to podczepiamy do t lewe i prawe poddrzewa v przed jego usunieciem.

Potencjalnie dziwaczny sposéb implementacji tych funkcji — rekurencyjny, z przekazywaniem korzenia poddrzewa jako
argument i zwracaniem wskaznikow na wezly jako wynik — ma swoje zalety w postaci uproszczenia kodu (mniej przypad-
kow do rozpatrywania) oraz unikniecia koniecznosci wystepowania w weztach drzewa wskaznikow do rodzicow. Pelna
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Rysunek 6.3: Usuwanie z BST.

sila takiego sposobu implementacji ujawni sie w momencie implementowania zréwnowazonych binarnych drzew wyszu-
kiwan, zwlaszcza ze wtedy bedziemy mieli zagwarantowana glebokosé wywolan rekurencyjnych na poziomie O(logn),
co pozwoli kompletnie zignorowaé koszt rekurencji.

Sposéb uzycia
e wstawienie klucza k: root = BST_insert(k, root)
e usuniecie klucza k: root = BST_delete(k, root)

e sprawdzenie czy klucz k jest w drzewie: if (BST_search(k, root) != NULL)

001 struct BST_node {

002 int key;

003 BST_node *left, *right;

004

005 BST_node(int _k)

006 : key(_k), left(NULL), right(NULL) {}
007 %;

008

009 //korzen drzewa, drzewo na poczgtku jest puste
010 BST_node *root = NULL;
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011
012 //pomocniczy wskaznik, przydatny przy usuwaniu
013 BST_node *del_helper;

014

015 BST_node * BST_search(int key, BST_node *node)
016 {

017 //zabezpieczenie przed wypadnieciem z drzewa
018 if (node == NULL)

019 return NULL;

020

021 //znalezlismy wtasciwy wezel?

022 if (key == node->key)

023 return node;

024

025 //jesli nie, to idziemy w lewo albo prawo
026 if (key < node->key)

027 return BST_search(key, node->left);

028 return BST_search(key, node->right);

029 }

030

031 BST_node * BST_insert(int key, BST_node *node)
032 {

033 //wypadlidmy z drzewa, wiec tu trzeba wstawié nowy wezel.
034 if (node == NULL)

035 return new BST_node(key) ;

036

037 //w przeciunym wypadku schodzimy nizeyj

038 if (key < node->key)

039 node->left = BST_insert(key, node->left);
040 else

041 node->right = BST_insert(key, node->right);
042 return node;

043 }

044

045 //pomocnicza funkcja, znajdujgca skrajnie lewg Sciezke
046 BST_node * BST_delete_helper (BST_node *node);

047

048 BST_node * BST_delete(int key, BST_node *node)

049 A

050 //zabezpieczentie przed wypadnieciem z drzewa

051 if (node == NULL)

052 return NULL;

053

054 //jestesmy w weZle do usuniecia?

055 if (key == node->key) {

056 BST_node *temp;

057

058 //przypadek prosty - usuwany wezet nie ma prawego dziecka
059 if (node->right == NULL) {

060 temp = node->left;

061 delete node;

062 return temp;

063 }

064

065 //przypadek trudniejszy - znajdujemy wezel o najmniejszym
066 //kluczu wiekszym od klucza aktualnego wezla i zapamietujemy
067 //go w del_helper, przepinamy do del_helper

068 //odpowiednie wskaziniki © stary wezel usuwamy

069 temp = BST_delete_helper(node->right);

070 del_helper->left = node->left;

071 del_helper->right = temp;
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072 delete node;

073

074 return del_helper;

075 }

076

077 if (key < node->key)

078 node->left = BST_delete(key, node->left);
079 else

080 node->right = BST_delete(key, node->right);
081

082 return node;

083 }

084

085 //pomocnicza funkcja, znajdujgca skrajnie lewg Sciezke
086 BST_node * BST_delete_helper (BST_node *node)

087 {

088 //dalej w lewo sie nie da, wiec jestesmy w wezle, ktory
089 //zastgpt wezel usuwany - zapamietujemy go w del_helper
090 if (node->left == NULL) {

091 del_helper = node;

092 return node->right;

093 }

094

095 node->left = BST_delete_helper(node->left);

096 return node;

097 %

Wzbogacanie

Wezty binarnego drzewa wyszukiwari mozna wzbogaca¢ o dodatkowe informacje, ktére pozwalaja na rozszerzenie funkcjo-
nalnosci tej struktury niewielkim kosztem. Przykladowo mozna pamietaé¢ w kazdym wezle rozmiar poddrzewa, co utatwia
znajdowanie n-tego leksykograficznie klucza w wezle. Aktualizacja takiej dodatkowe] informacji jest niesltychanie tania
i mozna jej dokonaé w trakcie dowolnej operacji modyfikujacej drzewo (wstawianie i usuwanie).

Przykladowa implementacja #2

Struktura BST_node wzbogacona zostala o pole cnt, oznaczajace liczbe weztow w poddrzewie rozpinanym przez dany
wierzcholek (lacznie z nim samym). Warto$¢ cnt jest adekwatnie aktualizowana przy modyfikacjach drzewa. Zaprezen-
towana tez zostata funkcja BST_nth(), zwracajaca n-ty leksykograficznie element w drzewie. Wykorzystuje ona prosta
obserwacje: jesli musimy znalezé n-ty leksykograficznie element i jestesmy w drzewie, ktérego lewe poddrzewo ma k
elementéw, to mozliwe sa trzy sytuacje:

1. k+1 > n, wtedy poszukiwany n-ty leksykograficznie element jest jednoczesnie n-tym leksykograficznie elementem
w lewym poddrzewie,

2. k+ 1 = n, wtedy szukana warto$¢ znajduje sie w korzeniu,

3. k+ 1 < n, wtedy poszukiwany n-ty leksykograficznie element jest jednoczesnie (n — k — 1)-tym leksykograficznie
elementem w prawym poddrzewie.

001 struct BST_node {

002 int key, cnt;

003 BST_node *left, *right;

004

005 BST_node(int _k)

006 : key(_k), cnt(1), left(NULL), right(NULL) {}
007 };

008

009 BST_node *root = NULL;

010 BST_node *del_helper;

011

012 int BST_size(BST_node *node)
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013 {

014 if (node == NULL)
015 return O;

016 return node->cnt;
017 }

018

019 //aktualizacja dodatkowych danych w wezle

020 void BST_update(BST_node *node)

021 {

022 node->cnt = BST_size(node->left) + BST_size(node->right);
023 }

024

025 BST_node * BST_search(int key, BST_node *node)

026 {

027 if (node == NULL)

028 return NULL;

029 if (key == node->key)

030 return node;

031 if (key < node->key)

032 return BST_search(key, node->left);
033 return BST_search(key, node->right);
034 }

035

036 BST_node * BST_insert(int key, BST_node *node)
037 {

038 if (node == NULL)

039 return new BST_node(key) ;

040 if (key < node->key)

041 node->left = BST_insert(key, node->left);
042 else

043 node->right = BST_insert(key, node->right);
044 BST_update(node); //aktualizacja

045 return node;

046 }

047

048 BST_node * BST_delete_helper (BST_node *node);

049

050 BST_node * BST_delete(int key, BST_node *node)
051 {

052 if (node == NULL)

053 return NULL;

054 if (key == node->key) {

055 BST_node *temp;

056

057 if (node->right == NULL) {

058 temp = node->left;

059 delete node;

060 return temp;

061 }

062

063 temp = BST_delete_helper(node->right);
064 del_helper->left = node->left;
065 del_helper->right = temp;

066 delete node;

067

068 BST_update(del_helper); //aktualizacja
069 return del_helper;

070 }

071

072 if (key < node->key)

073 node->left = BST_delete(key, node->left);
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074 else

075 node->right = BST_delete(key, node->right);
076 BST_update(node); //aktualizacja

077 return node;

078 }

079

080 BST_node * BST_delete_helper (BST_node *node)

081 {

082 if (node->left == NULL) {

083 del_helper = node;

084 return node->right;

085 }

086

087 node->left = BST_delete_helper(node->left);
088 BST_update(node); //aktualizacja

089 return node;

090 }

091

092 //szukanie n-tego leksykograficznie elementu
093 BST_node * BST_nth(int nth, BST_node *node)

094 {

095 //temp == rozmiar lewego poddrzewa + korzen
096 int temp = 1 + BST_size(node->left);

097 //jestesmy na miejscu?

098 if (temp == nth)

099 return node;

100

101 //jesli nie, to trzeba zejsé nizej

102 if (temp > nth)

103 return BST_nth(nth, node->left);

104 else

105 return BST_nth(nth - temp, node->right);
106 }

Implementacja niewskaznikowa

Jesli zawczasu wiemy, ze rozmiar drzewa nie przekroczy pewnej z gory ustalonej granicy, to mozemy zamiast korzystac
z dynamicznej alokacji pamieci zajaé od razu spory kawatek pamieci — tyle, zeby nie zabraklo w odniesieniu do wspomnia-
nej granicy — i dba¢ o pamie¢ wlasnorecznie. Korzysci czasowe z tego tytulu potrafia by¢ znaczne; wlasne doswiadczenie
pokazuje zyski czasowe nawet 20-30%.

Nalezy sie zastanowi¢ przed rozpoczeciem pisania, czy potencjalny zysk wydajno$ciowy przewaza dodatkowsa zlozo-
nos$¢ kodu i idgce za tym prawdopodobienistwo popelnienia btedu w implementacji. Tym bardziej, ze roznorakie drzewa
binarne i ich pochodne sg jednym z tych miejsc w praktyce konkursowej, w ktérych korzystanie ze wskaznikow oraz re-
kurencji rzeczywiscie upraszcza kod i czyni go bardziej czytelnym®. Pokazana nizej metode mozna stosowaé oczywiscie
duzo czesciej, niz przy byle drzewach binarnych. Zalaczona implementacja dotyczy drzewa niewzbogaconego o zadne
dodatkowe informacje, zeby nie zaciemnia¢ dodatkowo kodu.

Przykladowa implementacja #3

Zalézmy, ze pewna stala liczbowa MEM_MAX przechowuje maksymalna liczbe wezlow, jakie jednocze$nie moga nalezeé¢
do drzewa. Tablica mem_pool rezerwuje miejsce na wlasnie taka liczbe elementéw. Bedziemy trzymali w dodatkowej
tablicy mem_pool_queue indeksy wszystkich miejsc w mem_pool, ktére sa niezajete. Latwo zauwazyé, ze mem_pool_queue
to zwykla kolejka cykliczna (rozdzial 5.2), przechowujaca dostepne ,adresy”.

Pierwsze, co nalezy zrobié¢, to wywotaé¢ funkcje BST_mem_init (). Powoduje ona zainicjowanie kolejki wolnych miejsc.
Wszedzie w kodzie zamiast wskaznikow uzywane sa liczby catkowite. Przechowujg one indeks danego wezla w tablicy
mem_pool. Odpowiednik wskaznika NULL zostal tutaj ustalony na -1.

Funkcja BST_alloc_node() uzywana jest zamiast operatora new: wyciaga z kolejki indeks niezajetego pola tablicy
mem_pool, tworzy tam wezel drzewa z zadanym kluczem i zwraca ,wskaznik” (liczbe catkowita) do tego miejsca. Analo-
gicznie BST_delete_node () zastepuje delete: zwraca do kolejki wolnych adresé6w indeks usuwanego wezta.

1Disclaimer: zdanie czysto subiektywne.
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001 struct BST_node {

002 int key;

003 int left, right;

004

005 BST_node(int _k)

006 : key(_k), left(-1), right(-1) {}
007 };

008

009 int root = -1;

010 int del_helper;

011

012 int mem_head, mem_tail;

013 int mem_pool_queue [MEM_MAX] ;
014 BST_node mem_pool [MEM_MAX] ;
015

016 //inicjowantie pult pamiect
017 void BST_mem_init()

018 {

019 mem_head = 0;

020 mem_tail = MEM_MAX;

021 for (int i = 0; i < MEM_MAX; ++i)
022 mem_pool_queue[i] = ij;

023 }

024

025 //znaleziente wolnego kawaltka pamiect © stworzenie
026 //w jego miejscu wezla drzewa z przekazanym do funkcji kluczem
027 int BST_alloc_node(int key)

028 {

029 int idx = mem_pool_queue[mem_head ¥ MEM_MAX];
030 ++mem_head;

031 mem_pool[idx] = BST_node(key);

032 return idx;

033 }

034

035 //podany indeks wezta w puli pamiect jest "zwalniany"
036 //i zostaje zwrdcony do pult
037 void BST_delete_node(int node)

038 {

039 mem_pool_queue [mem_tail % MEM_MAX] = node;
040 ++mem_tail;

041 }

042

043 int BST_search(int key, int node)

044 {

045 if (node == -1)

046 return -1;

047

048 if (key == mem_pool[node] .key)

049 return node;

050

051 if (key < mem_pool[node] .key)

052 return BST_search(key, mem_pool[node].left);
053 return BST_search(key, mem_pool[node] .right);
054 }

055

056 int BST_insert(int key, int node)

057 {

058 if (node == -1)

059 return BST_alloc_node(key) ;

060
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061
062
063
064
065
066 }
067
068 int
069
070 int
071 {
072
073
074
075
076
o077
078
079
080
081
082
083
084
085
086
087
088
089
090
091
092
093
094
095
096
097
098 }
099
100 int
101 {
102
103
104
105
106
107
108
109 }

if (key < mem_pool[node] .key)

mem_pool [node] .1left = BST_insert(key, mem_pool[node].left);
else

mem_pool [node] .right = BST_insert(key, mem_pool[node] .right);
return node;

BST_delete_helper(int node);
BST_delete(int key, int node)

if (node == -1)
return -1;

if (key == mem_pool[node] .key) {
int temp;

if (mem_pool[node].right == -1) {
temp = mem_pool[node].left;
BST_delete_node(node) ;
return temp;

}

temp = BST_delete_helper (mem_pool[node] .right);
mem_pool [del_helper].left = mem_pool[node].left;
mem_pool [del_helper].right = temp;
BST_delete_node(node) ;

return del_helper;

}

if (key < mem_pool[node] .key)

mem_pool [node] .1left = BST_delete(key, mem_pool[node].left);
else

mem_pool [node] .right = BST_delete(key, mem_pool[node] .right);

return node;

BST_delete_helper (int node)

if (mem_pool[node].left == -1) {
del_helper = node;
return mem_pool [node] .right;

}

mem_pool [node] .1left = BST_delete_helper (mem_pool[node].left);
return node;

40

6.2 Zréwnowazone BST (AVL)

Najdtuzsza $ciezka z korzenia drzewa do ktoregos z jego lisci to wysokosé drzewa (oznaczenie: height(v) dla drzewa
ukorzenionego w v). Wysokos¢ drzewa dla v bedacego pojedynczym wierzchotkiem (takze np. lisciem w jakims wiekszym
drzewie) przyjmujemy 1, wysokosé¢ drzewa pustego to 0. Mowimy, ze drzewo binarne jest zréwnowazone, gdy dla kazdego
poddrzewa ukorzenionego w v o lewym dziecku left i prawym dziecku right zachodzi |height(left) — height(right)| < 1.

Gdy drzewo jest zrownowazone wedtug powyzszej definicji, wtedy gérne ograniczenie na jego wysokosé w przyblizeniu
wynosi 1.441og,(n). Jesli zatem zapewnimy réwnowazenie drzewa po kazdej operacji wstawienia lub usuniecia elementu,
to kazda operacja wyszukiwania ma gwarancje dzialania w czasie logarytmicznym. Ponizszy algorytm (autorstwa Rosjan
G. Adelsona-Velskij i E. Landisa — stad nazwa drzewo AVL) budowania i utrzymywania zréwnowazonego drzewa przed-
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Rysunek 6.4: Trzy dopuszczalne stany (pod)drzewa zroéwnowazonego.

h+2

h+2

Rysunek 6.5: Mozliwe zaburzenia wtasnosci AVL.

stawia operacje wstawiania i usuniecia dzialajace takze w czasie O(logn), gwarantujace zachowanie zréwnowazonego
drzewa.

Poniewaz drzewo AVL jest tylko odmiang BST, operacja wyszukiwania pozostaje bez zmian. Zastanowié¢ sie nalezy
co moze sie sta¢, gdy dokonamy wstawienia lub usuniecia elementu, ktory spowoduje zaburzenie wlasnosci rownowagi.
Liczby w wezlach na rysunku 6.4 reprezentuja ,pprzechylenie” drzewa: dodatnie liczby oznaczaja, ze lewe poddrzewo jest
wyzsze od prawego, ujemne przeciwnie, a zero oznacza, ze oba poddrzewa sg tej samej wysokosci. Rozwazmy drzewo
AVL po pewnej operacji usuniecia lub wstawienia wezta, ktéra zaburza rownowage, wprowadzajac ktorys$ ze stanow
pokazanych na rysunku 6.5.

Rozprawmy sie z pierwszym przypadkiem (na rysunku 6.5 u gory po lewej). Aby przywroci¢ drzewo do zréwnowa-
zonego stanu dokonamy obrotu w prawo, polegajacego na zamianie miejscami weztéw u i v z odpowiednim przepieciem
poddrzew A, Bi C:

h+1

- h
h+1 h

Rysunek 6.6: Obrot w prawo.

Takie przemieszczenie nie powoduje zaburzenia wlasnosci BST. Zauwazmy bowiem, Ze dla dowolnych a € A, b € B
ice Cmamy a < v <b<u<cita relacja zostaje zachowana w poddrzewie po dokonaniu obrotu, co widaé¢ takze
na rysunku.

Analogicznie dzialamy w drugim przypadku, przeprowadzajac obrét w lewo:
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Rysunek 6.7: Obrét w lewo.

W pozostatych dwoéch przypadkach sprawa nieco sie komplikuje. Zastosowanie pojedynczego obrotu jest nieskuteczne.
Zastosowanie obrotu w prawo do sytuacji trzeciej z rysunku 6.5 (na dole po lewej) powoduje otrzymanie sytuacji czwartej:

(—1] |:> (+ 1)
h+2 h+2
h h+1 h+1 h

Rysunek 6.8: Nieskuteczny obréot w prawo.

Rozwiazaniem jest zej$cie o poziom nizej w drzewie (rysunek 6.9). Jesli rozpatrzymy poddrzewo B, ktore jest uko-
rzenione w wezle w, to co najmniej jedno poddrzewo sposrod lewego i prawego poddrzewa wezta w (oznaczmy je B’
i B”) ma wysokos$¢ h. We wszystkich rysunkach przyjete zostalo height(B’) = height(B") = h dla czytelnosci. W tak
rozpisanym fragmencie drzewa nalezy zastosowaé¢ podwdjng rotacje, czyli tak naprawde ztozenie dwoch pojedynczych
rotacji. Dla sytuacji po lewej stronie rysunku 6.9 bedzie to najpierw rotacja w lewo przeprowadzona na parze wierzchol-
kéw v 1 w, a nastepnie rotacja w prawo na parze u i w. Wizualizacje tych obrotéw mozna zobaczy¢ na rysunkach 6.10
i 6.11. Wniosek: mozna dokonywaé¢ wstawienia i usuwania w drzewie AVL, a nastepnie wracajac po Sciezce do korzenia
poréownywaé wysokos$¢ lewego i prawego poddrzewa. Jesli réznica miedzy nimi jest zbyt duza, dokonujemy odpowied-
nich obrotéw. Poniewaz wysoko$é drzewa jest logarytmiczna, a kazdy obrét mozna wykonaé w czasie stalym poprzez
odpowiednie zamienienie kilku wskaznikow, mamy czas O(logn) na wstawianie i usuwanie zachowujace wlasnos¢ AVL.

Widag¢, ze obroty doprowadzaja drzewo do postaci zréwnowazonej, ale co z odpowiednim uporzadkowaniem elemen-
tow, tzn. zgodnym z warunkiem BST? Zamiast pieczotowicie przeprowadza¢ dowod polegajacy na wykazaniu zachowania
wszystkich istotnych nieréwnosci wystarczy powotaé sie na poprawnos$é¢ pojedynczych obrotow, ktora zostata wezesniej
wykazana — poniewaz podwdjny obrét to dwa pojedyncze, nic po drodze nie moze sie popsué¢ w kolejnosci elementow.

Przykladowa implementacja

W poréwnaniu do BST, w weztach drzewa AVL trzymamy dodatkowo jedynie wysokosé poddrzewa ukorzenionego w tym
wezle. AVL_search() nie rozni sie niczym od BST_search(). Jedyna roznica w funkcjach wstawiajacych i usuwajacych
polega na dodaniu wywolan pomocniczych funkcji, ktore od$wiezaja wysokosé drzewa (AVL_recalc_height()) i spraw-
dzaja, czy wlasnie obliczona warto$¢ nie oznacza zaburzenia wlasnosci AVL (AVL_rebalance()). Zaburzenie oznacza
wywolanie odpowiedniego obrotu i przywrocenie drzewa do legalnego stanu. Sposdb implementacji jest analogiczny
do zastosowanego wczesniej w BST, co umozliwia m.in. eleganckie rozprawieniem sie z kwestia podwdjnych obrotow
jako ztozenia dwoéch pojedynczych.

001 //pomocnicza funkcja zwracajgca maksimum z dwéch argumentiw
002 int max(int a, int b)

003 {

004 if (a > b)

005 return a;
006 return b;

007 }

008

009 struct AVL_node {
010 int key, height;

011 AVL_node *left, *right;
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Rysunek 6.9: Uszczegotowienie poddrzewa B. Przynajmniej jedno z poddrzew B’ i B” musi mie¢ wysokosé h — tutaj
przyjeto, ze oba maja wlasnie taka.
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Rysunek 6.10: Podwdjny obrét lewo-prawo.
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Rysunek 6.11: Podwdjny obrét prawo-lewo.
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AVL_node(int _k)
: key(_k), height(1), left(NULL), right(NULL) {}
};

AVL_node *root = NULL;
AVL_node *gl_store;

//wysoko$é drzewa ukorzenionego w node
int AVL_height (AVL_node *node)
{
if (node == NULL)
return 0;
return node->height;

3

//przeliczanie wysokodct drzewa zgodnie z definicjg
void AVL_recalc_height (AVL_node *node)
{
node->height = 1 + max(AVL_height(node->1left), AVL_height(node->right));
}

AVL_node * AVL_rotate_left(AVL_node *node);
AVL_node * AVL_rotate_right (AVL_node *node);
//obrét w lewo
AVL_node * AVL_rotate_left(AVL_node *node)
{
//w razie potrzeby wywolywany jest obrét w prawo w poddrzewie
//tzn. wychodzi podwdjny obrét prawo-lewo
if (AVL_height(node->right->1left) > AVL_height(node->right->right))
node->right = AVL_rotate_right(node->right);
AVL_node *temp = node->right;
node->right = temp->left;
temp->left = node;
AVL_recalc_height (node);
AVL_recalc_height (temp);
return temp;
}

//obrét w prawo
AVL_node * AVL_rotate_right (AVL_node *node)
{
//w razie potrzeby wywolywany jest obrét w lewo w poddrzewie
//tzn. wychodzi podwdjny obrdét lewo-prawo
if (AVL_height(node->left->left) < AVL_height(node->left->right))
node->left = AVL_rotate_left(node->left);
AVL_node *temp = node->left;
node->left = temp->right;
temp->right = node;
AVL_recalc_height (node);
AVL_recalc_height (temp) ;
return temp;
}

44
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//sprawdzenie czy podane poddrzewo nie zaburza warunku AVL,
//a jeslt tak, to nastepuje obrét w odpowiedniqg strone;
//podwdjne obroty implementowane sg¢ jako dwa pojedyncze,
//ktore "same" sie wywolujg (jak widaé powyzeyj)

AVL_node * AVL_rebalance(AVL_node *node)

{

}

if (AVL_height(node->left) - AVL_height(node->right) > 1)
node = AVL_rotate_right(node);

if (AVL_height(node->right) - AVL_height(node->left) > 1)
node = AVL_rotate_left(node);

return node;

AVL_node * AVL_search(int key, AVL_node *node)

{

}

if (node == NULL)
return NULL;
if (key == node->key)
return node;
if (key < node->key)
return AVL_search(key, node->left);
return AVL_search(key, node->right);

AVL_node * AVL_insert(int key, AVL_node *node)

{

}

if (node == NULL)
return new AVL_node(key);

if (key < node->key)

node->left = AVL_insert(key, node->left);
else

node->right = AVL_insert(key, node->right);

//przywracanie wtasnosci AVL
AVL_recalc_height (node) ;

node = AVL_rebalance(node);

return node;

AVL_node * AVL_delete_helper (AVL_node *node);

AVL_node * AVL_delete(int key, AVL_node *node)

{

if (key == node->key) {
AVL_node *temp;
if (node->right == NULL) {
temp = node->left;
delete node;
return temp;

3

temp = AVL_delete_helper(node->right);
gl_store->left = node->left;
gl_store->right = temp;

delete node;

//przywracanie wiasnosct AVL
AVL_recalc_all(gl_store);
gl_store = AVL_rebalance(gl_store);
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134

135 return gl_store;

136 }

137

138 if (key < node->key)

139 node->left = AVL_delete(key, node->left);
140 else

141 node->right = AVL_delete(key, node->right);
142

143 //przywracanie wtasnosci AVL

144 AVL_recalc_all(node);

145 node = AVL_rebalance(node);

146

147 return node;

148 }

149

150 AVL_node * AVL_delete_helper(AVL_node *node)
151 {

152 if (node->left == NULL) {

153 gl_store = node;

154 return node->right;

155 }

156

157 node->left = AVL_delete_min(node->left);
158

159 //przywracanie wtasnosci AVL

160 AVL_recalc_all(node);

161 node = AVL_rebalance(node);

162

163 return node;

164 }

Czy warto?

Generalnie nie oczekuje sie, ze zawodnicy na konkursach beda siedzieé¢ i pieczotowicie klepaé¢ AVL, bo zapotrzebowanie
na akurat taka strukture danych wymys$lili autorzy zadan i gdzies koniecznie trzeba tego uzyé, zeby zgarnaé¢ sensowne
punkty. Zwtaszcza, ze w wielu przypadkach mozna sobie poradzi¢, korzystajac z STL i zawartych tamze struktur set
i map, ktore rowniez sg implementacja drzew binarnych o logarytmicznym czasie dziatania (nie sg to drzewa AVL, tylko
tzw. drzewa czerwono-czarne).

Tym niemniej znajac rézne ,ponadprogramowe” algorytmy i struktury danych mozna czasami p6j$é na skréty. Za-
miast gimnastykowaé¢ sie nad fikuénym rozwigzaniem wymyslonym przez autora, ktory zaklada, ze AVL nikt pisacé
nie bedzie (lub nie przewiduje tego syllabus konkursu), mozna troche wiecej kodu wyprodukowaé i btyskawicznie roz-
wigza¢ zadanie.

Nie nalezy za to dac si¢ ponosi¢ — jesli np. potrzebujemy struktury danych, w ktorej pojawiaja sie i znikaja jakies
obiekty, ale zawsze szukamy elementu najmniejszego czy najwiekszego wedle jakiego$ kryterium, nie ma sensu babraé sie
AVL ani nawet BST, skoro mozna uzy¢ kopca binarnego.

6.3 Statyczne drzewa binarne

Przechodzimy teraz do statycznych drzew binarnych, tzn. drzew, ktore maja ustalong strukture na starcie algorytmu
i struktura ta nie ulega zmianie (co najwyzej wartosci przechowywane w drzewie). W praktyce oznacza to zazwyczaj
symulowanie pelnego drzewa binarnego o ustalonej wysokosci, podobnie jak w przypadku kopca binarnego z rozdziatu
5.6 i takich drzew bede sie trzymal w tym rozdziale. Pomimo potencjalnej nieelastycznosci, drzewa takie maja liczne
zastosowania 1 umozliwiaja efektywna (logarytmiczna) realizacje wielu operacji.

Zaczniemy od prostego drzewa licznikowego, udostepniajacego kilka elementarnych operacji dzialajacych na poje-
dynczych liczbach. Nastepnie zaczniemy operowaé¢ na przedziatach liczb, przyblizajac w kolejnych krokach te strukture
do drzewa przedziatowego?. W szczegdlnosci stanie sie jasne, ze drzewo licznikowe jest bardzo szczegdélnym drzewem
przedzialowym, operujacym przez wiekszosé czasu na przedziatach o jednostkowej dtugosci.

2Bedziemy moéwié¢ o bardzo szczegblnym rozumienia drzewa przedziatowego, ktoére bedzie czyms zupetnie odmiennym od struktury zapre-
zentowanej we Wprowadzeniu do algorytmow pod ta sama nazwa.
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Drzewo licznikowe

Zalozmy, ze operujemy na zbiorze (a raczej multizbiorze) liczb catkowitych z zakresu [0, 2™) dla sensownie malego m.
Chcemy zaprojektowaé strukture danych umozliwiajaca szybkie wstawianie i usuwanie liczb z tego zakresu oraz kilka
operacji wyszukiwania: znalezienie minimalnego i maksymalnego elementu w strukturze, znalezienie k-tego w kolejnosci
elementu w strukturze, sprawdzenie czy element = znajduje sie w strukturze.

Zbudujemy pelne drzewo binarne o 2™ lidciach: w i-tym lisciu bedziemy pamietaé ile wstawiliémy liczb o wartosci <.
Wtedy w kazdym wezle wewnetrznym v trzymamy sume tych warto$ci z wszystkich lisci poddrzewa ukorzenionego
w wezle v. Lacznie dla 2™ lisci mamy 2™ — 1 weztéow wewnetrznych, wiec zltozono$¢ pamieciowa jest liniowa wzgledem
liczby lisci. Cale drzewo trzymamy w jednej tablicy podobnie jak kopiec binarny: korzeniem jest element o indeksie 1,
dla wezla o indeksie i jego potomkowie znajduja sie w komoérkach 2i, 2i + 1, a rodzic w L%J

Procedura dodania elementu o wartosci ¢ do symulowanego zbioru polega na zwiekszeniu licznika w i-tym lisciu,
a nastepnie zwiekszeniu licznikéw na Sciezce od tego liscia do korzenia. Oczywiscie mozna w ten sposob ,dodaé¢” dowolnie
wiele elementow do zbioru w jednym kroku, po prostu zwiekszajac te liczniki o odpowiednia wartosé. Czas takiej
operacji jest logarytmiczny wzgledem liczby lisci, bo takiej wysokosci jest drzewo. Analogicznie mozemy usuwac elementy
ze zbioru ,dodajac” ujemna wartosc.

Operacje wyszukiwania i algorytmy ich realizacji prezentuja sie nastepujaco:

e Sprawdzenie, czy element x znajduje sie w strukturze. Najprostsze zapytanie — wystarczy sprawdzi¢, czy
stan licznika w lisciu odpowiadajacym wartosci = jest niezerowy. Czas operacji jest staly.

e Znalezienie minimalnego (analogicznie maksymalnego) elementu. Zaczynamy w korzeniu drzewa i spraw-
dzamy, czy w lewym poddrzewie licznik elementéw jest niezerowy. Jesli tak, idziemy do lewego poddrzewa, w prze-
ciwnym przypadku idziemy do prawego. Kontynuujemy operacje az znalezienia sie¢ w lisciu drzewa, ktory oznacza
wynik poszukiwan. Czas jest logarytmiczny wzgledem liczby lisci.

e Znalezienie k-tego w kolejnosci elementu. Postepujemy analogicznie do poruszania sie po wzbogaconym
drzewie wyszukiwan binarnych (6.1), tzn. zaczynamy w korzeniu i schodzimy w dét drzewa wybierajac lewe pod-
drzewo jesli liczba elementéw w nim jest nie wieksza niz k, a w przeciwnym przypadku kierujemy sie¢ do prawego
poddrzewa, szukajac w nim (k — ¢)-tego elementu (gdzie przez ¢ rozumiemy liczno$é¢ elementéw w lewym pod-
drzewie). Tak jak w poprzedniej operacji, koniczymy w momencie znalezienia sie w lisciu reprezentujacym szukana
wartosé, zatem i tutaj ztozonosé jest logarytmiczna wzgledem liczby lisci.

Przykladowa implementacja

Liczba lisci drzewa jest zapisana w stalej] TREE_LEAF. Na jej podstawie obliczany jest calkowity rozmiar drzewa (stata
TREE_SIZE). Zawarto$¢ drzewa przechowujemy w tablicy tree, w ktorej indeks zerowy jest nieuzywany, indeks pierw-
szy oznacza Korzen, a liScie znajduja sie w przedziale tree [TREE_LEAF...TREE_SIZE - 1]. Implementacja funkcji
tree_add(), find_min() i find_kth() jest dosé¢ oczywista i wynika z opisu powyzej. Zamiast oddzielnej implementacji
find_min() mozna oczywiscie uzy¢ wywotania find_kth(1). Funkcje wyszukujace zwracaja numer liscia, a nie indeks
w tablicy, stad w wyniku odejmowana jest warto$¢ TREE_LEAF.

001 const int TREE_LEAF = 1024 * 1024; //2°20
002 const int TREE_SIZE 2 *x TREE_LEAF;

003

004 int tree[TREE_SIZE];

005

006 void tree_add(int index, int value)
007 {

008 index += TREE_LEAF;

009 do {

010 tree[index] += value;

011 index /= 2;

012 } while (index != 1);

013 }

014

015 int find_min()

016 {

017 int index = 1;

018 while (index < TREE_LEAF) {
019 int left = 2 * index, right = left + 1;
020 if (tree[left] !'= 0)

021 index = left;
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022 else

023 index = right;

024 }

025

026 return index - TREE_LEAF;
027 }

028

029 int find_kth(int k)

030 {

031 int index = 1;

032 while (index < TREE_LEAF) {
033 int left = 2 * index, right = left + 1;
034 if (treelleft] <= k) {
035 index = left;

036 } else {

037 k -= tree[left];
038 index = right;

039 }

040 }

041

042 return index - TREE_LEAF;
043 }

Drzewo przedzialowe

Tak jak poprzednio dzialamy na liczbach z zakresu [0, 2™), jednak znaczaco zmieniamy zbior operacji. Wiele roz-
nych probleméw mozna rozwiazaé¢ przy pomocy drzewa przedzialowego w zaleznosci od doboru funkcjonalnosci, ktore
struktura ma oferowaé¢. Bedziemy rozpatrywali kolejne przyklady zadan i adekwatnie dobiera¢ logike oraz potrzebne
w weztach informacje. W ogoélnosci bedziemy skupia¢ sie na operacjach, ktore (jak sama nazwa struktury wskazuje)
dziataja na przedzialach liczb w odroznieniu od drzew licznikowych, gdzie przedmiotem zapytan i modyfikacji byty
pojedyncze wartosci.

Na warsztat wezmiemy zadanie Koleje z I etapu IX Olimpiady Informatycznej®. Mamy w nim zaimplementowaé
system rezerwacji biletow dla pojedynczej linii kolejowej. Dokltadniej: mamy n stacji kolejowych ponumerowanych
kolejnymi liczbami catkowitymi od 1 do n oraz pociag, ktéry ma m miejsc dla pasazeréw i przejezdza trase od stacji
pierwszej do n-tej.

Do systemu rezerwacji biletow przychodza zapytania w postacji trojki liczb (p, k, £), wyrazajacych cheé zarezerwo-
wania biletow dla ¢ pasazeréw na trasie od stacji p (poczatkowej) do k (konicowej). Jesli na podanej trasie wolnych jest
przynajmniej ¢ miejsc, to dokonujemy rezerwacji, w przeciwnym przypadku ja odrzucamy. Oczywiscie jesli przyjmu-
jemy rezerwacje, to musimy jakos zapamieta¢ liczbe zajetych miejsc na poszczegélnych odcinkach trasy, aby falszywie
nie odrzucaé rezerwacji realizowalnych lub akceptowaé nierealizowalne.

Najprostsze rozwiazanie polegaloby na utrzymywaniu tablicy n — 1 liczb, oznaczajacych liczbe wolnych miejsc po-
miedzy kazda para sasiednich stacji. Wtedy sprawdzenie rezerwacji (p, k, £) implementujemy poprzez sprawdzenie, czy
od stacjipdop+1,od p+1dop+2...0d k—1 do k mamy przynajmniej ¢ wolnych miejsc i, jesli tak, zmniejszenie
liczby wolnych miejsc na tym przedziale. Wymaga to oczywiscie czasu liniowego wzgledem dlugosci przejazdu (wartosé
k — p, czyli pesymistycznie O(n)).

Ze wzgledu na wygode poézniejszej implementacji, przenumerujmy stacje tak, zeby poczatek trasy mial numer 0,
a koniec n — 1. Zbudujmy drzewo binarne, w ktoérym -ty (w numeracji od 0) li§¢ reprezentuje trase ze stacji ¢ do i + 1.
Wtedy wezly wewnetrzne reprezentuja trase ze stacji x do x+2Y, gdzie x jest skrajnie lewym lisciem tego poddrzewa, a y
jest poziomem wezta w drzewie. Dla przypomnienia — poziomy numerujemy kolejnymi liczbami catkowitymi, poczawszy
od 0 oznaczajacego poziom lisci.

Ogolna idea dziatania w takim drzewie binarnym polega na zapisywaniu informacji o zmianach liczby wolnych miejsc
mozliwie ,wysoko” w drzewie. Tzn. jesli wiemy, ze na trasie od stacji 0 do 8 rezerwujemy 10 miejsc, to znajdujemy
wezel reprezentujacy ten przedzial i cos§ w nim robimy, nie schodzac do weztéw odpowiadajacym bardziej szczegbtowym
fragmentom tej trasy. Oczywiscie nie zawsze udaje sie znalez¢ doktadnie jeden wezet w drzewie reprezentujacy przedziat
z rezerwacji — jesli w powyzszym przykladzie stacja koricowa bedzie 7, to taki wezel nie istnieje.

Wprowadzimy zatem pojecie zbioru przedzialow bazowych dla pewnego przedzialu P — jest to minimalnej licznosci
zbior Z = {1, Is,..., I } przedzialow wystepujacych jako pojedyncze wezly w drzewie, ktory dokladnie pokrywa
przedzial P. Przez dokladnie rozumiemy w tym przypadku, ze kazda wartosé nalezaca do P nalezy do doktadnie jednego
przedziatu I; € Z oraz ze nie istnieje wartosé¢ nalezaca do ktéregos z I, ktéra nie znajduje si¢ w P. Czylidla P = [0, 7)

3Te i inne zadania wymieniane w dalszej czesci tekstu mozna rozwiagzywaé w serwisie www.main.edu.pl


www.main.edu.pl
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Rysunek 6.12: Odwzorowanie weztéw drzewa binarnego na przedzialy. Na zielono zaznaczono przedzialty bazowe dla
przedziatu [1, 5), na czerwono dla [0, 7).

przedziatami bazowymi sa { [0, 4), [4, 6), [6, 7) }. Natomiast dla P = [1, 5) przedzialy bazowe to {[1, 2), [2, 4), [4, 5) }
(rys. 6.12). Intuicyjnie przedzialy bazowe to takie przedzialy reprezentowane przez wezly drzewa, ktore dokladnie
pokrywaja wejsciowy przedzial P i sa jak najwieksze (aby uzy¢ jak najmniej weztow).

Znajdowanie przedzialow bazowych moze zosta¢ wykonane na kilka sposobow. Prezentowana dalej metoda jest
okreslona w sposoéb rekurencyjny — zaczynamy w korzeniu drzewa i kierujemy sie w strone lisci, zatrzymujac si¢ w prze-
dziatach bazowych.

Oznaczmy T, = [a, b) przedzial reprezentowany przez wezel v drzewa T oraz P = [¢, d) wej$ciowy przedzial. Utrzy-
mujemy zalozenie, ze zawsze zachodzi ¢ > a oraz d < b, czyli przedziatl wejSciowy nie wykracza poza przedzial okreslony
przez wezel drzewa, w ktorym sie znajdujemy. Mamy nastepujace przypadki:

1. a=b1ic=d. Wtedy znajdujemy si¢ w przedziale bazowym i koriczymy schodzenie w dét drzewa.

2. W przeciwnym przypadku policzmy srodek przedzialu T, w nastepujacy sposob: mid = aT“’. Liczba mid zawsze
jest catkowita, poniewaz a i b sg parzyste wszedzie poza liscmi. Ale jesli znalezliby$my sie w liSciu, to mieliby$my
przypadek powyzszy, gdzie znalezliSmy przedzial bazowy (bo juz nizej zej$¢ sie nie da).

3. By¢ moze przedzial P znajduje sie w calo$ci w lewym albo prawym poddrzewie. Sprawdzamy to zatem: jesli
d < mid, to szukamy P na lewo —idziemy do Tje () = [a, mid); jesli ¢ > mid to analogicznie idziemy do T};gns(v) =
[mid, b).

4. Ostatni przypadek jest wtedy, gdy P znajduje sie po czesci zaréwno po lewej jak i po prawej stronie, czyli ¢ <
mid i d > mid. Rozbijamy wtedy P na Pess = [c, mid) i Prgne = [mid, d) i niezaleznie od siebie szukamy
Prept w Tiepe(vy 1 Pright W Tright(v)- Takie rozbicie zachowuje zalozenie o ,niewystawaniu” szukanego przedzialu
poza drzewo.

Catosé mozna zaimplementowaé jak ponizej. Nalezy zauwazy¢, ze wywolania rekurencyjne funkcji tree_traverse ()
przekazuja w argumencie v numer indeksu w tablicy reprezentujacej drzewo. Dzieki temu mozemy modyfikowaé¢ zawar-
to$¢ drzewa ingerujac w znane w ten sposéb komorki tablicy. Na razie z tego nie korzystamy, ale wkrotce bedziemy.

Uwaga: funkcje tree_traverse() zawsze trzeba odpalaé¢ w korzeniu drzewa z poprawnie ustawionymi parametrami
aib. Czyli dla zadanego przedziatu [¢, d) wywolujemy tree_traverse(l, 0, TREE_LEAF, c, d).

001 const int TREE_LEAF
002 const int TREE_SIZE

1024 * 1024;
2 x TREE_LEAF;

003

004 int tree[TREE_SIZE];

005

006 void tree_traverse(int v, int a, int b, int c, int d)
007 {

008 if (a == c & b == d) {

009 //znalezlismy przedzial bazowy
010 return;

011 }

012

013 int mid = (¢ + d) / 2;

014 if (b <= mid) {

015 //w lewo
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1)
a mid b
| | |
| | |
: a
| | |
new_c = ¢ new_c = mid
new_d = mid new_d = d
2)
a mid b
| | |
| | |
e a
L . |
new_c = ¢ new_c = mid
new_d = d new_d = d
new_c >= new_d
3)
a mid b
| i |
1
I | |
C d
I [
new_c = ¢ new_c = c
new_d = mid new_d = d

new_c >= new_d

Rysunek 6.13: Przypadki rozbicia rekurencji na dwa wywolania. W drugim i trzecim przypadku jedno z odgatezien
rekurencji skutkuje szukaniem przedziatu pustego, wiec od razu konczymy.

016 tree_traverse(2 * v, a, b, c, mid);

017 } else if (a >= mid) {

018 //w prawo

019 tree_traverse(2 * v + 1, a, b, mid, d);

020 } else {

021 //w obie strony z podziatem [a, b) na [a, mid) % [mid, b)
022 tree_traverse(2 * v, a, mid, c, mid);

023 tree_traverse(2 * v + 1, mid, b, mid, d);

024 T

025 }

Mozna to przepisa¢ troche prosciej: jesli nie jesteSmy w przedziale bazowym, to zawsze dokonujemy dwdch wywolan
rekurencyjnych, dzielac przedzial wejsciowy w punkcie mid na dwa podprzedzialy. Lewy podprzedzial ma zawsze
poczatek w punkcie ¢, a koniec ma w d (jesli d < mid) albo mid (w przeciwnym przypadku). Analogicznie prawy
podprzedzial ma zawsze koniec w d, a lewy w ¢ (jesli ¢ > mid) albo mid. Omijamy w ten sposob drzewko warunkow
pod koniec funkcji, ale czasami dokonujemy wywoltan niepoprawnych:

1. jedli new d = min(d, mid), to szukamy przedzialow [c, new d) gdy ¢ = new d,
2. jesli new ¢ = max(mid, c), to szukamy przedzialow [new ¢, d) gdy new ¢ > d.

Dodajemy zatem warunek na poczatku funkcji wytapujacy takie puste przedzialy (rys. 6.13) i koriczacy rekurencje.
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001 const int TREE_LEAF
002 const int TREE_SIZE

1024 * 1024;
2 x TREE_LEAF;

003

004 int tree[TREE_SIZE];

005

006 void tree_traverse(int v, int a, int b, int c, int d)
007 {

008 //przypadki niepoprawne

009 if (¢ >= 4d)

010 return;

011

012 if (a==c && b == 4d) {

013 //znalezlismy przedzialt bazowy

014 return;

015 T

016

017 int mid = (¢ + d) / 2;

018 tree_traverse(2 * v, a, mid, ¢, min(d, mid));
019 tree_traverse(2 * v + 1, mid, b, max(mid, c), d);
020 }

Teraz, gdy umiemy znajdowaé przedzialy bazowe, wracamy do oryginalnego zadania — systemu rezerwacji biletow.
Potrzebujemy dwoch operacji: zapytania o liczbe wolnych miejsc na okreslonym przedziale oraz rezerwacji pewnej liczby
miejsc. Aby efektywnie realizowaé obie operacje, bedziemy musieli wzbogaci¢ drzewo o dodatkowe informacje.

Ustalmy, ze w kazdym wezle drzewa (a zarazem dla kazdego przedzialu zwiazanego z danym weztem) bedziemy
pamietaé¢ dwie dodatkowe wartosci:

e W zmiennej max zapamietujemy najwieksza liczbe biletéw wykupiona na calym przedziale. Tzn. dla przedziatu
[a, b) bierzemy maksimum po zajetych miejscach na trasach pomiedzy kazda para kolejnych stacji: [a, a + 1),
[a+1,a+2), ..., [b—1,b). Na przyklad, jesli na przedziale [2, 3) wykupiono 3 bilety, a na przedziale [3, 4)
wykupiono 5 biletow, to w wezle odpowiadajacym przedziatowi [2, 4) zapisujemy maz = 5.

e W zmiennej ¢ zapamietujemy liczbe biletow z ostatniej rezerwacji takiej, ze biezacy przedziatl byl przedzialem
bazowym dla tej rezerwacji.

Na samym poczatku wszedzie w drzewie wartosci te sa rowne 0.

Rezerwacja ¢ biletow na przedziale [a, ). Przyjmujemy tymczasem, ze taka rezerwacja jest mozliwa, tzn. na tym
przedziale mamy wystarczajaco wiele biletéw dostepnych. Operacja rzeczywistego sprawdzania tego zajmiemy sie
wkrotce.

Zaczynamy od znalezienia przedzialow bazowych dla [a, b). Intuicyjnie chcemy w kazdym przedziale bazowym dodaé
liczbe ¢ — bo dla kazdej pary kolejnych stacji rezerwujemy ¢ miejsc na trasie miedzy nimi — a nastepnie zaktualizowaé
maksymalne warto$ci wykupionych miejsc w weztach powyzej przedzialow bazowych. Zobaczmy co sie stanie, jesli
do pustego drzewa dorzucimy rezerwacje 5 biletow na przedziale [0, 7).

[0, 8)
=0
[0, 4) / max =5
{=5
maxr = 5
[0, 2) 2, 4) 4, 6) 6, 8)
=0 =0 =15 =0
max =0 max =0 maxr =5 max =9
0, 1) 1, 2) 2, 3) 3, 4) 4, 5) 5, 6) 6,7) 7, 8)
=0 {=0 {=0 /=0 =0 /=0 {=5 f=0
max =0 max = 0 max = 0 max = 0 max = 0 max = 0 maxr = 5 mazx = 0

Na razie wyglada dobrze, ale jesli dorzucimy teraz rezerwacje kolejnych 3 biletow na przedziale [1, 5), dzieje sie co$
dziwnego:
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[0, 8)
/=0
maxr =5 maxr =5
[0, 2) 2, 4) 4, 6) 6, 8)
/=0 /=3 /=5 {=0
maxr = 3 max = 3 maxr =5 max = 5
0,1) [1,2) 2, 3) 3, 4) 4, 5) 5, 6) 6, 7) 7, 8)
/=0 =3 /=0 =0 {=3 =0 {=5 =0
max = 0 mar = 3 mazx = 0 mazx = 0 maxr = 3 max =0 maxr = 5 mazx = 0

Wartosci max w niektorych weztach (w szczegdlnosci w korzeniu) powinny przyjaé warto$é 8, a zamiast tego maja
wartos¢ 5. Dzieje sie tak, poniewaz wczesniejsza rezerwacja zmienita wezly wysoko w drzewie, a pozZniejsza rezerwacja
»przeszta’ przez te wezly i trafita do obszaréow bardziej szczegotowych, w ktorych informacja o rezerwacjach nie zostala
rozpropagowana (np. wezel [0, 4) z pierwsze]j rezerwacji i [2, 4) z drugiej).

Wida¢é zatem, ze informacje o rezerwacjach w gérnych partiach drzewa trzeba przepycha¢ w doét, ale nie chcemy tego
robié¢ wszedzie i po kazdej operacji, bo zaczniemy wykonywaé liniowo wiele pracy i zysk z operacji na przedzialach zosta-
nie stracony. Mozemy robié to ,leniwie”, tzn. jesli przechodzimy przez wezel, ktory byt przedzialem bazowym dla jakiejs
operacji wstawienia (rozpoznajemy to po wartosci £ # 0), to wartos¢ zapisana w ¢ dla biezacego wezta dodajemy do ¢
i max potomkdéw tego wezta, a w nim samym zerujemy ¢.

W powyzszym przykladzie, szukajac weztow bazowych dla [1, 5), dzialamy nastepujaco:

e Zaczynamy w [0, 8). Rozbijamy przeszukiwanie na lewe [0, 4) i prawe [4, 8) poddrzewo.

Jestesmy w [0, 4). Tutaj ¢ = 5, wiec zwiekszamy ¢ i maz w [0,2) i [2,4) 0 5, a w [0, 4) zerujemy £ (bo juz
zepchnelismy zalegle rezerwacje). Kontynuujemy szukanie przedzialéow bazowych w obu poddrzewach.

Jestesmy w [0, 2). Teraz tutaj £ = 5, bo wlasnie zostalo zepchniete z rodzica. Zatem zwiekszamy ¢ i max w [0, 1)
i[l,2) o005, aw]|0,2) zerujemy £. Przedzialow bazowych szukamy tylko w prawym poddrzewie.

Zeszlismy do [1, 2), ktory jest przedzialem bazowym, wiec niczego wiecej na razie nie robimy. W tym wezle £
ma wartos¢ 5.

Wracamy do pozostawionego wczesniej przedziatu [2, 4), ktory tez jest bazowy. Takze tutaj £ = 5.
Zostal jeszcze odlozony na samym poczatku przedzial [4, 8). Z niego podazamy na lewo, do [4, 6).

W [4, 6) mamy ¢ = 5, wiec zwiekszamy ¢ i maz w [4, 5) i [5, 6) 0 5, a tutaj ustawiamy ¢ na 0. Przechodzimy
w lewo do [4, 5).

o Przedzial [4, 5) z wartoscia £ réwna 5 jest ostatnim bazowym przedzialem dla [1, 5), wiec koniczymy.

Teraz wrzucamy informacje o nowej rezerwacji: w kazdym przedziale bazowym zwiekszamy ¢ i maz o 3, a nastepnie
wracamy w gore drzewa aktualizujac max w mijanych weztach tak, aby zawsze byto nie mniejsze, niz max w potomkach
danego wezta. Konicowy stan drzewa mozna zobaczy¢ na rysunku 6.14.

Ponizsza funkcja tree_insert() jest zmodyfikowansg implementacja tree_traverse() — znaczenie parametrow v,
a, b, c i d zostalo zachowane. W tree_insert() korzystamy juz z parametru v do modyfikowania drzewa (tablica
tree). Dodatkowym parametrem jest cnt, ktory oznacza liczbe biletow, jaka doktadamy do drzewa na przedziale [c, d)
(czyli wartosé £ w powyzszych opisach). Powracajaca rekurencja aktualizuje wartosci max w weztach drzewa w oparciu
o wartosci w poddrzewach.

001 const int TREE_LEAF = 1024 * 1024;
002 const int TREE_SIZE = 2 * TREE_LEAF;
003

004 struct tree_node {

005 int cnt;

006 int max;

007 };
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Rysunek 6.14: Drzewo przedzialowe po rezerwacji 5 biletow na przedziale [0, 7) i 3 biletoéw na przedziale [1, 5).

008

[0, 8)
/=0
=0
maxr = 8 maxr = 8
[0, 2) 2, 4) 4, 6)
maxr = 8 max = 8 maxr = 8
0,1) [1,2) 2, 3) 3, 4) 4, 5) 5, 6)
/=5 /=28 =0 =0 =8 {=5
maxr = 5 mar = 8 mazx = 0 mazx = 0 maxr = 8 maxr = 5

009 tree_node tree[TREE_SIZE];

010

011 void tree_insert(int v, int a, int b, int ¢, int d, int cnt)

012 {
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030
031
032
033
034
035
036
037
038
039
040
041
042
043
044 }

if (¢ >= d)
return;

if (a==c &k b ==4d) {
//znalezlismy przedzial bazowy
//zwiekszamy cnt t max
treel[v] .cnt += cnt;
tree[v] .max += cnt;
return;

}

//zmienne pomocnicze dla wygody
int left = 2 * v;
int right = 2 * v + 1;

//spychanie w dét informacjt o biletach na przedztiale
if (treel[v].cnt != 0) {

tree[left].cnt += treelv].cnt;

tree[left] .max += treelv].cnt;

tree[right] .cnt += treelv].cnt;

tree[right] .max += treel[v].cnt;

treel[v].cnt = 0;

}

//identycznie jak tree_traverse() z dodatkowym parametrem cnt
int mid = (¢ + &) / 2;

tree_insert(left, a, mid, c, min(d, mid), cnt);
tree_insert(right, mid, b, max(mid, c), d, cnt);

//aktualizowanie maz w drodze powrotnej
tree[v] .max = max(tree[left] .max, tree[right].max);

93

Sprawdzenie dostepnosci ¢ biletéw na przedziale [a, b).

Pamietajac, ze taczna liczba miejsc w pociggu to m,

wystarczy sprawdzi¢, czy w calym przedziale [a, b) maksymalna liczba wykupionych biletow jest co najwyzej m — £.
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Zatem rozbijamy [a, b) na przedzialy bazowe i sprawdzamy, czy w zadnym z nich nie zachodzi maz > m — £.

Tak jak operacja wstawienia przedzialu, funkcja tree_query() jest nieznaczna modyfikacja tree_traverse() —
znaczenie parametréow jest zachowane. Szukajac przedzialow bazowych w zapytaniu o dostepno$é miejsc mozemy prze-
chodzi¢ przez wezty drzewa, w ktorych £ # 0. Tak jak w opisie poprzedniej operacji, musimy wtedy przepychaé wartosci
w zmiennych ¢ do poddrzew. W tree_query () nie mamy dodatkowych parametréw i nie musimy aktualizowaé¢ wartosci
max, bo nie zmieniamy liczby wykupionych biletéw w zadnym miejscu.

001 const int TREE_LEAF = 1024 x 1024;
002 const int TREE_SIZE = 2 * TREE_LEAF;

003

004 struct tree_node {

005 int cnt;

006 int max;

007 };

008

009 tree_node tree[TREE_SIZE];

010

011 int tree_query(int v, int a, int b, int c, int d)
012 {

013 //dla przedzialdw niepoprawnych zwracamy wartosé,
014 //ktéra nie zaburzy prawdziwego wyniku

015 if (¢ >= 4d)

016 return O;

017

018 if (a==c && b == d) {

019 //znalezlismy przedzialt bazowy

020 //zwracamy makstmum

021 return treel[v] .max;

022 }

023

024 int left = 2 * v;

025 int right = 2 * v + 1;

026

027 if (treel[v].cnt !'= 0) {

028 tree[left] .cnt += treel[v].cnt;

029 tree[left] .max += treel[v].cnt;

030 tree[right] .cnt += treel[v].cnt;

031 tree[right] .max += treel[v].cnt;

032 treelv].cnt = 0;

033 }

034

035 int mid = (¢ + d) / 2;

036 return max(tree_query(left, a, mid, c, min(d, mid)),
037 tree_query(right, mid, b, max(mid, c), d));
038 }

Majac tak zaimplementowane tree_query() i tree_insert() mozna juz wprost rozwiazaé¢ zadanie olimpijskie.
Warto zauwazy¢ dwa fakty:

1. Kod funkcji tree_insert() mozna odchudzi¢ o czes¢ przepychajaca wartosci cnt w dot drzewa. Wynika to
z faktu, ze dla kazdej rezerwacji na dowolnym przedziale [a, b) najpierw dokonujemy sprawdzenia przy pomocy
tree_query (), ktora przejdzie przez dokladnie te same wezly drzewa i zepchnie wszystko po drodze.

2. tree_insert() potrafi takze usuwaé rezerwacje: wystarczy wywotaé¢ te funkcje z ujemna wartoscia parametru
cnt.
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7 Wprowadzenie i implementacja

Grafy bardzo czesto wystepuja w zadaniach algorytmicznych, dlatego umiejetno$é sprawnego kodowania ich reprezentacji
i algorytmow grafowych jest kluczem do rozwigzywania probleméw na konkursach i olimpiadach.

Grafem nazwiemy taka pare G = (V, E), w ktorej V jest zbiorem zadanych obiektow (nazywanych wierzchotkami
grafu) lub weztami, a E jest relacja dwuargumentowa pomiedzy tymi obiektami. Jesli miedzy dwoma wierzchotkami u
i v zachodzi relacja, to powiemy, ze sg one polaczone krawedzig w grafie, a zbiér E bedziemy nazywaé zbiorem krawedzi.

Mniej formalny przyklad: wezmy sobie zbiér miast w Polsce, pomiedzy ktoérymi istnieje jakas sie¢ drog. Drogi sa
dwukierunkowe (czyli jesli z Gdyni mozna dojecha¢ do Gdariska, to takze z Gdanska mozna dojechaé¢ do Gdyni). Jesli
teraz utozsamimy kazde miasto z wierzchotkiem, a kazda droge pomiedzy dwoma miastami z krawedzia, to otrzymamy
graf, bedacy reprezentacja sieci drog w Polsce.

Taki graf jest relatywnie malo pomocny — droga z Gdariska do Gdyni jest zdecydowanie krotsza, niz droga z Gdariska
do Warszawy, a takiej informacji w aktualnej reprezentacji grafu nie ma. Na razie wiemy tylko, miedzy jakimi miastami
istnieja drogi.

Kazdej krawedzi mozemy przypisaé¢ pewne wartosci (wagi), oznaczajace np. diugosé drogi w kilometrach, uzyskamy
wtedy graf wazony. Poprzedni graf byt jednostkowy.

Jesli z jakiegos powodu niektore drogi sa jednokierunkowe, to wtedy relacja zachodzi tylko w jedna strone. Taki graf
nazwiemy skierowanym, w przeciwieristwie do poprzedniego, nieskierowanego.

Konwencje notacyjne:

e oznaczenie liczby wierzchotkow i krawedzi odpowiednio |V| i |E],
e oznaczenie krawedzi miedzy para wierzchotkow: u — v, czasami tez u <> v albo jako para (u, v),

e oznaczenie $ciezki miedzy parg wierzchotkéw: u ~~» v; oczywiscie jednokrawedziowa $ciezka tez jest Sciezka,

jesli graf jest nieskierowany, to liczbe przylaczonych krawedzi do okreslonego wierzchotka v nazywamy jego stop-
niem, oznaczenie: deg(v),

w grafach skierowanych rozrozniamy krawedzie wchodzace 1 wychodzace do/z okreslonego wierzchotka v, ich liczbe
oznaczal bede odpowiednio indeg(v) i outdeg(v).

7.1 Macierz sasiedztwa

Jednym z najprostszych do zaprogramowania (i zrozumienia) sposob6éw reprezentacji grafu jest uzycie dwuwymiarowej
tablicy, tzw. macierzy sgsiedztwa lub tablicy sgsiedztwa.

Zalézmy, ze mamy graf nieskierowany o jednostkowych krawedziach. Jesli istnieje krawedz miedzy wierzchotkami
o numerach (u,v), to tablica sasiedztwa w indeksie [u] [v] przyjmuje warto$¢ 1. Poniewaz graf jest nieskierowany,
to relacja zachodzi symetrycznie, czyli takze pole [v] [u] przyjmuje warto§é 1. Dla kazdego wierzchotka w, z ktérym
wierzchotek v nie jest poltaczony krawedzia, tablica sasiedztwa w indeksie [w] [v] oraz [v] [w] przyjmuje wartosé 0.

Jak tatwo mozna zauwazy¢, modyfikacja tablicy sasiedztwa do reprezentacji graféw innego typu jest bardzo tatwa.
Na przyktad, jesli dany graf jest grafem skierowanym, to dla krawedzi v — v mamy [u] [v] == 1, ale [v] [u] ==

Jesli chcemy reprezentowaé graf wazony, to zamiast jedynek zapisujemy w tablicy wagi krawedzi.

(=)

Rysunek 7.1: Przyktadowy graf, wierzchotki etykietowane sa kolejnym liczbami catkowitymi.
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— | V1 V2 V3 Vg UVUs Vg
v | — 1 0 0 1 0
Vg 1 — 1 1 0 0
vy | 0 1 — 0 0 0
Vg 0 1 0o — 1 1
Vs 1 0 0 1 — 1
Vg 0 0 0 1 1 —

Tablica 7.1: Macierz sasiedztwa grafu przyktadowego (rys. 7.1). Jak widaé¢, macierz jest symetryczna dla grafow
nieskierowanych.

Przykladowa implementacja

Ponizsza funkcja wezytuje opis grafu nieskierowanego jednostkowego i uzupetnia globalng tablice dwuwymiarowa graph
informacjami o grafie.

W pierwszej linii wejécia znajduje sie liczba wierzchotkow grafu n i liczba krawedzi m. Dalej nastepuje m linii,
w kazdej para liczb u, v oznaczajaca, ze istnieje krawedz pomiedzy wierzchotkami o numerach u i v. Przez stalg MAX
wyrazam maksymalna liczbe wierzchotkéw w grafie.

e 1 <n<MAX

o l<u,v<n

001 #include <cstdio>
002

003 using namespace std;
004

005 int graph[MAX] [MAX];
006 int n, m;

007

008 void graph_matrix()

009 {

010 int u, v, 1i;

011

012 scanf ("%d %d", &n, &m);
013

014 for (i = 0; i < m; ++i) {
015 scanf ("%d %d", &u, &v);
016 graph[ul [v] = 1;

017 graph[v] [u] = 1;

018 }

019 }

7.2 Listy wskaznikowe

Wszechstronng metoda spamietywania budowy grafu w programie jest uzycie list wskaznikowych. Kazdy wierzchotek
ma przypisana jemu strukture wskaznikowa, ktora zawiera:

e opis jednej krawedzi wychodzacej z tego wierzchotka,
e wskaznik na nastepna krawedz wychodzaca z tego wierzcholtka,

e tylko to, czego potrzebujemy — w przeciwienistwie do macierzy sasiedztwa, ktora informuje nas takze gdzie nie ma
krawedzi, a ktora to informacja w wiekszosci przypadkéw nie jest nam do niczego potrzebna.

Ich przewaga nad macierza sasiedztwa jest oszczednosé pamieci oraz fakt, ze liste krawedzi wychodzacych z zadanego
wierzchotka mamy podana na srebrnej tacy — nie trzeba iterowaé¢ po calym wierszu (lub kolumnie) tablicy (ktéra moze
okaza¢ sie catkiem duza), bo wszystkie krawedzie interesujacego nas wierzchotka sa w jednej liscie.

Zysk szybkosciowo-oszczednosciowy korzystania z list wskaznikowych spada gwaltownie, jesli mamy bardzo gesty graf,
w szczegolnosci graf petny (kazda para wierzchotkow jest polaczona krawedzia). Zuzycie pamieci jest wtedy generowane
przez koniecznos¢ przechowywania wskaznika do nastepnej badanej krawedzi. Na komputerach pracujacych w trybie
32-bitowym wskaznik zajmuje 4 bajty, wiec jesli w przyktadowym grafie kazda krawedz ma dwa pola z ,uzytecznymi”
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Tablica 7.2: Dodawanie krawedzi do grafu zbudowanego na listach wskaznikowych.

informacjami (zalozmy, ze sa to liczby czterobajtowe), to dodanie wskaznika zwieksza zuzycie pamieci dla kazdej krawedzi
0 50%.

Na liste wskaznikowa mozna patrzeé¢ jak na tablice o niesprecyzowanej dtugosci, tzn. mozemy ja sobie rozszerzaé
element po elemencie w razie naglej potrzeby. Lista na poczatku jest pusta (wskaznik ustawiony na NULL). Doda-
nie elementu polega na zapisaniu wskaznika na pierwszy element na licie do zmiennej tymczasowej, dalej utworzeniu
nowej jednoelementowej listy, ktorej z kolei do pola pamietajacego nastepny element listy przypisujemy uprzednio zapi-
sany wskaznik. Przechodzenie po takiej licie polega na ,wejsciu” do pierwszego elementu i sukcesywnym przegladaniu
dalszych, az natrafimy na koniec listy (NULL). Przyklad dziatania list wskaznikowych mozna zobaczy¢ w tabeli 7.2.

W istocie struktura, z ktorej korzystamy jest tak naprawde wskaznikowa implementacja stosu (rozdzial 5.4), bar-
dzo podobna do wskaznikowej kolejki prostej (rozdziat 5.3). Roznica lezy oczywiscie w braku dodatkowego wskaznika
do ostatniego elementu. Kolejnosé krawedzi niespecjalnie nas interesuje, wiec réwnie dobrze mogliby$smy wykorzystaé ko-
lejke wskaznikowa czy liste dwukierunkowa i tez by dziatalo. W sytuacjach dowolnosci rozwigzania (lub doboru struktury
danych) wybieramy najprostsze i najgtupsze co dziata, czyli oczywiscie stos — nie musimy utrzymywaé niepotrzebnych
wskaznikow.
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Przykladowa implementacja

Dzialamy na grafie skierowanym o krawedziach wazonych. Kazdy wierzchotek grafu ma swoja liste krawedzi wycho-
dzacych z niego, czyli caly graf jest reprezentowany przez tablice list wskaznikowych. Dokladniej — lista krawedzi
wychodzacych z wierzchotka o numerze ¢ znajduje sie w graph[i].

Funkcja add_edge (u, v, c) dodaje do tablicy list graph krawedz u — v o wadze c. Funkcja get_list (u) przeglada
liste krawedzi wychodzacych z wierzchotka wu.

e 1 <n<MAX

e l<u,v<n

001 struct edge {

002 int v, cost;

003 edge *next;

004 };

005

006 edge *graph[MAX]; //tablica list wskaznikowych
007

008 void add_edge(int u, int v, int c)
009 {

010 edge *temp;

011

012 temp = graph([u];

013 graph[u] = new edge;

014 graph[u] ->v = v;

015 graph[u]->cost = c;

016 graph[u] ->next = temp;

017 }

018

019 void get_list(int u)

020 {

021 edge *e;

022

023 for (e = graph[ul; e != NULL; e = e->next) {
024 //tu wstaw uzyteczny kod
025 }

026 }

Bonusowa implementacja za pomocag STL <vector>

Jesli nie wiesz co ten kod robi, to:
1. Nie uzywaj.
2. http://wuw.sgi.com/tech/stl

3. Patrz pkt. 1.

001 #include <vector>

002

003 struct edge {

004 int v, cost;

005

006 edge() {}

007 edge(int _v, int _c) : v(_v), cost(_cost) {}
008 };

009

010 vector <edge> graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych
011

012 void add_edge(int u, int v, int c)

013 {

014 graph[u] .push_back(edge (v, c));


http://www.sgi.com/tech/stl

ROZDZIAL 7. WPROWADZENIE I IMPLEMENTACJA 60

wezel ‘ 1 /8
rodzic ‘ 2 ‘ 1

Rysunek 7.2: Drzewo ukorzenione w wezle 4. Zazwycza] ustawia sie rodzica korzenia na niego samego.

015 }

016

017 void get_list(int u)

018 {

019 vector <edge>::iterator e;

020

021 for (e = graphl[u] .begin(); e != graph[u].end(); ++e) {
022 //tu wstaw uzyteczny kod

023 }

024 }

7.3 Specjalne klasy graféow

Niektore grafy zbudowane sg w pewien szczegdlny sposob, a jednoczesnie pojawiaja sie wzglednie czesto zaréwno w za-
dankach jak i rzeczywistym zyciu, aby doczekaly sie wlasnej nazwy i klasyfikacji. Dla niektorych z tych grafow rozwig-
zywanie pewnych probleméw staje sie duzo prostsze, niz rozwigzywanie ich w przypadku ogélnym. Z tego powodu warto
takie grafy umie¢ rozpoznawac.

Zmnaki szczegblne wypisane w poblizu kazdego specjalnego typu graféow definiuja go i zarazem okreslaja jego wlasnosci.

Drzewa

Znaki szczegolne
e spojny, nieskierowany graf (chyba, ze istnieje ustalona hierarchia rodzic — potomek),
e n-wierzchotkowe drzewo ma dokltadnie n — 1 krawedzi,
e pomiedzy dowolna parg weztow istnieje doktadnie jedna Sciezka (brak cykli).

Wigkszos¢ drzew konstruowanych jest jako ukorzenione, tzn. pewien wierzchotek zostaje wyrdzniony jako korzen drzewa.
Wtedy istnieje naturalny porzadek rodzicielski — na samym szczycie drzewa znajduje sie korzeri, ktérego wierzcholki
sasiadujace nazywa sie dzieémi. Kazde dziecko jest korzeniem swojego poddrzewa, czyli ma swoje dzieci, i tak dalej
az do lisci (wierzcholkéw o stopniu rownym 1).

Przy takim porzadku kazdy wezetl w drzewie (za wyjatkiem korzenia) ma dokladnie jednego rodzica. Mozna wiec re-
prezentowaé drzewo za pomoca jednowymiarowej tablicy, w ktorej dla kazdego wierzchotka v zapamietujemy kto jest jego
rodzicem w drzewie. Przyklad mozna zobaczy¢ na rysunku 7.2. Pomimo tej mozliwosci, czesto drzewo reprezentuje sie
jak zwykly graf, zwykle bowiem pamietanie tylko rodzica nie wystarczy.

W przyrodzie czesto spotyka sie drzewa o pewnej ustalonej maksymalnej liczbie dzieci na wierzchotek, np. drzewa
binarne (maksymalnie dwoje dzieci), drzewa ternarne, czworkowe itd.

Pseudodrzewa
Znaki szczegllne

e pseudodrzewo to drzewo, do ktérego dodano jedna krawedz, generujac w ten sposéb cykl.
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Pseudodrzewa maja postaé albo jednego wielkiego cyklu, albo cyklu z drzewiastymi odnogami. Algorytmy dzialajace
dla drzew czesto mozna przystosowaé do dziatania na pseudodrzewach. Drzewowe algorytmy zwykle opieraja sie na usta-
leniu korzenia i aplikowaniu obliczenn w poddrzewach. Z kolei przy pseudodrzewach czesto dziala strategia rozpatrzenia
dwoch przypadkow: wybieramy pare wierzchotkow w i v w taki sposob, aby ze soba sasiadowaly i nalezaly do cyklu.
Nastepnie zapuszczamy odpowiedni algorytm dwukrotnie — jeden raz w u jako korzeniu tak powstatego drzewa i drugi
raz w uv.

Grafy funkcyjne
Znaki szczegollne
e graf skierowany, w ktorym z kazdego wierzchotka wychodzi doktadnie jedna krawedz.

Nietrudno zauwazy¢, ze graf po zmianie krawedzi na nieskierowane jest pseudodrzewem. Nazwa wywodzi sie z podo-
bienistwa do funkcji jako pewnego odwzorowania y = f(z). W tym przypadku zarowno dziedzina jak i przeciwdziedzing
funkeji sa wierzchotki grafu, a krawedz u — v rownoznaczna jest v = f(u).

Poniewaz zwykle mamy do czynienia z grafami skoniczonymi oraz funkcja okreslona jest dla kazdego elementu dzie-
dziny, to gdzie§ w takim grafie musi pojawié¢ sie cykl. W skrajnym przypadku moze to by¢ cykl postaci z = f(x) —
wtedy taki graf ma kszalt drzewa, ktorego korzen ma ,petelke” do siebie.

Acykliczne grafy skierowane
Znaki szczegodlne
e skierowany graf bez cykli (duh!).

Czesto okredla sie takie grafy skrotem DAG (Directed Acyclic Graph). Czasami wezly koricowe DAG-u (takie, ktorych
outdeg wynosi 0) nazywa sie lisémi, podobnie jak w drzewach. Wiele probleméw w tych grafach mozna rozwiazaé
w czasie liniowym, zazwyczaj poprzez zastosowanie sortowania topologicznego (p. 8.5).

DAG-i zwykle reprezentuja, jakie§ zaleznosci czy czynnosci, ktore trzeba spelnia¢ w okreslonej kolejnosci. Krawedz
u — v moze oznaczaé, ze aby zrobi¢ v nalezy najpierw zrobi¢ u. W $§wiecie rzeczywistym spotyka sie cod takiego
instalujac pakiety w systemach uniksopodobnych — jesli chce mie¢ odtwarzacz do filméw, to warto mieé¢ biblioteki, ktore
umozliwiaja rysowanie obrazu na ekranie oraz jakies kodeki. Biblioteki maja swoje zaleznosci itd. Uroczy przyktad
podaje tez Wprowadzenie do algorytmow — skarpetki zaklada sie przed butami i tym podobne wariacje na temat
ubierania sie.

Multigrafy
Znaki szczegodlne

e pomiedzy para wierzchotkéw moze wystepowaé wiecej niz jedna krawedz.

Multigrafy nie pojawiaja sie zbyt czesto, bo zwykle mozna sobie z nimi poradzi¢ w kontekscie zadania i w jaki$ sposob
sprowadzi¢ do standardowego grafu, np. z kilku dostepnych krawedzi i tak wybieramy jedna najbardziej optacalna, a po-
zostale sa na doczepke. W niektorych przypadkach (zazwyczaj w problemach zwiazanych z maksymalnym przeplywem)
kilka krawedzi wystepujacych pomiedzy para wierzchotkéw mozna sklei¢ w jedna.

Grafy dwudzielne

Znaki szczegolne

e jesli V to zbior wierzchotkow grafu, to da sie go podzieli¢ na takie podzbiory Vi, Vo C V,ze ViUV =V, VNV, = ()
(czyli kazdy wierzcholek nalezy do doktadnie jednej z tych dwoch grup) i dla kazdej krawedzi (u, v) zachodzi

(ueViAveVr)V(ueTVaAhvel)
czyli kazda krawedz taczy wierzchotki nalezace do réznych ,.grup”,

e graf jest dwukolorowalny, tzn. mozna tak kolorowaé wierzchotki za pomoca dwoch koloréw, ze nie bedzie dwoch
sasiadujacych wierzchotkéw o tym samym kolorze,

e nie istnieja cykle o nieparzystej dtugosci.

Grafow dwudzielnych uzywa sie zwykle do modelowania pewnych wzajemnie wykluczajacych sie zaleznosci, np. jedna
z grup wierzchotkéw oznacza jakie$ zadania, a druga pracownikéw, ktorzy moga je wykonaé. Niestety pracownicy sa
malo wspoétbiezni i moga wykonywaé tylko jedno zadanie w danym momencie. Poniewaz kazde zadanie jest w sam raz
dla jednego pracownika, to nie ma takze sensu przypisywaé kilku pracownikéw do jednego zadania. Nalezy zatem tak
przypisa¢ zadania, aby jak najwiecej pracownikéw co$ robito.
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Rysunek 7.3: Graf dwudzielny narysowany na dwa rézne sposoby. Zwykle rysuje sie je tak, jak po prawej.

Kliki (grafy pelne)

Znaki szczegolne
e kazdy wierzcholek grafu jest polaczony krawedzig z kazdym innym,
o n-wierzchotkowy graf ma zatem W krawedzi.

Oznacza sie je K,,, gdzie n jest rozmiarem kliki. Istnieje tez wariant K,, , — klika dwudzielna, gdzie jedna grupa
wierzchotkéw ma rozmiar m, druga n i kazdy wierzchotek z jednej z grup jest potaczony z kazdym z drugiej grupy.
Trywialne kliki to na przyktad:

e K; — pojedynczy wierzchotek,
o K, — dwa wierzcholki potaczone krawedzia,
o K3 - tréjkqt,

e K, > — kwadrat.

Grafy planarne

Znaki szczegoblne

e da sie je narysowaé na plaszczyZnie w taki sposob, ze krawedzie nie przecinajg sie albo bardziej precyzyjnie —
krawedzie maja punkty wspoélne tylko w wierzchotkach grafu,

e przy narysowaniu w powyzszy sposOb spelniaja tzw. réwnanie Eulera:
n—m+ f =2,

gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw grafu, m liczbe krawedzi, a f liczbe Scian, czyli obszaréw ograniczonych
pewnym zestawem krawedzi tworzacych cykl prosty (tzn. bez przechodzenia kilkakrotnie przez jeden wierzcho-
tek) i nie zawierajacych ,wewnatrz’ innych krawedzi; do §cian wliczamy takze nieskonczona zewnetrzng $ciane
otaczajaca caly graf,

e nie zawierajg podgrafu homeomorficznego do K5 ani K3 3. Homeomorfizm w tym wypadku oznacza, ze ,zwijamy”
krawedzie poki sie da i patrzymy, czy nie powstata ktéras z dwoch wymienionych klik. Zwiniecie polega na zmianie
ciagu dwoch krawedzi w jedna, tzn. zmieniamy vy <> v9 <> v3 W v1 > v3 1 wywalamy w ogole wierzcholek vs.
Mozemy tak zrobi¢ tylko wtedy, gdy wierzchotek vy sasiaduje jedynie z vy i v3 i zadnymi innymi wierzchotkami.



Jesli w zadaniu jest napisane, ze mamy jakas sie¢ drog i z jednej drogi mozna zjezdzaé¢ w inng tylko w miastach, skrzyzo-
waniach czy innych wierzchotkach (bo drogi sie nie przecinaja), ale drogi moga przebiegac estakadami lub tunelami, to
mamy do czynienia z grafem nieplanarnym. Takie owijanie w bawelne stuzy czesto uzasadnieniom historyjek w rodzaju
,mamy ulice (czyli krawedzie), ale nie mozna zjechac z jednej do drugiej (byloby to bez sensu z punktu widzenia teorii
grafow), bo sie nie przecinaja, a jednoczesnie graf nie jest planarny, wiec nie da sie¢ go narysowac tak, zeby krawedzie sie
nie przecinaty na rysunku”.

Przykladowy graf dwudzielny (rys. 7.3) jest grafem planarnym, co wida¢ w lewej czesci rysunku.

8 Przeszukiwanie grafu

Umiejetnosé badania zawartosci i budowy grafu za pomoca przeszukiwan przydaje sie w niemal kazdym zadaniu gra-
fowym. Czasami jest celem samym w sobie, np. przy badaniu spéjnosci, innym razem stanowi jedynie (istotny!) krok
do rozwiazania bardziej zlozonego problemu, jak znajdowanie $ciezek powiekszajacych maksymalny przeptyw.

8.1 Przeszukiwanie w glab (DFS)

Algorytm przeszukiwania grafu w glab (Depth—First Search) polega wybraniu sobie pewnego wierzchotka (Zrddia),
z ktoérego rozpoczynamy operacje. Oznaczamy wierzcholek zrodlowy jako juz odwiedzony, nastepnie wyszukujemy
dowolny nie odwiedzony jeszcze wierzchotek, do ktoérego prowadzi krawedz ze zrodta. Przechodzimy do tego wierzchotka,
oznaczamy go jako odwiedzony, szukamy osiagalnego nieodwiedzonego wierzchotka, wchodzimy itd.

W momencie, kiedy nie mamy zadnych osiagalnych wierzchotkéw lub sg one odwiedzone, DFS cofa si¢ do ostatniego
wierzcholka, z ktérego mozna jeszcze osiagnaé nieodwiedzone wierzchotki i kontynuuje algorytm w ich kierunku. Jesli
nawet w ,,gtéwnym” zrédle nie ma takich wierzchotkéw, to szukamy wierzchotkéw jeszcze nie odwiedzonych i umieszczamy
tam nowe zrodlo, odpalamy DFS i tak az do odwiedzenia catego grafu (chyba, zZe nie jest to konieczne, bo potrzebna
informacja zostala juz wyszukana). Widaé zatem, ze zgodnie z nazwa algorytm usituje mozliwie jak najbardziej poglebiaé
aktualng $ciezke przeszukiwania i dopiero przy wpadnieciu w §lepy zautek wykonywany jest nawrot i poszukiwanie innej
Sciezki do jak najwiekszego poglebienia.

Kolejnosé przechodzenia wierzchotkéw w grafie moze duzo powiedzieé¢ o jego strukturze. Przeszukiwanie w glab
jest istotna czescia algorytmow dzielacych graf na spojne sktadowe lub wyszukujacych miejsc, w ktorych usuniecie
wierzcholka czy krawedzi rozspojni graf (odpowiednio punkty artykulacji i mosty dwuspdjne).

Przykladowa implementacja

Dany jest graf skierowany, reprezentowany przez listy wskaznikowe. Funkcja dfs(v) oznacza wierzchotek v w tablicy
visited jako odwiedzony i szuka osiagalnych z v nieodwiedzonych wierzchotkéw, zeby rozprzestrzeniaé¢ sie dalej.

001 struct edge {

002 int v;

003 edge *next;
004 };

005

006 edge *graph[MAX]; //tablica list wskaznikowych
007 bool visited[MAX];

008

009 void dfs(int v)

010 {

011 edge *e;

012 visited[v] = true;

013 //tu wstaw uzyteczny kod

014

015 for (e = graphl[v]; e != NULL; e = e->next)
016 //albo tu

017 if (lvisited[e->v])

63
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018 dfs(e->v);
019

020 //a moze i tu

021 %}

8.2 Przeszukiwanie wszerz (BFS)

Przeszukiwanie wszerz ( Breadth-First Search) przeglada graf ,poziomami”, tzn. ustalamy w pewnym wierzchotku zrodto
wyszukiwania i oznaczamy jako odwiedzony. W pierwszej kolejnosci odwiedzone zostaja wierzchotki polozone najblizej
7zrodla (oddalone tylko o jedna krawedz), dalej wierzchotki oddalone o jedng krawedZ od wilasnie odwiedzonych itd.
Przebieg kolejnych krokéw algorytmu BFS przypomina uktad poziomic na mapie.

Poniewaz wystepuje koniecznosé spamietywania wierzchotkéow, z ktoérych trzeba teraz wyszukiwaé nastepnych kan-
dydatéw do odwiedzenia, potrzebna jest dodatkowa pamieé¢. Najlatwiej uzy¢ w tym celu zwyklej kolejki typu FIFO.

DFS kontra BFS

Przeszukiwania w glab nalezy uzyé, kiedy oczekiwany wynik znajduje sie gteboko w drzewie przeszukiwan, a dodatkowo
moze sie okazaé, ze istnieje kilka poprawnych rozwiazan, z ktérych nalezy wybraé ,najlepsze” (wedlug okreslonych
kryteriow). Wzgledem gtebokosci oczywiscie takze nie nalezy przesadzaé, coby stosu nie przepelnic.

Przeszukiwanie wszerz jest duzo lepsze, jesli oczekiwany wynik znajduje si¢ mozliwie plytko w drzewie poszuki-
wan. Przyklad: znalezé droge opuszczenia labiryntu, ktéra jest najkrotsza. Wykorzystanie DFS-a do rozwiazania tego
problemu wymagaloby sprawdzenia kazdej mozliwej kombinacji ruchéw po labiryncie aby upewnié sie, ze znalezlismy
wsrod nich najkrotsza. BFS zapewnia duzo szybsze rozwiazanie przy dosé niewielkim zuzyciu dodatkowej pamieci —
poruszajac sie ,warstwowo” wiemy, ze pierwsza znaleziona trasa wyjécia z labiryntu bedzie najkrétsza lub jedna z kilku
najkrotszych; w obu wypadkach lepiej byé nie moze, wiec pierwszy znaleziony wynik jest optymalny.

Przyklad modelowego zadania na przeszukiwanie w gtab: na szachownicy rozmiaru N x N nalezy rozstawi¢ doktadnie
N niebijacych sie hetmanéw. Juz dla szachownic rozmiaru niewiele wiekszego od standardowego 8 x 8 drzewo poszukiwan
roénie zbyt gwaltownie, aby w sensownej pamieci spamietywaé wszystkie mozliwe stany planszy na kolejce FIFO!.
Uznajac ustawienie nowego hetmana za ruch w glab drzewa wyszukiwania od razu widaé, ze poprawne rozstawienia
hetmanéw znajduja sie tylko i wylacznie na skraju drzewa (gltebokosé N). Jesli znajdujemy sie w potozeniu, gdzie
nie mozna doda¢ nowego hetmana (ale nie jest to polozenie koricowe), to cofamy sie o krok w drzewie poszukiwar
i probujemy innej Sciezki. Takie wyczerpujace wyszukiwanie nazywa sie¢ wyszukiwaniem z nawrotami (backtracking).
DFS takze bedzie odpowiedni, jesli nalezy znalezé wszystkie konfiguracje N niebijacych sie hetmandw.

Istnieje oczywiscie takze cala klasa problemoéw, dla ktorych uzycie dowolnego z tych algorytméw jest jednakowo
dobre i wybranie metody jest wtedy osobista preferencja (np. badanie spojnosci grafu nieskierowanego). Wizualizacje
jednego z mozliwych przebiegdéw algorytméw DFS i BFS mozna zobaczy¢ na rysunku 8.1.

Przykladowa implementacja

Dany jest graf skierowany, ktorego reprezentacja sa listy wskaznikowe. Funkcja bfs(v) rozpoczyna przeszukiwanie
wszerz od wierzcholtka v. Korzystam z najprostszej kolejki FIFO z rozdzialu 5.1.

001 //kolejka

002 int Q[MAX];

003 int head = 0, tail = O;
004 int queue_front();

005 void queue_push(int);
006 bool queue_empty();

007

008 //graf

009 struct edge {
010 int v;

011 edge *next;
012 };

013

014 edge *graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych
015 bool visited[MAX];

016

017 void bfs(int v)

INie uwzgledniajac haszowania.
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Rysunek 8.1: Na lewo DFS, na prawo BFS. Numery w wierzchotkach oznaczaja kolejnosé ich odwiedzania, zaczynajac
od numeru 1. Przerywane strzaltki oznaczaja kierunki dziatania przeszukiwania, a liczby na nich ,czas”, w ktérym dane
przejscie zostalo przetworzone.

018 {

019 edge *e;

020 int cur;

021

022 queue_push(v) ;

023 visited[v] = true;

024

025 while (!queue_empty()) {

026 cur = queue_front();

027 for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next)
028 if (lvisited[e->v]) {

029 visited[e->v] = true;
030 queue_push(e->v);

031 //tu wstaw uzyteczny kod
032 }

033 by

034 }

8.3 Spodjnosé i silna spdjnosé

Spdjnosé to wlasnosé grafu mowigca o tym, czy dla okreslonej pary wierzchotkow w, v istnieje Sciezka u ~» v. W przy-
padku graféw nieskierowanych badanie spojnosci jest proste — mozemy uzyé dowolnego z algorytméw wyszukiwania,
wystartowa¢ w u i na koncu sprawdzié, czy odwiedziliSmy v. Jesli tak, to znaczy ze oba wierzcholki leza w tej samej
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spojnej, w przeciwnym wypadku leza w roznych. Oczywiscie mozna w ten sam sposob sprawdzié, czy caly graf jest
spojny: jesli po zapuszczeniu dowolnego z wyszukiwan z wybranego wierzchotka okaze sie, ze ktoregos wezta nie odwie-
dzilismy, to wtedy oczywiscie graf spojny nie jest.

Czasami potrzebujemy odpowiadaé szybko na zapytania postaci ,czy dwa okreslone wierzchotki znajduja sie w tej
samej spojnej sktadowej”. Wiedzac, ze kazde przeszukiwanie odpalone w dowolnym wierzchotku pewnej spéjnej przejdzie
ja w calosci, mozemy odwiedzane wierzcholtki niejako kolorowaé: przed kazdym uruchomieniem wyszukiwania tworzymy
nowy, unikalny ,kolor” (identyfikowany np. kolejna liczba catkowita), a nastepnie wszystkie odwiedzone w tym przeszu-
kiwaniu wierzchotki kolorujemy. Potem wystarczy tylko dla nadchodzacych zapytan poréwnywaé kolory wierzchotkow,
ktorych zapytania dotycza.

Sytuacja nieco komplikuje si¢ gdy mamy do czynienia z grafami skierowanymi. Mamy wtedy do czynienia z dwoma
rodzajami spojnosci:

e spojnosé staba, ktoéra jest rownoznaczna spodjnosci dla takiego samego grafu, ale w wersji nieskierowanej,

e spojnosé silna, ktora oznacza, ze dla dowolnej pary wierzchotkéw u i v istnieje zardéwno Sciezka u ~~ v jak i v ~> u
(przy zachowaniu skierowania krawedzi).

Ze spojnoscia stabg potrafimy juz sobie radzi¢. Okazuje sie, ze spdjnosé silng mozna rozstrzygnaé za pomocs algorytmu
przeszukiwania w glab.

Graf skierowany mozna w jednoznaczny sposob podzieli¢ na podgrafy (silnie spdjne sktadowe) tak, zeby kazdy
taki podgraf byl silnie spojny oraz zeby byly one maksymalne, tzn. nie dato si¢ do zadnego z nich dolozy¢ pewnego
niepustego zbioru wierzchotkéw bez naruszania silnej spojnosci. Czasami silnie spojne sktadowe ,zwija sie” (kondensuje)
do pojedynczych wierzchotkow, otrzymujac w ten sposéb nowy graf — graf silnie spojnych sktadowych. Nietrudno
zauwazy¢, ze tak otrzymany graf jest DAGiem (rys. 8.2).

Wezmy graf G, w ktérym bedziemy szukaé silnie spdjnych sktadowych. Ponadto wygenerujmy pomocniczy graf
GT, ktory jest grafem G z odwrotnie skierowanymi krawedziami (tzw. graf transponowany). Kluczowa dla algorytmu
znajdowania silnie spojnych jest obserwacja, ze grafy G i GT maja dokladnie takie same silnie spojne sktadowe.

Algorytm przejdzie dwukrotnie calty graf za pomocs przeszukiwania w glab: najpierw przy zadanym poczatkowo skie-
rowaniu krawedzi, a potem przy odwréconym (czyli przejdzie tak naprawde GT). W pierwszym przejsciu dla kazdego
wierzcholka wyliczymy jego czas przetworzenia przez DFS, czyli moment, w ktéorym ten wierzcholek nie ma nieodwie-
dzonych jeszcze sasiadow i procedura przeszukujaca wychodzi z niego.

Oczywiscie moze sie zdarzy¢ tak, ze nawet jesli graf G jest stabo spojny, to jedno przejscie DFS nie spowoduje od-
wiedzenia wszystkich wierzchotkéw. Na rysunku 8.2 taka sytuacja bedzie miala miejsce, jesli zaczniemy przeszukiwanie
od dowolnego wezta znajdujacego sie poza spojna sktadowa oznaczong litera A. Nietrudno takze zbudowaé przyktadowe
grafy, w ktorych nie istnieje taki wierzcholek, z ktorego rozpoczecie przeszukiwania gwarantuje nam odwiedzenie catego
grafu. Z tego wynika, ze po zakonczeniu przeszukiwania nalezy przejrze¢ tablice odwiedzonych wierzchotkéw aby upew-
nic sie, ze istotnie przeszukiwanie przebyto calty graf. Jesli nie, to uruchamiamy kolejne instancje DFS w nieodwiedzonych
wierzcholkach i tak dalej az do zwiedzenia caltego grafu.

Drugie przejécie niewiele rozni sie od pierwszego. Najistotniejsza zmiang (oprocz dziatania na grafie GT') jest ustalenie
pewnego porzadku przegladania grafu. W pierwszej fazie mogliSmy zapuszczaé DFS skadkolwiek i w jakiejkolwiek
kolejnoéci. W drugiej robimy to w kolejnosci od wierzchotka o najwiekszym czasie przetworzenia. Dzialajac w ten
sposoéb jedno zapuszczenie algorytmu DFS w GT odwiedzi tylko i wylacznie wierzcholki nalezace do dokladnie jednej
silnie spdjnej sktadowej.

Caly algorytm dziala w zasadzie w czasie O(n) (dwa proste przejscia po grafie) z doktadnoscia do pewnego szczegétu.
Skoro wyliczamy dla wierzchotkéow ich czasy przetworzenia, a nastepnie drugie przeszukiwanie uruchamiamy wedlug
tej kolejnosci, to najpewniej chcieliby§my dokonaé jakiego$ sortowania, co psuje ztozonosé obliczeniowa. W praktyce
mozemy za darmo otrzymaé¢ pozadana kolejno$é¢ wierzchotkow po prostu odkladajac je na stosie podczas wychodzenia
z nich podczas pierwszej fazy algorytmu. Pomyst ten zostal uwzgledniony w ponizszym kodzie.

Przykladowa implementacja

Mamy n-wierzchotkowy graf skierowany reprezentowany przez listy wskaznikowe (graph) oraz ten sam graf z odwroconym
skierowaniem krawedzi (trans). Pierwsza faza odwiedza caly graf za pomoca zwyklego przeszukiwania w glab (funkcja
dfs_graph), odkladajac przy tym na stosie wierzchotki w odpowiedniej kolejnosci. Druga faza korzysta z tego po-
rzadku i oznacza silnie spojne sktadowe za pomoca DFS uruchomionego na grafie transponowanym (funkcja dfs_trans).
Liczba silnie sp6jnych sktadowych zapamietywana jest w zmiennej components i jest wykorzystywana do identyfikowania
wierzchotkow grafu wedtug przynaleznosci do odpowiednich sktadowych (tablica component_tab). Korzystam ze stosu
z rozdziatu 5.4.

001 //stos
002 int S[MAX], height;
003 int stack_pop();
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Rysunek 8.2: Graf skierowany z pokolorowanymi silnie sp6jnymi sktadowymi, oznaczonymi kolejnymi literami od A

do D. Po prawej graf silnie spojnych sktadowych. Jak wida¢ pojedynczy wierzchotek takze moze byé silnie spojna
sktadows.

004 void stack_push(int);
005 bool stack_empty();

006

007 //graf

008 struct edge {
009 int v;

010 edge *next;
011 };

012

013 edge *graph[MAX], *trans[MAX];

014 bool visited[MAX];

015

016 //liczba silnie spdjnych

017 int components;

018

019 //do ktérej silnie spdjnej nalezy dany wierzchotek
020 int component_tab[MAX];

021

022 void dfs_graph(int v)

023 {

024 edge *e;

025 visited[v] = true;

026

027 for (e = graph([v]; e != NULL; e = e->next)
028 if (lvisited[e->v])
029 dfs_graph(e->v);
030

031 stack_push(v) ;

032 }

033

034 void dfs_trans(int v)

035 {

036 edge *e;
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037 component_tab[v] = components;

038

039 for (e = trans[v]; e != NULL; e = e->next)
040 if (component_table->v] == 0)

041 dfs_trans(e->v);

042 }

043

044 void calc_components()

045 {

046 int i, v;

047

048 //pierwsze przejscie

049 for (1 = 1; i <= n; ++1i)

050 if (!visited[il)

051 dfs_graph(i);

052

053 //drugie przejscie i oznaczenie spojnych
054 while (!stack_empty()) {

055 v = stack_pop(Q);

056

057 //moze oznaczylismy juz tem wierzcholek?
058 if (component_tab[v] == 0) {

059 //jednak nie, czyli mamy nowg silnie spojng
060 ++components;

061 dfs_trans(v);

062 }

063 }

064 }

8.4 Punkty artykulacji, mosty, dwusp6jne skltadowe

W grafach nieskierowanych mozna okreslié¢ kilka dodatkowych poje¢ zwiagzanych ze spdjnoscia:
e Punkt artykulacji to wierzchotek, ktorego usuniecie powoduje zwiekszenie liczby spdjnych sktadowych grafu.

e Analogicznie most to krawedz, ktoérej usuniecie zwieksza liczbe spojnych sktadowych. Kazda krawedz, ktora
nie jest mostem lezy na jakims§ cyklu.

e Dwuspdjna skladowa to maksymalny spojny podgraf, ktory nie zawiera zadnego mostu. Kazda krawedz grafu
jest albo mostem, albo nalezy do jakiej§ dwuspdjnej sktadowej. W dwuspojnej sktadowej istnieja przynajmniej
dwie roztaczne Sciezki pomiedzy kazda para wierzchotkow.

Przez ,maksymalne” powyzszej definicji rozumiemy takie spojne podgrafy, ktorych nie mozemy rozszerzy¢ przez dodanie
jakiej$ krawedzi bez naruszenia warunku o braku mostéw. Nie nalezy maksymalnosci myli¢ z ,najwiekszoscia’ — kazdy
byt najwiekszy jest jednoczesnie maksymalny, ale nie kazdy maksymalny jest najwiekszy. Analogicznie do dwuspojnych
mozna definiowaé k-spojne skladowe jako takie podgrafy, w ktorych nalezy usunaé¢ k odpowiednio wybranych krawedzi,
aby doprowadzi¢ do jego rozspodjnienia.

Znajdowanie punktéw artykulacji i mostow jest Scisle zwiazane z przeszukiwaniem grafu w glab. Jesli rozrysujemy
sposob przejscia algorytmu DFS w grafie G, to otrzymamy pewne drzewo T (rys. 8.3). Okazuje sie, ze drzewo to niesie
bardzo wiele informacji o strukturze grafu.

W rozdziale 8.3 kluczowe znaczenie dla algorytmu znajdowania silnie spéjnych skladowych mialo zapamietanie
momentu wyjscia z danego wierzchotka. W tym przypadku bedzie nas interesowal czas wejscia — oznaczymy go entry(u)
dla wierzcholka u. Oprocz tego zdefiniujemy funkcje low(u) jako minimalny numer entry(v) dla takich wierzchotkow
v, ktére mozemy osiggnaé¢ idac w drzewie DF'S $ciezkyg u ~» v. Zgodnie ze skierowaniem krawedzi na rysunku 8.3
mozemy i§¢ w T jedynie w dét po krawedziach drzewowych i w gére po niedrzewowych. Naktadamy jednak dodatkowe
obostrzenie: $ciezka u ~» v moze prowadzi¢ jedynie w dét drzewa z dokladnoscia do ostatniej krawedzi, ktéra moze
prowadzi¢ w gore drzewa. Takie zdefiniowanie dopuszczalnych $ciezek prowadzi do rekurencyjnej definicji funkcji low,
a ta z kolei do wygodnej implementacji:

low(u) = min({entry(u)}U
{entry(v): u — v nie jest krawedzia w T }U
{low(v): u — v jest krawedzia w T })
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Rysunek 8.3: Graf G z rysunku 8.1 z numeracja wierzchotkéw odpowiadajaca przejsciu algorytmu DFS. Punkty artyku-
lacji i mosty zaznaczone sa kolorem czerwonym. Poszczegolne dwuspdjne sktadowe zostaly otoczone linia przerywana.

Po prawej stronie drzewo T przejscia algorytmu DF'S: liniami ciaglymi zaznaczono krawedzie drzewowe, przerywanymi
niedrzewowe.

Pierwsza czes¢ powyzszej definicji jest oczywista: low(u) nigdy nie bedzie wieksze, niz entry(u). Druga cze$¢ wynika
z definicji pozwalajacej na uzycie jednej krawedzi niedrzewowej: sprawdzamy, czy jej uzycie poprawia low(u). Trzecia
czedé jest konsekwencja dowolnego schodzenia w dét T oraz drugiej czesci: mozemy wdepnaé do dowolnego wezta v
lezacego w poddrzewie DFS ukorzenionym w u i bedac w tym wezle uzy¢ jednej krawedzi niedrzewowej, tym samym
sbrzejmujac” low(v).

Intuicyjnie warto$¢ low(u) mowi nam jak wysoko w T mozemy uciec rozpoczynajac podroz z poddrzewa ukorzenio-
nego w u. Jesli wezmiemy teraz jakis wezel u oraz jego potomka v w T takiego, ze low(v) = entry(u) to widaé, ze z v
nie mozna uciec w gore drzewa inaczej, niz przechodzac przez u w oryginalnym grafie G. Z tego wynika, ze usuniecie u
odetnie v od wszystkich wierzchotkow powyzej u, a zatem u jest punktem artykulacji.

Analogiczne kryterium sprawdza istnienie mostéw: jesli mamy w T wezel w 1 potomka v, to krawedz u <> v jest
mostem gdy low(v) > entry(u). Ostra nieréwnosé jest zabezpieczeniem przed multigrafami: jesli w T mamy u — v
oraz low(v) = entry(u) + 1 to z pewnoscia u jest punktem artykulacji, a potencjalnie takze v — wystarczy, ze v nie bedzie
lisciem w Tz. Ponadto krawedz je taczaca jest mostem w GG. Natomiast w sytuacji © = v mozemy mieé juz co najwyzej
low(v) = entry(u). Wtedy ponownie u jest punktem artykulacji i moze by¢ nim takze v, ale zadna z krawedzi je taczacych
nie jest mostem. Latwo zapamietaé ktora nieré6wnosé jest ostra, a ktoéra nie zauwazajac, ze zwykle jest wiecej punktow
artykulacji niz mostow, a nieostra nieréwnos¢ jest tagodniejsza i tatwiej spelnialna (wiec dotyczy punktow artykulaci,
a nie mostow).

W powyzszym rozumowaniu schowata sie jedna sytuacja szczegdlna, ktorej nie wolno przeoczyé. Wezmy korzen u
drzewa T oraz dowolnego jego potomka v. Poniewaz entry(u) = 1 (bo u to korzen), zawsze zachodzi low(v) > entry(u),
co sugeruje, ze korzen zawsze bedzie punktem artykulacji. Jest to oczywiscie nieprawda, co mozna zaobserwowaé
odpalajac DFS w przyktadowym grafie z rysunku 8.3 w dowolnym wezle niebedacym punktem artykulacji.
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Jesli korzen ma doktadnie jednego potomka v w T, to znaczy, ze obeszlisSmy calty graf G bez koniecznosci cofania sie
do korzenia. Jesli usuneliby$my wierzchotek u i odpalili DFS w v, to obeszliby$my caly graf G — {v}. Zatem caly graf
bedzie spdjny nawet, jesli usuniemy z niego wierzchotek u. Jesli natomiast v ma wiecej niz jednego potomka, to jego
usuniecie podzieli graf na tyle spéjnych sktadowych, ile jest potomkéw. ZnalezliSmy w ten sposéb kryterium okreslajace,
czy korzen T jest punktem artykulacji: jest nim tylko wtedy, gdy posiada wiecej niz jednego potomka w Tg.

Przykladowa implementacja

Mamy n-wierzcholtkowy graf nieskierowany reprezentowany przez listy wskaznikowe. Funkcja dfs_low odpalona zostaje
dla dowolnego wezta v z argumentem parent ustawionym na —1 (czyli np. dfs_low(1, -1)). Liczba —1 w argumen-
cie reprezentujacym rodzica w drzewie DFS oznacza, ze ten wezel jest korzeniem drzewa. Z tego wynika zasadnosé
umieszczenia na koricu funkcji df s_low warunku testujacego, czy korzen drzewa jest punktem artykulacji.

Catosé dziala oczywiscie w czasie liniowym — kazdy wierzchotek i kazda krawedz grafu rozpatrywana jest doktadnie
raz. W czasie przeszukiwania grafu patrzymy, czy sprawdzany wierzcholek juz byl odwiedzony czy nie i w zaleznosci
od tego stosownie aktualizujemy wartos¢ low, zgodnie z podana wczesniej definicja.

Zaltaczony program znajduje jedynie punkty artykulacji. Modyfikacja go do postaci znajdujacej mosty albo dwuspdjne
sktadowe jest prosta.

e Dla mostéow wystarczy zmieni¢ nieréwno$é¢ sprawdzajaca czy v jest punktem artykulacji na nieréwnosé ostra.
Oczywiscie aby zapamietaé dla kazdej krawedzi czy jest mostem, musimy mie¢ albo jakis sposéb identyfikowania
jej (tak jak identyfikujemy wierzchotki kolejnymi liczbami catkowitymi), albo dodatkowe pole w strukturze edge.

e Dwuspdjne skltadowe bedziemy zapamietywaé¢ jako zbiory krawedzi. Mozemy je znajdowaé¢ odkladajac na sto-
sie (rozdzial 5.4) kolejne krawedzie podczas przechodzenia grafu algorytmem DFS. Jesli cofajac sie z przejscia
w glab trafimy na wezel v bedacy punktem artykulacji, to niejako odcinamy cate poddrzewo DFS jako pojedyncza
dwuspodjna sktadowa, co odpowiada zbieraniu ze stosu kolejnych krawedzi az do napotkania wezta v.

Uwaga! Ponizszy program nie jest odporny na multigrafy. Jego potencjalne bledne dziatanie wynika z warunku
w funkcji dfs_low sprawdzajacego, czy nie rozpatrujemy wilasnie krawedzi do rodzica w drzewie DFS. Jesli istnieje
kilka krawedzi parent — v, to warunek ten odrzuci z rozwazan wszystkie z nich, zamiast jedynie tej, ktora weszlismy
do wierzchotka o numerze zapisanym w zmiennej v.

001 //graf

002 struct edge {
003 int v;

004 edge *next;
005 };

006

007 edge *graph[MAX];
008

009 //wartosci entry ¢ low z opisu algorytmu
010 int entry[MAX], low[MAX];

011 //licznik czasu wejscia

012 int entry_cnt = O;

013 //czy wierzcholek jest punktem artykulacji
014 bool is_art[MAX];

015

016 int min(int a, int b)

017 {

018 if (a < b)

019 return a;

020 return b;

021 %}

022

023 void dfs_low(int v, int parent)

024 {

025 int child_cnt = 0;

026 edge *e;

027

028 low[v] = entry[v] = ++entry_cnt;
029

030 for (e = graphlv]; e != NULL; e = e->next)
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031 if (e->v != parent) {

032 //jesli wierzcholek na koicu krawedzt byt juz odwiedzony,
033 //to mamy krawedz niedrzewowg

034 if (entryl[e->v] != 0) {

035 low[v] = min(low[v], entryl[e->v]);

036 } else { //jesli nie, to puszczamy DFS glebiej
037 ++child_cnt;

038 dfs_low(e->v, v);

039 low[v] = min(low[v], lowl[e->v]);

040

041 //czy v jest punktem artykulacji?

042 if (parent != -1 && low[e->v] >= entryl[v])
043 is_art[v] = true;

044 by

045 }

046

047 //sprawdzenie dla korzenia drzewa DFS

048 if (parent == -1 && child_cnt > 1)

049 is_art[v] = true;

050 }

8.5 Sortowanie topologiczne

Majac acykliczny graf skierowany (DAG, zobacz tez rozdzial 7.3) mozemy uporzadkowaé jego wierzchotki w takiej ko-
lejnosci (porzadek topologiczny), ze dla kazdej krawedzi u — v wierzcholek u wystepuje przed wierzcholtkiem v w tym
porzadku. Dla grafu G = (V, E) mozna tatwo skonstruowaé dzialajacy w czasie O(|V| + |E|) algorytm oparty o prze-
szukiwanie grafu wszerz (rozdzial 8.2) i zliczanie krawedzi wchodzacych do kazdego wierzchotka (indeg). Bedziemy
budowali metoda przyrostowsa ciag wierzchotkéw posortowanych topologicznie:

e Trzymamy kolejke wierzchotkow v takich, ze indeg(v) = 0.

e W pojedynczej fazie algorytmu wygarniamy jeden wierzcholek u z kolejki i dodajemy go na koiicu budowanego
posortowanego ciagu. Oprocz tego odcinamy wszystkie krawedzie wychodzace z u. Oczywiscie nie odcinamy ich
rzeczywiscie, tylko udajemy, ze to robimy: dla kazdej krawedzi postaci u — v zmniejszamy indeg(v) o jeden.

e Jesli w ten sposdb zmniejszymy indeg(v) do zera, to dorzucamy v do kolejki. Spelniliémy bowiem wymaganie,
aby wszystkie wierzchotki o krawedziach wchodzacych do v znalazlty sie w porzadku topologicznym przed v.

Mita, wlasnoscia powyzszego algorytmu jest jego poprawne dziatanie na multigrafach. Zauwazmy takze, ze podana
metoda pozwala wykry¢, czy graf wejsciowy jest DAGiem. Jesli jest, to kazdy wierzchotek znajdzie sie¢ w obliczonym
ciagu. Jesli jednak w grafie znajduje sie cykl, to nie wrzucimy do kolejki zadnego wezta nalezacego do tego cyklu,
poniewaz nie osiagniemy tamze tndeg rownego zero. Zatem algorytm skoiiczy dzialanie przed przetworzeniem wszystkich
wierzcholtkow (rys. 8.5).

Porzadek topologiczny przydaje sie podczas wykonywania obliczen w grafie, w ktorym wynik dla wierzcholka v zalezy
wprost od wynikéw dla wszystkich wierzchotkéw wchodzacych do v. Wezmy dwa przyktady: policzenie wszystkich Sciezek
w DAGu (oczywiscie roznych) oraz policzenie najdtuzszej $ciezki w DAGu. Latwo zmodyfikowaé te algorytmy w taki
sposob, zeby zliczaé¢ jedynie Sciezki wychodzace z okreslonego podzbioru wierzcholtkow (zobacz tez rozdziat 9.4).

Najpierw najdiuzsze $ciezki. Oznaczmy przez mazxpath(v) dtugosé najdiuzszej sciezki w grafie, ktora konczy sie
w wezle v. Intuicyjnie widaé¢, ze powinniSmy zacza¢ ich obliczanie od wierzchotkéw ,najwyzej” potozonych w grafie,
tzn. takich, do ktorych nie wchodzi zaden inny wierzchotek. Gdyby$Smy bowiem znalezli $ciezke rozpoczynajaca sie
od jakiego$ v, dla ktorego indeg(v) > 0, to moglibySmy przedtuzyé te Sciezke o wierzchotek wchodzacy do v.

Przyjmijmy, ze do pewnego wierzchotka v da sie wejs¢ bezposrednio (tj. dokladnie jedna krawedzia) ze zbioru wierz-
chotkow {uq, ug,..., ux}. Jesli znamy wartos¢ mazxpath dla tych wezlow, to mozemy obliczy¢ mazpath(v). Wystarczy
w tym celu wybraé takie w;, ze maxpath(u;) jest maksymalne i ustali¢ maxpath(v) = mazxpath(u;) + 1 — odpowiada
to wyborowi najdtuzszej Sciezki koriczacej sie w ktoryms$ z poprzednikow v w grafie i przedluzeniu jej o jedna krawedz
tak, aby konczyla sie w v. Z tego sposobu mozna natychmiast wyprowadzi¢ takze samg Sciezke, a nie tylko jej dlu-
gosé. Oczywidcie nalezy jako$ zainicjowaé maxpath dla wierzchotkéw, ktore zaczynaja z indeg rownym zero. Ustalamy
dla nich maxpath réwne 0 albo 1, w zaleznosci od tego czy przez dlugosé Sciezki rozumiemy liczbe krawedzi czy liczbe
wierzchotkow.

Liczba $ciezek bedzie liczona niemal identycznie. Oznaczmy przez pathcount(v) liczbe Sciezek koriczacych sie w v
i zaczynajacych sie gdziekolwiek. Tak jak wczesniej zalozmy, ze mamy zbior {uq, us, ..., uy} poprzednikow v w grafie
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Rysunek 8.4: Kilka wybranych etapéw sortowania topologicznego dla przyktadowego grafu.

oraz znamy dla nich wartosé pathcount. Wtedy mamy pathcount(v) = pathcount(uy)+. . .+pathcount(uy). Uzasadnienie
tego wzoru jest nastepujace. Dla pewnego u; jest dokladnie pathcount(u;) roznych Sciezek konczacych sie w nim. Mozemy
zatem kazda taka Sciezke przedtuzyé o krawedz u; — v, tym samym zwiekszajac liczbe réznych Sciezek konczacych sie
w v doktadnie o wartos¢ pathcount(u;).

Ponownie nalezy ustali¢ warto$é¢ pathcount dla wierzchotkéw poczatkowych. Sensowna wartoscia jest jedynka —
jesli wzieliby$Smy zero, to wszedzie sumowalyby sie jedynie zera, co byloby bezsensem. Mozemy przyjaé, ze jedynka
w wierzchotkach poczatkowych oznacza jedyna mozliwg Sciezke dojscia do nich, czyli $ciezke pusta. Jesli chcemy zliczy¢
wszystkie Sciezki w calym grafie, to musimy na koncu posumowaé wartosci pathcount dla wszystkich wierzchotkéw grafu.
Jesli nie chcemy liczy¢ $ciezek pustych, to od koncowej sumy odejmujemy liczbe wierzchotkéw poczatkowych. Jesli nato-
miast chcemy policzy¢ §ciezki puste, to musimy dodaé¢ do wyniku wartosé réwna liczbie wierzchotkéw niepoczatkowych.
Schemat przedstawionego rozumowania mozna zobaczy¢ na rysunku 8.6.

Przykladowa implementacja

Mamy n-wierzchotkowy graf oparty o listy wskaznikowe. Zakladam, ze dla kazdego wierzchotka policzona jest uprzednio
liczba krawedzi wchodzacych do niego (tablica indeg). Funkcja toposort zapisuje do tablicy result wierzcholki (nu-
mery z zakresu [1, n]) w kolejnosci poprawnej topologicznie. Wyliczanie poprawnego porzadku wykonane jest zgodnie
z opisanym powyzej zmodyfikowanym algorytmem BFS, dlatego potrzebna jest kolejka prosta (rozdzial 5.1).
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Rysunek 8.5: Graf z rysunku z 8.4 z dodang jedna krawedzia powodujaca powstanie cyklu i popsucie sortowania topolo-
gicznego. W nastepnym kroku kolejka zostanie oprézniona z wierzchotka 8 i algorytm zakoniczy dziatanie. Wierzchotki
2, 4 1 5 nigdy nie trafia do kolejki.

k
mazpath(v) =1+ max mazxpath(u;) pathcount(v) = Zpathcount(ui)

X
=1

Rysunek 8.6: Wykorzystanie sortowania topologicznego do rozwiazywania niektérych probleméw. Dla czytelnosci ry-
sunku nazwa pathcount zostala skrécona do P.

001
002
003
004
005
006
007
008
009
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024

//kolejka

int Q[MAX];

int head = 0, tail = O;
int queue_front();
void queue_push(int);
bool queue_empty();

//graf

struct edge {
int v;
edge *next;

};

edge *graph[MAX]; //tablica list wskaznikowych
int n;
int indeg[MAX]; //stopnie wejsSciowe wierzcholkow

int result[MAX], result_cnt; //miejsce na wynik
void toposort()
{
int i, cur;
edge *e;
//inicjalizacja weztami bez wierzcholkdéw wchodzgcych
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025 for (i = 1; 1 <= n; ++i)

026 if (indegl[i] == 0)

027 queue_push(i);

028

029 while (!'queue_empty()) {

030 cur = queue_front();

031 result[result_cnt++] = cur; //dopychamy biezgcy wezel do wyniku
032 for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next) {

033 --indeg[e->v];

034 if (indegle->v] == 0) //czy odcieliémy wszystkie krawedzie?
035 queue_push(e->v); //jeslt tak, to wrzucamy do kolejks
036 }

037 }

038 }

8.6 Sciezki i cykle Eulera

Sciezkq Eulera nazwiemy taka Sciezke u ~» v w grafie, ktora przechodzi kazda krawedzia grafu dokladnie jeden raz. Jesli
dodatkowo wymagamy, aby u = v, to wtedy mamy do czynienia z cyklem FEulera. O grafach, w ktorych istnieja cykle
Eulera méwimy, ze sa eulerowskie. Grafy zawierajace jedynie Sciezke Eulera nazywamy pdteulerowskimi.

Na poczatek zajmiemy sie kwestia istnienia cykli Eulera w grafach nieskierowanych. Przyjmijmy, ze mamy nieskie-
rowany graf G = (V, E), ktory jest jednoczesnie spojny — brak spojnosci implikuje nieistnienie cyklu ani $ciezki Eulera,
bowiem nie potrafimy ,pokry¢” wszystkich krawedzi jednym cigglym przejsciem. Cykl Eulera istnieje w nieskierowanym
grafie G wtedy i tylko wtedy, gdy stopieni kazdego wierzcholtka jest liczba parzysta. Parzystosé intuicyjnie implikuje,
ze zawsze wchodzac do pewnego wierzchotka v poprzez nieodwiedzona wezesniej krawedz, istnie¢ bedzie jeszcze przynaj-
mniej jedna nieodwiedzona krawedz, ktora bedziemy mogli opusci¢ v. Dla grafu skierowanego stopieri wejsciowy kazdego
wierzchotka musi sie réwnaé¢ stopniowi wyjéciowemu.

Sciezka Eulera istnieje w grafie nieskierowanym wtedy, gdy jest on spéjny oraz stopien kazdego wierzcholtka grafu,
poza dokladnie dwoma, jest parzysty. Te dwa wierzchotki o stopniu nieparzystym stanowia (odpowiednio) poczatek
i koniec §ciezki Eulera. Dla grafu skierowanego natomiast musi istnie¢ dokladnie jeden wierzchotek, ktérego stopien
wyjsciowy jest o 1 wickszy od stopnia wejSciowego (to jest poczatek $ciezki) i dokladnie jeden wierzcholek, ktorego
stopient wyjsciowy jest o 1 wiekszy od wyjsciowego (to jest koniec Sciezki).

Znajdowanie cyklu Eulera mozemy zacza¢ w dowolnym wierzchotku s. Na poczatek chcemy znalezé dowolny cykl,
niekoniecznie Eulera, zaczynajacy sie i koniczacy w s. Ze spdjnosci grafu oraz zalozenia o parzystosci wierzchotkow
wynika, ze generujac dowolna sciezke wychodzaca z s w konicu wrocimy do wierzchotka poczatkowego.

Mamy teraz jaki$ cykl s — v1 — ... = v — s. Jedli odwiedzilismy wszystkie krawedzie, to koiiczymy, bo znalez-
lismy cykl Eulera. W przeciwnym przypadku wybieramy takie v;, z ktérego wychodzi nieodwiedzona jeszcze krawedz.
Jesli potraktujemy odwiedzone krawedzie jako ,usuniete”’, to nadal stopieri kazdego wierzchotka bedzie liczba parzysta.
7 tego wynika, ze uruchamiajac z wezta v; analogiczne do poczatkowego przejscie w poszukiwaniu cyklu, to na pewno
go znajdziemy. Powiedzmy, ze ma on postaé¢ v; — u; — ... — up — v;. Teraz mozemy ,wples¢”’ drugi cykl w pierwszy,
taczac je w jeden duzy cykl:

S—UV1 — ... 2 Vi1 =2V —=>U — ... 22U —Vj = Vip1 ... +S

mniejszy cykl

Krok ten powtarzamy dopoki nie wyczerpiemy wszystkich krawedzi grafu. Caly algorytm mozemy zaimplementowaé
tak, zeby dzialal w czasie O(|V| + |E|). Korzystamy w tym celu z listy dwukierunkowej (r. 5.5), do ktorej wstawiamy
poczatkowo dowolny cykl w grafie. Nastepnie przechodzimy te liste od lewej do prawej szukajac takiego v;, z ktérego
wychodzi nieodwiedzona jeszcze krawedz. Wtedy znajdujemy poboczny cykl zaczynajacy sie i konczacy w v;, wplatamy
go do listy i kontynuujemy algorytm z v; (mozliwe, ze wychodza z niego jeszcze jakie§ nieodwiedzone krawedzie).

Ten sam algorytm mozna wykorzystac¢ takze do znajdowania éciezek Eulera. Wystarczy zainicjowaé liste wierzchotkow
w odrobine inny sposob: zamiast umieszcza¢ tam dowolny cykl, zaczynamy od wstawienia dowolnej Sciezki s’ ~ s, gdzie
s' 15" to poczatkowy i koncowy wierzchotek sciezki. Zauwazmy, ze w ten sposob sprowadziliémy problem do znajdowaniu
cyklu Eulera, bowiem teraz dla kazdego wierzchotka liczba nieodwiedzonych krawedzi wychodzacych z niego jest parzysta.

Przykladowa implementacja #1

Dany jest n-wierzchotkowy graf reprezentowany za pomoca, listy wskaznikowej. Funkcja find_euler_cycle(s) znajduje
cykl Eulera poczawszy od wierzchotka s. Uzywamy listy dwukierunkowej z rozdziatu 5.5. Wplatanie nowego podcyklu
do listy wierzchotkéw odbywa sie niejako na biezaco, tzn. znajdujemy dowolna nieodwiedzong krawedz i idziemy na oslep
az do powrotu do wierzchotka poczatkowego, wstawiajac odwiedzane po drodze wierzcholki do listy.
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Aby rzeczywiscie osiagna¢ liniows ztozonosé algorytmu musimy zastosowaé pewien trik powodujacy, ze kazda krawedz
,obejrzymy” doktadnie raz, zamiast np. kazdorazowego przegladania catej listy krawedzi wychodzacych z okreslonego
wierzchotka w poszukiwaniu jakiejkolwiek jeszcze nieodwiedzonej. Duplikujemy w tym celu tablice list wskaznikowych
— tworzymy tablice next_edge, ktora inicjujemy poczatkami list wskaznikowych grafu (next_edgelv] = graphl[v]
dla kazdego v). Wtedy next_edge [v] bedzie wskazywalo na pierwsza niewykorzystana krawedz na liscie wskaznikowej
wierzchotka v, a usuniecie tej krawedzi realizujemy poprzez przesuniecie wskaznika tej listy na kolejny element. Zuzycie
wszystkich krawedzi na liScie rozpoznajemy poprzez poréwnanie wskaznika z warto$cia NULL.

Uwaga! Ten program nie bedzie dzialal poprawnie dla graféw nieskierowanych, ktore sa implementowane jako grafy
podwojnie skierowane. Wynika to z zapamietania krawedzi dwukierunkowej jako dwodch niezaleznych i niepowiazanych
elementow list wskaznikowych. Rozwigzanie tego problemu znajduje sie w kolejnym przyktadowym programie.

001 //lista dwukierunkowa
002 struct list_el {

003 int el;

004 list_el *prev, *next;
005 %;

006

007 void list_init();
008 void list_insert(list_el *after, int x);
009 void list_push_front(int x);

010

011 list_el sentinel;
012

013 //graf

014 struct edge {
015 int v;

016 edge *next;
017 3,

018

019 edge *graph[MAX]; //tablica list wskaznikowych
020 edge *next_edge[MAX]; //kolejna niewykorzystana krawedz

021 int n;

022

023 void find_euler_cycle(int s)

024 {

025 list_initQ);

026 list_push_front(s);

027

028 list_el *current = sentinel.next;

029 for (int i = 1; i <= n; ++i)

030 next_edge[i] = graphl[il;

031

032 //dziatamay dopcoki nie wrdcimy do poczgtku listy

033 while (current != &sentinel) {

034 //czy zostala jakasd nieodwiedzona krawedZ wychodzgca

035 //z biezgcego wierzchotka?

036 while (next_edge[current->el] != NULL) {

037 //bedziemy wstawiaé kolejno odwiedzane wierzchotkt
038 //od lewej do prawej, zaraz za biezgcym wierzcholkiem
039 //w liscie

040 list_el *inserter = current->next;

041 int v = current->el;

042

043 do {

044 int u = next_edgel[v]->v;

045 next_edge[v] = next_edgelv]->next; //"zuzywamy" krawedz
046 v = u;

047 list_insert(current->prev, v);

048 } while (v != current->el); //przerywamy po zbudowaniu cyklu
049 }

050
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051 current = current->next;
052 }
053 }

Przykladowa implementacja #2

Standardowy algorytm konstruuje cykl Eulera sklejajac kolejne krawedziowo rozlaczne podcykle. Mozna zreszta wykazad,
ze graf jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumg roztacznych krawedziowo cykli. Zmienimy troche podejscie
i zbudujemy cykl Eulera wierzchotek po wierzchotku.

W pierwotnym programie przegladaliSmy od lewej do prawej pewna robocza liste wierzchotkéw w poszukiwaniu ele-
mentu, z ktérego wychodzi niewykorzystana jeszcze krawedz. Zauwazmy, ze taka kolejnosé jest podyktowana wylacznie
wygoda implementacyjng — gdybysmy wybierali wierzchotki w dowolnej kolejnosci, algorytm nadal bylby poprawny.
W szczego6lnosci oznacza to, ze mozemy przechodzié te liste od prawej do lewej, a takie zachowanie tatwo da sie symu-
lowaé za pomoca przeszukiwania grafu w glab. Caly algorytm sprowadzi sie do odpalenia przeszukiwania w dowolnym
miejscu i zapisywania jako kolejnych elementow cyklu tych wierzchotkéw grafu, z ktorych przeszukiwanie wycofuje sie.

Mitym efektem ubocznym takiego podejscia jest automatyczne radzenie sobie ze znajdowaniem Sciezek Eulera — wy-
starczy odpali¢ funkcje find_euler_cycle w wierzchotku majacym by¢ poczatkiem Sciezki Eulera i tez bedzie dobrze.
Przy okazji zadbamy w ponizszym programie o jednokrotne rozpatrywanie krawedzi wystepujacych podwojnie w grafie.
Z kazda krawedzia skojarzymy unikalny identyfikator (liczbe catkowita od 0 do |V| — 1) i zuzyte krawedzie bedziemy
odznacza¢ w globalnej tablicy edge_used. OczywiScie musimy zastosowaé wczesniejszy trik dotyczacy jednokrotnego
ogladania kazdej krawedzi w grafie zeby nie straci¢ ztozonosci obliczeniowej (tablica next_edge).

Prostsze rozwigzanie pozwala tez na przejicie do prostszej struktury danych — zamiast listy dwukierunkowej wystarczy
zwykly stos do zapamietywania wierzchotkéw. Na samym koiicu dzialania algorytmu wierzchotek, z ktorego zaczelismy
znajdowaé sie bedzie na szczycie stosu (ma to znaczenie w przypadku poszukiwania §ciezki Eulera).

001 //stos

002 int S[MAX], height = 0;
003 int stack_pop();

004 void stack_push(int x);

005

006 //graf

007 struct edge {
008 int v, id;
009 edge *next;
010 };

011

012 edge *graph[MAX];
013 edge *next_edge[MAX];
014 bool edge_used[MAX_EDGES];

015 int n;

016

017 void dfs(int v)

018 {

019 while (next_edgel[v] != NULL) {

020 int edge_id = next_edgel[v]->id, u = next_edgel[v]->v;
021 next_edge[v] = next_edge[v]->next;
022 if (ledge_used[edge_id]) {

023 edge_used[edge_id] = true;

024 dfs(u);

025 ¥

026 }

027 stack_push(v) ;

028 }

029

030 void find_euler_cycle(int s)

031 {

032 for (int 1 = 1; i <= n; ++i)

033 next_edge[i] = graphl[i];

034 dfs(s);



035 }

9 Najkrotsze Sciezki

Problem znalezienia najkrotszej Sciezki miedzy dwoma wierzchotkami w zadanym grafie o krawedziach jednostkowych
mozna rozwigzaé¢ za pomocs przeszukiwania wszerz. Jesli graf jest wazony, to nalezy uzyé¢ bardziej wyrafinowanych
metod, jak np. algorytmu Forda—Bellmana (dla grafow o dowolnych wagach) lub algorytmu Dijkstry (dla grafow
o wagach nieujemnych). Wyszukanie kosztu najkrotszej Sciezki dla dowolnej pary wierzchotkow realizuje sie przez
wielokrotne (dla kazdego wierzchotka) wywolywanie algorytmu Dijkstry lub Forda—Bellmana albo uzycie algorytmu
Floyda—Warshalla.

Kazdy z tych algorytmow dziala zachlannie poprawiajac macierz odlegtosci (albo kosztu), ktora w implementa-
cji bede nazywal cost. Odleglosé do wierzchotka poczatkowego ustala sie na 0, do wszystkich pozostalych oo, czyli
w praktyce jaka$ duza liczbe, ktéra na pewno zostanie poprawiona przez algorytm, np. 10°. W algorytmach Forda—
Bellmana i Dijkstry macierz odlegtosci jest jednowymiarowa tablica (wektorem) o dlugosci |V|, ktéra po wykonaniu
obliczen zawiera koszt najtanszej Sciezki od okreslonego wierzchotka poczatkowego do wszystkich innych. Jesli cost [u]
= 00, to wtedy nie istnieje Sciezka od wierzchotka poczatkowego do wierzchotka o numerze u. Wykonanie algorytmu
Floyda—Warshalla oblicza macierz odlegtosci w postaci kwadratowej tablicy o boku |V|, gdzie cost [u] [v] zawiera koszt
najkrotszej Sciezki u ~» v (1 podobuie jak wezesniej cost [ul [v] = oo oznacza brak Sciezki u ~ v).

9.1 Algorytm Forda—Bellmana

Zasada dzialania tego algorytmu jest prosta jak budowa czolgu T-55'. Wykonuje sie |V| — 1 iteracji po wszystkich
krawedziach grafu poprawiajac zachtannie macierz odlegtosci, tzn. dla kazdej krawedzi u — v dokonuje sie tzw. relak-
sacji, czyli méwiac mniej szumnie: jesli koszt dojscia do u zsumowany z kosztem przejscia ta krawedzia jest mniejszy
niz aktualnie wyliczony koszt dojscia do v, to poprawiamy. W skrocie: cost[v] = min(cost[v]l, cost[ul + |u — v]).

W pierwszej iteracji budujemy $ciezki o dlugosci 1, w drugiej Sciezki o dlugosci 2 itd. Zalézmy, ze graf nie ma cyklu
o ujemnej sumie wag na krawedziach. W takim razie dla n—wierzchotkowego grafu najdtuzsze $ciezki beda miaty n — 1
krawedzi, stad wynika dlaczego taka liczba iteracji. W grafie bez cyklu ujemnego nie oplaca sie zadnej krawedzi wlaczac
do $ciezki wiecej niz raz. Wniosek: jesli po wykonaniu jeszcze jednej (n—tej) iteracji okazuje sie, ze wciaz mozna
poprawié¢ macierz odleglosci, to wtedy w grafie istnieje cykl o ujemnej sumie kosztow. Dla takiego grafu nie mozna
obliczy¢ macierzy odlegtosci, poniewaz taki cykl pozwala na poprawianie jej w nieskonczonosé.

Jest juz prawie dobrze — mamy poprawny algorytm, ktéry potrafi obronié¢ sie przed zapetleniem w ujemnym cyklu.
Dlaczego wiec tylko prawie dobrze? Poniewaz nie rozpatrywaliSmy jeszcze czasu dzialania, a ten jest niemaly. Kazda
iteracja przebiega po wszystkich krawedziach, czyli trwa czas proporcjonalny do |E|. Liczba iteracji wynosi |V| (liczac
razem z ostatnia, sprawdzajaca istnienie ujemnego cyklu). Dla odpowiednio duzych grafow (|V|~5-103,|E| ~ 2 -10%)
procesor dostaje obstrukeji na my$l o liczeniu macierzy odlegtosci. Tym niemniej algorytm Forda-Bellmana bywa jedy-
nym sensownym rozwiazaniem przy niektorych zadaniach.

Przykladowa implementacja #1

Dany jest graf wazony reprezentowany za pomoca list wskaznikowych. Funkcja ford_bellman(v) oblicza macierz
odleglosci cost dla wierzchotka poczatkowego v i zwraca false w przypadku wykrycia ujemnego cyklu. Stata INF
reprezentuje umowng nieskonczonosé. Wierzchotki grafu indeksowane sa w zakresie [1, n].

001 const int INF = 1000000000; //10°9

002

003 struct edge {
004 int v, cost;
005 edge *next;
006 };

007

1Jak kto$ nie rozumie, to ma udawaé, ze rozumie.

7
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008 edge *graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych

009 int n;

010 int cost[MAX];

011

012 int min(int a, int b)
013 {

014 if (a < b)

015 return a;

016 return b;

017 }

018

019 //relaksacja
020 void relax(int v, int new_cost)

021 {

022 cost[v] = min(cost[v], new_cost);

023 }

024

025 bool ford_bellman(int v)

026 {

027 edge *e;

028 int i, j;

029

030 //inicjalizacja macierzy odlegtosct

031 for (i = 1; 1 <= n; ++i)

032 cost[i] = INF;

033 cost[v] = 0;

034

035 //wykonanie n-1 iteracji po wszystkich krawedztiach
036 for (i = 1; 1 < n; ++1i)

037 for (j = 1; j <= n; ++j)

038 for (e = graph[j]l; e != NULL; e = e->next)
039 relax(e->v, cost[j] + e->cost);
040

041 //sprawdzente istnienia cyklu ujemnego

042 for (j = 1; j <= n; ++j)

043 for (e = graph[j]; e != NULL; e = e->next)
044 if (costle->v] > cost[j] + e->cost)
045 return false;

046

047 return true;

048 }

Przykladowa implementacja #2

Powyzszy algorytm mozna nieco przyspieszy¢ dokonujac pewnej trywialnej obserwacji. Kazdy obieg zewnetrznej petli
poprawia koszt osiggniecia pewnego wezta, ktory albo juz wezesniej mogliémy osiagnaé, albo docieramy do niego po raz
pierwszy (czyli cost[u]l == 00). W kazdym obiegu mozemy wiec wydluzaé znalezione $ciezki o jedna krawedz (bo nie do-
konamy poprawienia dla u — v jedli cost[u]l == cost[v] == c0). Unikajac niepotrzebnych sprawdzen mozna znacznie
przyspieszy¢ praktyczne dzialanie tego algorytmu.

Podkreslajac powyzsza obserwacje algorytm Forda—Bellmana zachowuje sie podobnie do przeszukiwania wszerz —
poprawienie kosztu osiagniecia wierzchotka powoduje wrzucenie go do kolejki, z elementéw ktorej wypuszczamy nowe kra-
wedzie probujac poprawi¢ osiagalne wierzchotki.

Przed rzuceniem sie do kodowania trzeba rozwazy¢ istnienie cyklu ujemnego. Wystapienie takiego zjawiska pozwala
na poprawianie kosztow krawedzi w nieskoriczono$é, co znaczy, ze kolejka przeszukiwania wszerz nigdy nie zostanie
oprézniona i algorytm nie zakonczy dziatania. Z wlasnosci algorytmu Forda—Bellmana wynika, ze zbudowanie $ciezki
skladajacej sie z wiekszej liczby krawedzi niz |V — 1| oznacza znalezienie cyklu ujemnego. Wystarczy wiec dla kaz-
dego wierzchotka pamietaé ile krawedzi liczy sobie znaleziona dotychczasowa najkrétsza sSciezka i przerywaé dzialanie
algorytmu w odpowiednim momencie.

Podany kod korzysta z kolejki FIFO z gornym ograniczeniem na liczbe elementéw (rozdzial 5.1) oraz dodatkowej
tablicy edge_cnt dla pamietania liczby ,,poprawiert” kazdego wierzchotka. Dla zlosliwie skonstruowanego grafu gorne
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ograniczenie moze okazaé sie zbyt bujne na zmieszczenie calej kolejki w tablicy statycznej i moze zmusié¢ do skorzystania
z kolejki cyklicznej lub kolejki wskaznikowej (rozdzial 5.3). Dozwolona jest bowiem sytuacja, w ktorej jeden wezel grafu
trafia do kolejki kilka razy. Mozna sobie z tym radzi¢ pamietajac w oddzielnej tablicy, czy dany wierzchotek, ktorego
koszt udalo sie poprawié¢, znajduje sie juz w kolejce czy jeszcze nie i dodawaé tylko w sytuacjach, gdy w kolejce go nie
ma. Wtedy zawsze wystarczy kolejka cykliczna z gérnym ograniczeniem elementéw réwnym liczbie wierzchotkéw grafu.

001 const int INF = 1000000000; //10°9

002

003 struct edge {

004 int v, cost;

005 edge *next;

006 };

007

008 edge *graph[MAX]; //tablica list wskaznikowych
009 int n;

010 int cost[MAX];

011 int edge_cnt[MAX];

012 bool in_queue[MAX]; //czy dany wierzchotek jest w kolejce?
013

014 //kolejka

015 int Q[MAX];

016 int head = 0, tail = 0;

017 int queue_front();

018 void queue_push(int);

019 bool queue_empty();

020

021 bool ford_bellman(int v)

022 {

023 edge *e;

024 int i, j;

025 int cur;

026

027 //inicjalizacja macierzy odleglosci © licznikdéw diugosct Sciezks
028 for (i = 1; 1 <=n; ++i) {

029 cost[i] = INF;

030 edge_cnt[i] = 0;

031 }

032 cost[v] = 0;

033

034 //inticjalizacja kolejki wierzchotkiem poczgtkowym
035 queue_push (v) ;

036 in_queue[v] = true;

037

038 while (!queue_empty()) {

039 cur = queue_front();

040 in_queue[cur] = false;

041 for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next)
042 if (costl[e->v] > cost[cur] + e->cost) {
043 edge_cnt[e->v] = edge_cnt[cur] + 1;
044

045 //czy mamy cykl ujemny?

046 if (edge_cnt[e->v] == n)

047 return false;

048

049 //jesli nie, poprawiamy koszt

050 //% dorzucamy wierzchotek do kolejki
051 //o0 ile nie ma go w niej jeszcze

052 cost[e->v] = costl[cur] + e->cost;
053 if ('in_queuel[e->v]) {

054 queue_push(e->v);

055 in_queue[e->v] = true;



ROZDZIAL 9. NAJKROTSZE SCIEZKI 80

056 }
057 }

058 }

059

060 return true;
061 }

9.2 Algorytm Dijkstry

Poprawne dziatanie algorytmu Dijkstry zapewnione jest tylko dla graféw o nieujemnych wagach na krawedziach. Faza
inicjalizacji ustala wszystkie wierzcholki (poza poczatkowym) jako nieprzetworzone (nieodwiedzone), a ich koszt na oo.
Krok algorytmu polega na wybraniu sposréd nieprzetworzonych wierzchotkéw jednego o minimalnej wartosci, nastepnie
poprzez relaksacje dokonuje sie poprawy macierzy odlegtosci dla wierzchotkéw sasiadujacych. Wybrany wierzchotek
staje sie przetworzony, algorytm wykonuje kolejna iteracje, czyli wyszukuje minimalnego nieprzetworzonego itd. Kiedy
nie mozna znalezé wierzchotka jednoczesnie nieprzetworzonego i osiagalnego (czyli jego cost < 00), to wtedy wszystkie
osiaggalne wierzchotki zostaly przetworzone i koriczymy dziatanie.

Jesli trzeba okresli¢ najkrotsza droge od wierzchotka poczatkowego do jednego konkretnie okreslonego (bede go na-
zywal koricowym), a nie do wszystkich, to algorytm mozna zakoriczy¢ w momencie oznaczenia wierzchotka koricowego
jako przetworzonego, poniewaz jego koszt w macierzy odlegtosci na pewno nie zostanie poprawiony.

W pesymistycznym przypadku algorytm Dijkstry wykonuje |V| — 1 krokow, w kazdym z nich bada krawedzie wycho-
dzace z aktualnie przetwarzanego wierzchotka, a wiec kazda krawedz badana jest tylko raz, co daje czas proporcjonalny
do |E|. Trzeba pamieta¢ o tym, ze po kazdym kroku nalezy znalez¢ nowy wierzcholek do przetworzenia, czyli wyszu-
ka¢ minimalny nieprzetworzony wierzcholek w macierzy odlegtosci cost. Liniowe poszukiwanie minimum daje czas |V|
dla kazdej iteracji, czyli tacznie |V|?. Ostateczny czas dziatania wynosi wiec O(|E| + |V]?).

Uwazny czytelnik zapewne zauwazy, ze przeciez czas wyszukiwania minimalnego wierzchotka mozna znaczaco przy-
spieszy¢ korzystajaé z kolejek priorytetowych opartych o kopce binarne (rozdziaty 5.6 1 5.7), ale o tym poézniej.

Przykladowa implementacja #1

Dany jest graf wazony reprezentowany za pomoca list wskaznikowych. Funkcja dijkstra(v) oblicza macierz odlegtosci
cost dla wierzchotka poczatkowego v. Tablica visited zawiera informacje o nieprzetworzonych wierzchotkach, a funk-
cja pomocnicza next_vertex zwraca numer kolejnego wierzchotka do przetworzenia. Stala INF reprezentuje umowna
nieskoriczono$¢é. Wierzcholki grafu indeksowane sa w zakresie [1, n].

001 comst int INF = 1000000000; //10~9

002

003 struct edge {

004 int v, cost;

005 edge *next;

006 };

007

008 edge *graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych
009 int n;

010 int cost[MAX];
011 bool visited[MAX];

012

013 int min(int a, int b)

014 {

015 if (a < b)

016 return a;

017 return b;

018 }

019

020 void relax(int v, int new_cost)
021 {

022 cost[v] = min(cost[v], new_cost);
023 }

024

025 //zwraca minimalny nieprzetworzony wierzchotek
026 //lub -1 jesli taki nie istnieje
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027 int next_vertex()

028 {
029
030
031
032
033
034
035
036
037
038 }
039

int vertex = 1, i;

for (i = 2; 1 <= n; ++i)
if (!visited[i] && cost[i] < cost[vertex])
vertex = i;

if (visited[vertex])
vertex = -1;
return vertex;

040 void dijkstra(int wv)

041 {
042
043
044
045
046
047
048
049
050
051
052
053
054
055
056
057
058
059
060
061
062
063
064
065 }

edge *e;
int 1i;
int cur;

//inicjalizacja macierzy odlegtosct
//oraz tablicy visited
for (i = 1; i <= n; ++i) {
cost[i] = INF;
visited[i] = false;
}
cost[v] = 0;

cur = v;

//iteruj dopoki istniejg nieprzetworzone % osiggalne
//wierzcholki; jeslt mamy okresSlony wierzcholek
//koncowy x, to mozna napisaé while (cur != z)
while (cur != -1) {

visited[cur] = true;

for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next)

relax(e->v, cost[cur] + e->cost);
cur = next_vertex();

81

Przykladowa implementacja #2

Zbior wierzchotkow kandydatow” do przetworzenia przechowujemy na modyfikowalnym kopcu binarnym z rozdzialu 5.7.
Funkcja next_vertex zostaje wobec tego zastapiona przez heap_top, a relaksacja poza poprawa wartosci w macierzy
odleglosci cost dokonuje takze modyfikacji na kopcu.

Poniewaz modyfikacja moze pociagnaé koniecznosé przywrédcenia wlasnosci kopcea, czas poprawy wyniku posredniego

przy relaksacji wydtuza sie z O(1) do O(log |V'|). Modyfikacje wykonujemy najwyzej raz dla kazdej krawedzi, co tacznie

daje O(|E| -log|V]). Znaczaca poprawe zyskujemy na logarytmicznym wyszukiwaniu minimalnego wierzchotka do prze-
tworzenia: mamy |V| operacji, kazda w czasie O(log |V]), co tacznie daje O(|V] - log|V|) zamiast weczesniejszego |V|%.

Ostateczna ztozonosé w tej implementacji wynosi O((|E| + |V]) - log|V]).

7 praktycznego punktu widzenia nie ma sensu wrzucaé¢ do kopca od razu wszystkich wierzchotkéow, lecz tylko te,
ktore sa osiggalne, tzn. cost < oo. Chociaz nie zyskujemy na zlozonosci, otrzymujemy w istocie kolejna poprawe
czasu dziatania, poniewaz utrzymujemy na kopcu jedynie ograniczony zbioér rzeczywistych kandydatéw — im mniej, tym

szybsze dzialanie kopca. W dodatku takie podejscie eliminuje potrzebe istnienia tablicy visited

001 comst int INF = 1000000000; //10~9

002

003 //struktury i funkcje kopca
004 int heap[MAX], loc[MAX], ver[MAX];
005 int heap_size = 0;
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006 int heap_top();

007 void heap_modify(int v, int x);
008 void heap_remove(int i);

009 bool heap_empty();

010

011 struct edge {

012 int v, cost;

013 edge *next;

014 %};

015

016 edge *graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych

017 int n;

018 int cost[MAX];

019

020 void dijkstra(int v)

021 {

022 edge *e;

023 int i;

024 int cur;

025

026 //inicjalizacja macierzy odlegtosct

027 for (i = 1; i <= n; ++i)

028 cost[i] = INF;

029 cost[v] = 0;

030

031 //inicjalizacja kopca

032 heap_modify(v, cost[v]);

033

034 //iteruj dopdkti istniejg nieprzetworzone % osiggalne
035 //wierzcholki; jesli mamy okreslony wierzchotek
036 //koticowy x, to mozna dopisaé while (cur != z)
037 while ('heap_empty()) {

038 cur = heap_topQ);

039 heap_remove (1) ;

040

041 for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next)
042 if (costle->v] > costl[cur] + e->cost) {
043 cost[e->v] = cost[cur] + e->cost;
044 heap_modify(e->v, costle->v]);

045 }

046 }

047 }

Ford—Bellman ~~ Dijkstra

Co sie stanie, jesli do grafu o wagach ujemnych zastosujemy algorytm Dijkstry oparty o kopiec binarny? Jesli graf
zawiera cykl ujemny, to uzyskamy petle nieskoniczona i program nie zakonczy swojego dzialania. Mozna sie przed tym
zabezpieczy¢ stosujac zliczanie liczby krawedzi na sciezce podobnie, jak w implementacji algorytmu Forda—Bellmana
na kolejce FIFO. Majac kolejke priorytetows (kopiec) zamiast kolejki prostej czas wstawienia elementu zwigksza sie
z O(1) do O(logn). Co wobec tego mozna zyskac¢?

Po pierwsze, mamy zagwarantowane zuzycie pamieci na poziomie O(n), poniewaz w przeciwieristwie do kolejki
prostej, kazda poprawa kosztu dojscia do wierzchotka jest zmieniana w miejscu. Po drugie, wybieranie za kazdym razem
najtanszego wierzchotka do przetworzenia w znaczgcej wiekszosci praktycznych przypadkow spowoduje bardzo szybkie
wyczerpanie najkrotszych sciezek lub znalezienie cyklu ujemnego. Innymi stowy, algorytm Forda—Bellmana potencjalnie
zakonczy swoje dzialanie po zdecydowanie mniejszej liczbie faz, niz zaimplementowany na bazie kolejki proste;j.

9.3 Algorytm Floyda—Warshalla

Poniewaz obliczamy najkrotsze Sciezki pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw, macierz odlegtosci zmieniamy z linio-
wej na kwadratowa. Poczatkowo ustalamy wszystkie jej pola na co, po czym poprawiamy nieskoriczono$ci w indeksach,
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ktore odpowiadaja istniejagcym w grafie krawedziom, tzn. jesli istnieje krawedz v — v o wadze w, to zapisujemy
cost[ul [vl = w. W wiekszosci przypadkéw mozna bezpiecznie przyjaé, ze dla kazdego wierzchotka v przypisujemy
cost [v] [v] 0. Taka konstrukcja jest niemal tym samym, co macierz sasiedztwa z rozdziatu 7.1.

Dalsze poprawianie macierzy odlegtosci odbywa sie poprzez kolejne relaksacje: dla kazdej Sciezki u ~> v sprawdzamy
czy nie tansze okazuje sie pokonanie drogi u ~» w, a potem w ~~ v dla pewnego wierzchotka w. Jesli tak, to poprawiamy
minimalny koszt cost[ul [v]l = cost[ul [w] + costl[w][v].

Sens algorytmu jest nastepujacy. Wykonujemy |V iteracji, polegajacych na znalezieniu najkrotszych Sciezek po-
miedzy kazda para wierzchotkéw. W k-tej iteracji obliczamy najkrétsze Sciezki, korzystajac z wierzchotkéw posrednich
o numerach od 1 do k. Tzn. jesli obliczamy najkrotsza sciezke z u do v, to posrednio mozemy przechodzi¢ tylko przez
wierzcholki o numerach nie wiekszych od k. W kolejnej iteracji dodajemy kolejny wierzchotek do dozwolonego zbioru,
co tatwo pozwala zaktualizowaé najkrotsze sciezki: skoro dodajemy nowy wezet k, to najkrotsza Sciezka od v do v albo
pozostaje bez zmian, albo pojawila sie nowa, lepsza (krotsza) $ciezka, ktora korzysta z wierzchotka k. Sprawdzamy
zatem, czy Sciezka u ~» k ~» v jest tansza od wczesniej obliczonej u ~» v nieprzechodzacej przez k (bo ten wierzchotek
nie by? jeszcze ,dozwolony”).

Dla kazdego wierzchotka posredniego w probujemy poprawié¢ koszt kazdej Sciezki pomiedzy dowolna parg wierzchol-
kow, wiec zlozonosgé obliczeniowa wynosi O(|V|3). Pamigtanie kwadratowej macierzy odleglosci wymusza zlozonogé
pamieciowa O(|V|?). Z tego powodu algorytm mozna stosowaé tylko dla dosé¢ malych grafow (kilkaset wierzchotkow,
patrz tez 7.1). Potencjalnie odstraszajaca ztozonosé obliczeniowa jest nieco rekompensowana przez bardzo maly koszt
przeprowadzenia pojedynczej operacji.

Przykladowa implementacja

Funkcja floyd_warshall oblicza kwadratows macierz odlegtosci cost dla dowolnego grafu. Algorytm uznaje, ze ma-
cierz jest zainicjalizowana adekwatnymi wagami i nie przeprowadza inicjalizacji komorek na oo. Wierzcholki grafu
indeksowane sg w zakresie [1,n].

001 int cost[MAX] [MAX];

002 int n;

003

004 int min(int a, int b)

005 {

006 if (a < b)

007 return a;

008 return b;

009 }

010

011 void relax(int u, int v, int w)
012 {

013 cost[u] [v] = min(cost[u] [v], cost[u] [w] + cost[w][v]);
014 %}

015

016 void floyd_warshall()

017 {

018 int i, j, k;

019

020 for (k = 1; k <= n; ++k)

021 for (i = 1; 1 <= n; ++i)
022 for (j = 1; j <= n; ++j)
023 relax(i, j, k);
024 %}

9.4 Najkroétsze sciezki w DAGach

Znajdowanie najkrotszych Sciezek w acyklicznych grafach skierowanych ma duzo wspdlnego z algorytmem sortowania
topologicznego. Korzystajac z przedstawionego w rozdziale 8.5 schematu obliczania rozwiazan réznych zagadnien w ta-
kich grafach mozemy analogicznie obliczy¢ najkrotsze Sciezki. W zasadzie rozwiazywaliémy tam juz niemal identyczny
problem — zamiast najkrotszych $ciezek z okreslonego miejsca szukaliSmy najdtuzszej $ciezki w calym grafie, przy czym
tam byl to graf jednostkowy, a tutaj poradzimy sobie z wazonym (zadna réznica). Tym niemniej mozna bez problemu
zastosowaé takie samo rozwiazanie.
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Oznaczmy costs(v) dlugosé najkrotszej sciezki s ~» v. Jedli nie istnieje zadna $ciezka z s do v, to przyjmujemy
costs(v) = oo. Przyjmijmy, ze dla pewnego wezla v mamy w grafie zbiér poprzednikow {u;, us,..., ux} i znamy
dla nich cost,,. Wtedy mozemy wziac takie u;, ze costs(u;) + |u; — v| jest minimalne.

Korzystajac z sortowania topologicznego mozemy znalezé w czasie liniowym odpowiedni porzadek przegladania wierz-
chotkow. Potem, gdy obliczamy najkrotsze Sciezki, kazda krawedz przegladamy dokladnie raz (relaksacja), co nie zwiek-
sza ztozonosci czasowej algorytmu.

Przykladowa implementacja

Mamy n-wierzchotkowy graf oparty o listy wskaznikowe oraz policzone uprzednio stopnie wchodzace dla kazdego wezta
(tablica indeg). Funkcja shortest_paths_dag oblicza najkrotsze $ciezki z wierzcholtka s przekazanego w argumencie
do wszystkich pozostaltych i zapisuje te wartosci do tablicy cost. Jesli nie istnieje $ciezka s ~~ v, to cost[v] = oo.
Wierzcholtki grafu przegladane sa w porzadku topologicznym. Warto zauwazy¢, ze zainicjowanie macierzy odlegtosci
dla wszystkich weztow poza s wartoscig oo automatycznie radzi sobie z wierzchotkami ,powyzej” s w grafie. Dopiero gdy
porzadek topologiczny osiagnie s (mamy cost[s] = 0), relaksacja zacznie poprawia¢ wartosci w macierzy odleglosci.

001 //kolejka

002 int Q[MAX];

003 int head = 0, tail = 0;
004 int queue_front();

005 void queue_push(int);
006 bool queue_empty();

007

008 const int INF = 1000000000; //10°9
009

010 struct edge {

011 int v, cost;

012 edge *next;

013 };

014

015 edge *graph[MAX]; //tablica list wskazZnikowych
016 int n;

017 int indeg[MAX], cost[MAX];

018

019 int min(int a, int b)

020 {

021 if (a < b)

022 return a;

023 return b;

024 }

025

026 void shortest_paths_dag(int s)

027 {

028 int i, cur;

029 for (i = 1; i <= n; ++i) {
030 cost[i] = INF;

031 if (indegli] == 0)

032 queue_push(i);

033 T

034 cost[s] = 0;

035

036 while (!queue_empty()) {

037 cur = queue_front();

038 for (e = graph[cur]; e != NULL; e = e->next) {
039 cost[e->v] = min(cost[e->v], cost[cur] + e->cost); //relaksacja
040 --indegle->v];

041 if (indegle->v] == 0)
042 queue_push(e->v);
043 }

044 }
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045 }

9.5 Konstrukcja najkrotszych Sciezek

Czasami zachodzi potrzeba poznania doktadnego uktadu najkrotszej Sciezki celem np. usuniecia jej z grafu albo podania
jako wyniku?. W tym celu wystarczy zmodyfikowaé nieco krok relaksacji: jesli macierz odleglosci zostaje poprawiona,
wtedy podmieniamy wpis w pomocniczej tablicy from, stuzacej do zapamietywania z ktérego wierzchotka poprawili-
smy Sciezke. Czyli jesli okaze sie, ze przeprowadzamy relaksacje z wierzchotka 2 i poprawiliSmy macierz odlegtosci
dla wierzchotka 5, to wtedy zapisujemy from[5] = 2. Odtworzenie Sciezki tatwo wtedy przeprowadzi¢ od wierzchotka
koncowego.

Przykladowa implementacja

Funkcja construct_path(v) zapisuje do stosu S (patrz rozdzial 5.4) §ciezke od wierzchotka koncowego v do wierz-
chotka poczatkowego. Zalozeniem algorytmu jest zainicjalizowanie tablicy from zerami, co umozliwia wykrycie dotarcia
do poczatku. Sciezka zapisywana jest w kolejnosci odwrotnej do rzeczywistego kierunku przejscia, dlatego uzyty zo-
stal stos zamiast kolejki — zdejmowanie elementoéw w sposob wlasciwy dla kolejki LIFO przywroci wlasciwy porzadek
przechodzonych wierzchotkow.

001 //stos
002 int S[MAX], height = 0;
003 void stack_push(int x);

004

005 int from[MAX];

006

007 void construct_path(int v)
008 {

009 int cur = v;

010

011 while (cur !'= 0) {
012 stack_push(cur) ;
013 cur = from[cur];
014 }

015 }

2Nikt nie powiedzial, ze tworcy zadan nie moga byé sadystami
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Ten rozdzial jest nieco bardziej teoretyczny od wczedniejszych. Raczej malo bedzie tutaj przykladowych kodéw
zrodtowych, ale przedstawiane algorytmy nie powinny sprawié¢ problemoéw implementacyjnych. Rozpatrywane tutaj gry
sg relatywnie prostymi grami bezstronnymi. W takich zadaniach na ogél nalezy sprawdzi¢, czy dla okreslonego gracza
istnieje strategia wygrywajgca, czyli taki zestaw posunieé, dzieki ktorym zawsze mozna wygraé, niezaleznie od ruchow
przeciwnika.

Zdecydowania wiekszosé rozpatrywanych gier okresla istnienie dwoch graczy, ktoérzy wykonuja ruchy naprzemiennie.
Wynika to m.in. z faktu, ze wyznaczenie strategii wygrywajacej dla gry o wiekszej liczbie graczy czesto jest niemozliwe.

Aby swobodnie porusza¢ sie w temacie, nalezy jasno okresli¢ kilka podstawowych poje¢. Pozycja przegrywajgca
to taki stan gry, w ktorym gracz, ktory ma teraz ruch albo od razu przegrywa (np. szach-mat), albo nie moze zrobié
niczego, aby zapobiec swojej przegranej w dalszej (nawet bardzo odleglej) czesci gry. Duzieki takiej definicji pozycje
wygrywajgcg mozna okreslié indukcyjnie wzgledem pozycji przegrywajacej, tzn. dana pozycja jest wygrywajaca, jesli
mozemy z niej zrobi¢ ruch na przynajmniej jedna pozycje przegrywajaca. Wtedy pozycja przegrywajaca jest taki stan
gry, z ktorego wszystkie dozwolone ruchy prowadza na pozycje wygrywajace.

Taka definicja wynika intuicyjnie z przebiegu samej gry — gracz A, ktéry gra optymalnie probuje spychaé przeciwnika
do pozycji przegrywajacej. Poniewaz pozycja przegrywajaca (jesli nie koriczy jeszcze gry) z powyzszej definicji zawsze
przemieszcza stan gry do pozycji wygrywajacej, wiec po ruchu gracza B ponownie gracz A moze wykonaé¢ ruch, ktory
zmieni stan na przegrywajacy. Dlatego wlasnie pozycja jest wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy mozna wykonaé
przynajmniej jeden ruch sprowadzajacy na pozycje przegrywajaca.

10 Gry bezstronne

W duzym uproszczeniu gry bezstronne to takie gry, w ktérych kazdy z graczy moze wykonywaé ten sam zestaw ruchow
i po wykonaniu posuniecia przez okreslonego gracza nie mozna rozpoznaé¢ kto dokonal zmiany stanu gry. Go, szachy ani
warcaby nie sg grami bezstronnymi, poniewaz jeden gracz kontroluje tylko czarne kamienie (figury), drugi tylko biale,
wiec po kazdym ruchu wida¢ ktory z graczy zadziatal.

Aby sprawdzi¢ ktore pozycje sa wygrywajace wystarczy skorzystaé z definicji i przeszukaé stany gry ,,od korica”.
Dla kazdej pozycji przegrywajacej (poczatkowo wiemy, ze przegrywajacy jest tylko sam koniec gry) badamy, z jakich
innych pozycji mozemy osiagnaé¢ ten stan w jednym ruchu i wtlasnie te stany oznaczamy jako wygrywajace (poniewaz
z nich mozemy zrzucié¢ przeciwnika do przegrywajacej, jak w definicji).

10.1 Przyklad — gra Fibonacciego

Dany jest ciag znakéw ’a’ i 'b’ o okreslonej dlugosci n. Dwoch graczy na przemian odcina po jednym stowie Fibonacciego
z prawej strony ciaggu. Przegrywa gracz, ktory nie moze wykona¢ ruchu. Czy gracz rozpoczynajacy gre ma strategie
wygrywajaca dla okreslonego na wejsciu ciagu?

Stowa Fibonacciego okreslamy podobnie do liczb Fibonacciego:

e Si=a
e So=b
e S3=5+S5,=ab
o Sy =52+ 53 = bab
o ...
Czyli np. dla danego ciagu abababab mozemy odciac:
e S5 otrzymujac abababa
e S3 otrzymujac ababab

e S, otrzymujac ababa

87
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Tablica 10.1: Sprawdzanie pozycji wygrywajacych w grze Fibonnaciego. Jak widaé¢ gracz rozpoczynajacy nie ma strategii
wWygrywajace;j.

Jak tatwo zauwazyé jedyna koncows pozycja przegrywajaca jest pusty ciag. Pozycji konicowych mogloby byé wiecej,
gdyby niektore ze stow Fibonacciego nie byty dostepne, np. brak S; uniemozliwitby ruch w ciagu sktadajacym sie tylko
ze znakow a.

Poczatkowo wszystkie niekoricowe stany gry oznaczamy jako przegrywajace. Takich stanéw mamy dokladnie tyle,
ile wynosi dlugosé¢ zadanego ciagu. Wynika to wprost z warunkéw gry — odcinaé¢ mozna stowa tylko z prawej strony
ciagu, wiec stan o numerze ¢ bedzie oznaczal podciag sktadajacy sie z pierwszych i znakéw ciggu wejsciowego; wtedy
stan 0 oznacza podciag pusty, a stan n to ciag wejsciowy przed dokonaniem jakichkolwiek ruchéw.

Aby stwierdzi¢, czy gracz rozpoczynajacy zawsze moze wygraé, nalezy dowiedzieé¢ sie czy stan n jest pozycja wy-
grywajaca. Algorytm rozwigzujacy ten problem przebiega wszystkie stany gry od 0 do n — 1 wykonujac nastepujace
operacje:

1. jesli aktualny stan jest wygrywajacy, nie rob niczego;

2. w przeciwnym wypadku oznacz wszystkie stany, z ktorych mozna osiggnaé¢ stan aktualny w jednym ruchu jako
wygrywajace.

Przebieg algorytmu dla przykladowego ciagu znajduje sie w tab. 10.1. Pelne drzewo gry (wszystkie mozliwe ruchy)
pokazane jest na rys. 10.1. Warto zauwazy¢, ze pozycja raz oznaczona jako wygrana nie zmieni nigdy swojego stanu,
wiec mozna przerwa¢ dziatanie algorytmu w momencie wyliczenia wygrywajacego stanu koiicowego.

10.2 Wiele gier jednocze$nie

Na stole znajduje sie pewna liczba kamieni pogrupowanych w stosy. Stosy moga sie od siebie bardzo rézni¢ licznoscia.
Legalny ruch polega na wybraniu niepustego stosu i zabraniu z niego dowolnej (ale koniecznie niezerowej) liczby kamieni.
Przegrywa ten gracz, ktéry nie moze wykonaé legalnego ruchu — na zadnym ze stosé6w nie ma kamieni do zabrania.
Niektorzy zapewne poznaja powyzszy opis — jest to gra Nim. Na jej podstawie przedstawie ogdlny schemat spraw-
dzania istnienia strategii wygrywajacej dla wielu gier jednoczesnie. Dlaczego dla wielu? Poniewaz kazdy stos kamieni
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Rysunek 10.1: Pelne drzewo przyktadowej gry Fibonnaciego.

89



ROZDZIAL 10. GRY BEZSTRONNE 90

and | 0 | 1 or |01 xor | 0|1
0 0|0 001 0 0|1
1 01 11111 1 1]0

Tablica 10.2: Schemat dzialania alternatywy wykluczajacej, poréwnanie z innymi operacjami logicznymi.

rozpatrujemy jako oddzielna gre, ktérych dopiero potaczenie na pewnych Scisle okreslonych zasadach da pelna informacje
o istnieniu (lub nie) strategii wygrywajacej dla calej gry.

Zacznijmy od trywialnych przypadkow. Jesli w grze istnieje doktadnie jeden stos o dowolnej licznosci n, to gracz
rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca — po prostu zabiera wszystkie kamienie. Jesli gra sklada si¢ z dokladnie
dwodch stosow o takich samych licznosciach, to wtedy gracz rozpoczynajacy nie ma strategii wygrywajacej. Strategia
gracza drugiego polega wtedy na kopiowaniu ruchéw przeciwnika. Predzej czy pdzniej jeden ze stoséw wyzeruje sie,
wtedy gracz drugi takze wyzeruje pozostaly stos i gracz pierwszy przegrywa.

Doktadnie odwrotny przebieg gry zachodzi dla dwoch stoséw o roznych licznosciach. Pierwszy gracz zabiera tyle
kamieni z liczniejszego stosu, aby wyréwnaé ich stan i mamy doktadnie taka sytuacje jak wyzej.

Pozornie niczego nam to nie daje, bo ,zadaniowa” gra odbywa sie czesto na setkach tysiecy stoséw jednoczesnie.
Na szczescie dwaj panowie, Sprague i Grundy, opracowali (niezaleznie od siebie) pewna metode ,wyliczania” gier bez-
stronnych.

Kazda gre bezstronng (takze taka pojedyncza, jak np. stos kamieni w grze Nim) mozna przedstawic za pomoca pewnej
liczby naturalnej, nazywanej dalej nimber. Nimber dwoch gier bezstronnych réwna sie operacji bitowej zor (oznaczanej
dalej symbolem @) na ich nimberach, tzn. niech Ni, Ny beda nimberami pewnych podgier. Jesli chcemy policzy¢
nimber calej gry, to obliczamy N; @ Na. Nimbery pozycji przegrywajacych (w tym stanéw koricowych) sa rowne 0.

Male przypomnienie z elementarnej logiki: @, czyli alternatywa wykluczajaca (albo—albo) pomiedzy dwoma warto-
Sciami logicznymi zwraca prawde tylko wtedy, gdy doktadnie jedna z nich jest prawdziwa (patrz tabela 10.2). W naszym
przypadku nie chodzi o operacje zwracajaca warto$é logiczng (prawda—falsz), ale o operacje bitowa dzialajaca na licz-
bach catkowitych w systemie dwojkowym. Przyklad dziatania w tab. 10.3.

Kilka wlasciwosci alternatywy wykluczajacej:
e abb=bBa
e (a®b)dc=ad(bDc)
e adPa=0
e ab0=a

7 powyzszych rownan wprost wynika, ze jesli chcemy obliczy¢ nimber calej gry poprzez xorowanie nimberéw jej sktado-
wych, to kolejno$¢ wykonywania dzialan jest calkowicie nieistotna.

Na razie wiemy jak sktada¢ mniejsze gry w wieksze, ale jeszcze nie potrafimy oblicza¢ nimberdéw dla mniejszych gier.
Zacznijmy od definicji pewnej przydatnej funkeji:

mex(X) = min{z: x ¢ X}

gdzie X jest pewnym skoniczonym zbiorem liczb naturalnych. Mniej formalnie: funkcja mex (minimal excluded) uzyta
na pewnym zbiorze zwrdci najmniejszy element nie wystepujacy w nim. Zastosowanie do zbioru pustego zwraca
w wyniku zero. Jak zwykle kilka przyktadéw:

e X ={0,1, 3} mex(X)=2
o X ={1, 3,4} mex(X)=0
e X={0,1,2,3,4} mex(X)=5

Jeszcze jedna kluczowa definicja: wezmy sobie pewien stan gry G, a stany osiggalne ze stanu G to zbior stanow gier
{G},GY,...,G!}, do ktorych mozna trafic wykonujac dokladnie jeden legalny ruch w grze. Przy zalozeniu, ze pozycja
konicowa w grze ma nimber réwny 0, to nimber dowolnego niekoiicowego stanu gry wyraza sie wzorem

nimber(G) = mex({nimber(G}), nimber(GS), ..., nimber(G})})

Wroémy do gry Nim, rozpatrujac nimbery pojedynczej sterty kamieni. Istnieje tylko jedna pozycja koncowa Gy (stos
pusty), ktorej nimber ustawiamy na 0. Wezmy sobie stos kamieni o pewnej licznosci n > 1. Poniewaz mozna wzia¢
dowolng liczbe kamieni z jednego stosu, to mozemy osiagnaé¢ kazdy stan ,wcze$niejszy”. Czyli:

o nimber(Gp) =0
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1 1 0 0
Xor 1 0 1
1 0 0 1

Tablica 10.3: 125 =9

o nimber(G1) = mex({nimber(Gp)}) = mex({0}) =1

o nimber(Gs) = mex({nimber(Gy), nimber(G1)}) = mex({0, 1}) =2
o nimber(Gs) = ... =mex({0, 1, 2}) =3

o nimber(Gp) =...=mex({0,1,2,...,n—1})=n

Jak wida¢ nimber kazdego stosu réwna sie jego licznosci, wiec nimber calej gry to zor po licznosciach stoséw. Pozostaje
jeszcze poznaé kiedy istnieje strategia wygrywajaca, ale tak naprawde juz to wiemy:

Twierdzenie. W grze bezstronnej G istnieje strategia wygrywajgca <= nimber(G) # 0.

Procedura obliczania nimberéw za pomocy funkcji mex oraz skladanie mniejszych gier w wigksze poprzez @ sa tak
zdefiniowane, aby kazdy ruch ze stanu przegrywajacego (nimber = 0) powodowal przejscie do stanu wygrywajacego
(nimber > 0) oraz zeby z dowolnego stanu wygrywajacego dalo sie wykonaé ruch do stanu przegrywajacego (czyli
wyzerowaé nimber). Jest to uogdlnienie zasady o stanach wygrywajacych i przegrywajacych, podanej na poczatku
rozdziatu.

Uzycie operacji zor mozna uzasadni¢ w ten sposob: jesli jesteSmy w stanie o zerowym nimberze, to jakiegokolwiek
ruchu by$my nie wykonali, zawsze zmienimy przynajmniej jeden bit w sumie wszystkich gier, czyli przemiescimy sie
z nimbera zerowego do niezerowego. Zarazem wtedy mozemy zrobi¢ ruch w taki sposéb, aby sprowadzi¢ przeciwnika
z powrotem do nimbera zerowego. Dociekliwi Czytelnicy bez problemu znajda doktadny dowdd tego stwierdzenia
w literaturze.

Sprobujmy teraz odrobine zmieni¢ zasady. Zmodyfikujmy gre Nim nakladajac pewne ograniczenia na dozwolona
liczbe zabieranych w jednym ruchu kamieni. Teraz zrobmy tak, ze w jednym ruchu mozna wziaé¢ co najwyzej k kamieni.
Dla przyktadu wezmy k = 3. Rozklad nimberéw dla poszczegdlnych stanéw gry przebiega nastepujaco:

o nimber(Go) =0

o nimber(Gy) = mex({nimber(Go)}) = mex({0}) = 1

o nimber(Gs) = mex({nimber(Gy), nimber(G1)}) = mex({0, 1}) = 2
o nimber(Gs) = ... = mex({0, 1, 2}) =

o nimber(Gy) = ... =mex({1, 2, 3}) =0

o nimber(Gs) = ... = mex({0, 2, 3}) = 1

o nimber(Gg) = ... = mex({0, 1, 3}) = 2

o nimber(G7) = ... =mex({0, 1, 2}) = 3

o nimber(Gs) = ... =mex({1, 2, 3}) = 0

Ograniczenie spowodowalo, ze dla kazdej gry G,, n > 3 jej zbior stanéw osiagalnych zamyka sie w trzech innych:
{Gn-3, Gn—2, Gp_1}. Efekt: widoczna powyzej cykliczna powtarzalnosé nimberéw i w konsekwencji banalny sposob
obliczania ich wartosci:

nimber(G,) = n mod 4

Lub bardziej ogoélnie, dla dowolnego k
nimber(G,) = n mod (k + 1)

To jeszcze tez byto proste. Powiedzmy, ze teraz mozemy braé tylko liczby pierwsze: 2 kamienie, 3 kamienie, 5 kamieni
itd. Najbardziej widoczng konsekwencja jest rozszerzenie zbioru stanéw przegrywajacych — nie mozna wziaé¢ doktadnie
jednego kamienia, wiec stan G takze staje si¢ koricowym. Czyli:
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n H 0 1
nimber(Gr,) [[ 0 0

2 3 4 5 6 7
11 2 2 3 3

Tablica 10.4: Gra Nim na liczbach pierwszych.

nimber(Gy) = 0

= mex({nimber(Go)}) = mex({0}) = 1

= mex({nimber(Gy), nimber(G1)}) = mex({0}) = 1

= mex({nimber(G), nimber(Gs)}) = mex({0, 1}) = 2

To juz nie jest tak proste. Z powodu bardzo specyficznego dozwolonego zbioru ruchéw nie jest znana regularnosé (chociaz
na pierwszy rzut oka moze sie¢ wydawaé co$ innego, patrz tab. 10.4) pozwalajaca na liczenie nimberéw stosow kamieni
w czasie stalym, tak jak mozna bylo w powyzszych przypadkach. Skonstruowana w ten sposob gra Nim wymusza
,sitowe” obliczanie nimberéw, bez zadnych szczegdlnie sprytnych kruczkéw pozwalajacych na pojécie skrotem.

10.3 Rozbijanie gier na mniejsze

Rozpatrzmy wariant gry Nim, w ktérej legalnym ruchem jest rozbicie stosu kamieni na dwa niepuste stosy'. Z tego
oczywiscie wynika, ze stan G7 jest przegrywajacy i Go wygrywajacy. G3 jest przegrywajacy, bo rozbija sie na wygry-
wajacy stos Gy oraz stos G, z ktorym niczego nie da sie zrobi¢. Mozna jeszcze na palcach rozwazyé kilka gier, np. G4
jest wygrywajace, bo mozemy zrobié¢ rozbicie na dwie gry G3. Dwie takie same gry przypominaja sytuacje o dwoch
jednakowo licznych stosach kamieni z poczatku rozdzialu — jeden z graczy kopiuje ruchy drugiego az do korica gry.

Takie rozwazania jednak bardzo szybko stang sie trudne do kontynuowania ze wzgledu na szybko rosnacy rozmiar
drzewa gry. W dodatku co sie bedzie dziato, jesli skomplikujemy odrobine zasady gry, na przykitad zazadamy, aby
legalnym ruchem byto rozbicie wybranego stosu kamieni na pie¢ réznolicznych stoséw? Potrzebujemy sensownie prostego
mechanizmu wyliczania nimberéw dla takich gier.

W naszym przypadku jeden ruch polega na usunieciu wybranej gry i wstawieniu na jej miejscu dwoéch mniejszych
gier. One zupelnie niezaleznie od siebie moga rozbijaé sie na kolejne, gwaltownie zwiekszajac liczbe indywidualnych
gier, z ktorymi mamy do czynienia. Aby nie mnozy¢ bytéw ponad potrzebe, chcielibySmy policzy¢é nimbery dla stosow
kamieni w jakis sensownie unikajacy zbyt wielu ,rozbi¢” sposob.

Tak naprawde mamy juz wszystkie narzedzia, aby poradzi¢ sobie z wyliczaniem nimberéw dla rozpadajacych sie gier.
Zalozmy, ze mamy gre G, ktora rozbijamy w jednym ruchu na zbior gier {G}, G5,..., G}.}. Z poprzedniego rozdziatu
wiadomo, ze nimber ,duzej” gry skladajacej sie z wielu malych jest réwny xorowi nimberéw matlych gier. Mozemy zatem
uznaé, ze nowopowstaly zbior gier jest jedna duza gra H i obliczy¢ jej nimber:

nimber(H) = nimber(G}) & nimber(GY) & . .. ® nimber(G?,)

Zatem o ile znamy juz nimbery tych mniejszych gier, mozemy obliczy¢ nimber wyjsciowej gry G (w standardowej drodze
uzycia funkcji mex do zbioru nimberéw stanow gier osiagalnych z G).

Na rysunku 10.2 doktadnie pokazano proces obliczania nimberéw dla stoséw kamieni o coraz wiekszych licznosciach.
Na podstawie tych kilku przyktadéw moze sie wydawaé, ze nimber w tej grze jest zawsze 1 dla stoséw o parzystej liczbie
kamieni i zawsze 0 dla stos6w o nieparzystej kamieni, mozna sie jednak tatwo przekonaé o nieprawdziwosci tej tezy,
obliczajac nimber dla gry o 9 kamieniach.

Zadanie zwigzane bezposrednio z idea rozbijania gier pojawilo si¢ na I etapie VII Olimpiady Informatycznej i nazy-
walo sie Paski.

10.4 Schodkowy Nim

Tym razem stosy kamieni ustawione sa na schodkach ponumerowanych od 1 do pewnej liczby n. Niektére schodki
moga by¢ puste. Ruch polega na wybraniu schodka k z niezerowa liczbg kamieni oraz przeniesieniu wybranej ich liczby
na schodek k — 1. Kamienie zabrane ze schodka pierwszego wypadaja z gry. Standardowo gracz, ktéry nie moze zrobic¢
ruchu, przegrywa. Zeby nie skatowaé do reszty wlasnej klawiatury i cierpliwosci Czytelnika, od teraz ,schodek i-ty” bede
w skrocie oznaczal S;.

Na pierwszy rzut oka nie bardzo wiadomo jak analizowa¢ taka gre. Wida¢ oczywiscie, ze gra, w ktoérej wszystkie
kamienie znajduja sie na S jest wygrana gracza rozpoczynajacego (gracza A), ktory po prostu usunie w jednym ruchu

1Jest to gra bardzo podobna do gry Grundy’ego, w ktérej istnieje dodatkowe wymaganie, aby nowe stosy byly réznoliczne.
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Rysunek 10.2: Rozbijanie stoséw kamieni.

wszystkie kamienie z gry. Natomiast jesli wszystkie kamienie sa w So, to A zawsze przegra — kazdy jego ruch bedzie
polegal na przeniesieniu pewnej liczby kamieni z So do Sp, co z kolei bedzie kontrowane przez gracza drugiego (gracza
B) przeniesieniem wszystkich kamieni (czyli tak naprawde tej samej liczby, ile przemiescil pierwszy gracz) z S; do Sp.

Co ciekawe, analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla dowolnego S;: jesli i jest nieparzyste, to A zawsze
wygrywa. Optymalna strategia gracza A bedzie polegala na przeniesieniu wszystkich kamieni o stopien nizej. Jesli B
w swoim ruchu przetozy wszystkie kamienie z S;_; do S;_2, to mamy tak naprawde sytuacje wyjsciowa, przemieszczona
dwa stopnie nizej. Jesli natomiast B przetozy jedynie czesé kamieni, to my od razu ten nowopowstaly stos przemiesz-
czamy znowu w calodci na stopien ponizej. Zauwazmy pewng ciekawa prawidlowosé: kazdy ruch gracza A doprowadza
do stanu, w ktérym wszystkie kamienie znajduja sie¢ na stopniach o parzystym numerze. Wtedy B musi przynajmniej
jeden kamienl przemiesci¢ do stopnia o numerze nieparzystym i koto sie zamyka.

Powyzsza regula radzenia sobie z pojedynczym stosem wystarczy na dokonanie gwaltownego skoku z gry o jednym
stosie do gier o wielu stosach. Stosy umieszczone na schodkach o numerach parzystych sa catkowicie nieistotne — kazdy
ruch przemieszczajacy pewng liczbe kamieni z Ss; do S3;—1 mozemy natychmiast skontrowaé przemieszczajac tyle samo
kamieni z S3;—1 do S3;_2. Mozemy zatem sprowadzi¢ schodkows wersje Nim do zwyklego Nim, biorac jedynie stosy
kamieni znajdujace sie na stopniach o nieparzystych numerach i zapominajac o wszystkich pozostatych.

Zasada schodkowego Nim pojawia sie czasami w malto spodziewanych miejscach. Na przyktad w zadaniu Kamyk:
z I etapu XVI Olimpiady Informatycznej dosc wyraznie widaé co sie §wieci, ale w bardzo ciekawym zadaniu Gra z I etapu
XI Olimpiady Informatycznej juz zdecydowanie mniej.

10.5 Wiecej niz jeden ruch

Rozwazmy teraz wariacje Nim, w ktérej mozemy zabraé¢ dowolng liczbe kamieni z co najwyzej k réznych stosow
(ale zawsze musimy z przynajmniej jednego). Jest to odmiana wymyslona i przeanalizowana przez Eliakima Moore’a,
przez co nazywana jest czesto Nimem Moore’a. Alternatywnie mozna przedstawic reguly jako ,kazdy gracz moze wykonaé
co najwyzej k pojedynczych ruchoéw” — takie przedstawienie problemu moze by¢ przydatne w przypadku mieszania ze soba
roznych gier.

Bedziemy potrzebowali pewnego uogoélnienia operacji 6. Do tej pory uznawaliémy xor za operacje logiczna albo-
albo, ktora stosowalismy do bitow liczb binarnych, otrzymujac w ten sposéb inne liczby. Mozna jednak dokonaé definicji
w efekcie rownowaznej: @ jest operacja, dodawania bez przeniesienia w bazie dwdjkowej. Tzn. jesli xorujemy kilka
liczb, to zapisujemy je jako binarne ciagi i dodajemy szkolna metoda ,w stupku” z jedyna r6znica w postaci pominiecia
przeniesienia ,przekreconych” wartosci bitowych (tab. 10.5). Okreslmy zatem dzialanie @, jako operacje bitowego
dodawania bez przeniesienia w bazie n — wedle tej notacji do tej pory uzywaliSmy operacji Ba.
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1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1
+ 11 0 1 @ 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0 0 1

Tablica 10.5: 94 5+ 13 = 27 (przeniesienie zaznaczone na czerwono u gory), 9@ 5@ 13 =1

Chcemy nieformalnie pokazaé, ze w grze, w ktorej mozemy zabra¢ dowolna liczbe kamieni z co najwyzej k stoséw
(w kazdym stosie niezaleznie od pozostalych) stan G = {G1, Ga, ..., G} jest przegrywajacy wtedy i tylko wtedy, gdy
nimber(G1) ®pnimber(Gz) @y . . .®rnimber(G,) = 0. Dosé tatwo zauwazy¢, ze bedac w niekoricowym stanie o nimberze
rownym 0 dowolny ruch przemieszcza nas do stanu o nimberze niezerowym. Wynika to z obliczania nimberéw za pomoca
@y, oraz ograniczenia na liczbe ruchéw, ktére mozna wykonaé: mozemy zmieni¢ kazdy bit co najwyzej k — 1 razy, co nie
wystarczy, aby ten bit przemiesci¢ ze stanu réwnego 0 do stanu niezerowego i z powrotem.

Pozbywajac sie wszelkich hamulcéow moralnych dotyczacych braku formalizmu w powyzszym uzasadnieniu, mozna
zamachaé¢ rekoma, ze korzystajac z analogicznego argumentu zawsze ze stanu gry o niezerowym nimberze mozna przejsé
do stanu o zerowym. Widaé bowiem, ze warto$é kazdego ,bitu” o podstawie k rézna od zera moze zostaé¢ sprowadzona
do wartosci zerowej droga co najwyzej k — 1 modyfikacji tego ,.bitu”.

10.6 Gry z remisami

Do tej pory zajmowaliSmy sie wylacznie grami, ktére z kazdym ruchem zblizaly sie do nieuchronnego konca. Stany
gry i przej$cia miedzy nimi mialy posta¢ drzewa albo acyklicznego grafu skierowanego, stad tatwo bylo obliczy¢ nimber
kazdego stanu (np. w kolejnosci topologicznej). Rozpatrzmy teraz gre, w ktorej graf przejs¢ pomiedzy jej stanami
moze zawiera¢ cykle. Dokladniej okreslimy gre nastepujaco: mamy graf skierowany G = (V, E), w ktorym znajduje sie
przynajmniej jeden wierzchotek koncowy, tzn. taki, z ktorego nie wychodza zadne krawedzie. W niektorych weztach
grafu znajduja sie pionki. Dwoch graczy na przemian wybiera jeden pionek i przesuwa go o jedng krawedz. Przegrywa
gracz, ktory nie moze wykonaé zadnego ruchu.

O ile wczesniej gra zawsze dobiegata korica, tutaj wcale tak by¢ nie musi. Przypu$émy, ze w grze mamy dokladnie
jeden pionek, ktéry znajduje sie na pewnym cyklu. W dodatku cykl ten jest tak umiejscowiony wzgledem reszty
grafu i wierzcholkéw koncowych, ze wyjscie pionkiem poza cykl powoduje pewna przegrana. Wtedy zadnemu graczowi
nie oplaca sie doprowadza¢ do korica gry — trwa ona w nieskoriczonos¢ i méwimy, ze wynikiem jest remis.

Sprobujmy policzyé nimber dla kazdego wierzchotka grafu. By¢ moze, ze wzgledu na cykle, nie uda nam sie tego
dokonaé. Jesli jednak uda sie to przynajmniej dla wierzchotkéw, w ktorych znajduja sie pionki, to potrafimy takze
obliczyé¢ nimber calej gry, a zatem umiemy odpowiedzieé¢ na pytanie dotyczace wyniku rozgrywki przy zalozeniu opty-
malnej strategii obu graczy. Przechodzac w odwréconym porzadku topologicznym policzymy bez problemu nimbery
dla wierzchotkow ,tatwych”, tzn. nie wystepujacych na zadnym cyklu. Dla pozostatych wierzchotkow (nazwiemy je nie-
oznaczonymi) przyjmijmy umownie, ze ich nimber jest rowny nieskoriczonosci. Zastosujemy tzw. regute Smitha:

1. Wybieramy wezel v taki, ze nimber(v) = oco. Wezmy zbiér nastepnikéw v i podzielmy go na dwa podzbiory:
do zbioru N (v) wrzucimy takie wezlty u ze nimber(u) # oo, natomiast do N (v) wrzucimy takie u, ze nimber (u) =
oo (czyli wszystkie pozostale).

2. Obliczamy wartos¢ M = mex(N(v)). Jesli N(v) jest pusty, to oczywiscie M = 0.

3. Jesli dla kazdego wierzchotka u € Ny (v) istnieje krawedz u — w do takiego wezta w, ze nimber(w) = M,
to wtedy mozemy bezpiecznie ustali¢ nimber(v) = M. Wynika to z faktu, ze jesli wszystkie wierzcholki nalezace
do N (v) maja sasiada o nimberze rownym M, to zaden z tych wierzchotkéw nie moze mie¢ nimbera M, a zatem
pierwszym nimberem nienalezacym do zbioru nastepnikow v bedzie wlasnie M. Czyli z definicji funkcji mex wynika
nimber(v) = M.

Przyktad zastosowania powyzszego rozumowania mozna zobaczyé na rysynku 10.3. W pierwszym grafie udaje sie dwu-
krotnie zastosowa¢ regute Smitha do obliczenia nimberéw wszystkich wierzchotkow lezacych na cyklu. W drugim grafie
mozna zastosowaé regule Smitha tylko raz. Pozostalte wierzchotki nieoznaczone maja po jednym oznaczonym nastepniku
z nimberem rownym 0 (czyli warto§¢ mex dla nich wynosi 1) i zarazem nie posiadaja nieoznaczonego nastepnika, ktory
mialby sasiada o nimberze 1.

Majac obliczone wartosci nimber dla mozliwie najwiekszego zbioru wierzchotkéw grafu, mozemy przystapi¢ do roz-
wiazania poczatkowego problemu: czy dla danego rozstawienia pionkéw w grafie gracz rozpoczynajacy ma strategie
wygrywajaca? Musimy rozpatrzy¢ kilka przypadkow:

1. Wszystkie pionki znajduja sie w wierzchotkach, dla ktorych dato sie policzyé ich nimbery. Sytuacja ta nie rézni sie
niczym od gry bez cykli — obliczamy standardowo xor nimberéw i sprawdzamy czy wynik jest niezerowy.
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Rysunek 10.3: Wizualizacja reguly Smitha.

2. Doktadnie jeden pionek znajduje si¢ na polu nieoznaczonym v. Oznaczmy nimbery wierzchotkdéw, na ktorych stoja

pozostate pionki przez mi, ng, ..., ng. Niech N = n; & ny & ... ® ng. Jedli istnieje krawedz z v do takiego
wierzchotka u, ze N @ nimber(u) = 0, to mamy strategie wygrywajaca — ta krawedz oznacza ruch, ktéry nalezy
wykonaé.

3. Doktadnie jeden pionek znajduje si¢ na polu nieoznaczonym, lecz bez wygrywajacego ruchu. Wtedy mamy remis,
bowiem graczowi rozpoczynajacemu nie oplaca si¢ opuszczaé cyklu. Nawet jesli pozostale pionki (o ile istnieja)
zostana w toku gry przemieszczone do pozycji konicowej, to zostanie ten jeden pionek, ktérym zadnemu z graczy
nie bedzie oplacalo si¢ przerwaé cyklu. Gra zatem trwaé bedzie w nieskonczonosé.

4. Wiecej niz jeden pionek znajduje sie na polu nieoznaczonym. Wtedy tez mamy remis, z powoddéw analogicznych
do wymienionych powyzej.
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