EGZAMIN Z UKEADOW DYNAMICZNYCH, 24—27 CZERWCA 2023

Mozna korzystac¢ ze wszystkich dostepnych zrédel, w tym- oczywiscie- z nota-
tek z wykladu i z éwiczen. Uwaga: rozwigzanie o tresci ”robiliSmy takie/podobne
zadanie na éwiczeniach” nie jest wystarczajace.(!) Nalezy podaé pelne uzasadnie-
nie.

Zadan jest sporo, ale wszystkie poza jednym sa bardzo podobne do tego co
przerabialiSmy na éwiczeniach. Prosze o przestanie rozwigzan (moga by¢ skany
recznie zapisanych rozwigzan) do 27 czerwca, godz. 21.

Zadanie 1 (zadanie o homeomorfizmach okregu, wykorzystujace liczbe obrotu).

Wykazaé¢ ze przeksztalcenie przyporzadkowujace homeomorfizmowi okregu jego liczbe ob-
rotu jest ciggle w topologii C°. Dokladniej: W przestrzeni homeomorfizméw okregu zachowu-
jacych orientacje mamy metryke:

d(f,g) = inf{||F — G||«, gdzie F — podniesienie f, G — podniesienie g}
Nalezy wykazaé ciagtosé funkeji f +— p(f) w tej metryce.

Zadanie 2 (zadanie o sprzezeniu topologicznym w wymiarze 1).
Ustalmy n € N.

(1) Znalezé orbity okresowe i podaé liczby obrotu dla homeomorfizméw okregu f. oraz g.
danych (w podniesieniu) wzorami

1
F.(X) =X +esin(2mnX), G(X) =X+ — + esin(2mnX),
n

gdzie 0 < e < ﬁ

(2) Wykazaé¢ ze dla dowolnych e1,e5 € (0, 5) przeksztalcenia f.,, f., sa topologicznie
sprzezone.

(3) Wykaza¢ ze dla dowolnych 1,5 € (0, ﬁ) przeksztatcenia g.,, g., sa topologicznie
Sprzezone.

Zadanie 3 (r6zne topologiczne opisy ”chaosu”). jedno zadanie zwiazane z pojeciami: topo-
logiczna tranzytywnos¢, topologiczne mieszanie, topologiczna ekspansywnos¢, chaos w sensie
Devaney’ego ( zadanie moze odwolywaé sie do przyktadow, ktére pojawily sie na wyktadzie.

Robert Devaney wprowadzit nastepujaca definicje chaosu: Niech X bedzie przestrzenia

metryczng. Przeksztatcenie f: X — X nazywamy chaotycznym jesli
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e punkty okresowe dla f sa gestym podzbiorem X,
o f: X — X jest topologicznie tranzytywne
e f ma wlasno$¢ wrazliwosci na warunk: poczgtkowe

(uwaga: potem okazalo sie ze ta trzecia whasno$¢ wynika z dwdch pozostatych)

Przypomnienie:

Niech X, d bedzie przestrzeniag metryczng. Moéwimy ze przeksztatcenie f : X — X ma
wlasnosé wrazliwosci na warunki poczgtkowe (sensitive dependence on initial conditions), jesli
istnieje 6 > 0 takie, ze dla kazdego € > 0 i dla kazdego = € X istnieje y € X takie, ze
d(xz,y) <eid(f*(z), f*(y)) > o0 dla pewnego n > 0.

Moéwimy ze przeksztatcenie f jest topologicznie tranzytywne, jesli dla dowolnych niepustych
podzbioréw otwartych U,V C X istnieje n > 0 takie, ze f"(U) NV # 0.

(1) Niech f: M — M bedzie przeksztalceniem okreslonym na pelnym torusie M, definiu-
jacym solenoid. Niech A bedzie podzbiorem niezmienniczym opisanym w konstrukeji
solenoidu. Sprawdzi¢ ze f: A — A jest przeksztatceniem chaotycznym w sensie Deva-
ny’ego.

(2) Przeksztalcenie liniowe R? wyznaczone przez macierz
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wyznacza homeomorfizm f4 torusa T? taki ze fyom(X,Y) =m0 A(X,Y). Sprawdzi¢
ze przeksztalcenie Ty : T? — T? jest chaotyczne w sensie Devany’ego.

Zadanie 4 (zadanie o przeksztalceniach zachowujacych miare). [Przeksztatcenie piekarza]
Rozwazamy kwadrat X = [0,1]? z miara Lebesgue’a, okreslona na o-ciele zbioréw borelow-
skich. Definiujemy przeksztatcenie T': X — X wzorem

(27, 39) dlaz €0, 3), y €[0,1]
(20 —1,3y+3) dlazel3,1], yel(0,1]

T(x,y)z{

Wykazaé, ze T zachowuje (dwuwymiarowa) miare Lebesgue’a na kwadracie X. Poszukaé
gestych orbit.

Zadanie 5 (zadanie-niespodzianka).
Zalozenia Rozpatrujemy przeksztalcenie, od ktérego rozpoczat sie wyktad: R, : St — S1,

R”(Z) _ 62771’0427



gdzie o ¢ (). Wezmy drugie przeksztalcenie tego typu
Ry(z) = ¥,

gdzie 5 ¢ Q.
Zatozmy dodatkowo ze a — 3 ¢ Q.

Z tymi dwoma przeksztatceniami mozna zwiazaé¢ blgdzenie losowe na okregu:

Ustalmy p € (0,1); niech ¢ = 1 — p. Bladzenie losowe (laficuch Markowa) na okregu jest
zdefiniowane nastepujaco: Niech x € S!. Z prawdopodobienistwem p wybieramy R, i punkt z
przesuwamy do R, (z) (czyli obracamy o kat 2w« ), z prawdopodobiefistwem ¢ wybieramy Rg
i punkt x przesuwamy do Rg(z) (czyli obracamy o kat 27[3).

7 tym tancuchem sg zwigzane dwa operatory:
(1) operator L na funkcjach ¢ : S* — C, ktéry ma postacé:

L(p)(x) = pp(Ra(2)) + pp(Rs(r)),

czyli - w réwnowaznym zapisie:

L(p)=p-poRs+q-poRs
(2) operator P dzialajacy w przestrzeni borelowskich miar probabilistycznych na S

P(1)(A) = pu(R," (A)) + qu(R5'(A)).

Miara stacjonarna dla tancucha Markowa to taka miara borelowska probabilistyczna p na
St, ze dla kazdego zbioru borelowskiego A mamy

u(A) = pu(R; ' (A)) + qu(R5' (A)),
czyli taka miara dla ktorej

Pu) = p.

(1) Sprawdzi¢ ze unormowana miara Lebesgue’ a A jest miarg stacjonarna.
(2) Oznaczmy przez L™ n-ta iteracje operatora L.

Ustalmy M € Z, M # 0 iniech ¢ : S* — C, p(z) = 2M
Wykazaé ze
L' (p) =0

gdy n — o0 oraz ze zbieznos¢ jest eksponencjalna to znaczy
L7 ()]0 < €7
dla pewnej staltej ¢ (zaleznej od M).



(3) Korzystajac z punktu (2) oraz z gestosci wielomianéw trygonometrycznych w prze-
strzeni funkcji ciggltych na S' o wartodciach rzeczywistych, wykazaé ze dla kazdej
funkcji ciggtej f : S — R mamy

() = [ fax

(gdzie A jest unormowana miara Lebesgue’a).
(4) [dodatkowe pytanie] przedyskutowaé istotnosé zaltozen.



