Egramin, Wstep do RRCz, semestr letni 2023/24. Wesgdzie ponizej U jest zbiorem ogrondczonym, otwartym
gladkim brezegu. Zoadania 2-6 po 10 punktéw, nalezy oddac wybrane 4 2 tych zadant.

* Zadanie 1. (12 p.) Kazdy podpunkt za 4 p. Odpowiedzi nalezy krotko uzasadnié.
(n) Niech u : [0, 4+00) x R® <3 R spolnia réwnanie
Ou4b Vu=0,

dla b(z) = (1,1,a3), pray caym o = (y,2,73) € R3. Wyznacz rodzing krzywych, na ktérej u jest stala, tj takich
krzywych vy (x) startujacych z z, e u(t, v («)) = const dla kazdego z € R? jako fuknkeja od czasu.

(b) Sformutuj twierdzenie o wartosci éredniej dla funkcji harmonicznych.

(c) Niech U ¢ R% Dla jakich wartosci p € [1, +00] prawdziwe jest wlozenie WP (U) ¢ LA(U)?

o/ Zadanie 2. Niech U C R%, za$ C oznacza stalg z nieréwnosci Poincaré dla H}(U). Zalbimy, ze f € LP(U),
b=b(z) € L®(U), zas a € R jest ustalong liczbg spelniajacq a < C||b|| L= . Rozwazmy zagadnienie

aAu+b-Vu=fwU, u=0nadl.

Rozstrzygnij, dla jakich 1 € p < 0o zagadnienie to jest dobrze postawione w slabym sensie.

’(Zadanie 3. Niech U C R%, g € C*°(8U) oraz niech u : U — R bedzie funkcjg harmoniczng, u = g na au.
(a) Wykaz, ze dla dowolnego wg € C®(U) z wp = g na 9U, istnieje slabe rozwigzanie w € L?(0,T; H'(U)), d:w
L?(0,T; H~'(U)) réwnania ciepla

8w —Aw=0w[0,T)xU, Tr(w)=gna[0,T]x8U, w=uwna{0}xU.
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(b) Przypusémy, ze dla kazdego z € U istnieje granica w(z) := lim¢— oo w(t, z). Wykaz, ze u = W p.wW.
UWAGA: Nie trzeba przeprowadzaé rozumowania z metody Galerkina, tylko zastosowaé odpowiednie twierdzenia z wykiadu.

~—  Zadanie 4. Niech u € C®([0, 00); C(R?)), bedzie funkcjg spelniajaca w sensie klasycznym réwnanie
Ou+b-Vu-Au=0
z uly—p = up € C°(R?) i z danym b € R%. Udowodnij, ze dla kazde] funkcji 8 € C?(R) mamy
8,8(u) +b-VB(u) — Au f'(u) = 0.
Udowodnij, ze jeéli # > 0 jest wypukla i (0) = 0 to funkcja

[0,00) 3 t fn Blult,z)) dz
jest ograniczona.
&— Zadanie 5. Niech U C R? i niech f € L*(U). Dla m € R rozwazmy zagadnienie
—tzz =My, = f wU, u=0nadN.
Korzystajac z metody Galerkina wykaz, ze ma ono slabe rozwigzanie dla wszystkich m > 0.
v/ Zadanie 6, Niech U € RY, zaé {kj(@)}52, € L*(U) bedzie ciggiem funkeji dodatnich p.w. w U takim, e

k; L= (V)

k.
Zalbzmy, ze u; jest slabym rozwigzaniem zagadnienia
=div ((kj(®) + 1)Vuj) +u; = 1 wU, wu; =0 nadU.

T H'(U) bt .
Wykaz, ze uj —— u, gdzie u jest slabym rozwigzaniem zagadnienia

=div((k(z) + )Vu) +u=1wlU, u=0nadl.




