Analiza Matematyczna 1.2, kolokwium
27 marca 2014, 17:15 — 20:15

Rozwiazania réznych zadan nalezy napisa¢ na réznych kartkach, bo sprawdza je rézne osoby.

Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem pisza-
cego, jego nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.
Nie wolno korzystaé z urzadzen elektronicznych (kalkulatoréw, telefonéw komérko-
wych itp.); posiadane musza by¢ schowane i wylaczone! Nie dotyczy rozrusznikéw serca.
Nie wolno korzystaé z tablic ani notatek!

Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadniaé. Wolno i NALEZY powotywaé sie na twierdzenia,
ktére zostaly udowodnione na wyktadzie lub na ¢wiczeniach.

Zadanie 0. Niech f,g: (0,00) — beda funkcjami rézniczkowalnymi przy czym dla kaz-

dego z € (0, 00) spelniony jest warunek ¢'(z) # 0 # g(z).
Czy z réwnosci hr% f@) — 97§ lim g( ) = 0 wynika, ze hm I@) _ 977

Czy z réwnosci hm g,ix) =27 i i% g(x) = 27 wynika, ze hm y () ; 277
Czy z réwnodci hm 17 Ew =27 i glclirg)g(:c) oo wynika, ze hm E g 277
Czy z réwnosci 01013(1) W% =27 i glclil(l) g(x) = oo wynika, ze hm f,gm; = 277
Czy z réwnosci }jlir(l) g—% =27 i il_l}g)g(x) 0 wynika, ze hm ,( )) = 277

Zadanie

Wyznaczyé¢ stale dodatnie A, B, C, dla ktérych istnieje taka funkcja ciagta
f:(0,00) = R, ze

AJz - B

P dla = > 2,
f@=4 °

nC2) g 0<z<2

l‘_

Zadanie

Wykazaé, ze dla kazdych liczb z,y € R takich, ze x > y > 0 zachodzi
nieréwnosé

arctg(z —y) + (\/§ - 1) arctg(y) < V3 arctg (\/_ \/_\/_ . >

Zadanie

. Funkcja f jest ciagla na przedziale | 1=, 2¢/2| i spelnia warunek
2V2

f(2v2) —f(%) =§

Wykazaé, ze dla pewnej liczby x zachodzi réwnosé f(2x) —

flm) = 1.

Zadanie

. Niech f(z) =0gdy x =0 lub gdy = ¢ Q oraz f(z) =

p8dyz=2pq€eZ
q > 0 oraz NWD(p, q) = 1.
Rozstrzygnadé, czy istnieje f'(0), a jesli istnieje, znalezé te pochodna.

Zadanie

. Niech f: [0,00) — R bedzie dana wzorem f(z) = In(z + 1)y/z.

Czy funkcja f jest jednostajnie ciagta?
Czy funkcja f spelnia warunek Lipschitza?

Zadanie

. Dla jakich a € R nieré6wnosé¢ e*™® > (z—a)? zachodzi dla kazdego = € (0, 00)?




Kolokwium z Analizy Matematycznej, 13 kwietnia 2015r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwiqzania roznych zadan prosimy pisaé
na osobnych kartkach, podpisanych imieniem, nazwiskiem ¢ numerem
indeksu.

1. Obliczy¢ granice

N T ( ln.(cos.Zx) ) |
z—0 z sin(sin x)

i 2. Funkcja rézniczkowalna f : R — R spelnia réwnanie 2f(z) = f'(z)
> dla kazdego = € R. Ponadto f(0) = a. Wykaza¢, ze f(z) = ae®®.

3. Wyznaczy¢ kresy zbioru wartosci funkeji f : R — R danej wzorem

) 2
z e+ 1
f(x)_:r2+:t?+1'

4. Wykazac, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y zachodzi nieréwnosé

z+y
: e (22)”

5. Obliczy¢ granice
D) , arcsin(z) —
lim ’
z—0 tg(2z) — 2In(1 + z) — 2

6. a) Funkcja g : R — R dana wzorem g(z) = az® + bzr + ¢ spehia
g(0)=g(1)=0  oraz g"(z) = 1 dla wszystkich z.
Wyznaczy¢ a, b, ¢ oraz udowodnié, ze g(z) > —1/8 dla wszystkich z.

b) Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja f : R — R spelnia warunki
F0)=Ff(1)=0  oraz f"(x) <1 dla wszystkich z.
Dowies¢, ze dla dowolnej liczby z € [0, 1] zachodzi f(z) > —1/8.
Wskazéwka do b): zbadaé funkcje f — g.



sodocccs. )

“
2

(oo

!

(%

Kolokwium z Analizy Matematycznej, 25 maja 2015r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwigzania réznych zadan prosze pisac
na osobnych kartkach, podpisanych imieniem, nazwiskiem i numerem

mndeksu.

1. Wyznaczy¢ promienie zbieznosci szeregéw potegowych

a) > (5n+(=1)")"z™, b) > 8Wna"
n=1 n=1
2. Zbadaé, czy ciag funkcji f, : [0,00) — R, dany wzorem
i
() = ———, = B ams g
fa(@) (nz + 1)" " ’

jest zbiezny jednostajnie na [0, 00).

3. Rozstrzygnaé, czy szereg funkcyjny
(e o] .
Z sin(nz)
=~ (n+ z?)(lnn)?

jest zbiezny jednostajnie na R.

4. Obliczy¢ calke nieoznaczong

/ exp(2z) cos®  dz.

5. Rozwinaé funkcje
24z
f(=z) = (2—z)(4+ 2?)
w szereg potegowy wokét zera oraz obliczy¢ f19(0) (pochodna rzedu
15 funkcji f w punkcie z = 0).

6. Wykazad, ze funkcja

o

f(@) =3 (= — nsin(e/m)

n=1

jest dobrze okreslona i rézniczkowalna na R.
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Egzamin z Analizy Matematycznej, 18 czerwca 2015r.

Czas trwania: 150 minut. Rozwigzania réznych zadar prosimy pisac
na osobnych kartkach, podpisanych imieniem, nazwiskiem 1 numMerem

indeksu.

1. Obliczy¢ granice
k

n k 2
p 32 (5)
k=0
2. Wyznaczy¢ liczbe dodatnia z, dla ktérej wartosé catki
Ve 2
/ sin (—ﬁ—> dt
0 t+2

3. Zbadaé zbieznosé catki niewlasciwe]

1 al o} b
/ 22| sin z| dz,
s €xplz?)—1

gdzie a, b > 0 sa ustalonymi parametrami.

jest najwigksza.

4. Dana jest krzywa zamknieta o(t) = (cos’t, sin®t), t € [0, 27].
a) Obliczy¢ dtugosc tej krzywej. .
b) Obliczy¢ objeto$¢ bryly powstatej przez obrot ¢ wokét osi OX.

5. Rozwazmy szereg funkcyjny
o0 xz 1 n
2;1 1+ x2 (1 + x2> '

a) Wyznaczy¢ jawny wz6r na sume tego szeregu.
b) Czy szereg ten jest zbiezny jednostajnie na R?

6. Dla ustalonej funkcji ciaglej f: R — Rin=1,2, ..., okreSlamy
a:+%

fale) =5 / f)dt, ceR

1

a) Dowiesé, ze ( fn)n>1 zbiega punktowo do f.
b) Niech M bedzie ustalong liczba dodatnia. Dowieéé, ze (fn)n>1
jest zbiezny do f jednostajnie na [—M, M.



Analiza Matematyczna 1.2, pierwsze kolokwium
8 kwietnia 2016, 16:15 — 18:45

Rozwiazania réznych zadan nalezy napisa¢ na réznych kartkach, bo sprawdzac je beda rézne osoby.
Kazda kartka musi byé podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem piszacego,
jego nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.
Nie wolno korzystaé z urzadzen elektronicznych (kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
itp.); posiadane musza by¢ schowane i wylaczone!
Nie wolno korzystac z tablic ani notatek!
Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadnia¢. Wolno i NALEZY powotywaé sie na twierdzenia, ktére
zostaly udowodnione na wykladzie lub na ¢wiczeniach, z innych twierdzen mozna skorzystaé po-
dawszy uprzednio pelny dowdd kazdego z nich.

Za kazde zadanie mozna otrzymac nie wiecej niz 7 punktow.

1. Obliczy¢ granice
lim arctan(x) — zcosz
z=0 2tan(z) — In(1 + 2z) — 222
lub wykazac, ze granica ta nie istnieje.

2. Wyznaczy¢ kres gorny funkeji
f(z) =In

el‘

et — 1

ol -
* —
xr

na przedziale (0, 00).

3. Wyznaczyé¢, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, liczbe rozwiazan
rOwnania
zln|z|+ax+1=0.

4. Czy funkcja f(x) = cos \/|z| jest jednostajnie ciggta na
a) (0,7),
b) (0,00),

c) {-n—% : neN}?

5. Wykaza¢, ze dla wszystkich x > 0 zachodzi nieréwnosé¢
Inz* < (1 —1n2)2® +2(In4 — 1)z.




Egzamin z Analizy Matematycz: 2j 1.2
18 czerwca 2016, 9:15 — 12:45

Rozwiazania réznych zadari nalezy napisa¢ na réznych kartkach, bo sprawdzac je beda rézne osoby.
Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem piszacego, jego
nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Nie wolno korzystaé z urzadzen elektronicznych (kalkulatoréw, telefonéw komérkowych itp.);
posiadane musza by¢ schowane i wylaczone!

Nie wolno korzystaé z tablic ani notatek!

Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadniaé¢. Wolno i NALEZY powolywaé sie na twierdzenia, ktére zostaty
udowodnione na wyktadzie lub na éwiczeniach, z innych twierdzen mozna skorzysta¢ podawszy uprzednio
pelny dowdd kazdego z nich.

Za kazde zadanie mozna otrzymaé nie wiecej niz 10 punktéw; ostateczny wynik to suma

punktéw z zadan pomnozona przez 5/6 i zaokraglona w goére do najblizszej liczby catkowitej.

1. Obliczy¢ granice

2. Obliczyé
1

lim In(1 + sin(tz)) dt.

z—07t 0

oo
3. Obliczy¢ sume szeregu Z C—”, gdzie
n=1 v

& dlan=4k+1, ke N,
Gy =
—1 dla pozostalych n.

4. Zbadaé, dla jakich a € R catka niewtasciwa

/ 7% In(1 + 2**) dx
0

1

jest zbiezna. Obliczy¢ jej wartos¢ dla a = .

2

5. Funkcja f: R — R dana jest wzorem f(z) =e™*".

o0
a) Wykaz, ze szereg Z f(z —n) jest zbiezny punktowo na R do pewnej funkcji F(z), réznicz-
n=0
kowalnej na R.

b) Czy funkcja F jest jednostajnie ciggta na R? Czy spelnia na R warunek Lipschitza?

6. Funkcja f: [~1,1] — R jest klasy C'. Wykaza¢, ze funkcja g dana wzorem g(z) = f(z)—|z|
a) spelnia na [—1, 1] warunek Lipschitza,

b) jezeli L jest stata Lipschitza funkcji g na [—1,1], to L > 1.




Analiza Matematyczna 1.2, egzamin poprawkowy
21 wrzesnia 2016, 11:30-14:00

Rozwiazania réznych zadan nalezy napisa¢ na réznych kartkach, bo sprawdzac je beda rézne osoby.
Kazda kartka musi by¢ podpisana w LEWYM GORNYM ROGU imieniem i nazwiskiem piszacego, jego
nr. indeksu oraz nr. grupy ¢wiczeniowej i nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

Nie wolno korzystaé z urzadzen elektronicznych (kalkulatoréw, telefonéw komoérkowych
itp.); posiadane musza by¢ schowane i wytaczone! Nie wolno korzysta¢ z tablic ani notatek!
Wszystkie stwierdzenia nalezy uzasadnia¢. Wolno i NALEZY powolywaé sie na twierdzenia, ktére zo-
staly udowodnione na wyktadzie lub na ¢éwiczeniach, z innych twierdzen mozna skorzysta¢ podawszy
uprzednio pelny dowdd kazdego z nich.

Trzy pierwsze zadania majq charakter testu: w pudetku obok kazdego podpunktu nalezy wpisa¢ T (tak)
lub N (nie); poprawna odpowiedZ na ktérykolwiek podpunkt a), b), ¢) jest warta 1 punkt; poprawna
odpowiedz na wszystkie 3 podpunkty zadania nagradzana jest 2-punktowym bonusem.

Za kazde z pozostalych zadail mozna otrzymac¢ maksymalnie do 10 punktow.

1. Jezeli funkcja f: [0,1] — R jest ciagta, to

a) f spelnia na (0,1) warunek Lipschitza;

b) istniejg skonczone granice lim f(x) i lim f(z);
x—0t z—1-

c) istnieje rézniczkowalna funkcja g: (—1,1) — R taka, ze dla kazdego =z € (0,1)

zachodzi f(z) = g(x).

2. Funkcja f:[0,4] — R jest rézniczkowalna na (0,4) i ciagla na [0,4] .
Wynika stad, ze

a) f' jest jednostajnic ciggta na (0,4);

b) istnieje x € (0,4) takie, ze f(3) — f'(x) = f(2);

c) jezeli dla pewnego z € [1,3] zachodzi f(x) =inf{f(¢t) : t € [1,4]}, to f'(z) =0

lub f’(x) nie istnicje.

3. Funkcja f :[0,1] — R jest catkowalna w sensie Riemanna. Wynika stad,
ze

a) dla pewnego y € [0, 1] istnieje lim,_,, f(z);

b) f ma na [0, 1] wlasnos¢ Darboux;

c) dla kazdego y € [0. 1] istnieje lim,_,, f(z).




4. Dla jakich a > 0 dtugo$é¢ wykresu funkeji f : [0,1] — R danej wzorem
r?sint  dla z € (0,1],

fla) = 475 |
0 dla x =0,

jest skonczona?

5. Funkcja f: [—g, g} — R dana jest wzorem

m/2
Fit) = / |z — t|sinx dx.
—7/2

Zmajdz jej kresy.

6. Dla jakich par liczb rzeczywistych a i b zbiezna jest catka
/2

/(t sint)*(t — /2) cos’ tdt 7

0

7. Niech f :[0,1] — R bedzie funkcja ciagta. Zbadaj zbieznos¢ i zbieznos¢
jednostajng ciagu funkcyjnego o wyrazie

o) = 23
k=0

na przedziale [0, 1].
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IT kolokwium z AM 1.2
17 maja 2018, 14:15-17:00

Rozwigzanie kazdego zadania musi mieéci¢ si¢ na oddzielnych kartkach. Proszg starannie podpisaé
(imie, nazwisko, nr indeksu, grupa ¢wiczeniowa) wszystkie oddane arkusze! Wszystkie zadania sg

oceniane réwno, w skali 0—10 punktow; ostateczny wynik kolokwium to suma uzyskanych punktow

SOOI 35
pomnozona przez gj.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, pomocy kolezenskiej, kalkulatoréw, telefonéw ani

innych $rodkéw telekomunikacji.

;(;2 . . 5 ol ,
Zadanie 1. Niech f(z) = ;’_ 7312 Obliczy liny f(sinz) mfln( f@)

Zadanie 2. Niech f,: [0,1] — R beda dane wzorem
fa(z) = 2% 4+ n®z exp(—nz?).

Zbadaé zbieznosé punktows i jednostajna ciagu (fn)nen na [0, 1] w zaleznosci od
a > 0.

Zadanie 3. Wykaza¢, ze funkcja okreslona jako suma szeregu

B)= Y, wm———
f( ) TLZ=:@ZI?6+TL6

jest dobrze okreslona 1 ma ciagts pochodna na zbiorze [0, 00).

Zadanie 4. Niech funkcja f bedzie okre$lona szeregiem potegowym:
X bn g . . nmw nm
&) = il dzie b, = sin — + cos —.
f@) =L 7 gdde ba=singdeossy

(a) Wyznaczy¢ wszystkie punkty zbieznosci tego szeregu.

(b) Wyznaczy¢ funkcje f wzorem jawnym przez funkcje elementarne.
(c) Znalez¢ funkeje F, taky ze F'(z) = f(z).
bn

x
Znajac funkcje F obliczyd ere |
(d) Znajac funkeje F' obliczy¢ sume szeregl nz::o (n+1)(n+2)

Zadanie 5. Niech f: R — R bedzic funkejy ciagla, nieparzysta i okresowg o okre-
sie 4. Zbada¢, czy szereg

i (2[2] + (-1)"Hz)

ne2 Vn? +cosz

jest zbiezny jednostajnie na R.




- A

B \
f-®  Lozamin z analizy matematycznej 1.2 (termin I) #g#
& Y &
23 czerweca 2018, 9:15-13:00

Kazdy moze wybra¢ do rozwiazywania 5 (slownie: pieé) z szesciu zadan. Za zadanie nr 6 mozna
dosta¢ 15 punktow. Za caly egzamin mozna otrzymacé ponad 100% punktow!

Rozwigzanie kazdego zadania musi miesci¢ sie na oddzielnych kartkach. Prosze starannie podpisac
(imig, nazwisko, nr indeksu, grupa ¢wiczeniowa) wszystkie oddane arkusze! Zadania 1.-5. sg oceniane
réwno, w skali 0-10 punktow; zadanie 6. w skali 1-15; ostateczny wynik egzaminu to suma uzyskanych
punktow — liczy sie pieé najlepiej rozwigzanych zadan — pomnozona przez 2.

Nie wolno korzystaé¢ z notatek, pomocy kolezenskiej, kalkulatoréow, telefon6éw ani innych
srodkow telekomunikacji.

Nalezy szczegolowo uzasadniac¢ rozwiazania powolujac sie na odpowiednie twierdzenia, lematy, ...

l1—cosz B
J In(2+tg?t) dt ree
3 )
Zadanie 1. Obliczy¢ granice lin% Y’ 5

2

. : . . 1 & : :
Zadanie 2. Obliczy¢ granice nhrfm i ; \/16n2 — (4] — 2)

o) 2
. . . : : N nln”n
Zadanie 3. Wykaza¢ niemal jednostajng zbieznosé szeregu » | — 7
n

n=1

cos(mnz) na (0, 1).

Wsk.: Moze si¢ przydac¢ wzor Y cos(na) = cos(na/2) sin((n + 1)a/2)(sin(a/2))—l.

n=0

: (-—xln .'L‘)a

Zadanie 4. Zbada¢ zbieznos¢ calki niewladciwej / 5 dz w zaleznosci od paramef-
0

2P + (1 + 2}
1ow o, 0 € R. «.
UWAGA: Liczby o i 3 moga by¢ ujemne. o

-

Zadanie 5. Niech f: [0,1] — R bedzie funkejg niemalejacg. Wykazac, ze prawdziwa jest nie-
rownosé

o 3 [ faEde>2 [ @) d
0 0

UWAGA: Za dowéd przy zalozeniu, ze f jest rozniczkowalna (lub klasy C!) bedzie mozna
otrzymad¢ maksymalnie 6 punktow.

Zadanie 6 (x, za 15 punktow). Niech g: [0,4+00) — R bedzie monotoniczna, wypukla a catka

+00
/ g(t) dt niech bedzie zbiezna. Wykazac, ze cigg funkcyjny
0 &

) T 1\ . T
"E‘ FulE) = 0/ g(t - E) sm(t + ﬁ) dt

jest zbiezny jednostajnie na [0, +00).




