Algebra 1 24.02.2023

1. Dane s idealy I, J pierscienia R = Z|i|:
I=(@d+i,2-1i),J=(8-1i).
Sprawdz, czy ktoryé z idealow I' 0 J, T + J jest idealem pierwszym w R.

2. Niech I; oznacza ideal generowany przez element 3z2 + 6 w piericieniu R;, i = 1,2,3,
gdzie Ry = Z[z], Ry = Q|z], R3 = Q[z, y].
(a) Dla jakich i, R,/I, jest cialem?
(b) Dla jakich i, R,/I; jest dziedzing?

3. Niech R = Z[z\/'?].
(a) Zbada¢, czy grupa U(R) elementéw odwracalnych pierécienia R jest cykliczna.
(b) Uzasadnij, ze R nie jest dziedzing z jednoznaczno$cia rozkladu.

4. Zbadaj rozkladalnoéé wielomianu f = 6z — 3z + 6 w pierscieniach:
(a) Z[z].
(b) Q[z].
(c) R[z].

5. Zalozmy, ze G jest grupa rzedu pq, gdzie p < q sa liczbami pierwszymi. Wykaz, ze G
ma dokladnie p— 1 elementéw rzedu p lub G ma dokladnie g(p - 1) elementéw rzedu p.
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. Niech H bedzie podgrupa grupy G.

a) Sformuluj twierdzenie Lagrange’a.
b) Wykaz, ze liczba warstw lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H jest réwna liczbie warstw prawo-

stronnych (bez zalozenia o skonczonosei grupy G).

. a) Podaj definicj¢ rzedu o(a) elementu a grupy G.

b) Udowodnij, ze jedli a € G ma rzad skoriczony oraz ¢ : G — H jest homomorfizmem grup, to o(¢(a)) dzieli

ola).

. a) Sformuluj twierdzenie Sylowa.

b) Wyjaénij, dlaczego jesli dla liczby pierwszej p dzielacej |G| w grupie G jest tylko jedna p-podgrupa Sylowa,
to jest ona podgrupa normalng.

a) Podaj definicje najwickszego wspolnego dzielnika elementéw a, b dziedziny R.

b) Wykaz, ze w dziedzinie idealéw glownych R dla dowolnych a,b € R mamy aR + bR = dR, gdzie d ~
NW D(a,b).

a) Podaj definicje elementu nicrozkladalnego dziedziny calkowitosci R

b) Udowodnij, ze jeéli R jest dziedzing idealéw glownych i a € R jest elementem nierozkladalnym, to aR jest

idealem maksymalnym w 17,

G I —




