Zadanie 1. (10p.)
Oblicz catke

/ cos(x) .
oo L+ 2+ 22

Rozwigzanie:

Dla ustalonego R > 0 rozwazmy dwie drogi: odcinek [—R, R] oraz tuk yg = {R - exp(it): t € [0, 7]}.
Rozwazmy réwniez cykl I'r = [-R.R] + vg.

Zauwazmy, ze

+oo . R .
/ %dx: lim Lm)zdx: lim Re/ Mdz'
R B R—oo J_pl+z+a R—00 -rR 1l +z+z2
Catke fFR fj:(iz)? dz liczymy z twierdzenia o residuach. Funkcja podcalkowa ma dwa bieguny z; =
_1%“/5 oraz zo = _:L_T“/g Mamy
Indr,(z2) =0, Indr,(z1)=1, dla R > |z].
Zatem
/ P02 i Res (eXP@@Ql) .
rpltz+2z 1+2+2
Mamy
. . . —i—V3
Res 7exp(zz) z1 ) = lim (2 — z1) exp(i2) = exp(iz1) = o ( 2 ) =
1+ 2+ 22’ P (z—21)(z —22) 21— 29 i3

_ exp(v/3/2) (cos(1/2) — isin(1/2)) _

iv3
-exp(v/3/2) (sin(1/2) — icos(1/2))

&l

Czyli dla R > |z1| mamy

/F P02) g, 2T exp(v3/2) (cos(1/2) + isin(1/2))

R L+z+22 V3
Oszacujmy teraz catke va ff;:’_i)z dz. Mamy

N

/ exp(iz) i /” exp(iRe') - R-i-e'
———dz| = . ,

yr 1+ 2+ 22 o 14 Reft + R2e%t

<R /” lexp(iRe™) - t| R /’T exp(—Rsin(t)) - |¢]

SO ) T+ Ret 1 REezt] 7)) L+ Revt + Reezr| @S

a

dt
[T + Reit + R2e2it|

< R-exp(—R) - 71'/
0
Oszacujmy teraz mianownik. Z nieréwnoéci tréjkata mamy
|1+ re" + R?*| > |Re" + R*¢*'|-1=R-|1+ Re"| -1>R(R-1)-1=R*-R—1.

Zatem

0.

: _p)2
/ exp(iz) is| < Rexp(—R)7* R—oo
1+ 24 22 R2-—R-1

T




Podsumowujac

o0
[m1+x+x2

cos(z)

dm = lim Re

R—oo

R—oo

/ _expliz) o
Crm 1Tzt

exp(iz) . 2m :
J T = eV eos(1/2),
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1 Rozwigzanie zadania

1.1 Czesé (a)

Na wstepie stwierdzmy prosty fakt - liczba pierwiastkéw P(z) na rozpatrywanym pierécieniu jest réwna liczbie pier-
wiastkéw o module mniejszym niz 3/2, minus liczba pierwiastkéw o module mniejszym niz 1.

Obydwa te zbiory sa obszarami ograniczonymi przez okregi |z| = const, naturalnym narzedziem do znalezienia liczby
miejsc zerowych wiec bedzie twierdzenie Rouchego. Aby z niego skorzystaé, musimy najpierw postanowi¢ jakimi funk-
cjami bedziemy przyblizaé¢ P(z) na poszczegblnych okregach.

Zacznijmy od mniejszego okregu, |z| = 1. Modul wszystkich poteg z jest tam réwny 1, mozemy sie wiec spodziewaé, ze
nasza funkcja bedzie dobrze si¢ przyblizaé przez skladnik o najwieszym wspotczynniku przy nim - 8z. Sprawdzajac, czy
jest to stuszne zalozenie, faktycznie dostajemy

|P(2) = 82| = |22 + 427 — 22 + 1| < |22+ [427| + | = 22|+ 1| =1+4+1+1=7 < 8= 82],

a zatem, na mocy twierdzenia Rouchego, P(z) i 8z maja tyle samo pierwiastkéw na dysku |z| < 1. Jest to oczywiscie
tylko jeden pierwiastek.

Aby wybraé odpowiednia funkcje dla przyblizenia P(z) na okregu |z| = 3/2 spéjrzmy ponownie na poszczegdlne skladowe
wielomianu. Gdy patrzymy na wielomian na zbiorze postaci |z| = A > 1, intuicja méwi nam, ze wmodul calosci
bedzie najprawdopobniej dominowany przez wyrazy o jak najwyzszych potegach. Korzystajac jednak najpierw z (malo
precyzyjnego) szacowania 3/2 < 2 widzimy, ze na obecnie rozpatrywanym okregu

|2%] < 1427),

tak wiec zacznijmy od préby przyblizenia wielomianu P samym wyrazem 4z7. Dostajemy wtedy

3
2% = 2% 4 82+ 1 <[] 4 [2%] 4+ (82 + 1 < [%] + 3+ 124 1= (5)° + 16

(dla wygody oszacowali$my tutaj |22| z géry. Chcemy wiec teraz pokazaé, ze
3 3
(5)9 +16 < 4(5)7 = [427),

czyli réwnowaznie

9 L 2048
4 37
co jest prawda, poniewaz 37 > 35 = 81-81 = 6561 > 2048, wiec lewa strona nieréwnoéci jest mniejsza niz 3+ i. Sktadajac
wszystkie pokazane nieréwno$ci, otrzymujemy ostatecznie fakt, ze

< 4,

|P(2) — 427| < |427]

na zbiorze |z| = 3/2, tak wiec na mocy twierdzenia Rouchego, wielomian P(z) ma 7 pierwiastkéw na dysku |z| < 3/2,
jako ze 427 ma siedmiokrotny pierwiastek w zerze.
Laczac obydwa rezultaty, otrzymujemy, ze wielomian P(z) ma 6 pierwiastkéw na dysku 1 < |z| < 3/2.

1.2 Czesé (b)

Aby wykazaé ta czes¢ zadania, bedziemy chcieli skorzystaé z zasady argumentu. Bedziemy rozpatrywaé potokrag postaci
{z=0+iy,y € [-R, R} U{R(2) 2 0,]2| = R} =71 Uy,

gdzie orientujemy ~y;,v2 tak aby obiegaly ograniczony obszar zgodnie z naturalng orientacja C (tj. v1 idzie "od géry do
dotu").

Poniewaz P(z) jest wielomianem, to ma skoriczenie wiele miejsc zerowych i dla odpowiednio duzego R € R wszystkie
pierwiastki o czesdci rzeczywistej dodatniej beda mieécié¢ sie wewnatrz odpowiednio duzego pétokregu.

Aby méc skorzystaé z zasady argumentu, musimy pokazaé, ze P(z) nie ma zadnych miejsc zerowych na rozpatrywanej
krzywej. Zakladajac, ze R jest odpowiednio duze nie moze by¢ zadnych miejsc zerowych na 7,. Dla 3 mamy

R(P(iy)) =y*> +1>0,

tak wiec P(z) nie moze mie¢ miejsc zerowych na osi urojone;j.
Spéjrzmy teraz na przyrost argumentu wzdluz poszczegélnych krzywych:



Jak pokazaliémy przed chwila, obraz ~;, zawiera sie w prawej polplaszczyznie. Argument jest jednoznacznie okreslong
funkcja na tym zbiorze, tak wiec przyrost argumentu P wzdluz 7; jest rowny po prostu

arg(P(—iy)) — arg(P(iy)),

gdzie arg jest funkcja przyjmujaca wartosci z przedziatu (—m,7) Mamy P(z) = 2°[1 + ‘lzig — i—z + %g + Zig], a zatem,
korzystajac z tego ze argument iloczynu to suma argumentéw, wnioskujemy ze

arg(P(z)) — arg(z?) — 0

przy R — oo, poniewaz argument wyrazenia w nawiasie dazy do arg(l) = 0 dla |z| dazacego do nieskoriczonosci. W
szczegblnosci otrzymujemy, ze
arg(P(+iR)) — arg((+£iR)?) — 0.
Mamy wiec
. . . 159 . - 159 7T 7T
i S, (P(0) = fim (i) - Jim 61) =~ - 5
Analogicznie, dla tuku v otrzymujemy

= —T.

. o 9\ _ 1 _
ngnooAargﬂf2 (P(2)) = ngnooAargW(z )= R}l_rgo A9arg, (z) = 9.

Lacznie wigc mamy Aarg, ., (P(z)) — —7 + 97 = 87, a zatem dla dostatecznie duzych R ten pélokrag zawiera we

wnetrzu 5T = 4 miejsca zerowe P(z).

Aby pokazaé, ze dwa z tych miejsc zerowych leza w pierwszej ¢wiartce, pokazmy najpierw, ze P(z) nie ma pierwiast-
kéw rzeczywistych dodatnich. W tym celu nalezy rozpatrzeé przypadki:

e Dla z =0 mamy P(z) =1#0;

e JesliO <z <1, toa?<1azatem P(x) > 2+ 427 — 22 + 8z + 22 > 0;

o Jedlil < x,tox? < 2", azatem P(x) > 2" +32" +22 — 22 +82+1 > 0.

Teraz, poniewaz wspolczynniki wielomianu P(z) sa rzeczywiste, na mocy zasadniczego twierdzenia algebry otrzymu-
jemy ze zbiér pierwiastkéw P(z) jest niezmienniczy ze wzgledu na operacje sprzezenia. Innymi stowy zbiér pierwiastkow
P(z) jest symetryczny ze wzgledu na odbicie wzgledem osi rzeczywistej. Skoro nie ma pierwiastkéw lezacych na tej osi,
wnioskujemy ze po dwa pierwiastki P(z) musza leze¢ w pierwszej i czwartej ¢wiartce, co konczy dowdd.

Uwaga: Mozna tez pokazal, ze dwa pierwiastki leza w pierwszej ¢wiartce na inny sposéb - zamiast rozpatrywaé krzywa
ograniczajaca polowe dysku o czesci rzeczywistej dodatniej, mozna rozpatrywaé krzywe ograniczajace ¢wiartki kola (w
pierwszej i czwartej ¢wiartce ukladu wspdlrzednych). Ostatecznie, rozwiazania te wymagaja pokazania dokladnie takich
samych faktéw w nieco innej kolejnoéci - konieczne jest pokazanie, ze nie ma pierwiastkow rzeczywistych dodatnich
aby skorzysta¢ z zasady argumentu dla éwieréokregéw - tak wiec wybér jednej lub drugiej metody jest tak naprawde
wytacznie kwestig osobistych preferencji.

2 Zasady oceniania
Cze$é (a) jest warta 4 pkt, a czeéé (b) - 6 pkt. W ramach tych czeéci punkty sa przydzielone nastepujaco:

Za czesé (a):

o Za kazdy z okregéw |z| = 1, |z| = 3/2 jeden punkt za dobra strategie (powolanie sie na twierdzenie Rouchego,
sensowny wybor funkceji ktora przyblizamy P(z);

e Za kazdy z okregéow - poprawne pokazanie tezy - sprawdzenie zalozen twierdzenia i udowodnienie odpowiedniej
nieréwnosci.

Za czesé (b):

e 1 pkt za odpowiednie podejécie - powolanie sie na zasade argumentu i sensowny wybér konturéw;

o 1 pkt za pokazanie, ze P(z) nie ma pierwiastkéw na osi urojonej;

« 1 pkt za poprawne policzenie zmiany argumentu wzdluz pionowego odcinka (odcinkéw);

e 1 pkt za poprawne policzenie zmiany argumentu po tuku (lukach);

e 1 pkt za pokazanie, ze nie ma pierwiastkow rzeczywistych dodatnich;

o 1 pkt za poskladanie tych wszystkich krokéw (policzenie lacznej zmiany argumentu, uzasadnienie ze sa po dwa
pierwiastki w pierwszej i czwartej éwiartce).



Zadanie 3. (10p.)
Oznaczmy H; = {z € C: Im(z) > 0} oraz Q = H; U D(0,1).

(a) Wyznacz obraz obszaru € przez homografie h(z) =

z—1
T z41-

(b) ZnajdZ odwzorowanie biholomorficzna przeprowadzajace 2 na D(0,1).

(a)

Rozwiazanie:

Aby wyznaczy¢ obraz obszaru (), wyznaczymy osobno obraz H oraz obraz dysku jednostkowego
D(0,1).

Zauwazmy, ze wspélezynniki funkcja h sa rzeczywiste, zatem h(R) = R, poniewaz obrazem
prostej R bedzie prosta lub okrag. Zatem h(H) = H, lub h(H,) = H_ = {2z € C: Im(z) < 0}.
Mamy h(i) = i, czyli h(H;) = Hy.

Policzymy teraz obraz dysku jednostkowego. Skoro h(—1) = 0o, oznacza to, ze obrazem 9D(0, 1)
bedzie prosta. Aby wyznaczy¢ te prosta, liczmy wartosci h w innych punktach z 9D(0,1).

Zatem, h(0D(0,1)) = {z € C: Re(z) = 0}. Dodatkowo, h(0) = —1, zatem h(D(0,1)) = {z €
C: Re(z) < 0}.

Podsumowujac,

h(Q) = h(H;) U R(D(0,1)) = {z: Im(2) > 0 lub Re(z) < 0}.

Alternatywnie, mozna bylo przedstawié¢ h jako zlozenie translacji, inwersji i jednoktadnosci i
wyznaczy¢ kolejno obrazy zbioru €.

Wybierajac galaz funkeji argument tak, aby arg(z) € [0, 27), mozemy zapisaé

Q={zeC\{0}: arg(z) € (0,3/2m)}.

2/3

Niech f bedzie galezia funkcji z — 2°/° na obszarze (2, ktora spelnia

f(z) = exp (2/3 - 1og(2))
gdzie log(z) = In |z|+i-arg(z). Funkcja f jest dobrze okreslona i holomorficzna na §2. Dodatkowo,
mamy f(Q) =H, ={z € C\ {0}: arg(z) € (0,7)}.
Rozwazmy teraz homografia g(z) = 225. Wowczas g(H,. ) = D(0,1). Zatem (go f)(Q2) = D(0,1).
Dodatkowo, oba odwzorowania sa biholomorficzne, tzn. kazde z nich jest jest holomorficznym
homeomorfizmem, ktérego odwrotnoéé tez jest odwzorowaniem holomorficznym.
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