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Funkcje analityczne. Zadanie 5 z kolokwium dla chorych.

Zadanie 5. Zalézmy, ze funkcja f € H(C) jest wymierna. Jakie warunki musi spetniaé
funkcja f, zeby funkcja
9(z) = exp(f(2))

byta meromorficzna?

Rozwigzanie. Jesli f jest wielomianem, teza zachodzi. Pokazemy, ze meromorficznosé f
implikuje ze f jest wielomianem.

Zatozmy przeciwnie, ze f nie jest wielomianem. Bez straty ogdlnoéci mozemy zatozy¢,
ze f ma biegun w z = 0 (niezmienniczo$¢ wlasnosci wymiernosei oraz meromorficznosci ze
wzgledu na wewnetrzne translacje). Wowczas mozemy napisaé

f(z) = P(3) + h(2).

z
gdzie P jest wielomianem takim, ze P(0) = 0, oraz h jest holomorficzna na pewnym
otoczeniu zera. Zatem

9(2) = exp(f(2)) = exp(P( 1) exp(h(z).

Funkcja exp(h(z)) jest holomorficzna na pewnym otoczeniu zera. Jest ona niezerowa, oraz
1/ exp(h(z)) jest takze holomorficzna na pewnym otoczeniu zera wiec zeby okreslié rodzaj
osobliwosci funkcji g w zerze, wystarczy rozpatrze¢ funkcje

a(z) :=exp(P(1/z)).

Zauwazmy, ze P(1/z) ma biegun w z = 0, zatem lim, ., P(1/2) = oo, a stad P(1/2)
przeksztatca (dostatecznie mate) dyski D(0,7) w pewne otoczenie nieskonczonosci

U(r) 2 {w: |w| > R(r) > 0}.
Funkacja exp(w) ma osobliwos¢ istotna w nieskonczonosci, zatem
exp ({w : jw| > R(r) > 0})
jest zbiorem gestym w C. W takim razie obraz
a((D(r))) = expoP o (1/z) (D(r))

jest zbiorem gestym w C. Funkcja a nie moze zatem mie¢ osobliwo$cu usuwalnej ani zera
w zerze, gryz w takiej sytuacji obraz dysku bylby albo ograniczony z gory w przypadku
osobliwosci usuwalnej, albo ograniczony z dotu przez liczbe dodatnia (dla dostatecznie
maltych r) w przypadku bieguna, co nie jest spetione. Il
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