










Funkcje analityczne. Zadanie 5 z kolokwium dla chorych.

Zadanie 5. Załóżmy, że funkcja f ∈ H(C) jest wymierna. Jakie warunki musi spełniać
funkcja f , żeby funkcja

g(z) = exp(f(z))

była meromorficzna?

Rozwiązanie. Jeśli f jest wielomianem, teza zachodzi. Pokazemy, że meromorficzność f
implikuje że f jest wielomianem.
Załóżmy przeciwnie, że f nie jest wielomianem. Bez straty ogólności możemy założyć,

że f ma biegun w z = 0 (niezmienniczość własności wymierności oraz meromorficzności ze
względu na wewnętrzne translacje). Wówczas możemy napisać

f(z) = P (
1
z
) + h(z),

gdzie P jest wielomianem takim, że P (0) = 0, oraz h jest holomorficzna na pewnym
otoczeniu zera. Zatem

g(z) := exp(f(z)) = exp(P (
1
z
)) exp(h(z)).

Funkcja exp(h(z)) jest holomorficzna na pewnym otoczeniu zera. Jest ona niezerowa, oraz
1/ exp(h(z)) jest także holomorficzna na pewnym otoczeniu zera więc żeby określić rodzaj
osobliwości funkcji g w zerze, wystarczy rozpatrzeć funkcję

a(z) := exp(P (1/z)).

Zauważmy, że P (1/z) ma biegun w z = 0, zatem limz→∞ P (1/z) = ∞, a stąd P (1/z)
przekształca (dostatecznie małe) dyski D(0, r) w pewne otoczenie nieskończoności

U(r) ⊇ {w : |w| ­ R(r) > 0}.

Funkacja exp(w) ma osobliwość istotną w nieskończoności, zatem

exp ({w : |w| ­ R(r) > 0})

jest zbiorem gęstym w C. W takim razie obraz

a((D(r))) = exp ◦P ◦ (1/z) (D(r))

jest zbiorem gęstym w C. Funkcja a nie może zatem mieć osobliwoścu usuwalnej ani zera
w zerze, gryż w takiej sytuacji obraz dysku byłby albo ograniczony z góry w przypadku
osobliwości usuwalnej, albo ograniczony z dołu przez liczbę dodatnią (dla dostatecznie
małych r) w przypadku bieguna, co nie jest spełnione. □




